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1 Mengen, Abbildungen, Mengenfamilien

1.1 Mengenbegriff und Grundoperationen

Eine Menge ist eine Gesamtheit von Objekten, die sich durch eine oder auch meh-
rere Eigenschaften von anderen Objekten unterscheiden. Es ist stets entscheidbar,
ob ein konkretes Objekt zur Menge dazugehort oder nicht.

Mengen lassen sich charakterisieren durch
(a) Angabe der (endlich vielen) Elemente,

(b) Angabe einer (oder mehrerer) die Gesamtheit charakterisierenden Eigen-
schaft.

Beispiele, Bezeichnungen und Sprechweisen:

reM x ist Element der Menge M, x gehort zu M

r & M x ist kein Element der Menge M, x gehort nicht zu M
M = {a,b,c, [} M Dbesteht aus den vier Elementen a, b, ¢ und f
N={1,2,...} Menge aller natiirlicher Zahlen

R Menge aller reellen Zahlen

Rt ={z e R:2 >0} Menge aller positiven reellen Zahlen

Es hat sich als giinstig erwiesen, auch Mengen mit nur einem bzw. keinem Element
zu betrachten. Letztere heiit leere Menge und wird mit () bezeichnet.

M = {z:x gerade Primzahl } = {2}
P = {x:xist reelle Losung der quadratischen Gleichung z? + 2z + 3 = 0}

Da aus 22 + 22 +3 =0 r12=—1++1-3 folgt, ist P = 0.
DEFINITION 1.1 Die Menge M :={x : x € M, oder x € My} heifst Vereini-
gung der Mengen My und My, in Zeichen M = My U M.

DEFINITION 1.2 Die Menge M := {x : x € M; und v € My} heifst Durch-
schnitt der Mengen My und My, in Zeichen M = My N M.

DEFINITION 1.3 Die Menge M :={x : x € My und x & My} heifst Differenz
der Mengen My und My, in Zeichen M = M\ M.

DEFINITION 1.4 Die Menge My heifit Teilmenge der Menge My, in Zeichen
My C Ms, wenn fiir jedes x € My auch x € My gilt.
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Abbildung 1: Vereinigung, Durchschnitt und Differenz der Mengen M; und M.
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Abbildung 2: Teilmenge M; von M, und Komplement von M beziiglich F.

Fiir eine beliebige Menge M gelten die Beziehungen M C M und () C M.

DEFINITION 1.5 Seien E eine Menge und M C E. Die Menge CpM = {z €
E:x ¢ M} heifit Komplement der Menge M beziglich E.

Betrachten wir folgende Teilmengen reeller Zahlen
My ={zeR:x>1} My:={zeR:2<2}.
Dann gelten folgende Aussagen:
MiUM, =R, MinMy={xeR:1<x<2}, M\M ={zeR:z>2}
CeMy={xeR:2<1}, CrpsiMi={zeR:0<z<1}.

1.2 Produkt von Mengen

DEFINITION 1.6 Seien X und Y zwei Mengen. Unter dem Mengenprodukt
X x Y wersteht man die Menge aller geordneten Paare (x,y) mit x € X und
y €Y, in Zeichen

XxY:={(r,y):ze X undy € Y}.

Man beachte, dass das Mengenprodukt im allgemeinen nicht kommutativ ist. Fiir
X ={1,3}und Y ={4,7,1} gilt

XxY = {(1,1),(1,4),(1,7),(3,1),(3.4), (3,7},
Y x X = {(1,1),(1,3),(4,1),(43),(7,1),(7.3)}.
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Fiir die Menge P = X x (Y x X) haben wir

Po= {(1,(11),(1,(1,3)), (1, (41)),(1,(43)), (1,
(3,(1,1)), (3,(1,3)), (3, (4,1)), (3, (4,3)), (3, (7,

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithrt man geordnete Tripel
3,7,1):=(3,(7, 1)) =((3,7),1)
ein. In diesem Sinne gilt dann das Assoziativgesetz
Xx (Y xZ)=(XxY)x Z.

Die Verallgemeinerung dieses Konzeptes fiihrt auf geordnete n-Tupel (z1, ..., x,)
mit x; € X;, 2 =1,...,n. Das Produkt X x Y einer Menge X von m-Tupeln mit
einer Menge Y von n-Tupeln ist eine Menge von m + n-Tupeln. Fiir das r-fache
Produkt von X mit sich selbst schreiben wir einfach X".

Die Menge R™ aller n-Tupel reeller Zahlen kann geometrisch als Menge aller
Punkte auf der Zahlengerade (n = 1), als Menge aller Punkte in der Ebene
(n = 2) bzw. als Menge aller Punkte im Raum (n = 3) interpretiert werden.
Ein n-Tupel reeller Zahlen entspricht genau einem Punkt im n-dimensionalen
Vektorraum R" (vgl. Vorlesung Lineare Algebra).

1.3 Abbildungen, Einschrinkungen, Ausdehnungen

DEFINITION 1.7 Seien X undY zwei Mengen. Eine Teilmenge F' von X XY
heifit genau dann eine Abbildung von X in'Y (oder eine auf X definierte Funktion
mit Werten in'Y' ), wenn es zu jedem x € X genau einy € Y derart gibt, dass
(x,y) € F gilt. X heifst Definitionsbereich, Y Zielbereich.

Fiir (z,y) € F schreibt man héufig auch y = F(z). Die Abbildung wird durch
F : X — Y und die Angabe der Abbildungsvorschrift y = F'(x) charakterisiert.
Es ist grundsétzlich zu unterscheiden zwischen der Abbildung F' (einer Teilmenge
von X xY') und der Menge aller Funktionswerte {F'(z) : x € X} (einer Teilmenge
von Y).

Beispiel 1.1 Seien X =R, Y =R, a € RT und F = {(x,y) € R* : 22 +y* = a*}.
Dann sind X x Y die Menge aller Punkte in der zy-Ebene und F' die Menge aller
Punkte eines Kreises mit Mittelpunkt im Ursprung (0,0) und Radius a. F' ist
zwar Teilmenge von X x Y aber keine Abbildung, da

(a) es Punkte x € X gibt, zu denen kein y € Y existiert mit (z,y) € F, z.B.
T = 2a,
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Abbildung 3: Teilmengen F' von X x Y, links keine Abbildung (Bsp. 1.1), rechts
eine Abbildung (Bsp. 1.2).

(b) es Punkte € X gibt, zu denen mehr als ein y € Y existiert mit (z,y) € F,
z.B. ist fir = 0 sowohl (0,a) € F als auch (0, —a) € F.

Beispiel 1.2 Seien X =R, Y =R und F = {(z,y) € R? : y = 2?}. In diesem
Beispiel ist F' Abbildung von X in Y.

Beispiel 1.3 Die Menge X C R? umfasse alle Punkte im Innern eines wirmeleitenden
Mediums und sei Y = R. Wir ordnen jedem Raumpunkt x = (z1,29,23) € X
eine ortlich gemittelte Temperatur y zu, also

y=F(x)=F(21,29,23) <= (x,y) € F.

Dann ist F' eine Abbildung von X in Y, in Zeichen F' : X — Y. Auch hier
beachte man den Unterschied zwischen dem Temperaturwert F'(z) in = und der
Temperaturverteilung F'.

LEMMA 1.1 Seien A C X eine Teilmenge von X und F: X — 'Y eine Abbil-
dung von X in'Y. Dann ist F N (A X Y) eine Abbildung von A in'Y .

Beweis:

(i) FN (A xY) ist eine Teilmenge von A x Y.

(ii) Zu jedem x € A C X gibt es genau ein y € Y derart, dass (z,y) € F. Nach
Konstruktion ist auch (z,y) € A x Y.

DEFINITION 1.8 Seien AC X und F: X — Y. Die Abbildung FN(AXY)
heifit Einschrinkung von F auf A, in Zeichen F| , .

DEFINITION 1.9 Unter der Ausdehnung einer Abbildung F: X — 'Y auf die
Menge B D X wverstehen wir eine Abbildung F' : B — Y, deren Einschrinkung
auf X mit F dibereinstimmit.



Beachte: Die Einschrinkung F|, einer Abbildung F' von X in Y auf A ist ein-
deutig bestimmt. Es gibt mehrere Ausdehnungen F' ein und derselben Abbildung
F:X->Y.

Beispiel 1.4 Seien X = RT, Y = Rund F : X — Y durch die Zuordnungs-
vorschrift y = F(z) = 2% gegeben. Die Einschrinkung von F auf N ordnet jeder

natiirlichen Zahl ihre Quadratzahl zu. Zwei Ausdehnungen von F' auf B = R sind
durch

~ 2?2 fir >0
Fi(z) = { 20 +1 fir <0
~ x? fiir x> =2
Fy(z) = { 0 fir z< -2

gegeben.

1.4 Bilder und Urbilder von Abbildungen
Seien F': X — Y eine Abbildung von X in Y und A eine Teilmenge von X.

DEFINITION 1.10 Die Menge
F(A):={yeY: esgibt einx € A mity=F(z)}
heifst Bild von A unter der Abbildung F.
LEMMA 1.2 FEs gelten folgende Aussagen:
(a) Fir jedes v € X gilt F({z}) ={F(z)}.
(b) Aus A C B folgt F(A) C F(B).
(c¢) Fiir beliebige Mengen A C X und B C X gilt
F(ANB) C F(A)N F(B).
(d) Fiir beliebige Mengen A C X und B C X gilt
F(AUB)=F(A)UF(B).

Beweis:

Wir weisen exemplarisch die Eigenschaft (c¢) nach. Sei y im Bild von AN B unter
F enthalten. Dann existiert ein x € AN B mit y = F(z). Da  im Durchschnitt
von A und B liegt, ist x € A und z € B und somit y = F(z) € F(A) und



y = F(z) € F(B). Folglich liegt y im Durchschnitt der Bilder F'(A) und F(B).

Beispiel 1.5 Im allgemeinen gilt in der Aussage (c) nicht das Gleichheitszeichen.
Betrachten wir hierzu die durch die Zuordnungsvorschrift F(z) = z? gegebene
Abbildung F : R — R, die Menge A := {x € R: 2 < 0} und B = R". Wegen
AN B =0 folgt F(AN B) = . Andererseits schlieen wir aus F(A) = R* U {0}
und F(B) = R* fiir den Durchschnitt der Bilder F(A) N F(B) = R™.

DEFINITION 1.11 Die Menge
FYB):={re€X:F(z) € B}
heifit Urbild von B unter der Abbildung F .

Beispiel 1.6 F': W — R entspreche der Temperaturverteilung in einem Wiirfel
W C R3. Ist B ein vorgegebener Temperaturbereich, etwa B = {y € R : —10 <
y < 30}, so ist das Urbild F~!(B) von B unter F die Menge aller Punkte des
Wiirfels, die im vorgegebenen Temperaturbereich liegen. Zur Visualisierung von
berechneten Temperaturfeldern F’ werden oft im Schnitt eines Bauteils verschie-
dene Temperaturbereiche durch unterschiedliche Farben auf dem Bildschirm dar-
gestellt. Um die entsprechenden Bereiche einférben zu kénnen, sucht man gerade
die Urbilder der Temperaturbereiche unter der Abbildung F'.

LEMMA 1.3 Es gelten folgende Aussagen:

(a) F71(A) = F7{(ANF(X)).

(b) Aus A C B folgt F7'(A) C F7'(B).
(¢) F-{(ANB)=F'(A)NnF(B).
(d) F"'(AUB) = F~'(A)UF~(B).

(e) Fir BCY gilt F(F~'(B)) = BN F(X).
(f) Fir AC X gilt F7Y(F(A)) D A.

Beweis:

Wir weisen exemplarisch die Aussage (f) nach. Sei x € A C X. Dann ist
y = F(x) € F(A). Nach Definition des Urbildes der Menge F'(A) gehort x zu
F7Y(F(A)).

Man beachte, dass im allgemeinen in der Aussage (f) nicht das Gleichheitszeichen
steht. Sei etwa F : R — R durch die Zuordnungsvorschrift F(x) = x? definiert.
Fir A=R, U{0}ist F(A) =R, U{0} und F~}(F(A)) =R.



Abbildung 4: Links: nicht injektive und nicht surjektive Abbildung F' : R — R
mit F'(z) = x?; Mitte: bijektive Abbildung F': Rt — R mit F'(z) = v/x; Rechts:
injektive und nicht surjektive Abbildung F': R — R mit F'(z) = e®

1.5 Surjektive, injektive und bijektive Abbildungen
Sei F': X — Y eine Abbildung von X in Y.

DEFINITION 1.12 F : X — Y heifst surjektiv (oder Abbildung von X aufY ),
wenn Y das Bild von X unter F ist, in Zeichen F(X) =Y.

DEFINITION 1.13 F : X — Y heifst injektiv (oder eineindeutig), wenn aus
F(x1) = F(xq) die Gleichheit x1 = x4 folgt.

DEFINITION 1.14 F : X — Y heifit bijektiv (oder umkehrbar eindeutig), falls
F' surjektiv und injektiv ist.

Beispiel 1.7 Seien X =Y =R und F = {(z,y) € R? : y = 2?}. F ist nicht
surjektiv, denn F(X) = RT U {0} # R = Y. F ist auch nicht injektiv, denn
beispielsweise ist F/(—1) = F(+1).

Beispiel 1.8 Seien X =Y = R" und F = {(z,y) € R? : y* = z}. Fiir jedes
r e X gilt F(z) = /x. Aus \/z1 = /75 folgt 21 = x5, also ist F' injektiv. Ferner
gilt F(R*) =R", folglich ist F' surjektiv und damit auch bijektiv.

Beispiel 1.9 Seien X =Y =R und F' : R — R durch die Zuordnungsvorschrift
F(z) = exp(x) gegeben. F ist injektiv, denn aus exp(x1) = exp(xs) folgt exp(x; —
x9) = 1, also xy — x9 = 0 bzw. x1 = x9. F ist aber nicht surjektiv, da das Bild
von R unter F' R ist. Die Abbildung G : R — R mit G(z) = F(z) fir alle
x € R ist aber surjektiv, da der Zielbereich von F' auf das Bild von X unter F'
eingeschrankt wurde.

THEOREM 1.1 Die Abbildung F : X — Y sei bijektiv und die Teilmenge G
von Y x X definiert durch

G:={(y,x) €Y x X : (z,y) € F}.
Dann ist G eine bijektive Abbildung von'Y auf X.
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Beweis:

Da F surjektiv ist, gibt es zu jedem y € Y mindestens ein x € X mit (z,y) € F
bzw. (y,x) € G. Diese z ist infolge der Injektivitdt von F' eindeutig bestimmt,
denn aus y = F(x;) = F(xy) folgt 27 = x5. Damit ist G eine Abbildung von
Y in X. Nun folgt aus G(y;) = G(y2) = x die Beziehungen (z,y;) € F und
(x,y2) € F, also y; = yo, d.h. G ist injektiv. G ist auch surjektiv, denn zu jedem
x € X existiert ein y € Y derart, dass (z,y) € F oder gleichbedeutend (y,z) € G.

DEFINITION 1.15 Die nach Theorem 1.1 existierende bijektive Abbildung G
heifst die zu F inverse Abbildung, in Zeichen G = F~L.

Bemerkung: Die eingefiihrte Notation F~! kann fiir bijektive Abbildungen F :
X — Y zweifach interpretiert werden, insbesondere ist fiir eine Teilmenge B C Y
F1(B)

(a) das Bild von B unter der inversen Abbildung F'~!:Y — X oder
(b) das Urbild von B unter der Abbildung F': X — Y.

Da fiir bijektive Abbildungen F' : X — Y beide Mengen iibereinstimmen, sind
jedoch Missverstandnisse ausgeschlossen.

1.6 Produkt von Abbildungen

Liegt der Zielbereich einer Abbildung im Definitionsbereich einer weiteren Abbil-
dung, kann man beide Abbildungen hintereinander ausfiihren.

DEFINITION 1.16 Seien X, Y und Z nichtleere Mengen, F' : X — Y und
G : Y — Z Abbildungen von X inY bzw. von Y in Z. Dann definiert die
Zuordnungsvorschrift x — H(z) = G(F(x)) fir jedes x € X eine Abbildung
H : X — Z, das Produkt der Abbildungen F' und G, in Zeichen H = G o F.

LEMMA 1.4 Fiir das Produkt H = G o F gelten folgende Aussagen:
(a) H(A) = G(F(A)) fir jede Menge A C X,
(b) HY(B) = F"Y(GY(B)) fiir jede Menge B C Z.

Beweis:

Exemplarisch sei (b) gezeigt. Sei = ein Element des Urbildes von B unter H. Dann
gilt H(z) = G(F(z)) € B. Fiiry := F(z) € Y gilt dann sowohl y € G™(B) =: A,
als auch z € F~1(A). Somit gilt zunichst H~Y(B) c F~YG~(B)). Fiir die Um-
kehrung sei wieder die Abkiirzung A = G~1(B) eingefiihrt. Ist nun z € F~1(A),
so gibt es ein y = F(z) € A bzw. y € G~(B). Dies bedeutet, dass G(y) =
G(F(x)) = H(z) in B liegt. Folglich ist z € H!(B).



1.7 Vereinigung und Durchschnitt von Mengenfamilien

DEFINITION 1.17 Sei X eine (Grund-) Menge und A eine nichtleere Index-
menge. Jedem \ € A sei eine Teilmenge Ay C X zugeordnet. Die Gesamtheit der
Ay heifit Mengenfamilie, in Zeichen (Ax)y\cy -

DEFINITION 1.18 Die Menge
UA)\::{:EGX:EI/\GAmitmGA)\}
AeA
heift Vereinigung der Mengenfamilie (Ay),c, - Die Menge
(A ={reX:ze A, VrecA}
AeA

heifit Durchschnitt der Mengenfamilie (Ay),c, -

Fiir eine zweielementige Indexmenge ist die Vereinigung bzw. der Durchschnitt
der Mengenfamilie mit dem bereits eingefiithrten Begriff der Vereinigung bzw.
des Durchschnittes zweier Mengen identisch. Die obige Definition verallgemeinert
damit die Begriffe auf den Fall beliebig vieler Mengen.

LEMMA 1.5 Es gelten die folgenden Aussagen

CX<AEUAAA _ AOA@XAA)’
(Us)n(ue) - U 6ne)
(ns)u(n=) - N U

Beweis: Wir zeigen exemplarisch die zweite Figenschaft. Sei

< (Ur)nfys)

Dies ist genau dann der Fall, wenn

x € (AEUAAA> und € (ng)

Folglich existieren Indizes Ay € A und wy € Q, mit x € A, und v € B,,,
so dass © € A, N B,,. Da das geordnete Paar (Ag,wp) zu A x Q gehort, ist

S U()\,w)eAxQ (AxNB.)-



1.8 Machtigkeit von Mengen

DEFINITION 1.19 Fine Menge X heifst einer Menge Y gleichmdchtig, wenn
es eine bijektive Abbildung F von X aufY gibt.

Da die inverse Abbildung F'~! der bijektiven Abbildung F' bijektiv ist und Y auf
X abbildet, ist auch Y der Menge X gleichméchtig. Endliche Mengen sind genau
dann gleichméchtig, wenn sie gleich viele Elemente haben. In diesem Sinne ist der
Begriff Méachtigkeit eine gewisse Verallgemeinerung des Begriffes Anzahl. Cantor
verfolgte konsequent diesen Gedanken, was zur Brechung zahlreicher Dogmen
seiner Zeit fithrte:

Der Teil ist weniger als das Ganze.

Beispiel 1.10 Betrachte die Menge N aller natiirlichen Zahlen und deren Teil-
menge A aller geraden Zahlen. Die Abbildung F' : N — A mit F(n) = 2n ist bijek-
tiv, also ist die echte Teilmenge der geraden Zahlen der Menge aller natiirlichen
Zahlen gleichméchtig.

DEFINITION 1.20 Fine Menge X heifst abzdihlbar, wenn sie der Menge der
natiirlichen Zahlen gleichmdchtig ist.

Welche Méchtigkeit kann eine Teilmenge A C N haben ? Beispiele zeigen, dass A
endlich oder N gleichméchtig sein kann. Gibt es weitere Moglichkeiten? Antwort
gibt

THEOREM 1.2 Jede nichtleere Teilmenge A C N ist endlich oder abzdhlbar.

Beweis: Besteht A aus endlich vielen Elementen, so ist nichts zu zeigen. A habe
nun unendlich viele Elemente.

x7 sel kleinstes Element von A
xg sei kleinstes Element von A\{z;}

x, sei kleinstes Element von A\{z1,..., 2,1}

Wir betrachten nun die Abbildung F': N — A mit F(n) = x,,.

1. F ist injektiv, d.h. F(n) # F(m) Vn # m, denn fir m > n ist x,, €
A\{zx1,...,xpm_1} aber x, & A\{x1,..., 201}

2. F ist surjektiv, d.h. zu jedem Element a € A gibt es ein n € N mit
x, = a = F(n). Nach Konstruktion gilt z, > n ¥n € N. Sei nun a € A
beliebig, dann gilt insbesondere x, > a. Ist m die grofite ganze Zahl, fiir
die x,, < a, so muss x,,.1 = a gelten.
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Die Frage ist, wie der Begriff B méchtiger als A genau zu fassen ist.

DEFINITION 1.21 Seien A und B zwei Mengen, es existiere eine bijektive
Abbildung von A auf eine (echte) Teilmenge von B aber es ezistiere keine bijektive
Abbildung von A auf B. Dann heifst die Menge B mdchtiger als die Menge A.

THEOREM 1.3 Jede unendliche Menge besitzt eine abzihlbare Teilmenge.

Beweis: Wihlt man x; € A beliebig, so ist die Restmenge A\{z;} unendlich.
Wir wihlen 25 € A\{x1} und die Restmenge ist erneut unendlich, usw.

Damit besitzen abzéhlbare Mengen die kleinstmogliche Méchtigkeit unendlicher
Mengen.

BEMERKUNG 1.1 Fine unterhaltsame Geschichte tiber die Mdachtigkeit von
Mengen ist: Das ungewohnliche Hotel oder die eintausendunderste Reise des John
Tichy. In: N.J. Wilenkin. Unterhaltsame Mengenlehre. S.65-74.

Fragen: Gibt es (unendliche) Mengen deren Méchtigkeit grofer als die der natiirlichen
Zahlen ist? Gibt es Mengen grofiter Machtigkeit?

Seien A eine Menge gegebener Méchtigkeit und B die Menge aller Abbildungen
F:A—{0,1}. Dann gilt:

(i) B ist mindestens so méchtig wie A.

Wir betrachten die Abbildung ® : A — B, die durch

1l z=a

®(a) = F*€ B mit F“(az):{o t£a

Man stellt fest, dass ® injektiv ist. Damit ist ® : A — ®(A) mit
d(z) =d(z) VreA
eine bijektive Abbildung von A auf eine Teilmenge von B.

(ii) A und B sind nicht gleichméchtig. Angenommen, es gebe eine bijektive Ab-
bildung ¥ : A — B. Fiir jedes x € A ist dann ¥(x) = F, € B. Betrachten
wir nun

o(z) :=1— Fy(x).
Es sind ¢ € B und ¥ : A — B bijektiv. Also gibt es ein b € A mit
U(b) = Fp() = ¢. Damit gilt fiir alle z € A Fy(z) = ¢(z) = 1 — Fy(z),
insbesondere fiir x = b

1
EFy(b) =1—=Fy(b) = Fy(b) = 5
im Widerspruch zur Definition der Menge B.
THEOREM 1.4 Es gibt keine Menge maximaler Mdchtigkeit.
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2 Reelle Zahlen und komplexe Zahlen

2.1 Axiome der reellen Zahlen

Ausgehend von der Menge der natiirlichen Zahlen N fithrt die Forderung der
Ausfiihrbarkeit der Subtraktion zur Menge der ganzen Zahlen, die Ausfithrbarkeit
der Division zu den rationale Zahlen und die Ausfithrbarkeit des Wurzelziehens
aus nichtnegativen rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen (irrationale und ra-
tionale Zahlen).

Wir beschrianken uns hier mit einer axiomatischen Einfithrung der reellen Zahlen.
Man kann sie auch aus Axiomen der Mengenlehre ableiten. Hierfiir sei auf die Li-
teratur, z.B. Landau: Grundlagen der Analysis. Akademische Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1930, verwiesen.

DEFINITION 2.1 Der Korper der reellen Zahlen ist eine Menge R, fiir die
zwei Abbildungen (z,y) — =+ y und (x,y) — zy von R X R in R und eine
Relation © < y (auch y > x geschrieben) zwischen Elementen von R definiert
sowie die folgenden vier Gruppen von Aziomen erfillt sind:

1. Die Menge R ist ein Korper.

(@) z+(y+z)=(r+y)+z VryzekR,

(b) z+y=y+x Vr,yeR,

(c) es gibt ein Element 0 € R derart, dass 0 +x =2 Vz € R,

(d) zu jedem z € R gibt es ein Element —z € R derart, dass z+ (—xz) = 0,

(e) 2(yz) = (xy)z Vr,y,z€R,

(f) zy =yx Vz,y € R,

(g) es gibt ein Element 1 # 0 in R derart, dass 1 -2 =2 Vz € R,
)

(h) zu jedem z # 0 in R gibt es ein Element 7! € R (auch 1/z geschrie-
ben) derart, dass zz~! = 1,

(i) z(y+2) =xy+axz Vr,y,z€ R
2. Die Menge R ist ein geordneter Korper.

(
(

a) Aus x <y und y < z folgt = < z,
b) die Aussage (x <y und y < z ) ist dquivalent mit x = y,

(d) ausz <yfolgt x +2<y+2z VzeR,

)
)
(c) fiir je zwei Elemente z,y € R gilt < y oder y < =z,
)
(e) aus 0 < z und 0 < y folgt 0 < zy.

12



Die Relation ( z < y und x # y ) wird = < y oder y > x geschrieben. Sind a, b
Elemente von R mit a < b, so nennt man

(a,b) = {x €eR : a<x<b} offenes Intervall

(a,b] == {x€R : a<xz<b} halboffenes Intervall
la,0) = {z€R : a<xz<b} halboffenes Intervall
[a,b] = {z€R : a<xz<b} abgeschlossenes Intervall

mit dem Anfangspunkt ¢ und dem Endpunkt b.

3. Die Menge R ist ein archimedisch geordneter Korper, d.h., es gilt das ar-
chimedische Axiom:
Zu jedem Paar z,y reeller Zahlen mit 0 < x, 0 < y gibt es eine natiirliche
Zahl n € N derart, dass y < nx.

4. Die Menge R geniigt dem Intervallschachtelungsaxiom.
Sind bei einer Folge ([an, by])nen abgeschlossener Intervalle fiir jedes n die
Bedingungen a,, < a,,.1 und b,,1; < b, erfiillt, so ist der Durchschnitt dieser
Folge nicht leer.

2.2 Ordnungseigenschaften der reellen Zahlen

LEMMA 2.1 Fir jedes Paar reller Zahlen x, y gilt genau eine der drei Rela-
tionen x <y, x =1y, x > Y.

Beweis. Fiir x # y kann x < y und x > y nicht gleichzeitig gelten.

LEMMA 2.2 Die Bezichungen (z < yundy < z ) und (x <y undy < z)
ziehen beide die Beziehung x < z nach sich.

Beweis. Zunéchst folgt in beiden Féllen x < z. Angenommen, dass z = z gilt.

Dann ist aber z < y und y < x (oder x < y und y < x) im Widerspruch zu
obigem Lemma.

LEMMA 2.3 Geniigen die 2n Zahlen x;, y;, t = 1,...,n fir jedes i der Bedin-

gung T; < Y;, S0 1st
n n
PIEED M
i=1 i=1

Gilt zusdtzlich x; < y; fir wenigstens einen Index v, so ist
n n
See Yo
i=1 i=1

13



Beweis. Aus den Axiomen folgt zunéchst die Richtigkeit fiir n = 2
Ty + 22 S Y1+ 22 S Y1+ Yo

Ferner folgt aus x1 + o2 = y1 + yo auch x1 + 29 = y1 + 22 = y1 + ¥yo, also x; = y;
und z9 = yo, d.h., die zweite Behauptung fiir n = 2. Die Richtigkeit des Lemma
fiir mehr als zwei Summanden folgt nun durch vollstdndige Induktion.

Spezialfall: Sind x4, ..., z, nichtnegativ, so gilt dies auch fiir x1+...+z,. Ferner
ist 1 +...+x, >0, auller im Fall xy = ... =z, = 0.

LEMMA 2.4 Die Relation x < y ist dquivalent mit x + 2 < y + 2. Diese
Behauptung gilt auch, wenn < durch < ersetzt wird.

Beweis. Aus = < y folgt bereits x + z < y + z (Axiom 2(d)). Sei umgekehrt
x + 2z < y+ z. Dann folgt durch Addition mit (—z) auch

r=r+z+(—2)<y+z+(-2)=y.

Der zweite Teil der Behauptung folgt aus der Aquivalenz von z = y zu z + z =
Y+ z.

Spezialfille: Setzt man nacheinander z = —x, z = —y und z = —z + (~y),
erhélt man die Aquivalenz der Relationen

r<y, 0<y—2z, zz—y<0, —y<-—zx

Analoges gilt, wenn man < durch < ersetzt.

Fiir jede reelle Zahl x definieren wir den absoluten Betrag von x durch

o] = r fir x2<0
Tl —z fir <0

Ferner seien der positive Teil und negative Teil von x durch

Lzt x__|a:\—:c
2 2

T

bezeichnet, so dass x = 2 — 2~ und |z| = 2 4+ 2~ gelten.

LEMMA 2.5 Ist a >0, so ist die Relation |z| < a dquivalent mit —a < z < a,
die Relation |z| < a dquivalent mit —a < z < a.

Beweis. Im Fall x > 0 haben wir 0 < z = |z] < a oder 0 < z = |z| < a. Im
anderen Fall gilt fiir z < 0 die Beziehung —x = |z| < a, d.h., —a < z < 0, oder
—zr =|z| <a,dh, —a<z<0.
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LEMMA 2.6 (Dreiecksungleichung) Fir jedes Paar reeller Zahlen x, y gilt
[z +yl <lel+yl, wnd x| =yl <[z -yl

Beweis. Die erste Beziehung ist fiir z, y > 0 oder fiir x,y < 0 offensichtlich. Fiir
unterschiedliches Vorzeichen, etwa z < 0 < y ist

r+y<y<y+lzl=lz[+ly] uwd z+y>z>z—|yl=—|z] -]yl
Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, denn wegen
[z =ly+(x—y)| < Jyl+lz—yl
yl=le+@—=2) < |z|+y—z|
ist
—le —y| <ol =yl < |z —yl.
FOLGERUNG 2.1 Durch vollstindige Induktion erhalten wir

n n
> a| < fal
i=1 i=1

LEMMA 2.7 Ist z > 0, so folgt aus © <y die Beziehung xz < yz. Aus x < 0
und y > 0 folgt vy < 0, aus x < 0 und y < 0 folgt xy > 0. Gleiche Beziehungen
gelten bei der Ersetzung von < durch <. Insbesondere ist x> > 0 fiir jede reelle
Zahl x und 2% > 0 aufler fir x = 0.

Beweis. Einfache Anwendung der Axiome und Folgerungen.

LEMMA 2.8 Fir x > 0 ist 7! > 0. Fiir = > 0 ist x < y mit vz < yz
dquivalent. Die Bezichung 0 < x <1y ist mit 0 <y~ ! <z~ dquivalent.

Beweis. Die erste Behauptung folgt wegen zz=' = 1 > 0. Die zweite folgt mit
x = (z2)z7! aus der ersten. Die dritte Behauptung ist die Folge der zweiten.

Reelle Zahlen der Form =+r/s, wobei r € Ny := NU {0} und s € N, werden
rationale Zahlen genannt.

THEOREM 2.1 Die Menge Q aller rationalen Zahlen ist abzdihlbar.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Menge aller positiven rationalen Zahlen
abzihlbar ist. Da die Vereinigung der abzihlbaren Mengen Q N R*T und Q N R~
wieder abzéhlbar ist, folgt hieraus die Behauptung. Wir betrachten die surjektive
Abbildung ® : N x N — QN R* mit ®(m,n) := m/n. Wir schrinken nun &
auf eine geeignete Teilmenge von N x N ein, so dass die Einschrankung surjektiv
und injektiv ist. Da N x N abzéhlbar ist (Diagonalverfahren), ist diese Teilmenge
hochstens abzdhlbar (wegen N € Q NRT abzéhlbar).

THEOREM 2.2 Die Menge R aller reellen Zahlen ist nicht abzdihlbar.

Beweis. Siehe beispielsweise Dieudonné Kap. 2.
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2.3 Obere und untere Grenze

DEFINITION 2.2 Eine reelle Zahl b € R heifit obere (untere) Schranke einer
Menge X reeller Zahlen, wenn x < b (b < x) fir jedes x € X gilt.

DEFINITION 2.3 FEine Menge X C R heifit nach oben beschrdnkt (nach unten
beschrdankt), wenn die Menge der oberen (unteren) Schranken nicht leer ist. Eine
Menge X reeller Zahlen, die nach oben und unten beschrankt ist, heifit beschrinkt.

THEOREM 2.3 Ist eine nichtleere Teilmenge X von R nach oben (nach unten)
beschrinkt, so besitzt die Menge aller oberen Schranken M ein kleinstes Element
(unteren Schranken ein grifites Element).

Beweis. Wir betrachten nur den Fall einer nach oben beschrédnkten Menge. Der
Beweis im Fall einer nach unten beschrankten Menge ist analog.

1. Konstruktion einer Intervallschachtelung.
Seien ¢ € X und b € M, d.h., a < b. R ist archimedisch geordnet, also
finden wir zu b — a > 0, (%)n > (0 ein m € N, so dass m (%)n > b — a. Dies
bedeutet, dass a + m (%)n > b eine obere Schranke fiir die Menge X ist.
Wir verkleinern diese obere Schranke und bezeichnen mit p, die kleinste
1

natiirliche Zahl m, fiir die a + m (Q)n (noch) eine obere Schranke von X

ist. Wir betrachten nun die Folge abgeschlossener Intervalle

I, = [a—i—(pn—l) <%)n,a+pn G)n] n € N.

Wir stellen zunichst fest, dass I, N X # ), denn im Fall p, = 1 gehort
zumindest a zum Durchschnitt und fiir p, > 1 folgt aus I, N X = 0,

dass a + (p, — 1) (%)n eine obere Schranke von X ist, im Widerspruch zur

Definition von p,,. Wegen

(3 =em (3)

folgt ppy1 < 2p,. Nun war

at (pn—1) (%)n — 0t (2pn—2) (%)W

keine obere Schranke von X, also gilt p,.1 > 2p, — 2. Damit kann p,; nur
2p,, oder 2p,, —1 sein. Somit haben wir eine Intervallschachtelung I,,,1 C I,,.

2. Es gibt nur eine reelle Zahl v € R mit v € Nyen/y.
Angenommen es gibt zwei reelle Zahlen «, § mit a < 3, die im Durchschnitt
der I,, liegen. Dann gehort auch [«, 5] zu allen Intervallen I,,, insbesondere
gilt dann f—a < (%)n bzw. 2"(f—«) < 1. Da jedoch 2" > n fiir allen € N
ist dies ein Widerspruch zur archimedischen Ordnung von R.
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3. Die Zahl ~ ist obere Schranke von X.
Angenommen es gidbe ein x € X mit

1 n
x>72a+(pn—1)(§)

fiir alle n € N. Nach dem archimedischen Axiom gibt es dann eine natiirliche
Zahl n*, fiir die (x —)2" > 1 ist. Dies ist aber gleichbedeutend mit

1" 1"
> -] > N -
T >+ ( 2) >a+p ( 2)
im Widerspruch zur Definition von p,,.

4. Die Zahl ~ ist die kleinste aller oberen Schranken.
Angenommen, es gibe eine kleinere obere Schranke y < ~ von X. Dann
gibt es nach dem archimedischen Axiom eine natiirliche Zahl n fiir die
(v —y)2" > 1 gilt. Hieraus folgt

1\" 1\"
n\| 5 > > a )
o (3) 200 ()

y<a+(p.—1) (%)n

im Widerspruch zu y ist obere Schranke von X.

d.h.,

DEFINITION 2.4 Fiir eine nach oben beschrinkte Menge X reeller Zahlen
bezeichnet sup X das kleinste Element der Menge aller oberen Schranken von X.
Entsprechend wird fiir eine nach unten beschrinkte Menge X reeller Zahlen das
grofite Element der Menge aller unteren Schranken mit inf X bezeichnet.

2.4 Komplexe Zahlen

Fiir den Aufbau der (reellen) Analysis konnte man auf die komplexen Zahlen ver-
zichten, dennoch ist es sehr niitzlich sie zur Verfiigung zu haben. Sie ermé&glichen
erst eine vertiefte Einsicht in die Zusammenhénge zwischen der Exponential-
funktion und den trigonometrischen Funktionen. Sie gehoren heute zum Stan-
dardwerkzeug von Ingenieuren, Naturwissenschaftler und Mathematiker.

Ein algebraischer Mangel der reellen Zahlen besteht darin, dass es keine reelle
Zahl gibt, deren Quadrat —1 ist, denn alle Quadrate reeller Zahlen sind nicht
negativ. Dieses Manko wird durch Einfithrung der komplexen Zahlen beseitigt.
Allerdings miissen wir auf eine angenehme FEigenschaft der reellen Zahlen ver-
zichten: Die komplexen Zahlen lassen sich nicht zu einem angeordneten Korper
machen.
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Im 2z

Abbildung 5: Komplexe Zahlen.

DEFINITION 2.5 Eine komplexe Zahl z ist ein geordnetes Paar (a,b) reeller
Zahlen. Zwei Paare (a,b) und (c,d) sind gleich, wenn a = ¢ und b = d gilt. Mit
C bezeichnen wir die Menge aller komplexen Zahlen.

Spétestens seit Gauss interpretiert man die komplexen Zahlen als Punkte in der
Zahlenebene (vgl. Abb. 5). Die erste Komponente des Paares z = (a,b) wird
Realteil von z, die zweite Komponente Imaginérteil von z genannt, in Zeichen
Re z = a, Im z = b. Wir erkldren die Addition und die Multiplikation der
komplexen Zahlen (a,b) und (¢, d) durch

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad+ bc).

THEOREM 2.4 Die komplexen Zahlen bilden einen Kdérper.

Nullelement der Addition ist die komplexe Zahl (0,0), das zu z = (a,b) inverse
Element ist —z = (—a, —b), Einselement der Multiplikation ist die komplexe Zahl
(1,0) und das zu 0 # z = (a, b) inverse Element (bzgl. der Multiplikation) ist

a b

-1 _ _
z _(a2+b2’ a2 + b2

).

Die reellen Zahlen konnen als Teilmenge der komplexen Zahlen aufgefasst werden,
in diesem Sinne identifiziert man die komplexe Zahl (a,0) mit der reellen Zahl a.
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Insbesondere gilt dann fiir die Summe und das Produkt zweier reeller Zahlen
a,ceR

a+c=(a,0)+(¢,0) = (a+¢,0) =a+c,

ac = (a,0) - (¢,0) = (ac — 0,0+ 0) = ac.
In der Menge der komplexen Zahlen gibt es eine weitere fundamentale Zahl, die
imagindre Einheit i := (0,1). Fiir sie ist ¢ = (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1. Sie ist
also eine Losung der Gleichung 22 = —1 in der Menge der komplexen Zahlen.

Die komplexe Zahl z = (a,b) konnen wir auch in Normalform
z=a-(L,0)+b-(0,1) =a+1ib

schreiben. Es sei vermerkt, dass die iiblichen Rechenregeln fiir algebraische Aus-
driicke angewendet werden diirfen, insbesondere gilt fiir die Multiplikation

(a+ib) - (c +id) = (ac + ibc + aid + i*bd) = (ac — bd) + i(ad + be).

DEFINITION 2.6 Ist z = (a,b) = a + ib eine kompleze Zahl, wobei a,b € R,
so heifit z := (a, —b) = a — ib die konjugiert komplexe Zahl und |z| := v a? + b?

der absolute Betrag von z.

Fiir eine reellen Zahl a = (a,0) ist der Betrag der komplexen Zahl

o
|(a,0)|:\/m:{ o fir ¢20

—a fur a<0

gleich |a|. Neben der Normalform ist noch die trigonometrische Form komplexer
Zahlen iiblich, bei der der Betrag r = |z| und der Winkel ¢ angegeben werden
(vgl. Abb. 5). Man beachte, dass der komplexen Zahl Null kein Winkel zugeordnet
werden kann und fiir alle komplexen Zahlen z # 0 der Winkel nur bis auf einen
additiven Term, der ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist, angegeben werden
kann. Der Zusammenhang zur Normalform ergibt sich durch

z =r(cosp +isinp) = rcosy + irsin p = a + ib.

Auf Grund der Additionstheoreme trigonometrischer Funktionen gestaltet sich
die Multiplikation komplexer Zahlen in trigonometrischer Form besonders einfach:
Seien z; = ri(cos ¢ + isin ;) und z5 = 19(cos ps + isin pq). Dann folgt

2125 = 117r2((COS 1 COS Yo — Sin 1 Sin P9)
+ i(cos 1 sin @y + oS 9 sin 1))
= r1ra(cos(p1 + @2) +isin(pr 4 ¢2)),

d.h. die Betrdge werden multipliziert und die Winkel addiert.
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3 Metrische Raume

In diesem Abschnitt treten wir in die eigentliche Welt der Analysis ein, die zu
einem wesentlichen Teil auf dem Begriff der Konvergenz aufgebaut ist. Das Kon-
zept der Konvergenz erlaubt uns in gewissem Sinne, unendlich viele (Rechen-)
Operationen durchzufiihren, ein wesentlicher Unterschied zur Algebra. Prézisiert
man die naiv-anschaulichen Vorstellungen von Haufungspunkten und konvergen-
ten (Zahlen-)Folgen, so gelangt man in natiirlicher Weise zu den Begriffen des
Abstandes, der Umgebung eines Punktes und des metrischen Raumes.

3.1 Begriff des metrischen Raumes
Wir weisen auf folgende Zusatzliteratur hin:

H. Belkner: Metrische Rdume. Teubner Verlag. Leipzig. 1972
A.N. Kolmogorov, S.V. Fomin: Reelle Funktionen und Funktionalanalysis.
Deutscher Verlag der Wissenschaften. Berlin. 1975

Der Raumbegriff wird in den Disziplinen unterschiedlich interpretiert.

Brockhaus, ABC Physik: Grundbegriff zur Erfassung der gegenseitigen Anord-
nung von Korpern und Feldern.

Mathematisches Worterbuch: Menge, zwischen deren Elemente Beziehungen er-
klart sind.

BEISPIEL 3.1 Der Abstand zweier reeller Zahlen auf der Zahlengerade ist eine
Abbildung, die zwei reellen Zahlen eine nichtnegative Zahl zuordnet, in Zeichen
d:RxR— Ry mit Rf ={z €R : x>0}, mit folgenden Eigenschaften:

(M1) d(z,y) = 0 =z =y,

(M2) d(z,y) = d(y,x) Vr,y€R,

(M3) d(z,y) = d(z,z) +d(z,y) Vx,y,z €R.

BEISPIEL 3.2 Wir betrachten die Menge aller Tripel x = (x1,x2,x3) reeller
Zahlen und setzen E = R3. Dann ist der Euklidische Abstand (vgl. Abb. 6)

3 1/2
d(z,y) = (Z(ﬂfz - Z/z')2>

i=1

zwischen zwei Punkten x = (x1,%2,23) € E und y = (y1,y2,y3) € E eine Abbil-
dung d : E x E — R} mit den Figenschaften

(M1) d(z,y) = 0 <=z =y,

(M2) d(z,y) =d(y,x) Vz,y€ L,

(M3) d(x,y) < d(z,z)+d(z,y) Vx,y,z€ E.
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3 Tr = (xhx?)xf})

d(z,y)
xr3 —Ys

L= /(z1—11)? + (22 — 12)?

y = (y1,92,¥3)

Abbildung 6: Euklidischer Abstand zweier Punkte in R?

Beweis. (M1) und (M2) sind unmittelbar klar. (M3) folgt aus

i —yil <o — 2| + |z — il

3 3

3 3
Z(% —y)® < Z(% —z)* + QZ |z — zi] |z — il + Z(zi —4i)”.
1=1 i=1

i=1 i=1

Wir wenden die Schwarzsche Ungleichung

n n 1/2 n 1/2
Siaii< () (Sme) nenanes
i=1 i=1 i=1

fir n = 3, a; = |z; — 2z;| und b; = |z; — y;| an und erhalten

3 3 1/2 3 1/27 2
Z(SC@' — )" < (Z(fﬁz - Zi)2> + (Z(Zz - yz)2> )

=1 i=1

oder adquivalent
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Verallgemeinerung der ermittelten Eigenschaften und Axiomatisierung fiithren
zum Begriff des metrischen Raumes. Dabei wird die geometrische Sprache (Punkt,
Abstand, usw.) beibehalten.

DEFINITION 3.1 Sei E eine nichtleere Menge. Ein Abstand auf E ist eine
Abbildung d : E x E — R mit folgenden Eigenschaften:

(M1) d(z,y) = 0 =z =y,

(M2) d(z,y) = d(y,z) Vz,y € E (Symmetrie),

(M3) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) Vz,y,z € E (Dreiecksungleichung).

Das Paar (E,d) heifst metrischer Raum. Falls es aus dem Zusammenhang klar
ist, auf welche Metrik wir uns beziehen, schreiben wir einfach E fir (E,d).
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BEISPIEL 3.3 Seien EE = C die Menge der komplexen Zahlen und fir z, =
(a1,b1) € E, 23 = (as,by) € E eine Abbildung d: E x E — R durch

d(Zl, 22) = |21 — 22‘ = \/(0,1 — CL2>2 + (bl — b2)2

definiert. (E,d) ist ein metrischer Raum.

Beweis. Die Eigenschaften lassen sich analog zum Beispiel Fuklidicher Abstand
im R? zeigen, wenn die anstelle der Dimension drei die Dimension zwei verwendet
wird.

BEISPIEL 3.4 Seien E = R? und fiir x = (v1,22,23) € E, y = (y1,y2,y3) € E
eine Abbildung d : E x E — R{ durch

d(z,y) = |r1 — 1| + |22 — 2| + |23 — Y3
definiert. (E,d) ist ein metrischer Raum.
Beweis. Man sieht sofort, dass (M1) und (M2) gelten. (M3) folgt aus
i — vl = (i = 20) + (zi =)l < i =z + [z —wil 1=1,2,3,
durch Addition.

Der oben definierte Abstand heifit auch Manhattan-Abstand (vgl. Abb. 7). Um
vom Punkt x = (1,2, x3) zum Punkt y = (y1,¥2,y3) zu kommen, muss man
folgende Entfernungen zuriicklegen:

|z1 — y1| entlang der dritten Avenue, |xs — yso| entlang der fiinften
Street und |z3 — y3| von ebener Erde in den 37. Stock.

T3
Yy = (yh Y2, y3)
[

X2

T = (xlv T, ZE3>
Abbildung 7: Manhattan-Abstand zweier Punkte in R?
DEFINITION 3.2 Seien (E,d) ein metrischer Raum und A C E. Dann gentigt
offenbar die Einschrinkung von d auf A x A den Bedingungen (M1)-(M3) und

(A,d| 4y 4) ist ein metrischer Raum. Die Einschrinkung d| ,. , heifit die von d
auf A induzierte Metrik.
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3.2 Kugeln, Sphiren, Durchmesser und Abstand von Men-
gen

DEFINITION 3.3 Scien (E,d) ein metrischer Raum, a € E und r € RT.
Dann heiflen die Mengen

B(a,r) = {x € E : d(z,a) <r} offene Kugel,
B(a,7) = {x € E : d(x,a) <r} abgeschlossene Kugel,
S(a,r) = {x€FE : d(x,a) =r} Sphdre

um a mit Radius r.

BEISPIEL 3.5 Seien E = R und d(x,y) = |x — y|. Dann stimmen die of-
fene, die abgeschlossene Kugel bzw. die Sphdre mit folgenden Mengen tiberein:

B(a,r)=(a—r,a+7r), Bla,r) =[a—r,a+r| und S(a,r) ={a —r,a+r}.

BEISPIEL 3.6 Seien E = R? und d, der Euklidische sowie dy der Manhatten-
Abstand. Dann ist B(a,r) in (E,dy) die Menge aller Punkte im Inneren eines
Kreises mit dem Mittelpunkt in a und dem Radius r wihrend B(a,r) in (E,ds)

die Menge aller Punkte im Inneren eines auf die Spitze gestellten Quadrates um
a mit der Seitenlinge \/2r ist (vgl. Abb. 8).

\ o

D r

a2 a2

T2

= =
ai X1 ai A

Abbildung 8: Kugeln in (£, d;) und (E, ds)

DEFINITION 3.4 Seien A,B C E und (E,d) ein metrischer Raum. Unter
dem Abstand der Mengen A und B versteht man die nichtnegative Zahl

d(A,B):= inf d(z,y).

reAyeB

Falls eine der Mengen nur aus einem Punkt x besteht, sprechen wir vom Abstand
des Punktes x zur Menge A und schreiben

d(z, A) := inf d(z,y)
(vgl. Abb. 9).
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A \V%(A‘? B) Al
/% Y1)
B

T »
/y2
[/ d(x2,y2)

X2

Abbildung 9: Abstand der Mengen A und B

DEFINITION 3.5 Eine Teilmenge A C E heifit im metrischen Raum (E,d)
beschrankt, wenn es eine Konstante M > 0 derart gibt, dass d(xz,y) < M fir alle
x,y € A gilt. Fir eine beschrinkte Menge A ist der Durchmesser von A,

diam(A) := sup d(z,y),

z,y€A

endlich.

3.3 Konvergente Folgen in metrischen Riaumen

DEFINITION 3.6 Sei E eine Menge. Abbildungen von N in E heiflen Folgen
i B. Ist ¢ : N — E eine Folge, so schreiben wir auch

(xn), (Tp)nen oder (xq,z9,...)

fir ¢, wobei x,, :== ¢(n) das n-te Glied der Folge ist.

DEFINITION 3.7 Eine Folge (x,)nen heifit im metrischen Raum (E,d) kon-
vergent gegen xog € E, wenn zu jeder vorgegebenen Toleranzschranke € > 0 eine
Indexschranke ng(e) existiert, so dass fir alle n > ng(e) d(zn,xo) < € gilt, in
Zeichen

nhIon":xO m E, T, — g n LK.
Beachte: Fiir jede Toleranzschranke ¢ > 0 liegen auflerhalb der offenen Kugel
B(xg,€) hochstens endlich viele Folgenglieder.

DEFINITION 3.8 FEine Folge (x,)nen heifit im metrischen Raum divergent,
wenn es kein xg € E ¢gibt, so dass x,, — xg in E.
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BEISPIEL 3.7 Im metrischen Raum R ist

<n—1) _{01132 }
2n ),on | 4737857

gegen xo = 1/2 konvergent. In der Tat gilt

o™ 5| =3, <¢ fiirn > — =:ng(e).

d(wn, wo) = on 2¢

n—1 1‘ 1 1

BEISPIEL 3.8 Im metrischen Raum (C,d), d(z1, 22) = |21 — 22|, der komplezen
Zahlen ist die kompleze Folge (z,)nen mit

n+2 . 2n
—_= + VA

n+1 n+2

Zn

gegen zg = 1 + 2i konvergent. Nach Definition des Abstandes in C haben wir

1 43
n+1 n+2

n+ 2 o 2n
+1
n+1 n-+ 2

:\/1 16 17

< <
12 (mr2? “nrl " f

d(2n7 ZO) =

— (1 +2i)

fiirn > \/17/e — 1 :=ngy(e) (vgl. Abb. 10).

3.4 Eigenschaften konvergenter Folgen

THEOREM 3.1 Im metrischen Raum st der Grenzwert einer konvergenten
Folge eindeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen, es gibt zwei Grenzwerte x, und zj;. Nach Definition finden
wir zu jeder Toleranzschranke € > 0 Indexschranken ng(e/2) und ng(e/2), so dass

Vn > no(%) d(zp, z9) < %
Vn > ng(%) d(zp, z5) < %

gilt. Damit haben wir fiir alle
E. /€
n > max(no(i),no(i))
die Ungleichungskette
0 < d(zg,x5) < d(zg, ) + d(xy, x5) < €.

Da e > 0 beliebig war, muss d(zg, zjj) = 0 gelten im Widerspruch zur Annahme
es gibe zwei Grenzwerte.
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A
Imfz Vergroferung:
2 ® 2
® 210
e Z7
® 24
® 23
1 ® 2
e 2
1 Re z

Abbildung 10: Darstellung der Folge (z,)nen komplexer Zahlen

THEOREM 3.2 Im metrischen Raum ist jede konvergente Folge beschrdnkt.
Beweis. Wegen
A(xm, ) < d(Tp, o) + d(x4, o) Vm,n € N

geniigt es, die Beschranktheit von d(x,,, x¢) fiir n € N zu zeigen. Wir setzen € = 1.
Dann liegen auflerhalb der Kugel B(zg, 1) hochstens die endlich vielen Folgenglie-
der z1,...,xy mit N < ng(1). Sei R := max(1,d(xy,x),...,d(zn,20)). Dann
haben wir

d(xn,9) <R VneN.

DEFINITION 3.9 Es sei ¢ = (z,,) eine Folge in E, und ¢ : N — N strikt
wachsend, d.h., aus m < n folgt 1»(m) < ¥(n). Dann heifft potp : N — E
Teilfolge von . In Analogie zur Notation (z,) schreiben wir kurz (2, )ren, wobei
ng = (k). Da 1 strikt wachsend ist, gilt ny < mng < ....

BEISPIEL 3.9 Ausgehend von der Folge

1N _f, 111
n) 1772347
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erhalten wir Teilfolgen durch Angabe der strikt wachsenden Abbildung v : N — N

1 1111

1 111
— (k) =2k +1 - S

1 111
_ — 2. — -

THEOREM 3.3 FEs sei (x,) konvergent mit Grenzwert xo. Dann ist auch jede
Teilfolge (xy, )ken von (x,) konvergent, und es gilt limy_, o ©,, = xo.

Beweis. Fiir jede Toleranzschranke ¢ > 0 gibt es eine Indexschranke ng(g), so
dass fiir alle n > ny(e) d(z,,z9) < €. Da ¢ strikt wachsend ist, gilt n, > k fiir
jedes k € N und damit auch fiir jedes k > ny(e) d(z,, , x0) < €.

3.5 Cauchyfolgen und Vollstindigkeit metrischer Rdume

Bei der Definition konvergenter Folgen tritt der Grenzwert explizit auf. In diesem
Abschnitt werden wir das Konzept der Cauchyfolgen einfiihren, das es erméglicht,
die Konvergenz einer Folge nachzuweisen, ohne den Grenzwert zu kennen.

Cauchy, Augustin-Louis 21.8.1789-13.5.1857 franz. Mathematiker, Verdiens-
te beim strengen Aufbau der Analysis, Begriinder der Funktionentheorie

DEFINITION 3.10 Fine Folge heifit Cauchyfolge, wenn zu jedem € > 0 ein
no(e) existiert, so dass fir alle m,n > ny(e) d(xm,,x,) < € gilt.

BEISPIEL 3.10 Im metrischen Raum R ist

(n) = (nz;l)

Cauchyfolge, denn fiir alle m > n gilt

m—1 n-—1
d(xm,xn):|xm—xn|:' 5 9 ’:

falls nur m >n > % = no(e).

THEOREM 3.4 (Notwendiges Konvergenzkriterium)
Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
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Beweis. Sei (z,,) gegen xg konvergent. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine Index-
schranke ng = no(i), so dass fiir alle n > ng  d(z,,z) < g gilt. Dann haben
wir aber auch fiir alle m,n > ng

d(l‘m,l‘n) S d(£m,£0) + d(l‘o,xn) < % + % = €.

Die Umkehrung des Theorem 3.4 gilt nicht in jedem metrischen Raum, wie das
folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 3.11 Im metrischen Raum der rationalen Zahlen Q sei eine Folge
rekursiv durch

1 2
Tyl ::§(xn+x—) firneN, x;=2

n

gegeben. Da (z,,) in R gegen /2 konvergiert (Beweis als Ubungsaufgabe), ist (x,,)
Cauchyfolge in R und damit auch in Q.

DEFINITION 3.11 FEin metrischer Raum E heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-
folge konvergiert.

Beispiele vollstandiger metrischer Radume geben wir im néchsten Abschnitt an.
Hier betrachten wir noch zwei weitere Eigenschaften von Cauchyfolgen.

THEOREM 3.5 Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

Beweis. Fiir m,n > ng(1) ist d(x,,,z,) < 1. Sei N die kleinste natiirliche Zahl,
die groBer als ng(1) ist. Nun haben wir

d(zp, 21) < d(zp,zn) +d(zy, 1) < 1+d(xy,21) YneN
woraus fiir alle m,n € N
AT, ) < d(Tp, 1) + d(xp, 1) < 2+ 2d(2N, 21)
folgt.

THEOREM 3.6 Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist sie
selbst konvergent.

Beweis. Seien (z,) eine Cauchyfolge und (z,,) eine gegen x, konvergierende

Teilfolge. Dann gibt es zu jedem £ > 0 ein n01(§), so dass fiir alle m,n > ng
d(xpm, x,) < % gilt. Ferner gibt es auch ein /n/OQ(g), so dass fir alle & > ng

d(zp,, x0) < S Sei N die Kleinste natiirliche Zahl, die grofler als ng; und ngy ist.

Dann gilt wegen ny > N

d(xpn, x0) < d(Tp, Tny) + d(Tp,, o) < % + g =c Vn>N.
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3.6 Beispiele vollstéindig metrischer Riume

THEOREM 3.7 Der metrische Raum der reellen Zahlen ist vollstindig.
Beweis. Sei (z,,) eine Cauchyfolge in R, d.h.

Ve >0 3ng(e) Ym,n > ng(e) |Tm — x| < €.
Wir definieren eine strikt wachsende Folge natiirlicher Zahlen durch

1. ny sei die kleinste natiirliche Zahl, so dass Vm,n > ny |z, —x,| < 1/4,

2. my > ny sei die kleinste natiirliche Zahl, so dass Vm,n > ny |z, — x,| <

1/8,

usw. .... Wir betrachten nun die Folge abgeschlossener Intervalle
1\" 1"
he= [ - <2) e (2) ] |

Nach Definition der n; ist
1\
‘xnk+1 - xnk| < (5)

1 k+1 1 k+1
e () e ()

Hieraus erhalten wir insbesondere

1 k 1 k+1 1 k+1 1 k
{L'nk — 5 < fL‘nk_H — 5 s [L‘nk_H + 5 < fL‘nk + 5 .

Somit bilden die I eine Intervallschachtelung I,; C I, wobei die Linge von
I, mit £ — oo gegen Null geht. Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es
(genau eine) reelle Zahl xy € I fur alle k € N. Andererseits liegt auch z,,, in I

fiir jedes k € N. Wegen
1\ * 1\ +1
i< (5) < (5)

konvergiert die Teilfolge (x,, ) der Cauchyfolge (z,,) gegen zy, also die Cauchyfolge
ebenfalls gegen z.

oder adquivalent

THEOREM 3.8 Der metrische Raum der komplexen Zahlen ist vollstindig.

29



Beweis. Wir erinnern an den Abstand im metrischen Raum C

d(z1,22) = |21 — 22| = \/(Ch —ag)? + (by — by)?

fiir zwei komplexe Zahlen z; = ay +ib; und zo = as+1iby. Sei nun (z,) = (a, +1ib,)
eine Cauchyfolge in C, d.h. fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein ny(e), so dass fiir alle
m,n >ng(e)  d(zm, zm) < € gilt. Wegen

lam — an| < d(zm,z,) und by, — by| < d(zm, 2n)

sind die reellen Zahlenfolgen (a,) und (b,) Cauchyfolgen in R. Da R vollsténdig
ist, gibt es Grenzwerte a = lim,, ., a,, und b = lim,, ., b, in R, insbesondere gibt
es zu jedem e > 0 Indexschranken ng; () und ngy(e), so dass

la, —a| <& Vn > ng, b, —b] <& Vn > ng.
Damit haben wir fiir z = a + ib und N(¢) := max(no (€), no2(¢))
d(zp,2) <V2e  ¥Yn>N.

THEOREM 3.9 Der metrische Raum (R®,d), wobei s € N und d(z,y) der Eu-
klidische Abstand zweier Punkte v = (x1,...,xs) undy = (y1,...,ys) bezeichnen,
1st vollstindig.

Beweis. Analog zum Spezialfall komplexer Zahlen, in dem s = 2 gilt.

BEISPIEL 3.12 Die Folge

(") = ((1771;17 1;71’_2))

ist Cauchyfolge in R* und damit konvergent. In der Tat ist fiir m > n

1 1 1 1
m o n\ __ m__ ,n| _ — - i
d(z ’x)_flgl?g)ﬂxi xy| o< <e Vn>6 :mo(€).

BEISPIEL 3.13 Die reelle Zahlenfolge

1
25)
J=1 neN

1st Cauchyfolge in R und daher konvergent. Zundchst ist fiir m > n

1 &K1 1
daman) =} 5 =D 5= 2
j=1 j=1 j=n+1
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Wegen
1 1 1 1

- < = - - =
2 G -1 J-1
konnen wir die rechte Seite weiter abschdtzen

— —:———<—<

fiirn > 1/e =:ng(e).

BEISPIEL 3.14 Die reelle Zahlenfolge (x,) mit x, = (—1)" ist beschrankt, aber
keine Cauchyfolge. Wegen

_ [ 0 fiir m+n gerade
d(T, Tn) = { 2 fiir m + n ungerade

gibt es zu € = 1/2 kein ng, so dass fir alle m,n >ng d(zp,,x,) < 1/2 gilt.

3.7 Rechenregeln fiir konvergente Folgen in R* und C

DEFINITION 3.12 Im R? fiihren wir die Summe zweier s- Tupel reeller Zahlen
x=(z1,...,25) und y = (y1,...,ys) durch

r+y:=(r1+y,. .., Ts+Ys)
und die Multiplikation eines s-Tupels mit einer reellen Zahl o € R durch
ar = (axy,. .., or)
ein. Die Menge aller s-Tupel stellt dann einen linearen Vektorraum dar.

Regeln fiir konvergente Folgen im R®

(i) imz2"=2 inR° < lima=2 inR,V

(ii) o, 0 € R, hmx =z inR’ limy" =y inR°’ = lim az" + (y" =
axr + By mRS

Regeln fiir konvergente Folgen in C

(iii) lim z,=2 inC < limRez,=Rez und limIm z,=1Im 2

n—oo n—oo
. . . . . . Zn,
(iv) lim z, =2 inC, lmw, =w inC= lim z,w, = zw, lim — =
n—oo n—oo n—oo n—oo wn

2 falls w # 0, lim az, + pw, = az + pw fir a,f € C.
w n— o0
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Beweis. (i) und (iii) folgen unmittelbar aus der Definition des Abstandes in R*
bzw. C. (ii) folgt wegen

d(az"™ + By", ax + By)

max |ax; + By;" — ax; — Byl

IN

o max | — |+ |8 masc [y —
= lald(z", ) + |6ld(y", y).
Der erste Teil von (iv) basiert auf

|znwy, — 2w |znwp, — zpw + Zyw — zw|

<
< 2] fwn = w| + fw] |2, — 2]

und der Beschrinktheit konvergenter Folgen. Zum Beweis des zweiten Teils be-
merken wir zunéchst, dass aus ||w,| — |w|| < |w, —w| < € fir n > ng(e)

lw| — e < |w,| < |w|+¢

folgt, fir n > ng(Jw|/2) also |w,| > |w|/2 > 0 folgt. Nun gilt

o 2| lzpw — zw,| |z, — 2] N lz| |w, —wl|
w, W |wn] |w] |wn] |wn] |w]
und fiir n > ng(|w|/2)
z z 2 z
o< = {|zn—z\+u\wn—w|
wp - wl o |wl |w

Der letzte Teil, die Linearitét, basiert auf

|2y + Bwn — az = fw| < |af |za = 2[ + 6] Jwp — w.

3.8 Spezielle Eigenschaften reeller Zahlenfolgen

Wir erinnern daran, dass die Menge der reellen Zahlen ein geordneter Kérper ist
und nutzen im folgenden die Ordnung zusétzlich aus.

DEFINITION 3.13 FEine Folge (x,) reeller Zahlen heifit wachsend (fallend),
wenn T, < Ty (Tpyr < x,) fir allen € N gilt. Im Falle, dass das <-Zeichen
durch das <-Zeichen ersetzt werden kann, spricht man von strikt wachsend (fal-

lend).

BEMERKUNG 3.1 Fir eine wachsende (bzw. fallende) Folge verwenden wir
das Symbol x, T (bzw. z,, |). Liegt zusdtzlich Konvergenz gegen xy vor, so schrei-
ben wir x, T xy (bzw. x, | xo) anstelle von z,, — x.
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BEISPIEL 3.15 Die Folge (x,,) = (1/n) ist strikt fallend, denn

N SRR SR
n+1 n  nhn+1) '

Tpyl — Tp =

BEISPIEL 3.16 Die Folge (x,) = (¢") mit q € (0, 1) ist strikt fallend, denn

Tn n+1
0< 4 =q<1.

Ln q"

THEOREM 3.10 Jede wachsende (fallende) beschrinkte Folge (z,,) in R kon-
vergiert, und es gilt

xn Tsup{z, :n € N} (z, | inf{z, : n € N}).

Beweis. Sei (z,) eine wachsende und beschriankte Folge reeller Zahlen. Da die
Menge {z, : n € N} beschrinkt ist, existiert z := sup{x, : n € N}. Sei ¢ > 0
beliebig. Dann gibt es ein ng(¢) € N derart, dass

T—e<Tp, <ap<z<x+¢€
fiir alle n > ngy gilt. Der Beweis fiir eine fallende Folge verlauft analog.

THEOREM 3.11 (Vergleichssatz) Es seien (), (yn) konvergente Folgen in R.
Ferner gelte x,, <y, fir unendlich viele n € N. Dann folgt

lim z, < lim y,.

n—oo n—oo

Beweis. Angenommen es sei

lim z, =2 >y = lim y,.

Dann ist € := (x — y)/2 > 0 und wir finden ein ny derart, dass fiir alle n > ng
r—e<x, <T+E, Yy— <Y, <y-+eg,

woraus insbesondere

A
yn<¥<xn Yn > ng

folgt. Demnach kann die Ungleichung x,, < y, nur fiir endlich viele n < ngy gelten
im Widerspruch zur Voraussetzung.
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3.9 Einige wichtige Grenzwerte
BEISPIEL 3.17 Es seia € C. Dann gilt

0, falls |a| <1
lim a" = 1, falls a=1
e divergent, falls |a| >1, a# 1.

Angenommen, die Folge (a™) konvergiert. Dann gilt

lim ¢" = lim ¢"™' = a lim a".

Damit gilt entweder lim,, .o, a™ = 0 oder a = 1. Sei zunéchst |a| < 1. Dann ist die
Folge (|a|™) = (Ja™|) fallend und beschrinkt. Sie besitzt daher einen Grenzwert,
der nach obiger Argumentation nur Null sein kann. Ist a = 1, so ist ¢ = 1 und
damit lim, ., a” = 1. Wir nehmen jetzt |a| = 1 und a # 1 an. Angenommen
die Folge wiirde konvergieren, so muss sie nach obiger Argumentation gegen Null
konvergieren, was aber wegen |a"| = |a|® = 1 nicht mdoglich ist. Sei schlieflich
la| > 1. Dann ist 1/|a| < 1, und (1/]a™|) eine Nullfolge. Also gibt es eine Index-
schranke ng(g) mit 1/]a™| < 1 fiir alle n > ny oder dquivalent |a™| > 1 fiir alle
n > ng. Somit divergiert (a™).

BEISPIEL 3.18 Es seien k € N und a € C mit |a] > 1. Dann gilt

nk

lim — =0,
n—oo Q"

d.h., fiir |a| > 1 wéichst die Funktion n — a™ schneller als jede Potenz n — nk.

Fiir o :== 1/|a] € (0,1) und x,, = n"a™ haben wir

. 1\" 1\*
x+1:<n+ )az(l—i——) a, VneN,
Tn, n n
d.h., x,11/x, | afirn — oco. Sei nun § € (a, 1). Dann gibt es eine Indexschranke

ng mit x,41/x, < 0 fir alle n > ngy. Also gilt mit vollstandiger Induktion fiir
einen festen Index N > ng

Ty < Brn, anye < FPan, ., Tnia <oy, VneN
Da (™) eine Nullfolge ist, ist auch (x,) eine Nullfolge.

BEISPIEL 3.19 Fira e C gilt

n
lim — =0.
n—oo 11

Die Fakultit n — n! wdchst also schneller als jede Funktion n — a™.
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Sei § € (0,1). Es gibt ein N mit |a|/k <  fiir alle & > N. Somit folgt fiir alle
n>N

n

¥ la| _ Ja™ . on _ lalV .
NI H?SN!B _BNN!B'
k=N+1

Da (™) eine Nullfolge ist, folgt die Behauptung.

an

n!

BEISPIEL 3.20 Die Folge (14 1/n)")nen konvergiert. Fir ihren Grenzwert

1 n
e:= lim (1 + —) ,
n—0o0 n

die Eulersche Zahl, gilt 2 < e < 3.

1 n 1 n+1
ap, = <1+—) ) b, == (1+—)
n n

und zeigen, dass die Folge (a,) wachsend und die Folge (b,,) fallend sind. Es gilt

s s () () () ()

n

Wir setzen

Wir nutzen die Bernoullische Ungleichung
(14a)">1+na fira>-1, neN,

die leicht mit vollstdndiger Induktion gezeigt werden kann und in der das Glei-
chungszeichen nur fiir n = 1 oder fiir a = 0 gilt. Anwendung der Ungleichung
ergibt

. 1 ”“>1 1 on 1
(n+1)2 n+1 n+1 1431

Somit haben wir a,.; > a,. Betrachten wir nun

e (LEH™ ((n+1)2)"“
buir (144" 145 \n(n+2) '

durch Anwendung der Bernoullischen Ungleichung folgt nun

1
> 1+ .
n-+1

Somit gilt
Ay < Qi1 < bpig < by Vn € N,
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d.h., (a,) ist strikt wachsend, (b,) ist strikt fallend und beide Folgen sind be-
schrankt. Wegen

1
lim b, = lim (1 + —) lim a,
n— oo n— oo n n—oo
sind die existierenden Grenzwerte beider Folgen gleich. Insbesondere sind a; = 2
eine untere Schranke und b; = 4 eine obere Schranke fiir e. Eine bessere obere
Schranke liefert b1g ~ 2.853116... < 3. Eine numerische Berechnung liefert den

Wert
e = 2.71828182845904523536 . . ..

3.10 Offene und abgeschlossene Mengen

DEFINITION 3.14 FEine Teilmenge A C E eines metrischen Raumes heifst
offen, wenn es zu jedem ihrer Punkte v € A eine offene Kugel B(x,r) gibt, die
ganz in A liegt, d.h. B(x,r) C A.

BEISPIEL 3.21 Die leere Menge () und E sind in jedem metrischen Raum
(E,d) offen.

THEOREM 3.12 Im metrischen Raum ist jede offene Kugel eine offene Men-
ge.

Beweis. Seien A = B(a,r) und z € A beliebig. Da d(z,a) < r, haben wir
ry =1 —d(x,a) > 0. Wir zeigen, dass die Kugel B(x,r;) ganz in A liegt. Sei
y € B(x,ry) beliebig, dann ist nach der Dreiecksungleichung

d(y,a) < d(y,x) + d(z,a) <r +d(z,a) =1,
also y € B(a,r) = A.

THEOREM 3.13 Die Vereinigung jeder Familie (Ay),c, offener Mengen A,
ist offen.

Beweis. Sei x € UycpAyx. Dann gibt es mindestens ein A\g € A mit x € A,,. Nun
ist A,, offen, d.h. es gibt eine offene Kugel B(x,r), die ganz in A,, enthalten ist.
Also haben wir

B(SC,'/’) C A>\o C UxeaAy.

THEOREM 3.14 Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Beweis. Ist der Durchschnitt leer, so ist er trivialerweise offen. Seien nun A;,
t=1,...,n offen und x € NI’ ; A; beliebig. Da x in jeder der offenen Mengen A,
liegt, gibt es n offene Kugeln B(z,r;), i = 1,...,n, die jeweils ganz in A; liegen,
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in Zeichen B(z,7;) C A;, i = 1,...,n. Sei 7 = minj<;<, r; > 0, dann folgt aus
B(z,r) C B(z,r;) C A; fiir jedes i = 1,. .., n die Inklusion

B(.T, T) - mznzlAh

was zu zeigen war.

Der Durchschnitt einer unendlichen Familie offener Mengen ist nicht notwendig
offen, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 3.22 Seien E = R, d(z,y) = |x — y| und A, = (—=1/n,+1/n) fir
n € N. Dann sind die offenen Intervalle A, offen und fiir den Durchschnitt gilt
NnenAn = {0}. Es gibt jedoch keine Kugel B(0,r), die ganz im Durchschnitt der
A, liegt.

DEFINITION 3.15 FEine Teilmenge A C E eines metrischen Raumes heifst
abgeschlossen, wenn das Komplement von A beziiglich E offen ist.

FOLGERUNG 3.1 Die Mengen E = Cgl) und 0 = CgFE sind abgeschlossen.
Der Durchschnitt einer Familie abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. Die
Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Beweis. Der Beweis der obigen Aussagen basiert auf
Cg (Mreadr) = UxeaCieAj,
CE‘ (U?:lAZ) - ﬂ?leEAZ
Beachte: In einem metrischen Raum gibt es Mengen, die

e offen und abgeschlossen sind (z.B. E, 0),
e offen und nicht abgeschlossen sind (z.B. (0,1) in R),
e nicht offen und abgeschlossen sind (z.B. [0, 1] in R),

e weder offen noch abgeschlossen sind (z.B. (0,1] in R).

THEOREM 3.15 Im metrischen Raum sind die abgeschlossene Kugel B(a,r)
und die Sphdre S(a,r) abgeschlossene Mengen.

Beweis. Nach der Definition abgeschlossener Mengen miissen wir zeigen, dass
die Komplemente offen sind.

1. Sei x € Cp(B(a,r)), d.h. d(z,a) > r. Setze p := d(z,a) —r > 0. Dann ist
B(z,p) N B(a,r) =10,
denn fiir jedes y € B(z, p) haben wir
d(z,a) < d(z,y)+d(y,a) < p+d(y,a) =d(z,a) —r +d(y,a),
woraus d(y,a) > r folgt.

2. Das Komplement von S(a,r) ist die Vereinigung der offenen Mengen B(a, r)
und CgB(a,r) und somit offen.
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3.11 Umgebungen, Hiaufungs- und Beriihrungspunkte

DEFINITION 3.16 Sei A eine nichtleere Teilmenge eines metrischen Raumes
E. Unter einer offenen Umgebung von A versteht man eine A umfassende offene
Menge. Fine Umgebung von A ist jede Menge, die eine offene Umgebung von A
enthdlt. Ist A = {x}, so spricht man von Umgebungen des Punktes x statt von
Umgebungen von {z}.

DEFINITION 3.17 FEin Punkt x € E heifit Bertihrungspunkt der Menge A C
E, falls jede Umgebung von x einen nichtleeren Durchschnitt mit A hat.

DEFINITION 3.18 Fin Punkt x € E heifit Hiufungspunkt der Menge A C E,
falls jede Umgebung von x einen von x verschiedenen Punkt von A enthdlt.

FOLGERUNG 3.2

(i) Jeder Hdaufungspunkt einer Menge A ist Berihrungspunkt der Menge A.
(ii) Jeder Beriihrungspunkt x ¢ A der Menge A ist Hiufungspunkt von A.

(iii) Jeder Punkt x € A ist Berihrungspunkt von A.

Beweis. (i), (ii) folgen unmittelbar aus der Definition. (iii) ergibt sich daraus,
dass jede Umgebung des Punktes x den Punkt z enthélt.

DEFINITION 3.19 Die Menge aller Berihrungspunkte einer Menge A heift
abgeschlossene Hiille oder Abschlieffung von A und wird mit A bezeichnet.

FOLGERUNG 3.3 Bezeichne HP(A) die Menge aller Hiufungspunkte der Men-
ge A. Dann gilt A= AU HP(A).

Beweis. Sei x € A, dann ist wegen (iii)  Beriihrungspunkt von A, d.h., A C A.
Jeder Beriihrungspunkt x ¢ A von A ist aber nach (ii) Haufungspunkt von A,
liegt also in HP(A), damit haben wir A € A U HP(A). Wegen (i) gilt nun
HP(A) C A.

THEOREM 3.16 Fiir jede Menge A ist die Abschliefung A von A die kleinste
abgeschlossene Menge, die A enthdlt, d.h.,

A= () B

ACB
Babgeschlossen
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Beweis. Wir bezeichnen mit

D= ()] B

ACB

Babgeschlossen
D ist als Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen abgeschlossen und
enthélt die Menge A.
Wir zeigen zunéchst, dass jeder Berithrungspunkt von A zu D gehért, also A C D
ist. Da A C D, geniigt es, Beriihrungspunkte = ¢ A zu betrachten. Dann ist
x € HP(A). Angenommen x ¢ D. Dann gilt fiir mindestens eine abgeschlossene
Menge B D A x ¢ B. Nun war B abgeschlossen, also gibt es eine Umgebung um
x, die keinen Punkt mit D gemeinsam hat. Somit kann x kein Haufungspunkt
von A sein und es gilt A C D.
Wir zeigen, dass A abgeschlossen ist, so dass wegen A C A automatisch D als
Durchschnitt aller abgeschlossener Mengen, die A enthalten, Teilmenge von A ist.
A abgeschlossen ist mit CrA offen dquivalent. Sei # kein Beriihrungspunkt von
A, also x € CrA. Dann gibt es eine Umgebung, in der keine Punkte aus A liegen,
insbesondere auch eine Kugel B(x,r) mit B(z,7) N A = (). Angenommen, es gibt
einen Punkt y € A\A aus B(z,7). Dann wiirden in jeder Umgebung B(y, R)
Punkte aus A liegen. Aber fir R :=r — d(z,y) gilt

B(y,r —d(z,y)) C B(z,7), B(z,r)NA=0.

Also gibt es derartige Punkte y nicht und B (z,7) liegt ganz im Komplement von
A. Damit ist CgA offen.

THEOREM 3.17 (Bolzano-Weierstrafs)
Jede unendliche beschrdankte Teilmenge A von R oder C besitzt mindestens einen
Haiufungspunkt.

Beweis. Sei A C R beschriankt. Dann gibt es ein Intervall I := [—c¢, +¢], in dem
alle Punkte aus A liegen. Wir halbieren das Intervall und wéhlen ein Teilintervall
aus, in dem unendlich viele Elemente von A liegen. Wir fahren dann mit dem
ausgewihlten Intervall in gleicher Weise fort. So erhalten wir eine Folge (1,,) von
Intervallen, mit I,,,; C I,,. Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es eine
reelle Zahl ¢ € R, die in allen Intervallen liegt. Wir zeigen, dass & Haufungspunkt
von A ist. Wir betrachten eine beliebige Umgebung von &, die insbesondere eine
Kugelumgebung B(&, ) enthélt. Da € € [, fir alle n € N und fiir die Lénge [,
der Intervalle [, = ¢/2"71 gilt, gibt es ein I, mit I, C B(E, 7). Jedes I,, enthélt
nach Konstruktion aber unendlich viele Elemente von A also gegebenenfalls auch
ein von ¢ verschiedenes.

Im Fall der komplexen Zahlen geht man analog vor und teilt die Rechtecke R,
jeweils in vier Teile. Die Projektionen auf die Real- bzw. Imaginérteile liefern
dann zwei Intervallschachtelungen in R.
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FOLGERUNG 3.4 Jede beschrankte Zahlenfolge (x,,) besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Gibt es ein x, so dass fiir unendlich viele n € N z,, = x, gilt, so konver-
giert die Teilfolge (x), € N gegen z. Gibt es kein derartiges z, so ist das Bild der
Folge ¢ = (x,,) also A := ¢(N) eine unendliche beschriankte Teilmenge in R bzw.
C. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert ein Haufungspunkt ¢ dieser
Menge. Wir konstruieren nun eine Teilfolge von (x,), die gegen £ konvergiert.
Wir betrachten die Folge der Kugeln B((&,1/n)). In jeder dieser Kugeln gibt es
unendlich viele Elemente der Folge, da andernfalls die Kugel B(¢, p) mit p kleiner
als der minimale Abstand eines Folgengliedes zu ¢ keinen Punkt mit A gemein
hétte. Sei x,, € B({,1). Angenommen wir haben fir n;, dass z,, € B(,1/n)
gilt. Dann gibt es in der Kugel B(¢,1/(n + 1)) ein Element z, mit einem Index
hoher als n;. Wir bezeichnen diesen Index mit n; ;. Dann konvergiert die Teilfolge

DEFINITION 3.20 FEin Punkt x heifst Hiufungspunkt der Folge (x,), wenn in
jeder Umgebung von x unendlich viele Glieder der Folge liegen.

Beachte: Die Begriffe Hiufungspunkt einer Folge ¢ = (x,,) und Haufungspunkt
der Menge ¢(N) sind verschieden. Beispielsweise sind fiir eine stationére Folge
(z,) = (z) der Punkt = Haufungspunkt der Folge (z,) aber kein Haufungspunkt
der einelementigen Menge ¢(N) = {x}.

3.12 Limes superior and Limes inferior

Sei (x,) eine beschriankte Folge in R. Fiir jedes n € N setzen wir

Qy 1= ]i1>1f xp = inf{zy ; k> n}, b, = sup xy := sup{zy ; kK > n}.
>n k>n

Dann sind (a,) wachsend, (b,) fallend und beide Folgen beschrénkt, es existieren
somit lim,,_,. a, und lim,,_, b,,.

DEFINITION 3.21 Sei (z,,) eine beschrinkte Folge in R. Die Grenzwerte

limsup x,, := lim x,, := lim (sup xy)
n—00 n—00 n—00 >y
und
liminf z,, ;== lim x, := lim (inf z)
n—00 n—00 n—oo k>n

heiffen Limes superior und Limes inferior.

Die beiden Werte Limes superior und Limes inferior kénnen wie folgt charakte-
risiert werden:
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THEOREM 3.18 FEine beschrinkte Folge (z,,) in R besitzt einen kleinsten Hdiu-
fungspunkt x, € R und einen grofiten Haufungspunkt x* € R. Ferner gilt:

*

liminfz, =z, und limsupz, =2x".
n—00 n—oo
Beweis. Wir setzen x, = liminf,,_, . x, und zeigen, dass x, kleinster Haufungspunkt
ist. Da
an) = (inf z
() = (0 @)nen

eine wachsende Folge ist, die gegen x, konvergiert, gilt z, = sup,,cy @y. Zu jedem
¢ < x, finden wir daher ein N € N, so dass £ < ay < z, fiir alle n > N. Somit
liegen in der Umgebung B(&, p) fir hinreichend kleines p keine Folgenglieder x,,.
Damit gibt es keinen kleineren Héufungspunkt als z, und es bleibt zu zeigen,
dass z, tatsichlich Haufungspunkt von (z,),en ist. Sei € > 0 beliebig. Wegen

inf v, =a, VnéeN,
k>n

gibt es zu jedem n ein £ > n mit
T < ap+e <z, +e.

Damit liegen fiir jedes € > 0 unendlich viele Folgenglieder links von x, 4+¢. Ande-
rerseits gibt es keinen Haufungspunkt kleiner als .. Also ist x, Haufungspunkt

der Folge (z,).
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4 Stetige Abbildungen

4.1 Begriff der stetigen Abbildung

Wir betrachten eine Abbildung f : E — E’ eines metrischen Raumes (F,d) in
den metrischen Raum (E’, d"). Nachfolgende Definition charakterisiert das lokale
Verhalten von f in Umgebung eines Punktes zq € E.

DEFINITION 4.1 Die Abbildung f : E — E' eines metrischen Raumes (E,d)
in den metrischen Raum (E',d’) heifit im Punkt xy € E stetig, wenn

Ve >0 30(e) >0 :d(x,xg) <d(e) = d(f(x), f(xg)) < e.
f heifst auf E stetig, wenn f in jedem Punkt von E stetig ist.

Eine Abbildung f ist demnach genau dann im Punkt x( stetig, wenn es zu jeder
Kugel B(f(xo),¢) im Bildbereich £’ eine Kugel B(zo, §(¢)) im Urbildbereich gibt,
so dass das Bild der Kugel B(xzg,d(¢)) in B(f(z0), ) liegt.

BEISPIEL 4.1 Jede konstante Abbildung f : E — E’ ist auf E stetig.

Sei etwa f(x) = a fiir alle x € F und 2y € E beliebig. Dann gilt fiir alle x € F

d'(f(z), f(zo)) =d(a,a) =0 <e.
BEISPIEL 4.2 Die Abbildung f: R — R mit f(x) = 22 ist auf R stetig.

Fiir jedes o € R haben wir

d'(f(x), f(x0)) = |2° — 23] = |z — x| |2 + x|
= |z —xo| |z — 20 + 220| < |2 — 20| (| — 0| + 2|20])
< (14 2|xo|) |z — o] fiir |z —xo] < 1

und somit

d(f(x), f(xg)) < e fir | — xo| < d(e,zp) := min (1, %M) .
BEMERKUNG 4.1 FEs ist diblich Funktionen f : R — R als Punktmenge
{(x, f(z)) € R? : x € R} im R? darzustellen (Kurve). Die Stetigkeit im Punkt
xo € R kann dann geometrisch wie folgt interpretiert werden. Zu jedem vorgege-
benen Toleranzstreifen T.(f(xo)) := {(z,y) € R? : |y — f(xo)| < €} ewistiert ein
Streifen S5y (o) = {(z,y) € R? : |z — 0| < d(e)} wm x = xo, so dass die Ein-
schrinkung von f auf {xr € R : |x—x¢| < ()} im vorgegebenen Toleranzstreifen
liegt.
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BEMERKUNG 4.2 Es ist diblich Funktionen f : R?> — R als Punktmenge
{(x1, 29, f(z1,22)) € R® : (71, 22) € R?} im R® darzustellen (Fliche). Schrdinkt
man diese Funktion auf die Menge {x(t) = xo +th : t € R} ein (Gerade durch
xo = (zo1, To2) in Richtung h = (hy, hs)), so entsteht eine Schnittkurve als Schnitt
der die Funktion darstellenden Fliche mit der auf der x1 — xo-Ebene senkrecht
stehenden und durch die Gerade verlaufenden Ebene.

Im Folgenden studieren wir, wie die Stetigkeit einer skalaren Funktion f : R — R
mit der Stetigkeit der Schnittkurven zusammenhéngt.

BEMERKUNG 4.3 Ist f : RY — R in 29 = (201, ...,T0q) Stetig, so ist die
Schnittkurve ®(t) := f(xo+th) mit h = (hy,..., hq) # 0, als Abbildung ® : R —
R im Punkt O stetig.
Beweis. Der Beweis folgt sofort mit ||| = (320, h?)"/2 aus

|D(t) — ®(0)| = |f(xo +th) — f(xo)| < e fir d(zo + th,zo) = [t]| ||h] < I(g).
Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 4.3 Die Abbildung f : R — R mit

0 fir |y| > 2?

flx,y):=q 0 fir y=0
1 fir 0 < |y| < x?

st entlang jeder Geraden durch den Ursprung im Ursprung stetig, sie ist jedoch
als Abbildung f : R? — R in (zq,y0) = (0,0) unstetig.

4.2 Produkt stetiger Abbildungen

THEOREM 4.1 Seien f: E — FE', g: ' — E", E, E', E” metrische Riume
sowie [ stetig in xo € E und g stetig in yo = f(xo) € E'. Dann ist h = go f in
xg € F stetig. Ist f stetig auf E und g stetig auf E', so ist h stetig auf E.

Beweis. Die Stetigkeit von g in yo = f(z¢) bedeutet

Ve>0 35() >0 : d(y, f(zo)) <d(e) = d"(g(y), (9o f)(x0)) <e,
die von f in z

Vo >0 306%(0) >0 : d(x,xg) < 6*(6) = d'(f(x), f(xg)) <.
Setzt man § = d(¢) und y = f(z), so erhalten wir
Ve >0 3d(e) :=6"(0(e)) > 0 :

d(z,70) < 6(c) = d"((g 0 )(2), (90 f)(w0)) = d"(g(f(2)), 9(f (z0))) < &.

Die zweite Aussage des Satzes folgt aus der Stetigkeit in jedem Punkt.

43



BEISPIEL 4.4 Die Abbildungen f:R — R mit f(z) =2*+1undg: R —- R
mit g(y) = arctany sind auf R stetig. Somit ist auch die Abbildung h : R — R
mit h(x) = (go f)(z) = arctan(z? + 1) auf R stetig.

4.3 Grenzwerte von Abbildungen

DEFINITION 4.2 Seien (E,d), (E',d) metrische Rdume, M C E eine Menge
und xog Hdaufungspunkt der Menge M. Die Abbildung f : M — E’ hat fiir gegen
xo strebendes x € M den Grenzwert a € E’, wenn

Ve>0 3d(e) >0 : Vo e M, 0<d(z,z) <de)=d(f(x),a)<e,

i Zeichen

li = a.
x—»a:l()I,l;EM f (.T) a

BEISPIEL 4.5 Wir betrachten die Abbildung f : R?> — R mit
. 2
f(x1,m9) = { 0 fir vz > a1,

1 fiir x5 < 22.
Dann ist xg = (201, Te2) = (0,0) Héiufungspunkt von M = {x € R? : zo > 27}
und lim, ., zenr f(x) = 0. Setzt man jedoch N = {x € R? : x5 > 0}, so ist xg
zwar Haufungspunkt von N, aber Alim, ., .en f(2).

Im Spezialfall von Funktionen einer rellen Verdnderlichen f : R — R fithrt man
noch die folgende Notation ein. Seien M ={x € R : & > 2o} und M~ ={z €
R : x < xp}. Dann bezeichnen

lim f(zx):= lim f(z), lim f(z):= lim f(z),

z—x0—0 T—x0,2EM— z—x0+0 x—z0,xEMT

den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von f in x.
BEISPIEL 4.6 Die Abbildung f : R — R mit
x+1 fir »<-1,
22 fir—1<2x <0,
f(z) = 0 fir 0<z<1,
r—1fir 1<x<2,
2 fir x>2,

besitzt die folgenden einseitigen Grenzwerte (vgl. Abb. 11).

lim f(:c) =0, lim f(:c) =1,
Cip fw=0, g j@) =0
xggnof(@ 0, Elll}rof( ) =0,
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Abbildung 11: Stiickweise definierte Abbildung f aus Beispiel 4.6

THEOREM 4.2 (Stetigkeit — Grenzwert)
(i) Seien f: E — FE' in xg € E stetig und xy Berihrungspunkt von M. Dann
existiert ~ lim  f(x) und es gilt

r—x0,2EM
li = :
J:—wl()l:IJ}EM f(x) f(IO)

(ii) Sei M Umgebung von xo € E. Existiert der Grenzwert lim  f(z) und

r—x0,2EM

gilt  lim Mf(x) = f(=o), soist f: M — E' in xq stetig.
T—20,LrE

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus den Definitionen Stetigkeit und Grenzwert.

THEOREM 4.3 (Grenzwert von Abbildungen — Grenzwert von Folgen)

Seien f: E — E' und xq Hiufungspunkt von M C E. Dann hat f fir gegen x
strebendes x € M genau dann den Grenzwert a, wenn fir alle Folgen (x,) C M,
mit T, # xo und nllIIolo x, = o die Folge (f(x,)) in E' gegen a konvergiert.

Beweis. Seien zunéchst lim, ., ,enm f(2) = @ und (z,,) eine beliebige Folge mit
den oben angegebenen Eigenschaften. Aus der Grenzwertdefinition folgt

Ve>0 3Fd(e) >0 :Vee M, 0<d(z,z) <de)=d(f(x),a) <e.
Somit gibt es zu jedem € > 0 eine Indexschranke ny(d(¢)), so dass fiir alle n > ng
d(zn,20) <d(e) =  d(f(xn),a) <e.

Seien nun umgekehrt alle Zahlenfolgen (f(z,)) in £’ gegen a konvergent. Wir
fithren den Beweis indirekt und nehmen an, dass f fiir gegen xy strebendes x € M
nicht den Grenzwert a besitzt. Dann gibt es ein € > 0 derart, dass fiir jedes
d = 1/n ein z, € M existiert mit d(z,,z9) < 1/n und d(f(x,),a) > . Somit
konvergiert zwar z,, — x¢ aber f(z,) /4 a im Widerspruch zur Voraussetzung.
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4.4 Reelle vektorwertige Funktionen f:R" — R™

Bezeichnen wir die j-te Komponente der vektorwertigen Funktion f : R" — R™
mit f; : R" — R, so entsprechen einer vektorwertigen Funktion f : R" — R™ m

skalare Funktionen f; : R" =R, j =1,...,m

THEOREM 4.4 Die vektorwertige Funktion f : R™ — R™ ist im Punkt xq €
R™ genau dann stetig, wenn jede Komponente f; : R — R, 7 =1,...,m in xg

stetig ist.

Beweis. Sei f: R" — R™ in z stetig. Wegen

1/2
|fi(x) = fi(zo)| < (Zlfz — fi(zo))| ) = d'(f(x), f(x0)) <e

fir alle x € R”, fiir die d(z, zo) < d(¢) gilt, ist jede Komponente f;, j =1,...

in z( stetig. Ist umgekehrt jede Komponente f; in x, stetig, also

[fi(x) = fi(xo)| <& fiir d(z,z0) < d(e),

so folgt durch Aufsummieren

1/2
d'(f() (Z |fi(x) — fi(xo)] ) <evm,

also die Stetigkeit der vektorwertigen Funktion.

Rechenregeln fiir Grenzwerte reeller Funktionen

(i) Fiir vektorwertige Funktionen und Zahlen «, 8 € R gilt
lm  [af(@) % fg(@) =a lim @) 45 lim g(a)

r—xg,EM r—xo,EM r—xg,xeM

falls die auf der rechten Seite stehenden Grenzwerte existieren.

(ii) Fiir skalare Funktionen gilt
lm  f@)g(e)= lm @) lm g(),

z—z0,2EM r—x0,cEM z—z0,2EM

falls die auf der rechten Seite stehenden Grenzwerte existieren.

(iii) Fiir skalare Funktionen gilt

L) ety
im = — :
z—wo,zeM g(T) lim g(z)

r—xo,xEM

vorausgesetzt, dass  lim  g(z) #0 und lim  f(x) existiert.
r—x0,xEM r—x0,2EM
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FOLGERUNG 4.1 Summe, Differenz, Produkt und Quotient (Nenner # 0)

stetiger Funktionen sind stetig.

BEISPIEL 4.7 Polynome n-ten Grades (auch ganzrationale Funktionen genannt),
gegeben durch p,(x Zpl (pn #0), sind auf R stetige Funktionen.

BEISPIEL 4.8 Gebrochen rationale Funktionen
pn@)
Qm@) ’

und pn, ¢m Polynome n-ten bzw. m-ten Grades sind, sind in jedem Punkt x € R,
in dem g () # 0, stetig.

wobei ¢, (x) # 0,

4.5 Klassifikation von Unstetigkeitsstellen

DEFINITION 4.3 Sei f : (B(xo,7)\{z0}) C R — R in zy unstetig. Ezistiert
lim, ., f(x) = a, so heifit f in xo hebbar unstetig.

Beachte: Die Funktion g : B(zg,r) — R, mit g(x¢) = a und g(z) = f(z) fir alle
x € B(zo,m)\{x0}, ist im Punkt z stetig.

BEISPIEL 4.9 Die Funktion f : R\{0} — R mit f(z) = (sinx)/z hat in xy =0
den Grenzwert 1 (Begrindung spdter). f ist damit in xo = 0 hebbar unstetig.

Y Y

Abbildung 12: Die hebbar unstetige Abbildung f und ihre stetige Erweiterung g

DEFINITION 4.4 Seien a,, a; der rechts- bzw. linksseitige Grenzwert von f
in xg und a, # a;. Dann hat f in xq einen Sprung der Hohe a, — a;.

DEFINITION 4.5 Hebbare Unstetigkeitsstellen und Sprungstellen heiffen Un-
stetigkeitsstellen 1. Art. Eine Unstetigkeitstelle 2. Art liegt vor, wenn mindestens
ein einseitiger Grenzwert nicht existiert.

47



/O//i//;/x

Abbildung 13: Sprungstellen der Funktion f(x) =z — [z]

BEISPIEL 4.10 Die Funktion f: R — R mit f(z) = x — [z] hat in den ganz-
zahligen Punkten Sprungstellen der Hohe -1. Hierbei bezeichnet [x] den ganzen
Teil von x, d.h., die grif$te ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist (vgl. Abb. 13).

BEISPIEL 4.11 Die Funktion f : Rt — R mit f(z) = 1/x hat in zg = 0
keinen rechtsseitigen Grenzwert, also eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (Polstelle)
(vgl. Abb. 14, links).

BEISPIEL 4.12 Die Funktion f : R\{0} — R mit f(x) = sin(1/z) hat in
xog = 0 keine einseitigen Grenzwerte, also eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (Oszil-
lationsstelle) (vgl. Abb. 14, rechts).

f(x)=sin(1/x)

Abbildung 14: Unstetigkeitsstellen 2. Art. links Polstelle, rechts Oszillationsstelle

4.6 Kompaktheit

DEFINITION 4.6 Sei A C E eine Teilmenge des metrischen Raumes (E, d).
Fine Familie von Mengen {O, : X € A} heifst offene Uberdeckung von A, wenn

A CUxeaOy, O, offen VA € A.

A heift kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A ein endliches Teilsystem
enthdlt, das zur Uberdeckung von A ausreicht.
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BEISPIEL 4.13 Die leere Menge () ist kompakt. Die Menge {0} U{1/n : n €
N} ist kompakt. Die Menge {1/n : n € N} ist nichtkompakt.

Beweis. Die erste Aussage ist trivial. Sei nun {O) : A € A} eine offene
Uberdeckung von {0} U {1/n : n € N}. Dann gibt es ein \g mit 0 € O,,.
Wegen 1/n — 0 fir n — oo, gibt es ein nyg, so dass fiir n > ng bereits alle bis auf
endlich viele der Punkte 1/n von O,, iiberdeckt werden. Zu den verbleibenden
endlich vielen Punkten 1/n, 1 < n < ng, gibt es endlich viele offene Mengen aus
O,, die diese Punkte tiberdecken. Um zu zeigen, dass die Menge {1/n : n € N}
nicht kompakt ist, betrachten wir die offene Uberdeckung

{B(l 1

—,—) : n €N},
n 3n2) !

aus der (weil sie aus paarweise durchschnittsfremden Kugel besteht) kein Teilsys-
tem ausgewdhlt werden kann, das zur Uberdeckung ausreicht.

THEOREM 4.5 Im metrischen Raum ist jede kompakte Menge A beschrdinkt
und abgeschlossen.

Beweis. {B(0,7) : r € RT} ist eine offene Uberdeckung der kompakten Menge
A. Da ein endliches Teilsystem existiert, gibt es ein R > 0, so dass B(0, R) die
Menge A iiberdeckt. Nun gilt wegen z,y € A = z,y € B(0, R) sicher d(z,y) <
2R. Um die Abgeschlossenheit von A zu zeigen, betrachten wir x € C'zA. Dann ist
{B(y,d(z,y)/2) : y € A} eine offene Uberdeckung von A, aus der ein endliches
Teilsystem {B(y;,d(x,y;)/2) : 1 < i < N} ausgewahlt werden kann, das zur
Uberdeckung von A ausreicht. Wir setzen

r = min
1<i<N 2

und haben B(z,r) N B(y;,r) =0, fir i = 1,..., N. Also liegt B(x,r) im Komple-
ment von A beziiglich E.

>0

Die folgende Charakterisierung kompakter Mengen in R™ geht auf . Heine, 1821-
1881 und E. Borel, 1871-1956 zuriick.

THEOREM 4.6 (Heine-Borel)
FEine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie beschrdankt und abge-
schlossen ist.

Da in jedem metrischen Raum kompakte Mengen beschrinkt und abgeschlossen
sind, miissen wir nur die Gegenrichtung beweisen. Hierzu verweisen wir auf die
Literatur (z.B. H. Amann, J. Escher, Analysis I).

Die Kompaktheit bleibt unter stetigen Abbildungen erhalten.
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THEOREM 4.7 Seien (E,d), (E',d") metrische Riume und f : E — E' stetig.
Ist E kompakt, so ist auch f(E) kompakt.

Beweis. Siehe z.B. H. Amann, J. Escher, Analysis I.

THEOREM 4.8 (1. und 2. Satz von K. WeierstrafS, 1815-1897)
Seien f: A — R auf A stetig und O # A kompakt. Dann ist f auf A beschrinkt
und es gibt Punkte a,b € A mit

fla) = inf f(z) und f(b) = sup f(z).

€A €A

Beweis. Zunéchst ist f(A) C R kompakt, damit beschrankt und es existieren
inf,c4 f(z) und sup,4 f(z). Angenommen, dass

f(z) <sup f(z) =M VzeA.

TEA

Wir betrachten die Hilfsfunktion ¢g : A — R definiert durch g(x) = 1/(M — f(x)),
die auf A stetig und demzufolge beschrankt ist. Somit existiert ein K > 0 mit
1/(M — f(z)) < K fiir alle z € A. Aquivalent hierzu ist f(z) < M —1/K < M
im Widerspruch zur Definition von M als kleinste obere Schranke.

4.7 Zwischenwertsitze

LEMMA 4.1 Seien f : (a,b) — R in xg € R stetig und f(x¢) # 0. Dann gibt
es eine Umgebung U(xy), in der f das gleiche Vorzeichen wie f(xo) hat.

Beweis. Sei 0.B.d.A. f(zg) > 0. Aus der Stetigkeit von f im Punkt x, folgt fiir
e := f(w0)/2 die Existenz einer Umgebung B(xo, d(¢)) mit

x € Blxo,0(e)) = 0< f(xo)/2=flwo) —e < f(x) < f(x0) +e

THEOREM 4.9 (Existenz einer Nullstelle)
Seien f : [a,b] — R stetig, f(a)f(b) < 0. Dann existiert ein & € (a,b), so dass

f(&) =0.
Beweis. O.B.d.A. gelte f(a) > 0. Betrachten die Menge
M :={z€[a,b] : f(z) >0 Vz€la,z]|}#0.

M ist als Teilmenge von [a,b] beschrankt, d.h., es existiert sup M = &. Ist
f(&) > 0, so gibt es nach obigem Lemma eine Umgebung, in der f(z) > 0.
Somit gilt £ # a. Wegen f(b) < 0 entfillt auch £ = b.
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Aus dem obigen Satz kann eine einfache Methode zur Nullstellenbestimmung
(Halbierungsalgorithmus) abgeleitet werden. Seien die Voraussetzungen des Sat-
zes erfiillt. Dann halbiert man das Intervall [a,b] und berechnet f((a + b)/2).
Ist (a + b)/2 keine Nullstelle, so erfiillt eines der Intervalle [a,(a + b)/2] und
[(a+b)/2,b] die Voraussetzungen des Satzes. Iterativ kann so eine Nullstelle von
f beliebig genau eingeschlossen und damit approximiert werden.

THEOREM 4.10 (Zwischenwertsatz)
Seien f: [a,b] — R auf [a,b] stetig, m = mingepy f(x) und M = maxgejqp f(2).
Dann gibt es zu jedem y € (m, M) (mindestens) ein & € (a,b) mit f(§) =y.

Beweis. Betrachte die Hilfsfunktion ¢ : [a,b] — R mit

Nach dem Satz von Weierstrafl gibt es Punkte z1,25 € [a,b], in denen [ das
Minimum bzw. das Maximum auf [a,b] annimmt. Sei 0.B.d.A. z; < z2. Dann
ist o auf [zq,xs] stetig und ¢(x1)p(z2) < 0. Somit gibt es ein { € (xq,x2) mit
0=¢(&)=f(&) -y

Y
M

Abbildung 15: Existenz eines £ mit f(£) = y nach dem Zwischenwertsatz
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5 Reihen in normierten Raumen

5.1 Begriff des normierten Raumes

Bislang wurde auf einer beliebigen Menge E ein Abstand definiert und damit auf
E eine Topologie eingefiihrt. Wir betrachten jetzt den Fall, dass F ein Vektorraum
ist, dessen Struktur mit der Topologie von E vertréglich ist.

DEFINITION 5.1 FEine Menge E heifit Vektorraum tber K, wenn auf E zwei
Operationen

rvzwyelbl — x+yek,
Nz)eKxE — M €eE,

erklart sind, die folgenden FEigenschaften gentigen:
Ilz+(y+2)=(x+y)+2 Vr,y,z€FE,

12 2+y=y+a Vr,yeck,

1.3 0eF: z2=0+2 VrekFE,

IL4Vee E I(—x)eE : x+(—x) =0,

I A+ p)r=de+puxr VeeE VA puek,
II.2 Nz +y) =Xz +puy Vr,y€ E, VAeEK,
IL.3 ANux) = (Ap)x Vo e E, VA pueK,

II.4 91#0: lx =2, Vrek.

DEFINITION 5.2 Eine Norm ||-|| auf einem Vektorraum E ist eine Abbildung
von E in R} mit folgenden Figenschaften:

(N1) 2] =0 & 2=0 VoekE,
(N2) |[Az]| = [\ |z]| Vo€ B, YA €K,
(N3) llz +yll < llzll + [yl Va,y € E.

FOLGERUNG 5.1 Ist x — ||z|| eine Norm auf E, so istd: E x E — RS mit
d(xz,y) = ||lx — y|| eine Abstandsfunktion auf E.

Beweis. Man priift unmittelbar (M1)-(M3) nach.
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DEFINITION 5.3 (E,| -||) heifit normierter Raum. Der auf E definierte Ab-
stand d : E x E — R{, wobei d(z,y) := ||z — yl|, heifst der durch || - || induzierte
Abstand. In diesem Sinne wird ein normierter Raum stets als metrischer Raum
aufgefaft. Fin vollstindiger normierter Raum heifst Banachraum.

Die Dreiecksungleichung kann auf endlich viele Summanden erweitert werden,
d.h., es gilt fiir beliebige x1,. .., z,:

n
D
i=1

Beweis. Vollstdandige Induktion.

n
<> laill-
i=1

BEISPIEL 5.1 Auf der Menge R™ werden durch

n n 1/2
W%:ZWLWM:@Fa,|WWﬂ@WH
i=1 i=1

verschiedene Normen eingefiihrt. Insbesondere induzieren || - ||, die Manhattan-
Metrik, || - |2 die Fuklidische Metrik und || - || die Produktmetrik.

BEISPIEL 5.2 Der Raum aller quadratischen Matrizen ist ein linearer Vektor-
raum. Sei A = (a;j) eine quadratische Matriz. Dann heifsen

n
[A[l: = ggjagLZIam\,
i=1
n n 1/2
[Allz == (ZZ|%|2> :
i=1 j=1
n
|Allee = @;Z‘;w
]:

die Spaltensummennorm, die Frobeniusnorm und die Zeilensummennorm.

5.2 Reihenbegrifft

DEFINITION 5.4 Sei (E,| - ||) ein normierter Raum und (a,)n,>o eine Folge
von Elementen aus E. Dann heiflen

n
Sp = E a;
i=0
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Partialsumme, (s,)n>0 die Folge der Partialsummen oder Reihe Z;O:o a, und a,
n-tes Glied der Reihe. Konvergiert die Folge der Partialsummen (s,) gegen s,
so heifit die Reihe konvergent und s Summe der Reihe, divergiert die Folge der
Partialsummen, so heifit die Reihe divergent.

Beachte: Es hat sich eingebiirgert, mit dem Symbol > 7 a, gleichzeitig zwei
unterschiedliche Objekte zu bezeichnen, einerseits die Folge der Partialsummen
und andererseits ihren Grenzwert (also die Summe der Reihe). Ferner ist der
Reihenbegriff nicht am kleinsten Index 0 gebunden, jede ganze Zahl kann hierfiir
verwendet werden.

BEISPIEL 5.3 (Geometrische Reihe)

Seien E=C, ||-||:=1-|, ¢ € C mit |q| < 1. Fir die n-te Partialsumme haben
wir
n ; 1 _qn+1
SR
Damit gilt
ddi=1+q+¢+¢+... = lim =T
i=0

5.3 Konvergenzkriterien fiir Reihen in normierten Rium-
en

THEOREM 5.1 (Cauchy Kriterium)

Im normierten Raum E ist die Forderung

m

>

i=n-+1

Ve >0 dngle) Vm,n > ng(e) : <e

notwendig fiir die Konvergenz der Rethe ) ".° a;. In einem Banachraum ist sie
auch hinreichend.

Beweis. Anwendung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums fiir die Folge der
Partialsummen.

THEOREM 5.2 (Notwendiges Konvergenzkriterium)
Ist die Reihe Z?io a; konvergent, so gilt lim,, . a, = 0.

Beweis. Setze im Cauchyschen Konvergenzkriterium m = n + 1, so folgt
Ve >0 dngle) Vn>ngle) : |laps|l <e.

Somit gilt fir alle n > ny(g) := ny(e) + 1 die Beziehung d(a,,0) = ||a,|| < e.
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BEISPIEL 5.4 Sei E = R. Da der Grenzwert lim,,_,, cos(2n+1) nicht existiert,
ist die Folge (cos(2n + 1))nen keine Nullfolge und die Reihe Y .~ cos(2n + 1)
divergent.

DEFINITION 5.5 Ist die Zahlenreihe (mit positiven Gliedern) Z |an|| kon-

n=0

vergent, so heif$t die Reihe Zan heifst absolut konvergent.

n=0

THEOREM 5.3 In einem Banachraum E ist jede absolut konvergente Reihe
konvergent.

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten:

(i) Notwendigkeit des Cauchyschen Konvergenzkriteriums

Ve >0 dng(e) Vm,n > ng(e) Z ;]| < e.

i=n-+1

(ii) Dreiecksungleichung

m m
> aif < X il
i=n+1 i=n+1

(iii) >°0°, @, geniigt dem Cauchyschen Konvergenzkriterium im Banachraum E.

5.4 Konvergenzkriterien fiir Reihen mit positiven Glie-
dern

Im folgenden betrachten wir Y ° - a, mit a, € Ry. Dann ist die Partialsummen-
folge strikt wachsend, denn

n+1 n

Spt1 — Sp = E a; — E a; = apy1 > 0
i=0 i=0

und die Konvergenz der Folge (s,),>0 ist dquivalent mit ihrer Beschrénktheit.

THEOREM 5.4 Fiir Reihen mit positiven Gliedern gilt folgende Aquivalenz

Zai konvergent & (ZCLZ) beschrankt.
=0 n>0

=0
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DEFINITION 5.6 Fir die Glieder der Reihen Y ;- a; und >~ b; gelte ab
einem bestimmten Index ig, 0 < a; < b; Vi > ig. Dann heifst die Rethe Zio a;
Minorante zur Rethe Y .-, b; und die Rethe Y .o b; Majorante zur Reihe Y .-, a;.

THEOREM 5.5 (Vergleichskriterium)
Jede Minorante einer konvergenten Majorante ist konvergent. Jede Majorante
einer divergenten Minorante ist divergent.

Beweis. Seien s? und s% die Partialsummen der Reihen Y ;o a; und Y2, b;.
Dann gilt

Sn = Zzo(az‘ —bz')+zzobz'+ i a; < Zzo(ai —b;) + s,
=0 i=0 i=io+1 i=0

so dass die Beschrinktheit von s% aus der Beschrinktheit von s’ folgt. Ist (s%)
unbeschriinkt, so ist auch (s?) unbeschrinkt.

THEOREM 5.6 (Quotientenkriterium)
Fiir die Glieder einer Reihe mit positiven Gliedern gelte ab einen bestimmten

Index nyg :
an+1

<qg<1 firallen > ny.

n

Dann ist die Reihe Y, a, konvergent. Gilt dagegen

an+1
G,

> 1 fir alle n > nyg,

ist die Rethe Y a, divergent.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus

pp1 < anoqk"oq" fiir alle n > no,

da die geometrische Reihe eine konvergente Majorante ist. Die Divergenz der
Reihe folgt aus

Qpi1 > Gp, >0, also liminfa,41 > ap,, > 0,

n—oo

da das notwendige Konvergenzkriterium nicht erfiillt ist.

THEOREM 5.7 (Wurzelkriterium)
Fiir die Glieder einer Reihe mit positiven Gliedern gelte ab einen bestimmten
Index nyg :

Va, < qg<1 firallen > ny.
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Dann ist die Rethe .~ a,, konvergent. Gilt dagegen
a, > 1 fir alle n > ng,
ist die Reihe Y " a, divergent.
Beweis. Die Konvergenz ergibt sich aus
a, < q" Vn >mng,

d.h., die geometrische Reihe ist eine konvergente Majorante. Die Divergenz folgt
aus a, > 1 fiir alle n > ny, da das notwendige Konvergenzkriterium nicht erfiillt
ist.

FOLGERUNG 5.2 (Limes-Variante des Wurzelkriteriums)

Fiir die Glieder a,, einer Rethe mit positiven Gliedern gelte

lim sup a,, = r.

n—oo

Ist r < 1, so konvergiert die Reihe Y~ ay,. Ist v > 1, so divergiert die Reihe.

Beweis. Sei zunichst < 1. Dann gibt es ein ¢ € (r,1). Da r grofiter Hiufungs-
punkt der Folge ({/a,)n>0 ist, gibt es hochstens endlich viele Elemente der ent-
sprechenden Folge, die in (g, 00) liegen. Also ist das Wurzelkriterium anwendbar.
Ist nun r > 1, so gibt es in B(r,r — 1) unendlich viele Glieder der Folge, fiir die
{/a, > 1 gilt. Damit ist das notwendige Konvergenzkriterium nicht erfiillbar.

o0

1
BEISPIEL 5.5 Die harmonische Reihe Z — ist divergent.
n

n=1

Die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Wurzelkriterium bzw. des Quotien-
tenkriteriums sind nicht erfiillt. Wir zeigen, dass eine Teilfolge der Partialsum-
menfolge unbeschrankt ist. Fiir alle n € N gilt

2”

Son — Son—1 = E

k=2n—141

>2"—1.i:l
- on 2

| =

Damit gilt

n n 1 n
Son :81+Z<82k—52k—1) > 1—1-25 = §_|_1_
k=1 k=1
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1
BEISPIEL 5.6 Die Rethe Z — st fiir a > 1 konvergent.
/rLOé

n=1

Die Folge der Partialsummen wéchst monoton. Zum Nachweis der Konvergenz
geniigt daher zu zeigen, dass eine Teilfolge beschrankt ist. Fiir n > 2 gilt

on_1 o
1 1 n
= e () e
k=2n-1

Damit haben wir fiir n > 2

Son_1 = 81+ Z(SQk_l — 82k71_1) <1+ Z (21—a)k—1

k=2 k=2

) ok 1
<2 =

k=0

BEISPIEL 5.7 Die komplexe Zahlenreihe Z st absolut konvergent.
k=1

1
— k(k + 1)

In der Tat ist wegen

1 1 1
- < —
‘ k(k+i) | kvEE+1 K2

— 1
die Reihe Z e eine konvergente Majorante.
k=1

5.5 Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen

DEFINITION 5.7 Eine reelle Zahlenreihe Y - a, heifit alternierend, wenn
fiir alle Indizes n > 0 die Beziehung a,1a, <0 gilt.

THEOREM 5.8 (Leibniz-Kriterium)

Die reelle Zahlenreihe Y~ a, sei alternierend und die Folge (|a,|)n>o0 konver-
giere monoton gegen Null. Dann st die alternierende Reihe konvergent und es
qilt die Fehlerabschdtzung

o n
Zak - Zak < lant].
k=0 k=0
Beweis. Wir setzen «,, := |a,| > 0. Nach Voraussetzung gilt dann

pi1 <o, < a1 VnéeN.
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Fiir jedes n sei v, = 1 derart gewéahlt, dass v,a,+1 > 0. Dann gilt

n-+p

’Yn(sn-l—p - Sn) = In Z A = Oyl — Qg2 + Qg3 — Qg + .o+ (_1)p_1an+p7
k=n-+1
(g1 — ny2) + (g3 — Qpga) + ... >0, und
’Yn(sn-l—p - Sn) = Qpy1 — (an+2 - an—l—?’) —...< Opi1-

Da (o) eine Nullfolge ist, finden wir zu jedem € > 0 ein ny(e), so dass fiir alle
p>0,n>nge)
‘Sner - Sn‘ S Op41 < E.

Da R ein Banachraum ist, folgt aus dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz der
Zahlenreihe. Fiir p — oo erhalten wir die Fehlerabschétzung.

BEISPIEL 5.8 (Alternierende harmonische Reihe)

Die Reihe Z L konvergiert nicht absolut, denn Z — st divergent. Die
n=1 n n=1 n
o (=Dt L
Reihe Z ———— erfillt aber alle Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums und
n
n=1

st daher konvergent.

5.6 Rechenregeln fiir Reihen
5.6.1 Linearkombination von Reihen

Konvergieren die Reihen ) > @, und Y~ b, im normierten Raum (£, || - ||),
und sind «, § € K, so konvergiert die Reihe )" (aa, + 8b,) und es gilt

i(aan + 6by,) = aian + 5i by
n=0 n=0 n=0

5.6.2 Umordnung von Reihen

Fiir endliche Summen gelten das Kommutativ- und Assoziativgesetz, d.h., die
Glieder der endlichen Summe kénnen beliebig zusammengefafit werden. Frage:
Gilt diese Eigenschaft auch fiir Reihen? Zunéchst miissen wir kldren, was wir
unter 'beliebig zusammenfassen’ verstehen wollen.

DEFINITION 5.8 Se: Z:}:o a, eine Reihe im normierten Raum und ¢ : Ny —
Ny eine bijektive Abbildung. Dann heifst > b, mit b, = aym) eine Umordnung
der Rethe Y7 ay.
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Wir betrachten die alternierende harmonische Reihe mit der Summe s, sei also

(=1t 1 1 1
= —=1l—-—4+_-—=-+....
i ; n 27371
Die Partialsummenfolgen der Reihen

Sl Elhrherhed
4 on—1 2n)/)’ dn—3 4n—2 4dn—1 4n

=1 n=1

sind Teilfolgen der alternierenden harmonischen Reihe und haben daher den glei-
chen Grenzwert s. Multipliziert man erstere mit 1/2 und addiert sie zur zweiten,

so erhalt man
3 > 1 1 1
s = ). 1
2° ;(4n—3+4n—1 2n) (1)

Nehmen wir an, dass eine konvergente Reihe umgeordnet werden kann, ohne
dass sich ihre Summe &ndert. Wir fassen jeweils zwei positive Summanden der
alternierenden harmonischen Reihe zusammen und ziehen dann einen negativen
Summanden ab. Dann ist die Partialsummenfolge der Reihe (1) eine Teilfolge der
umgeordneten alternierenden Reihe und muss demzufolge die Summe s haben.
Sie hat aber die Summe 3s/2; woraus s = 0 folgen wiirde. Die Fehlersabschétzung
fiir alternierende Reihen liefert jedoch

m(_l)nfl 1
_— — <
e et

fiir m =1 also 1/2 < s < 3/2, im Widerspruch zu s = 0.

Aus diesem Beispiel kénnen wir erkennen, dass eine konvergente Reihe nicht be-
liebig umgeordnet werden kann.

THEOREM 5.9 (Umordnungssatz)

Sei Y >, an im normierten Raum (E, ||-||) absolut konvergent. Dann konvergiert

jede Umordnung der Reihe absolut gegen den gleichen Grenzwert.

Beweis. Setze b; := a,), Vi € Ny und

n n
Sy 1= E a; und s = E b;.
=0 i=0

(i) Die Umordnung ist absolut konvergent.

Die Partialsummenfolge
(> )
1=0 n€Ng
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ist monoton wachsend, es geniigt zu zeigen, dass sie beschréinkt ist. Sei m(n) die
grofite ganze Zahl aus der Menge {¢(0),¢(1),...,¢(n)}. Dann gilt wegen der
absoluten Konvergenz der Reihe )7, a;

D bl =) llagwll < D llasll < M.
i=0 i=0 J=0

(ii) Konvergenz gegen s.
Zu zeigen ist, dass
Ve >0 dno(e) VYn>ngle): s, —s| <e.
Zwei wichtige Beobachtungen:
e Fiir hinreichend grofles n approximiert s, die Summe s beliebig genau.

n-+p

e Fiir hinreichen grofies n ist der Reihenrest ) " | |la;|| beliebig klein

(Cauchy Kriterium).

Damit haben wir

Ve >0 dNo(e) ¥Yn >Ny : |lsn — s|| < %,
n-+p c
Ve >0 3INg(e) VYn> Ny, ¥p>0 -—Z+1 flaill < 5.

Sei nun ng(g) die grofite ganze Zahl in der Menge {p~'({0,1,..., No})}, dann ist
{7 H0), 0 (1), ..., (No)} € {0,1,...,n9(e)}, (2)

insbesondere ng(e) > Ny(e). Fiir n > ng(e) betrachten wir

n n
Ish = sl =1 b =sll =11 apw — sl
i=0 i=0

Die Summe )" ; a,(;) enthilt wegen (2) alle Summanden a; mit j = 0,1,..., N,
gegebenenfalls auch weitere mit a;, j > Ny. Damit haben wir

No n
sy =sl = |Doaj—s+ D> aw
§=0 i=0,(i)>No
n
< swe—sll+ Y llagal
i=0,p(i)>Np
No+p
< sz — sl + Z | a;l]
j=No+1
< S48 e
2 2 7



5.6.3 Multiplikation von Reihen

Fiir endliche Summen gilt

() (5) -2 ()

Wir untersuchen, ob eine analoge Relation fiir Reihen gilt.

In einer 'verniinftigen’ Produktreihe der Reihen )" an, > - b, sollte jeder
Ausdruck in dem folgenden Schema genau einmal vorkommen

aobo a0b1 a0b2 a0b3

albo a1b1 CL1b2 a163

CLQZ)O a2b1 CL2b2 a263

wobei die Reihenfolge der Aufsummierung keine Rolle spielen sollte. Einige Va-
rianten der Aufsummierung sind:

1. Bilde fiir jede Zeile i € Ny die Zeilensumme Z;io a;bj, und summiere diese

von oben nach unten
> (o).

i=0 \j=0

2. Bilde fiir jede Spalte j € Ny die Spaltensumme » .~ a;b; und summiere
diese von links nach rechts

S (5)

j=0 \i=0

3. Bilde fiir jede Diagonale n € Ny die Diagonalsumme )" _, apb,_p, und
summiere {iber alle Diagonalen von links oben nach rechts unten

o n
Z (Z ambnm> i
n=0 \m=0

Wir setzen z,,, := a,,b, und sind an hinreichenden Kriterien interessiert, die ein
"Aufsummieren’ der Doppelreihe Zz,nzo T sichern. Jede Anordnung der z,,,
kann durch eine bijektive Abbildung ¢ : Ny — Ny x Ny, mit (m,n) = ¢(k),
eineindeutig charakterisiert werden.

DEFINITION 5.9 Die Doppelreihe Z:,n:o T Mt T € B heifit summaer-
bar, wenn

n
sup Z |21 < o0.

HENO Z,]ZO
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THEOREM 5.10 (Doppelreihensatz)

Es sei Zﬁn:l Tmn €ine summierbare Doppelreihe im Banachraum E. Dann gelten

folgende Aussagen:

1. Jede Anordnung Y ;- T der Doppelreihe Y > | Ty, konvergiert abso-
lut gegen einen von der Abzdihlung ¢ unabhdingigen Wert s € E.

2. Die Reihe der Zeilensummen

konvergieren absolut, und es gilt

oS [eS) [e9) [eS)
E Tmn = E Tmn | = S.
m=0 \n=0 n=0 \m=0

Beweis. Siehe z.B. Amann/Escher, Analysis I, Birkhduser Verlag 1998, S.215

THEOREM 5.11 (Cauchyprodukte von Reihen)
Die Reihen Y~ @y, und Y2 b, seien absolut konvergent in R oder C. Dann
konvergiert das Cauchyprodukt Y .~ (3" _o @mbyp_m) absolut und es gilt

£ (E) £

Beweis. Die Doppelreihe >

(o] . .
Tp Mit T, = b, ist wegen

m,n=0
> wil < (ZI(MI) (ZV’H) < (ZI(MI) (Zlbﬂ), n € Ny
ij—0 =0 =0 =0 =0

summierbar. Die Aussage folgt daher aus dem Doppelreihensatz.
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5.7 Potenzreihen

DEFINITION 5.10 Seien (a,)n>o eine Folge komplexer Zahlen und z, zy € C.
Unter einer Potenzreihe (nach Potenzen von z — zy) versteht man die Reihe

Ziio an(z — 20)".

Beachte: Das erste Glied der Partialsummenfolge ist ag(z — 29)° = ag, auch fiir
z = 2!

Fir jedes z € C, fiir das die Potenzreihe ) °  a, (2 —2)" konvergiert, bezeichnen
wir die Summe mit f(z). Dann ist f : D C C — C eine auf dem Konvergenzbe-
reich der Potenzreihe definierte Abbildung. Die folgenden Beispiele zeigen, dass
{20} € D C C. Insbesondere konnen die beiden Grenzfille D = {2y} und D = C
auftreten.

BEISPIEL 5.9 Jede Potenzreihe Y-, an(z — 20)™ konvergiert fir z = zy gegen
ap, da fir die zugeordnete Partialsummenfolge (s,), s, = ag fir alle n € Ny gilt.

BEISPIEL 5.10 Die Potenzreihe Y .~ nl(z — 20)" konvergiert nur fir z = z,
das notwendige Konvergenzkriterium ist wegen lim,,_. n!(z — 29)" = 400 fir
z # 2o nicht erfillt.

BEISPIEL 5.11 Die Potenzreihe Z M konvergiert fir alle z € C ab-
n!

n=0

solut. Nach dem Quotientenkriterium gilt ndmlich

, |z — 2| in! .|z — 2]

lim =1l =

n—oo (n 4+ 1)z — 29| n—oo n 41
LEMMA 5.1 Konvergiert die Potenzreihe Y~ an(z — 20)" fiir z = z1, so kon-
vergiert Y - o an(z — 20)" fir jedes z € C, mit |z — z| < |21 — 20|, absolut.
Divergiert die Reihe fiir ein z = 2o, so diwvergiert die Reihe fiir jedes z € C, fiir
das |z — zo| > |22 — 20].

Beweis. Aus der Konvergenz der Reihe > 7 ja,(z — 2)" folgt (notwendiges

Konvergenzkriterium), dass (a,(z; — 20)") eine konvergente Nullfolge, also be-
|z—2z0]

. Dann
|z1—20]

schrénkt ist. Sei nun z € C derart, dass |z — 29| < |21 — 20| und ¢ =
ist wegen

n
Z — 20

|an| [z = 20" < lan(z1 = 20)"| < Mq", q€(0,1),

1= 20
die geometrische Reihe eine konvergente Majorante.

Sei nun z € C mit |z — 2| > |23 — 2o|. Angenommen die Reihe Y~ ja,(z — z)"
sel konvergent, dann ist nach der ersten Aussage Y, a,(22 — 29)" absolut kon-
vergent im Widerspruch zur Voraussetzung.
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THEOREM 5.12 Zu jeder Potenzreihe gibt es genau ein p € [0, 00| mit folgen-
den FEigenschaften

1. Die Reihe Y > jan(z — z9)" konvergiert fiir |z — zo| < p und divergiert fiir
|z — 20| > p.
2. Es qult die Hadamardsche Formel
1

p=———.
lim sup v/ |a,|

n—oo

Die Zahl p heifit Konvergenzradius und B(zg,p) C C Konvergenzkreis der Po-
tenzrethe.

Beweis. Die Existenz eines p € [0, co] mit dem angegebenen Figenschaften folgt
aus obigem Lemma. Die Hadamardsche Formel ergibt sich aus dem Wurzelkrite-

rium .
limsup {/|a,(z — 20)"| = 2= ZO|, — = limsup {/|an|,
p

n—o0 Lo 0 n—o00

wobei fiir |z — 29| < po die Potenzreihe konvergiert und fiir |z — zo| > po die
Potenzreihe divergiert.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises konnen keine allgemeinen Aussagen ge-
macht werden, wie die folgenden Beispiele zeigen:

BEISPIEL 5.12 Die Potenreihen

DILENED D S Y ey

haben alle den Konvergenzradius p = 1. Die erste konvergiert fiir kein z, mat
|z| =1 (notwendiges Konvergenzkriterium nicht erfillt). Die zweite Potenzreihe
konvergiert fir z = —1 (alternierende harmonische Reihe) und divergiert fir
z = 1 (harmonische Reihe). Die dritte Reihe konvergiert in jedem Punkt z mit
|z| =1 absolut (konvergente Majorante Y-, 1/n?).

5.8 Rechenregeln fiir Potenzreihen
5.8.1 Linearkombination von Potenzreihen

Seien a, 3 € C, > jan(z — 2)" und > 7 b, (2 — 20)" zwei Potenzreihen mit
den Konvergenzradien p, und p,. Dann gilt fiir |z — 2o| < min(pq, pp)

Z(aan + 6b,) (2 — 20)" =« Z an(z — 20)" + Z bu(z — 20)",
n=0 n=0 n=0
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und die Potenzreihe )"  (aa,+[Bb,)(z—2)" hat einen Konvergenzradius pg, >
min(pa, py).
5.8.2 Multiplikation von Potenzreihen

Seien Y 7 an(z—20)" und >~ b, (2 — o)™ zwei Potenzreihen mit den Konver-
genzradien p, und p,. Dann gilt fir |z — zo| < min(pq, pp)

(Z an(z — ZO)"> ( by(z — zo)"> = ch(z — 2p)"

wobel
n
Cp 1= E A br—m.
m=0

Die Potenzreihe ) c,(z — 20)" hat einen Konvergenzradius p,, > min(p,, pb)-

5.8.3 Umrechnen einer Potenzreihe

Sei > jan(z — 29)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius p. Ziel ist die
Anderung der Entwicklungsstelle von z = zo auf z = z;, wobei wir im folgenden z-
Werte mit |z —z;| < 7 := p—|21 — 29| betrachten, die samtlich im Konvergenzkreis
der Reihe liegen.

[e.9]

D anz=)" = Y anllz= =)+ (1 — )"

(@) n n
= a, (z—21)"(z1 —20)" ™
>3 (1)
[oe) n n
= an, (z—21)™(z1 — 20)"™™
> ()
Setze
S a()z—a)"(z =)™ 0<m<n
Cman = 0 sonst ’
so dass . o
Z an(z — Zo)n = Z Z Omn
n=0 n=0 m=0

Wir priifen zunéchst die Summierbarkeit der Doppelreihe.

N N n
> lomal = D3 lomal

m=0 n=0 m=0

WE

I
o

n
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IA

N n n
sz( )|z—zl|m|zl—20|"-m
m
n=0 m=0
o0
< S Janl(lz = 21| + |2 — 2",
n=0

da |z—z1|+]2z1 — 20| < p. Wir koénnen also die Summationsreihenfolge vertauschen

Z%an(z—zo)" = ZZamn

m=0 n=0

- i [i an, <ZL) (2 — 20)™(z1 — 20)"™

m=0 [n=m
[eS)

= Z bm<z - Zl)m7
m=0

wobei
o0

b= a (;) (21— 20)"™

n=m

5.8.4 Identitatssatz fiir Potenzreihen

Das folgende Lemma beinhaltet die Stetigkeit der durch
f(z):= Zan(z —2)"
n=0

auf |z — zo| < p definierten Abbildung im Punkt z = z,.

LEMMA 5.2 Die Potenzreihe Y -, a,(z—29)" habe den positiven Konvergenz-
radius p. Seien (z™) C C eine Folge komplexer Zahlen mit lim,, .., 2™ = zo und
|2™ — zo| < p. Dann gilt

o0

lim E an (2™ — 20)" = ay.
m—oQ
n=0

Beweis. Sei (z™) eine Folge mit den angegebenen Eigenschaften, dann gilt
Vo >0 Fme(0) VYm > mg(d): |2™ — 2] < 0.

Wir wihlen § < p/2 und haben fiir alle m > mgy(d)  |2™ — 20| < p/2. Sei

M = Zl|an| (g)"_l.

67



Dann folgt

E an —ZO —CLO

o
< L = 0l Y a2 = 20"
n=1
> p n—1
< =zl Y ol (5)
n=1

< M|Z™ =z <e

p
M’ 2

m > m*(e) :=mg(d) = myg (min(%, g)) :

=) =: 6, d.h., fiir alle

fir 2™ — 20| < mln(

THEOREM 5.13 (Koeffizientenvergleich)
Seien Y7 jan(z — 29)" und Y2 by(z — 29)" konvergente Potenzreihen mit den
Konvergenzradien p, und py. Gilt fir ein o, 0 < o < min(pq, pp)

Zanz—zo Zb (z—20)" Vz € B(z,0),

so folgt
a, =b, VYn e N,.

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv beziiglich N. Wir wéhlen eine Folge kom-
plexer Zahlen (™) C B(zp,0) mit 2™ — z,. Dann folgt

[o.¢]
ag = lim E a, (2™ — 2zp)" = lim E by (2™ — 20)"™ = bo.
m—0o0 0 m—0o0
n=

Die Behauptung gilt damit fir N = 0. Seien nun fir n = 0,...,N a, = b,
gezeigt. Dann haben wir fiir alle z € B(zg,0)\{z0}

o
E an(z — 20)" E bn(z — 20)"
n=N+1 n=N+1
oder dquivalent
oo
n

E ant14n(2 — 20)" E bNt14n(2 — 20)"
n=0

Hieraus folgt wie oben ayy1; = byi1.
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5.9 Elementare Funktionen

Nach vorigem Abschnitt stellt jede Potenzreihe innerhalb des Konvergenzkreises
eine stetige Funktion dar.

BEISPIEL 5.13

z
expz:zzg, 2e€C, p=+o0.
n=0

Die Exponentialfunktion geniigt
exp 21 exp 23 = exp(z1 + 22),

denn durch Multiplikation erhalten wir

n! nl | ml(n —m)!
n=0 n=0 n=0 \m=0
1
nl £

Fiir alle ¢ € R gilt

O (_1\k 2k X 1\k, 2k+1
eXp(i¢)22M+izw'

| |
— (2k) — (2k + 1)!
Zunachst haben wir
exp(ip) Zo n! Zo n!

woraus unter Beriicksichtigung von

. {(—mk n =2k

YT (DR n=2k+1

und lim,, ., s, = limg_ . Soxy1 die Beziehung

» > (_1>k<p2k ,(—1)kﬁp2k+1
explip) = kZ:o[ e ! (2k+1)!}
> (_1)19%0219 » © (—1)k<p2k+1

folgt.
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BEISPIEL 5.14 Fiir beliebiges z € C setzen wir

B o (_1>n22n ' - o (_1)nz2n+1
COSZ._%W’ SIDZ.—;W.

Somit gilt die Eulersche Beziehung
exp(ip) = cos ¢ + isin .
Fiir alle komplexen Zahlen z € C gilt die Doppelwinkelformel
sinz cosz = 3 sin 2z.

Multiplikation der beiden zugeordneten Reihen ergibt

, (& (cnrmt ) (& (—1)nen
Slnz CoOsz = (nz W) <; W)
n (_1)m22m+1(_1)n7m22n72m

(2m + 1)1(2n — 2m)!

n=0 m=0

jfz( 1y12n+1:§: <2n—%1)
R N .

—~ (2n+1)! =\ 2m

Nebenbetrachtung. Aus dem binomischen Satz folgt
22n+1 — (1 4 1>2n+1 o (1 - 1)2n+1
20+ 1 (2n+1 "L (241
m=0 m m m=0 m
Setzen wir das Ergebnis in obige Rechnung ein, so erhalten wir
1 0 2 2n+1 1
sin z cosz = 3 Z (2n +Zi =3 sin 2z.

m=0

BEISPIEL 5.15 Fiir beliebiges z € C setzen wir

. o L2nl

sinhz = §(expz —exp(—2)) = % m
1 o Lo

coshz := é(eXpZ +exp(—2)) = nZ—O (2n)!"

Die folgenden Beispiele zeigen, wie Reihenentwicklungen zur Grenzwertberech-
nung verwendet werden kénnen. Hierbei wird neben den Rechenregeln fiir Reihen
die Stetigkeit einer Reihe "~ a,(z —zp)" an der Entwicklungsstelle zy benutzt.
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BEISPIEL 5.16
1 —cosz 1
lim —— = —.
z—0 2 2

Aus der Reihendarstellung von cos erhalten wir

OO ( n 2n n 2n ) 0 n 2n 2
1-— = 1- =—
COoS T ;:0 ; 2n x
. 1l—cosx = (1) xQ” 1
Iy = > Gy
BEISPIEL 5.17
exp(2z) —1 2
@-0 sinh3z 3
Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion ergibt
@) @) (207
exp(2z) — 1 _nz% P _nzl n! —290”2% (n+ 1)
und fiir die Sinushyperbolikusfunktion gilt
o0 337 2n+1 o0 3.77 2n
h(3x)
sinh(3z) nzzn+1 Z 2n+ 1)
Insgesamt folgt
. exp(2x) —1 ZO n—i—l 2
achO S]nh(gl‘) - J:Hr(l) e 3 2n - g
T GO
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6 Gleichméaflige Konvergenz von Funktionenfol-
gen und Reihen

6.1 Begriff der gleichméifligen Konvergenz
Fiir Folgen von Funktionen fithrt man verschiedene Konvergenzbegriffe ein.

DEFINITION 6.1 Die Folge (u,(z)) von Funktionen u : E — R heifit auf E
punktweise konvergent, wenn

Ve e E,Ve >0 3ng(e,z) Vn>ng(e, x): [un(z) —u(z)| <e.

BEISPIEL 6.1 Seien E = [0, 1] und u,(x) = ™. Dann gilt auf [0, 1] punktweise

. _ oy J 0 ze[0,1),
Mm () = u(w) = { 1 z=1,
denn fiir alle x € [0,1) haben wir
l
|z" = 0| <e fir n> e no(e, x).
Inz

Im Fall x =1 bekommen wir
1" —1]=0<e¢e fir alle n.

Im obigen Beispiel gilt sup ng(e, z) = +00, d.h., es gibt keine Indexschranke ny,
zel

die gleichméBig fiir alle x € E die Beziehung |u,(z) — u(z)| < e garantiert.

DEFINITION 6.2 Die Folge (u,(x)) von Funktionen u : E — R heifit auf E
gleichmdapj$ig konvergent, wenn

Ve >0 dngle) Vn>mng(e),Vx e E: lun(x) —u(z)| < e.

BEISPIEL 6.2 Scien E = [0,1/2] und u,(x) = z". Dann gilt auf [0,1/2]
gleichmdfsig
lim u,(z) =0,

n—oo

denn fir alle x € [0,1/2] haben wir

" l
|x"—0|§<§) <e fir n>—% =:ng(e).

THEOREM 6.1 (Cauchy-Kriterium fiir gleichmdfige Konvergenz)
Die Folge (u,(x))nen von Funktionenu, : E — R ist genau dann auf E gleichmdjfig
konvergent, wenn

Ve > 0 dng(e) Ym,n > ng(e) Vo € E : [um () —up(x)] < e (3)
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Beweis. Sei (u,(7))nen auf E gleichméBig gegen u(x) konvergent, d.h.
Ve > 0 dng(e) Yn > ng(e) Vo € E: |un(z) —u(z)| < e.

Wegen
|t (2) = Un(2)] < |um(2) — u(2)] + [u(z) — un(2)] < 2¢

geniigt die Folge dem Cauchy-Kriterium (3). Nehmen wir nun umgekehrt an, dass
die Folge dem Cauchy-Kriterium fiir die gleichméBige Konvergenz (3) geniige.
Dann ist fiir jedes feste x € F die Zahlenfolge (u,(x)),en Cauchyfolge in R, also
konvergent gegen u(x). Grenziibergang m — oo in (3) ergibt die Behauptung.

Beachte: Summe und Differenz zweier gleichméfig konvergenter Folgen sind wie-
der gleichméfig konvergent. Das folgende Beispiel zeigt, dass das Produkt zweier
gleichméBig konvergenter Funktionsfolgen nicht notwendig gleichméflig konver-
giert.

BEISPIEL 6.3 Betrachte auf R die Funktionsfolgen (fn)n>1 und (gn)n>1 mit
1
falz) =2 und g,(x) = — Ve € R und Vn € N.
n
Dann konvergieren (fn)n>1 auf R gleichmdfig gegen f und (gn)n>1 gleichmafsig

gegen g, wobei f(z) = x und g(x) =0 gelten.
Tatsdchlich haben wir ndmlich fir beliebig vorgegebenes € > 0

Ve € R und Vn € N : |fu(z) — f(x)|=0<e¢
und 1 )
Vn > ng(e) = . und Vr € R: lgn(z) — g(x)| = ~<e

Das Produkt f,(x) - gn(x) konvergiert auf R zwar punktweise gegen Null, es gilt
nimlich Ve >0 Vo € R dng(e,x) =% Vn > ng(e, )

@) - gale) =01 = 5] <=

jedoch lafit sich keine von x € R unabhingige Indexschranke ng(e) angeben, so
dass .
Vn >mng(e) Ve eR: |fn($)-gn(x)—0|:’—’<g
n

gilt (wéhle einfach x = 2en).
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6.2 Stetigkeit der Grenzfunktion

Beispiel 6.1 zeigt, dass die Grenzfunktion einer Folge stetiger Abbildungen un-
stetig sein kann. Der folgende Satz gibt hinreichende Bedingungen an, die die
Stetigkeit der Grenzfunktion sichern.

THEOREM 6.2 Ist K kompakt und konvergiert die Folge (u,(x)), oy stetiger
Funktionen u, : K — R auf K gleichmdfiig gegen u : K — R, so ist u auf K
stetig.

Beweis. Sei (u,(x))nen eine auf K gleichmifig gegen u(x) konvergierende Funk-
tionenfolge, d.h.

Ve >0 3ng(e) Vn > ng(e), Vo € K : lun(x) —u(z)| < e.

Sei N > ng(1) ein fester Index. Da K kompakt ist, ist uy auf K beschrénkt
(Weierstrafl !). Aus der gleichméfigen Konvergenz erhalten wir

un(z) — 1 <u(x) <uy(z)+ 1.

Also ist die Grenzfunktion u auf K beschrinkt. Um zu zeigen, dass v in einem
beliebigen Punkt z( stetig ist, splitten wir die Differenz |u(x) — u(zo)| mit Hilfe
der Dreiecksungleichung in drei Anteile auf:

u(@) —u(zo)] < Ju(x) = un(@)| + [un(®) = un(2o)| + |un(20) — u(wo)]
< 28w fuf@) = un ()] + [un(z) = (o)

Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz von (uy),, oy gegen u finden wir zu jeder
Toleranzschranke € > 0 einen Index m(e), so dass

€
sup |u(x) — um(x)| < 3
zeK

Jede der Abbildungen u, : K — Rn € N, ist auf K stetig, d.h.

Ve>0,neN, zp€ K 30 =06(e,x9,n) >0 mit

d(z,20) < 8 = |un(@) — un(0)| < % .

Setzen wir 0*(g, xg) := d(e, xg, m(g)) so folgt

2
Ve> 0,20 € K 36" (e,20) >0 mit d(z,z) < I = |u(z)—u(xg)| < §+§ =c.
Zur Beantwortung der Frage, ob aus der Stetigkeit der Grenzfunktion v : K — R
einer auf K punktweise konvergenten Folge (u,(x)), oy stetiger Funktionen w,, :
K — R sich zwingend die gleichméfige Konvergenz der Folge ergibt, betrachten

wir nachfolgendes Beispiel:
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BEISPIEL 6.4 Wir betrachten die durch

( 1
nr  xel0,—]
n
1 2
un(2) =9 2—nw we[- -
2
0 x € [—,2]
\ n

auf K =|0,2] definierte Folge stetiger Funktionen (vgl. Abb. 16).

A
11 UgUz Uz Uy
11 1 2
4 3 2 3 1 2

Abbildung 16: Vier Glieder der Folge (u,,)

Die Folge konvergiert punktweise auf [0, 2] gegen die stetige Grenzfunktion u = 0,
denn u,(0) = 0 Vn € N und fiir gegebenes x > 0 gilt fiir n > 2/x stets u,(z) = 0.
Die Folge konvergiert jedoch nicht gleichmdfig auf [0,2], denn

sup |un(z) —u(x)|=1.
z€]0,2]

Unter zusétzlichen Bedingungen kann die obige Frage positiv beantwortet werden.

THEOREM 6.3 (Satz von DINI)

Es sei K C X eine kompakte Teilmenge des metrischen Raumes (X,d). Jede
monoton wachsende (bzw. fallende) Folge stetiger Funktionen u, : K — R, die
auf K punktweise gegen eine stetige Funktion u : K — R konvergiert, konvergiert
auf K gleichmdflig gegen u.

Beweis: O.B.d.A. betrachten wir den Fall einer monoton wachsenden Folge ste-
tiger Funktionen. Die punktweise Konvergenz gegen u bedeutet

Vee K,e >0 dngle,z) VYn >mng: 0 <u(x) —uy(zr) <

Wl M
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Die Stetigkeit von u, u,, im Punkt = € K liefern die Existenz einer Umgebung
K(x,6) mit 6 = 6(e,z) = 6(e, ng(e, x), x) > 0 derart, dass

3 €
‘v’yEK(m,d) = |u(y)—u(x)| < ga |un0(y)_uno(x)| < g
Somit haben wir
Ve,x € K 3ng, K(z,d) mit Yn > ny,Vy € K(z,9) :

u(y> - uno(y>
u(y) — w(@)| + [w(@) = ng (2)] + [thng (2) — Un, (y)]
€.

0 < wu(y) —un(y)

ASRVANIVAN

0 < u(y) —un(y)

Das offene System {K(z,0)}.ex liberdeckt die Menge K. Da K kompakt ist,
reichen endlich viele Mengen zur Uberdeckung von K aus, die wir mit K (¢, z;),
i=1,..., N bezeichnen. Sei nun ng(e) = max;cq1,. N3 no(e, z;). Dann gilt

0<uly) —u,(y) <e y € K,n>n.

Beachte: Der Satz von Dini gibt vier hinreichende Bedingungen dafiir an, dass
eine auf einer Menge A C X punktweise gegen eine Funktion u : A — R konver-
gierende Funktionenfolge (uy,),>1, mit u, : A — R, auf A gleichméBig konvergiert.
Diese vier Bedingungen sind

1. u, : A — R stetig Vn € N

2. u: A — R stetig

3. Ve € A Ing(x) € N & (un())n>ne(z) monoton wachsend (bzw. fallend)
4. A kompakt.

Die folgenden Beispiele zeigen, dass keine der vier Bedingungen ersatzlos gestri-
chen werden kann und die Aussage des Satzes dennoch gilt.

BEISPIEL 6.5 Betrachte die auf [0, 1] definierte Folge u, : [0,1] — R mit

1
0 fur x=0 oder —<x<1
up(z) = 1 n
1 fur 0<zx<—,
n

die auf A = [0, 1] punktweise gegen u mit uw(z) =0, x € [0, 1], konvergiert. Man
tberprift, dass 2., 3. und 4. gelten, aber

sup |up(z) —u(z)| =1
z€A

qgilt.
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BEISPIEL 6.6 Betrachte die Folge (uy,)n>1 mit
un(z) = 2" fur xz€]0,1].
Die Folge konvergiert auf [0, 1] punktweise gegen u : [0,1] — R, wobei

[0 fur xel0,1),
“(:’3)_{1 fir x=1.

Diese Folge geniigt den Bedingungen 1., 3. und /., konvergiert jedoch auf A =
[0, 1] nicht gleichmdfSig gegen u (vgl. Bsp. 6.1).

BEISPIEL 6.7 Betrachte die auf A = [0, 2] definierte Folge (u,,)n>1 aus Bsp.6.3.
Diese Folge geniigt den Bedingungen 1.,2. und 4. konvergiert jedoch auf A nicht
gleichmdapig gegen die Grenzfunktion.

BEISPIEL 6.8 Betrachte die Folge (uy,)n>1 mit u,(x) = 2™ auf A=1[0,1). Die
Folge konvergiert auf [0,1) punktweise gegen u : [0,1) — R, wobei u(z) = 0 fir
alle x € [0, 1) gilt. Hier gelten die Bedingungen 1., 2. und 3., jedoch ist A =10, 1)
nicht kompakt.

6.3 Funktionenreihen

In Verallgemeinerung von Potenzreihen mit dem allgemeinen Glied u,(z) =
an(x — xo)™ betrachten wir nun Funktionenreihen

Zun(x), U, F— R
n=0

Fiir jedes € E ist ) u,(z) eine Reihe reeller Zahlen. In diesem Sinne ver-
wendet man folgende Konvergenzbegriffe:

DEFINITION 6.3 Die Reihe ) - u,(x) heifst auf E

1. punktweise konvergent, falls die Folge der Partialsummen (3" _ Um(Z))nen,
auf E punktweise konvergiert,

2. gleichmapig konvergent, falls die Folge der Partialsummen (3" _q Um(Z))nen,
auf E gleichmdfig konvergiert,

3. absolut konvergent, falls fir jedes x € E die Reihe Y~ |u, ()| konvergiert.

Hinsichtlich der Zusammenhénge der verschiedenen Konvergenzbegriffe bemerken
wir:

e Aus der auf F absoluten Konvergenz folgt die auf F punktweise Konvergenz
der Reihe.
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e Aus der auf E gleichméBigen Konvergenz der Reihe Y > u,(z) folgt die
auf F punktweise Konvergenz der Reihe.

Somit ergibt sich die in Abb. 17 gegebene Ubersicht.

> g un(x) auf E gleichmiBig konvergent

Yoo g un(x) auf E absolut konvergent

Y Y
> un(x) auf E punktweise konvergent

Abbildung 17: Ubersicht iiber die Konvergenzbegriffe

Ein hinreichendes Kriterium fiir die gleichméflige Konvergenz ist

THEOREM 6.4 (Majorantenkriterium fir gleichmdflige Konvergenz)

Fiir alle Indizes n > Ny und fir alle v € E gelte |u,(x)| < b,. Ferner sei die
Zahlenreihe Y, b, konvergent. Dann konvergiert Y~ u,(x) auf E absolut und
gleichmdyjig.

Beweis: Fir n > Ny ist b, eine obere Schranke fiir |u,(x)|. Nach dem Ma-
jorantenkriterium konvergiert die Reihe Y 7 ju,(z) auf E absolut. Zum Nach-
weis der gleichméfigen Konvergenz zeigen wir, dass die Partialsummenfolge dem
Cauchy-Kriterium fiir die gleichméBige Konvergenz geniigt (siche Theorem 6.1).
Tatséchlich ist fiir alle x € £

(@) = su(@) = | 32 wl@)| < Y Jul@)l < Y b

Nun ist wegen der Konvergenz der Zahlenreihe ).~ b; die zugeordnete Partial-
summenfolge Cauchyfolge, also gilt

Ve > 0 dng(e) Yn > ng(e) : Z b; < e.

Somit geniigt die Partialsummenfolge (s, (z)),eny dem Cauchy-Kriterium (3).

BEISPIEL 6.9 Die Reihe

oo .
S T

> T€ R,
n
n=1
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st auf R gleichmafig konvergent, denn wegen

sin nx 1
S - Vr e R
n

n2

folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium.

6.4 Potenzreihen

Lemma 5.2 beinhaltete die Stetigkeit einer Potenzreihe an der Entwicklungsstelle,
mit der in Abschnitt 5.8.3 gezeigten Moglichkeit der Umrechnung einer Potenz-
reihe kann die Stetigkeit in jedem Punkt des Konvergenzkreises B(zg,p) C C
gezeigt werden. Wir zeigen, dass eine Potenzreihe auf jeder kompakten Teilmen-
ge des Konvergenzkreises gleichméfig konvergiert und bereiten damit einen neuen
Beweis fiir die Stetigkeit einer Potenzreihe in jedem Punkt ihres Konvergenzkrei-
ses vor.

THEOREM 6.5 Fine Potenzreihe ist auf jeder kompakten Teilmenge des Kon-
vergenzkreises B(zo, p) gleichmdfig konvergent.

Beweis. Sei K C B(z, p) kompakt und p < oc.

(i) Wir zeigen zunéchst, dass der Abstand einer kompakten Menge K von einer
abgeschlossenen Menge A, die keinen Punkt gemeinsam haben, positiv ist.
(Dieudonné, Kapitel 3.17, Aufgabe 2). Die Abbildung f : K — R, gegeben
durch

f(z) = dist(x, A) = inf d(z,y),

€A

ist auf der kompakten Menge K stetig, in:besondere gilt

|d(, A) —d(y, A)| < d(z,y) Va,y.
In der Tat haben wir fiir alle z € A

d(z,A) < d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2),
woraus durch Ubergang zum Infimum

d(z, A) < d(z,y) +d(y, A)
folgt. Vertauschung von x und y ergibt schliellich
[f(2) = f(y)| = |d(z, A) = d(y, A)| < d(z,y).

Nach dem Satz von Weierstrafl gibt es also ein zqg € K mit f(zg) =
d(xg, A) = dist(K, A). Angenommen d(zg, A) = 0. Dann gibt es eine Folge
(ax) in A mit d(xg, a;) — 0 fiir £ — oo, d.h., die Folge (ay) konvergiert ge-
gen xy. Da A abgeschlossen war, ist xo € A, im Widerspruch zu KN A = ().
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(ii) Der Abstand von K zu S(zg,p) sei nun 7. Dann ist K C B(zg,p — 7) und
die Reihe

[e.9]

D lanl(p—7)"

n=0

eine konvergente Majorante zur Reihe )" ja,(z — 2)", z € K.

(iii) Im Fall p = oo finden wir eine konvergente Majorante, da die kompakte
Menge K (abgeschlossen und) beschrankt ist.

FOLGERUNG 6.1 FEine Potenzreihe ist in jedem Punkt des Konvergenzkreises
B(zo, p) stetig.

Beweis. Sei z; € B(zp,p) und 7 := p — |21 — 29| > 0. Da die Potenzreihe auf der
kompakten Menge B(z1,7/2) C B(z,p) gleichmiBig konvergiert und die Par-
tialsummen auf B(z;,7/2) stetig sind, ist die Summe der Reihe auf B(z;,7/2)
stetig. Nun war z; € B(zg, p) beliebig, also ist die Potenzreihe in jedem Punkt
des Konvergenzkreises stetig.

FOLGERUNG 6.2 Die Abbildungen exp z, sin z, cos z, sinh z, cosh z sind auf
C stetig.
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7 Differentialrechnung in einer Variablen

Zu Beginn der historischen Entwicklung der Differentialrechnung stehen eine geo-
metrische und eine physikalische Fragestellung: das Tangentenproblem und das
Problem der Momentangeschwindigkeit eines ungleichférmig bewegten Massen-
punktes. Im ersten Fall ist eine Gerade gesucht, die durch einen gegebenen Punkt
eines glatten Kurvenstiicks verlduft und dieses Kurvenstiick mdaglichst gut appro-
ximiert; im zweiten Fall sucht man eine gleichformige Bewegung, die zu einem
gegebenen Zeitpunkt die ungleichférmige Bewegung mdglichst gut approzimiert.
Grundidee. Approximation beliebiger Funktionen in der Umgebung eines Punk-
tes durch lineare Funktionen.

7.1 Begriff der Differenzierbarkeit

DEFINITION 7.1 Seien D C R offen und f : D — R. Die Abbildung f heifst
im Punkt xo € D C R differenzierbar, wenn es eine Zahl m und eine in xy stetige
Abbildung r - D — R gibt, so dass

f(z) = f(xo) + m(x — x0) +r(z)(x —x9), €D
und r(xg) = 0.

BEMERKUNG 7.1 Wie lassen sich im Fualle ihrer Existenz m und r ermit-
teln? Fir x # xq gilt

m = f(xx) : :J;EIO) —r(z),
) )

z—z0 X — T

Existiert umgekehrt der Grenzwert des Differenzenquotienten

f (@) = f(x0o)

)

m = lim
T—T0 T — Zo

und definiert man r : D — R durch
f(x) = fxo)

T(.T) = T — T
0 T = Zo,

—m T # o,

so geniigen m und r den Bedingungen der obigen Definition. Der Vorteil der
quotientenfreien Formulierung ist neben einfacheren Beweisen die Mdglichkeit
der Ubertragung auf den mehrdimensionalen Fall.
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BEMERKUNG 7.2 Ist f in zg € D C R differenzierbar, so sind m und r
eindeutig bestimmt. Die Zahl m heifst Ableitung von f an der Stelle xy, in Zeichen

m= (o) = 9 (ay).

BEISPIEL 7.1 Die Funktion f : R — R mit f(x) = 2™, n € N, ist in jedem

Punkt xo € R differenzierbar und es gilt f'(zo) = naf '

Wir haben
n—1
f($) - f(IO) = 2" — :L‘g = (1‘ — fo) inxg—i—l
i=0
= m(z — x0) +7(x)(x — 20),
mit

n—1
. n—1 o i n—i—1 n—1
m=nxy ", r(:c)—g x'x —nxy .
=0

BEISPIEL 7.2 Die Funktion f : R\{0} — R mit f(x) = 1/2", n € N, ist in
jedem Punkt xo # 0 differenzierbar und es gilt

n

/ —
fi(o) = =—57-
Lo
Wir erhalten
1 1
R AL 1 . 2" —ap
(o) = lim —% = —— lim 0
z—x0 T — g Ty z—=T0 T — Xg
1 _ _ _ _ n
= —— lim @" '+ 2" Pro+ .. taal Py = — ]
€T T—x0 €T
0 0

BEISPIEL 7.3 Die Funktion f : Ry — RS mit f(x) = \/z ist in jedem Punkt
xg > 0 differenzierbar und es gilt

Die Aussage folgt unmittelbar aus
\/_ — /2o _ 1
T — X \/E + /9

durch Grenziibergang x — .

Die folgenden Beispiele zeigen, dass stetige Funktionen nicht notwendig differen-
zierbar sind. Insbesondere gibt es auch auf R stetige Funktionen, die in keinem
Punkt von R differenzierbar sind (vgl. Barner/Flohr, Analysis I, Abschnitt 8.1).
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BEISPIEL 7.4 Die Funktion f : R — R mit f(z) = |x| ist im Punkt xy = 0
nicht differenzierbar.

Die Aussage ergibt sich aus

1= lim mi_o lim M - _
z—0+0 £ — 0 z—0-0 £ — 0
BEISPIEL 7.5 Die Abbildung f: R — R mat

[ 2Fcos(m/z) x#£0
f(x)_{ 0 z=0

st fiir k = 1 im Punkt x = 0 nicht differenzierbar. Fiir k > 2 ist f im Punkt
x = 0 differenzierbar.

Der Grenzwert des Differenzenquotienten

lim M = limx

z—0 x — O x—0

F=1 cos(/x)

existiert fiir £ > 2, jedoch nicht fiir k£ = 1.

THEOREM 7.1 Ist f: D — R inxy € D differenzierbar, so ist f in xq stetig.
Beweis. Da f in zy € D differenzierbar ist, haben wir fiir alle z € D
flx) = flxo) +m(z — 20) + r(x)(x — o)

mit r(z) — 0 fir + — xo. Also gibt es zu ¢ = 1 ein 6(1) mit |r(z)] < 1 fir
|z — x| < §(1). Somit gibt es zu jedem &£ > 0 ein

5*(¢) = min <mL+1,5(1)) ,
so dass fiir |[x — zo| < §*(e)
|f(z) = f(xo)] < (m+ 1)z —z0| <e.

Aus der Differenzierbarkeit von f in xg folgt nicht die Stetigkeit von f in Umge-
bung von xy, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 7.6 Die Abbildung f: R — R mit

R P

ist an der Stelle x = 0 differenzierbar, aber an keiner anderen Stelle x # 0.
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Fiir den Differenzenquotienten an der Stelle x = 0 gilt

CE BT
z—0 142 x#Q.

Setze m =1 und

0 2€Q,
"=z 220

dann haben wir fir alle x € R
f(z) = f(0) + m(z — 0) + r(z)(z — 0)

und 7 ist in x = 0 stetig mit (0) = 0. Da f in allen Punkten x # 0 unstetig ist,
kann f in diesen Punkten nicht differenzierbar sein.

Oft ist es niitzlich, auch den Begriff der einseitigen Differenzierbarkeit einzufiihren.

DEFINITION 7.2 Ist die Restriktion von f auf D N{zx:x >z} (bzw. von f
auf DN {z: x < xo}) differenzierbar, so heifst f in xq rechtsseitig differenzierbar
(bzw. linksseitig differenzierbar), in Zeichen

fi(xo) == lim M f'(xg) ;= lim M

z—zo+0 T — Xy r—ro=0 T — T

BEISPIEL 7.7 Die Abbildung f : R — R mit f(x) = |x| ist im Punkt x =0
einseitig differenzierbar, wobei f (0) =1 und f’(0) = —1.

THEOREM 7.2 Seien f: D — R und g: D — R im Punkt xqg € D differen-
zierbar. Dann sind auch f+gqg, c- f, f-g und 1/f (falls f(xo) # 0) an der Stelle
xo differenzierbar und es gilt

(f+9)(v0) = (
(c- f) (z0)

(f-9)(x0) = (960

( )/<xo) EACON

 (f(@0))? ( 0))?

)

Beweis. Setzt man fi(z) = f'(zo) + r(z) fir alle x € D, so stellt man fest,
in

dass aus der Differenzierbarkeit von f in zq € D die Existenz einer Funktion
fi1: D — R folgt, die in ¢ stetig ist, mit fi(xg) = f'(x0), und fir die

f(@) = f(zo) + f1(x) (2 — o)

gilt. Umgekehrt folgt aus der Existenz einer derartigen Funktion auch die Diffe-
renzierbarkeit von f in xy.
Exemplarisch beweisen wir die Produktregel

(f - 9)(wo) = f'(w0) - g(x0) + f(20) - ¢'(w0).
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Es gelten die Beziehungen

f(@) = fzo) + f(@)(z —20) und  g(x) = g(z0) + g1(x) (2 — o).

Damit haben wir

f(@)g(x) = f(xo)g(xo) + (fi(x)g(x0) + f(20)g1(x) + f1(2)g1(x)(x — x0)) - (x — o).
Die Abbildung

z — fi(z)g(zo) + f(wo)g1(x) + fi(z)g1(x) (2 — 20)
ist an der Stelle x( stetig, somit ist f - ¢ in x( differenzierbar und
(f-9)(zo) = fi(zo)g(zo) + f(x0)g1(x0) + f1(20)g1(z0) (2o — 20)
(f-9)(x0) = [f(xo) g(xo) + f(0) - g'(x0).

FOLGERUNG 7.1 (Quotientenregel)
Seien f und g in xo differenzierbar und g(x¢) # 0. Dann ist auch f/g in xq
differenzierbar und es gilt

i I ra) = J'(xo)g(x0) — f(20)g'(20)
(5) PIEn)

THEOREM 7.3 (Kettenregel)
Es sei die Verkettung g o f mdglich, f sei an der Stelle xy und g an der Stelle
yo = f(zo) differenzierbar. Dann ist g o f an der Stelle xo differenzierbar und es
qilt

(g0 f) (o) = ¢'(f(x0)) - f' (o).

Beweis. Die Differenzierbarkeit von f in g und die von ¢ in yo = f(zo) bein-
halten

f(@) = f(xo) + fi(w)(x — z0)
gy) = 9o) + 91 (y)(y — yo),

woraus die Beziehung

(o)) = (gof)(wo) +9:(f(2))- (f(x) = f(x0))
= g1(f(2)) - fi(x) - (x — o).

Die Abbildung x — ¢;(f(z)) - fi(z) ist im Punkt z( stetig, daher ist g o f in
differenzierbar und

(g0 f)(x0) = g1(f(0)) - fi(wo) = g'(f(w0)) - ['(wo).
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FOLGERUNG 7.2 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Seir f: D — R ingektiv, an der Stelle xy differenzierbar und die Umkehrfunktion
g von f an der Stelle yo = f(xo) differenzierbar. Aus x = g(f(z)) fir alle x € D
folgt unmittelbar

1
f'(@o)
Die Voraussetzung, dass g in yo differenzierbar ist, kann auf ¢ in y, stetig abge-
schwiicht werden, wie der folgende Satz zeigt.

THEOREM 7.4 Sei f : D — R injektiv, an der Stelle xy differenzierbar und
f'(xg) # 0. Ist die Umkehrfunktion g von f an der Stelle yo = f(xo) stetig, so ist
g an der Stelle yy sogar differenzierbar und es gilt

1
/ _
g (%) f'(x0)
Beweis. Die Differenzierbarkeit von f an der Stelle o beinhaltet

f(@) = f(zo) + filz)(x — @0),  filzo) = f'(20)-
Setze y = f(x), yo = f(x0) und verwende = = g(y). Dann folgt

y =0 = f(9(v)) - (9(¥) — 9(v0))-
Die Abbildung f; o g ist an der Stelle y, stetig und

F1(g(wo)) = fi(wo) = f'(z0) # 0.
In Umgebung von y, gilt daher

L=4g'(y) f(x) & g'(y)=

1

9(y) — g(vo) = m(y — ),

wobei die Abbildung y — 1/f1(g(y)) in yo stetig ist.

Beachte: Die Injektivitit von f kann im allgemeinen nicht aus f’(zq) # 0 (auch
nicht lokall) gefolgert werden. Dazu betrachten wir die in Abb. 18 dargestellte
Funktion

0 fiir z = 0.

Wir haben f’(0) = 1 # 0, aber die stetige Abbildung f ist in keiner Umgebung
von zo = 0 injektiv. Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz unter Beachtung von

1

f(@arg1) < flzor—1) < f(oaw), x1= i

Jeder Wert aus dem Intervall (f(zox_1), f(22r)) wird also in (zggi1, Zok_1) min-
destens zweimal angenommen.

T
x4 a?cos— fiir z #0,
) = { e
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Abbildung 18: Funktion f(z)

7.2 Mittelwertsatz
Motivation. Ist f in z( differenzierbar, so ist der Zuwachs
f(@) = f(wo) = f'(z0)(x — 20).

Wie grof3 ist der Zuwachs tatsédchlich? Antwort darauf gibt der Mittelwertsatz.
Wir betrachten zuvor einen Spezialfall.

THEOREM 7.5 (Satz von Rolle)
Seien [ : [a,b] — R auf [a,b] stetig, auf (a,b) differenzierbar und f(a) = f(b).
Dann ezistiert ein £ € (a,b) mit f'(€) = 0.

Beweis. Die Abbildung f ist auf dem kompakten Intervall [a, b] stetig, nach dem
Satz von Weierstral nimmt f auf [a,b] Supremum und Infimum als Funktions-
werte an.

(i) f(a) = f(b) = f(z) fiir alle z € [a,]. Dann ist f'(z) = 0 fiir alle z € (a, b).
(if) Sei f(x) > f(a) fiir ein @ € (a,b) und f(€) = sup,e(y f(x). Dann gilt
flx) < f(§) Vz € la,b].
Nun ist f in € differenzierbar, d.h.,
flx) = f(&) = f &)z =& +r(z)(z—&) <0.
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In Umgebung von £ ist x — & positiv und negativ, fir x — £ + 0 folgt

fx) = f()

fi§) = lim ¢ =0
fire —&—0
f'(€) = lim M>O,

z—£—0 T — £ -
also f'(¢) = 0.
(iii) Der Fall f(x) < f(a) fiir ein = € (a,b) verlduft analog.

THEOREM 7.6 (Mittelwertsatz)
Die Abbildung f : [a,b] — R sei auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Dann ezistiert ein £ € (a,b) mit
f() = fla) = f(E)(b—a).
Beweis. Anwendung des Satzes von Rolle auf die Hilfsfunktion
f(b) — fla
o) = f(a) - fa) =T

FOLGERUNG 7.3 (Kennzeichnung der konstanten Funktionen)
Sei I ein beschrdanktes oder unbeschrdinktes Intervall und

f'(x)=0 Vxel.

(x —a).

Dann ist f auf I konstant.

Beweis. Sei a € [ beliebig und = € I, x # a. Dann gilt auf jedem Intervall [a, x]
bzw. [z, a] der Mittelwertsatz

f(@) = f(a) = f'(§)(x —a) = 0.
Also ist f(z) = f(a) fir alle x € I.
Die néchste Folgerung liefert einen Beitrag zum Umkehrproblem der Differenti-
alrechnung.

DEFINITION 7.3 Gibt es zu f : D — R eine Funktion F : D — R, fir die
F'(x) = f(x) fir alle x € D, so heifit F' Stammfunktion zu f.

FOLGERUNG 7.4 Ist D C R ein Intervall und hat f : D — R auf D eine
Stammfunktion F', so erhdlt man alle Stammfunktionen zu f durch Addition von
Konstanten.

Beweis. Aus F' = f und G' = f auf D folgt
(F-G)(z)=0 VzeD,
d.h., F(z) — G(z) = const auf D.
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7.3 Monotoniekriterien fiir differenzierbare Funktionen

DEFINITION 7.4 Die Abbildung f : D — R heifst auf D monoton wachsend,
wenn

(f(y) = f@)(y —2) 20 Vo,yeD,
und auf D monoton fallend, wenn

(f(y) = fx))(y—2) <0 Va,yeD.

THEOREM 7.7 FEine auf einem Intervall I definierte, differenzierbare Funkti-
on f ist genau dann auf I monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle x € I.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.
(i) f monoton wachsend = f'(x) >0 Vx el
fly) = f(x)
y—

(ii)) f'(x) >0 Vz eI = f monoton wachsend
Nach dem Mittelwertsatz gilt

(fly) = f@)y—=z)=f(E)y—=x)?>0 Vr,yel.

>0 Vyzel = f'(x)>0.

DEFINITION 7.5 Die Abbildung f : D — R heifit auf D streng monoton
wachsend, wenn

(f(y) = f(@)(y—x) >0 Vo,ye€ D mitx#y,

und auf D streng monoton fallend, wenn

(f(y) = flx)(y—2) <0 Vr,ye D mitx#y.

THEOREM 7.8 Fine auf einem Intervall I definierte, differenzierbare Funkti-
on f ist auf I genau dann streng monoton wachsend, wenn

(i) f'(x)>0 Vxel und
(ii) es kein Teilintervall I* C I gibt, mit f'(x) =0 auf I*.
Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

(a) f streng monoton = (i) und (ii).
Zunichst folgt aus der strengen Monotonie die Monotonie und somit (i).
Angenommen es gibe ein Teilintervall [* mit f/(x) = 0 fiir alle z € I*.
Dann haben wir nach der Folgerung aus dem Mittelwertsatz f(x) = const
auf I, im Widerspruch zur Voraussetzung.
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(b) (i) und (ii) = f streng monoton.
Zunéchst folgt aus (i) die Monotonie von f auf I. Angenommen f(z1) =
f(z2) fir 21 < x9, dann folgt fir alle x € [xq, 4]

frr) < flx) < flaz) = f(21),
also f(x) = const auf [z1, xs]. Hieraus ergibt sich f’(x) = 0 auf dem Teilin-

tervall (z1,z2) im Widerspruch zu (ii).

7.4 Zweiter Mittelwertsatz

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Mittelwertsatz und wenden die Ver-
allgemeinerung nutzbringend fiir die Berechnung von Grenzwerten an.

THEOREM 7.9 Seien f,g : [a,b] — R auf [a,b] stetig und auf (a,b) differen-

zierbar. Dann gibt es ein & € (a,b), so dass

Es gilt: ¢ stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und ¢(a) = ¢(b) = 0. Nach
dem Satz von Rolle gibt es daher ein £ € (a,b) mit ¢’(§) = 0. Nun ist

0=¢'(§) = (f(b) — f(a))g'(§) — (9(b) — g(a)) ['(&)-

BEMERKUNG 7.3 Unter zusdtzlichen Voraussetzungen kann der zweite Mit-
telwertsatz in Quotientenform geschrieben werden. Sei zusdtzlich g'(x) # 0 fir
alle x € (a,b), so gilt

Der Faktor g(b) — g(a) ist verschieden von Null, da andernfalls ein £* € (a,b)
existiert mit g'(§*) = 0. Also gilt

f0) = fla) _ ['(§)

g(b) —g(a)  g'(§)

BEMERKUNG 7.4 Ist g(x) = z, so ist ¢'(x) = 1 # 0 fir alle x und wir
erhalten den (einfachen) Mittelwertsatz.
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Existieren die Grenzwerte

so gilt

li = :
ew g(x)  lim g(x)
T—x0
Sind lim f(z) # 0 und lim g(z) = 0, so existiert der Grenzwert lim f(z)/g(z)
T—xT0 T—x0 T—T0
nicht. Die Frage ist, welche Aussagen fiir den Grenzwert des Quotienten getroffen

werden kénnen, wenn
lim f(z) = lim g(z) =0
T—x0 T—x0

gilt. In diesem Fall spricht man von einem unbestimmtem Ausdruck, der Form
0/0. Folgende Ausdriicke sind unbestimmt:

0 00 o
() () 00 - 00 @), ().

o0

THEOREM 7.10 (Regel von Bernoulli/ de I’Hospital)
Seien f, g fir x > xy definiert und differenzierbar,

lim f(z)= mi1£?+og(x) =0

r—xo+0

/
sowie g(x) # 0 und g'(x) # 0. Euxistiert der Grenzwert lim S(@)

ra3s0 /()
auch lim f(z)

—a0+0 g(x)

, S0 existiert

und es gilt

f@) S

sment0 g(z)  e—ant0 g/ (z)

Beweis. Wir setzen f und g stetig nach xy fort und kénnen f(z¢) = g(xo) =0
annehmen. Auf [z, z] wenden wir den zweiten Mittelwertsatz an und erhalten

fl@) _ f@) = flwo) _ f'(E)
g(z)  glx) —glz)  ¢'(&)’

Sei (z,,) eine beliebige Folge mit z,, — . Dann existiert eine Folge (§,,) mit

fl) &)
() ) M A=

/
Da der Grenzwert lim f,g")) existiert, existiert auch der Grenzwert lim f(@";
und beide sind gleich.

BEMERKUNG 7.5 Der Satz gilt unter modifizierten Voraussetzungen auch
fiir unbestimmte Ausdriicke der Form (%) bzw. fir Grenzwerte v — xo — 0,

T — 9 und x — Foo.

mit o < £ < .
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7.5 Hohere Ableitungen

DEFINITION 7.6 Sei f in jedem Punkt von B(zo,r) differenzierbar. Ist die
Abbildung f' : B(xg,r) — R in zq differenzierbar, so heifit f in xy zweimal
differenzierbar, in Zeichen

f(w0) := (f) (o).

Allgemein definiert man die hiheren Ableitungen rekursiv. Sei f*) : B(xg,7) — R
mn xo differenzierbar, so heifit f in xo k 4+ 1-mal differenzierbar, in Zeichen

f(k+1)(1‘0) — (f(k))/ (x0), keN.

FOLGERUNG 7.5 Sei f : B(xg,7) — R k-mal differenzierbar in xy. Dann
sind f, f',..., f*Y in xy stetig. Die k-te Ableitung ist nicht notwendiqg stetig.

DEFINITION 7.7 Ist f : B(xo,r) — R in Umgebung von xo k-mal differen-
zierbar und die k-te Ableitung in xq stetig, so heifst f in xq k-mal stetig diffe-
renzierbar. Evistiert die Ableitung f*) fiir jedes k € N, so heifit f unendlich oft
differenzierbar.

Die Menge aller auf D k-mal stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnen wir
mit C*(D), fiir C°(D) schreiben wir einfach C(D) und die Menge der auf D un-
endlich differenzierbaren wird mit C*°(D) notiert.

BEMERKUNG 7.6 Es gilt die Inklusion fiir alle k € N
C*(D)cC*D)c...cCYD)c (D).

Beachte: Eine differenzierbare Funktion muss, wie das folgende Beispiel zeigt,
nicht stetig differenzierbar sein.

BEISPIEL 7.8 Betrachte die differenzierbare Funktion f: R — R,
1
fx) = 2% sin - fir x #0,
0 fir x =0,

deren Ableitung f': R — R auf R nicht stetig ist (vgl. Abb. 19).
Die Ableitung f' : R — R ist gegeben durch

1 1
f(z) = 2x sin T cos— fiur x #0,
0 fir = =0.
Die Ableitung ist unstetig an der Stelle Null, denn fiir x; = ﬁ mit k € N gult:

xr — 0 und f'(zx) =1, folglich Ilﬁlir(l) f'(zx) # f'(0) = 0.
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Abbildung 19: Darstellung einer im Punkt x = 0 nicht stetig differenzierbaren
Funktion (oben) und deren Ableitung (unten).

7.6 Konvexe Funktionen

DEFINITION 7.8 FEine auf einem Intervall I definierte Funktion heifst konvex
(von unten), wenn

Vo, xg €I, YA €[0,1]: FOAz1 4+ (1= Nag) < Af(z1) + (1= N) f(x2).
f I — R heifit auf I streng konvex, wenn
Vo, xg € Iay #£29 YA E(0,1): Az +(1=N)zg) < Af(x1)+(1—=N) f(22).

Setzt man Ay = A, Ay = (1 —\), so erhélt man eine dquivalente Charakterisierung
der Konvexitat,

Va:l,xQ € [, V)\l, )\2 Z O, )\1 + )\2 =1: f()\lxl -+ )\2372) S >\1f(.§61) -+ )\Qf(xz)
THEOREM 7.11 Ist f : I — R auf I konvex, so gilt

Vl’l,...,l’nEI, v>\177)\n207i)\121 f(i)wxz)Si)\zf(ﬂfz)
i=1 i=1 i=1
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Beweis. Vollstiandige Induktion, n = 1 ist trivialerweise erfiillt, n = 2 entspricht
der Definition der Konvexitéit. Sei die obige Aussage fiir ein n € N richtig. Wir
betrachten den Fall von n + 1 Summanden, wobei wir 0.B.d.A. \,, ;1 # 1 voraus-
setzen diirfen. Es gilt

n

n+1 A
f (Z Ai%‘) = f ((1 — Ant1) Z I_L% + )\n+1$n+1>
i=1

i=1 An+1

n

(1= A1) f (Z 1_)\7)2\“%) + A1 f (Tng).

i=1

IA

i = _
Z.le—)\nﬂ 1= =

kann die Induktionsvoraussetzung (Aussage fiir fiir n Summanden) angewendet
werden, folglich ist

n+1 n _ n+1
f (Z A:c) = (1= X)) 1_A—;+1f<xi) A flna) = D Aif ().

THEOREM 7.12 FEine auf I differenzierbare Funktion f ist genau dann auf I
konvex, wenn ihre Ableitung auf I monoton wachsend ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

(a) f auf I konvex = f” auf I monoton.
Seien x,y € I, z # y und X € (0,1). Da f auf I konvex ist, gilt

FOy+ (1 =XNz) < Af(y)+ (1 =N f(),

R ey — ) — f)
Ay — )

(y—x) < fly) = flo),
und fir A — +0

f@)+ @)y —=x) < fly), Yeyel, x#y,

folgt. Diese Ungleichung 148t sich geometrisch wie folgt interpretieren: Die
Tangente an f im jedem Punkt x € I liegt fiir alle y € I unterhalb der
Funktion f. Durch Vertauschen von x und y haben wir auch

f) + ) (e —y) < fo),

woraus durch Addition unmittelbar

(f'(@) = fy)z—y) <0
folgt.
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(b) f’ auf I monoton = f auf I konvex.
Seien x1,29 € I, © := Axy + (1 — N)ag mit A € [0,1] und 21 < x5. Der
Mittelwertsatz liefert

MO-T0) _pgy L= M0 g,
mit 7 < & < x < & < X9, also
f(z) = f(z1) < f(z2) —f(:v).

Hieraus folgt durch Multiplikation mit
r—x; = (1=X)(x2—21)>0
To—x = MNzg—1x1) >0

die Beziehung
A(f(x) = fz1) < (L= A)(f(22) = f(2)),

oder dquivalent
fOzr 4+ (1= Naz) = f(z) < Af(21) + (1= A)f(2).

THEOREM 7.13 FEine auf I zweimal differenzierbare Funktion ist genau dann
konvex, wenn f"(x) > 0 fir alle x € I.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Aquivalenz

f auf I monoton < (f)(x)=f"(x) >0, Vz € I.

7.7 Taylorsche Formeln

Die Frage der Differenzierbarkeit einer Funktion ist, wie wir gesehen haben,
dquivalent zur lokalen Approximierbarkeit des Zuwachses durch eine lineare Funk-
tion,

f(@) = f(wo) = f'(z0)(x — 20).
Wir untersuchen nun allgemeiner, unter welchen Voraussetzungen sich glatte
Funktionen lokal durch Polynome approximieren lassen. Wir beginnen mit ei-
ner Darstellungsformel fiir Polynome n-ten Grades.

LEMMA 7.1 Seien f : R — R ein Polynom n-ten Grades und xq € R. Dann
qgilt

n ) (2
1) =3 T 0 g
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Beweis. Setzt man das Polynom allgemein in der Form

x) = Z ap(x — z0)*

an, so erhilt man sukzessive ag = f(x0),..., ar = f*(20)/(k!).

Wir betrachten nun allgemeiner n-mal stetig differenzierbare Funktionen f auf
einer konvexen Menge D.

THEOREM 7.14 (Taylorsche Formel mit Restgliedabschdtzung)
Seien D konvex, f € C*(D) und o € D. Dann gibt es ein R, (f,zo) € C"(D) mit

— [ ()
):Z Ll “ (@ — 20)" + Ra(f,70)(2), x€D.
k=0
Das Restglied R, (f,xo) geniigt der Abschdtzung

sup \f(”)(xo—l—@(x—xo)) —f(")(x0)| |t —x0|", x€D.
(n - 1) 0<6<1

| B (f 20) ()] <

Beweis. Seien x, z € D. Wir betrachten die Hilfsfunktion

< f x0+zx—x0))

™) (2
(:L’—:co)k(l—z)k—f n<' )(a:—azo)"(l—z)".

dann sind ®(0) = R, (f, zo)(x) und ®(1) = 0, sowie

S (o) = [0 (o + 2(x — x0))
(n—1)!

d'(2) = (1—2)""Ya —z)"

Damit folgt aus dem Mittelwertsatz

|Bn(f,x0) ()] = |®(1) = (0)] = |9(0)]

L sup £ (o) — £ (0 + 8z — 20))] | — ol

<
o (n - 1)! 0<h<1

Fiir jedes n € N, jedes f € C"(D) und jedes xy € D ist

(k)
Po(f, o) (x Zf x_fEO)k

ein Polynom n-ten Grades, das Taylorpolynom n-ten Grades von f an der Ent-
wicklungsstelle xy und

Rn(f, xO) = f - Pn(f7x0)
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ist das Restglied n-ter Ordnung von f an der Stelle zy. Seien nun zusétzlich

f € C>®(D), dann heift

oo flk)

> : k;(!xo) (= @0)"

k=0
Taylorreihe von f mit der Entwicklungsstelle zy. Hat die Taylorreihe den Konver-
genzradius p > 0, so folgt daraus noch nicht, dass die Taylorreihe fiir |x —xo| < p
die Funktion f darstellt, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 7.9 Die Abbildung f: R — R mat
exp(—1/x) x>0
() = { p(=1/z)

0 <0

ist an der Stelle o = 0 beliebig oft differenzierbar mit f*(0) = 0 fir k € N.
Damit stellt die Taylorreihe die Funktion g(x) =0 # f(x) dar.

Offensichtlich gilt

X f(k) T '
f(x):zf ( )(x—xo)k & lim Ry (f,z0)(z) = 0.

k! n—oo

Basierend auf den zweiten Mittelwertsatz leiten wir nun verschiedene Darstellun-
gen des Restgliedes R, (f,xq) ab.

THEOREM 7.15 (Schlémilchsche Restglieddarstellung)

Seien I = (a,b) C R, g € I, p > 0 und n € Ny. Ferner sei f auf I n + 1-
mal differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x € I\{xo} ein & := xo + 0(x — xy),
0 € (0,1), so dass

Rl 20) () = L) (2= ) (& — o)™,

pn! T — X

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktionen ®, ¥ : I — R gegeben durch

nfR) (s
O(z) =) f k‘( )(a: — 2)k, (z) = (x — 2)P.

Beide Funktionen sind auf I differenzierbar mit

f9(2)

¥() = n!

(z = 2)", V(z) = —p(z —2)"".
Aus dem zweiten Mittelwertsatz folgt die Existenz einer Zahl £ = x + 0(z — x)
mit .
o'(§)
w(€)
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Nun gelten

B(x) — B(a0) = Rulf, 20)(2), W(w) — W) = —(x — 20)”
woraus die Behauptung folgt.
FOLGERUNG 7.6 (Lagrangesche und Cauchysche Restglieddarstellung)

Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.15 gelten die Darstellungen von La-
grange und Cauchy

(n+1)
R"(f’ SL’O)(;(;) Jznfl()g')(x — xo)n+1
(n+1) v n
full o)) = : n! = <x — fo) (x — o)™

Beweis. Die Darstellungen folgen aus Theorem 7.15 fiir p =n + 1 bzw. p = 1.
BEISPIEL 7.10 Fir f: R — R mit f(x) = cosz haben wir
() = (=1)*cosz FEHY () = (=1) 1 sina,

somit gilt zo =0 und n =2m + 1

cosx = Z %x% + Romy1 (f, w0) ().

Wir betrachten das Verhalten des Restgliedes in der Lagrangeschen Form

—_1\ym+1
Rom1(f,0)(z) = ((;)m—+;())!86x2m+2’

Aus | cos&| <1 folgt sofort
lim R2m+1(f7 0)(£L') = O, Vo € ]R,

n = 2m oder n = 2m — 1.

die Taylorreihe von cosx an der Stelle xqg = 0 stellt also fiir alle v € R die
Funktion cosx dar, in Zeichen

— (=D
COSZL‘:Z ' 2 reR.
k=0

2k!

BEISPIEL 7.11 Fiir f : D CR - R mit D = {o : ¢ > —1} und f(z) =
In(1 + x) haben wir

f(z) = In(1+x)

fllx) = (1+a2)

fz) = —(142)72
f(k)@ = (_.1)k_1(k;—1)!(1+a:)_k, keN,
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woraus
n (_1)k—1
k

In(1 + z) = #* + Ry (f,0)()

k=1
folgt.

Im folgenden untersuchen wir das Verhalten des Restgliedes fiir n — oo. Das

Restglied in der Lagrangeschen Form ergibt sich zu
(_1>nxn+1

(n+1)(1+ Ox)ntt’

Ro(f,0)(z) = 0 e (0,1).

Sei zunéchst = € [0, 1]. Dann gilt wegen

x
140z

0< <1, Vzelo1]

fiir das Restglied n-ter Ordnung

1
0 < lim |R,(f,0 < 1 = 0.
< m [Ba(f, 0)(@)] < lim 2=
Also haben wir
In(1 + 2) §m:<_1)k_lxk € [0, 1]
n T) = — ,
k=1 k

und speziell fiir x = 1 folgt fiir die Summe der alternierenden Reihe

OO —1)k1
=3 U
k=1
Der Konvergenzradius der Reihe Y - %xk ist p = 1, damit bleibt die Frage
zu kléren, ob die Reihe auch fir z € (—1,0) die Funktion In(1 + z) darstellt. Da
x
1+ 6x

fir € (—1,0) und € € (0,1) nicht mehr durch 1 beschrénkt ist, ist die Lagran-
gesche Form des Restgliedes ungeeignet, um das Verhalten des Restgliedes fiir
n — oo zu untersuchen. Betrachten wir die Cauchysche Form des Restgliedes

T

Ra(1.0)0) = U (150 ) o

14 0z .1+6$.

Aufgrund der Abschétzung

1—-14
<1, 0€(0,1), ze(-1,0)

0<
T 140z —
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folgt
0< lim Rl f,0)(@)] < £ - Tim [o]" =0.
Somit gilt
> -1 k—1,.k
In(1+ ) = Z()Tx ze (1,1
k=1
7.8 Lokale Extremwerttheorie
DEFINITION 7.9 f: D CR — R hatinzg € D ein lokales Minimum (lokales

Mazimum), wenn in einer Umgebung U(xo)

f(@) = f(xo) (f(x) < f(20))
qgilt.

THEOREM 7.16 (Notwendige Bedingung fiir Extrema)
Seien xy ein lokales Extrema von f und f im Punkt xq differenzierbar. Dann gilt

f'(xo) = 0.
Beweis. Der Differenzenquotient

fxo+h) = f(xo)
h

hat im Fall eines lokalen Extremwertes in zy verschiedenes Vorzeichen fiir A > 0
und h < 0. Durch Grenziibergang h — +0 erhélt man die Behauptung.

THEOREM 7.17 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema)

Seien f : B(xg,r) — R auf B(xo,r) zweimal differenzierbar, f'(xo) = 0 und
f"(z) > 0 (bzw. f"(z) < 0) fr alle x € B(xo,r)\{z0}. Dann hat f in xy ein
lokales Minimum (bzw. ein lokales Maximum,).

Beweis. Die Taylorsche Formel

f" (o + 0(x — x0))
2

2

f(@) = f(xo) + f'(wo)(x — 20) +

(x — x0)
ergibt unter Beachtung der Voraussetzungen
f() > f(zo) (baw. f(z) < f(zo) ) V& € Blxzo,r)\{wo}-

BEMERKUNG 7.7 Gilt f"(xo) # 0 und ist f" in xq stetig, so hat f"(x) in
Umgebung von xy das gleiche Vorzeichen wie f”(xq).
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THEOREM 7.18 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema)

Seien f : B(xg,r) — R auf B(xg,r) 2n-mal differenzierbar, f'(xo) = ... =
fO D (mg) = 0 und fC(x0) # 0. Ist f@ in xy stetig, so hat f in xy ein
lokales Extrema, und zwar im Fall f®™(xz0) > 0 ein lokales Minimum und im
Fall f@(z4) < 0 ein lokales Mazimum.

Beweis. Unter Beachtung der Voraussetzungen erhalten wir aus der Taylorschen

Formel

FE™ (@o + 0z — x0))
(2n)!

woraus unmittelbar die Behauptung folgt.

(x — xo)(Qn),

flx) = flxo) +

BEISPIEL 7.12 Die Abbildung f : R — R mit f(z) =
gerade m € N ein lokales Mazximum in xy =0, denn f'(0)
und f™(0) = m! > 0.

x,m N hatfur
=...= D(0)=0

Beachte: Eine differenzierbare Funktion, die einen Extremwert in einem Punkt
xo annimmt, muss, wie das folgende Beispiel zeigt, in der Umgebung von x( das
Vorzeichen nicht wechseln.

BEISPIEL 7.13 Betrachte die Funktion
fz) = 2*(2 + sin — ) fiir x #0,
0 fir x=0.
Wegen
1
() = (2 +5in ) > 0 = (0
hat f im Punkt xo = 0 ein globales Minimum (vgl. Abb. 20).
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Fui m n f(x) Funktion f(x) in Umgebung von Null

Abbildung 20: Globales und lokales Verhalten der Funktion aus Bsp. 7.13.
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Die Funktion f ist auf R differenzierbar mit der Ableitung f': R — R
Mr(2 +sin ) —cos2] fir @0
F(z) = x*|dx sin ) —cos | fir z )
0 fir x=0.

Fiir xo, = # mit k > 1 folgt

2
f'(wor) = 23, (89 — 1) < 0

.. .. o 1
wdahrend fir xop, 1 = @ m

I (@ops1) = x§k+1(89€2k+1 +1)>0

gilt (vgl. Abb. 21).
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Abbildung 21: Globales und lokales Verhalten der Ableitung der Funktion aus
Bsp. 7.13.
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