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10 Integration

Typische Fragestellungen bei der Integration sind:
e Prézise Definition des Flacheninhaltes
e Arbeit bei der Bewegung eines Massenpunktes im nichthomogenen Kraftfeld

e Bestimmung des Bewegungsablaufes, wenn die Geschwindigkeit als Funkti-
on der Zeit bekannt ist

e Mittelwert einer zeitlich verénderlichen Stromstéarke
In bestimmten Sonderféllen ist die Antwort einfach, z.B. wenn
e das zu berechnende Fliachenstiick aus Rechtecken zusammengesetzt ist,
e die wirkende Kraft abschnittsweise konstant ist oder
e die Stromstérke sich nur von Zeit zu Zeit d&ndert

Das mathematisch Gemeinsame ist eine Abbildung, die sogenannten Treppen-
funktionen eine Zahl (das Integral) zuordnet, so dass gewisse Eigenschaften erfiillt
sind. Dabei ist es wiinschenswert, diese Abbildung auf eine breitere Klasse von
Funktionen auszudehnen, etwa auf die Klasse der stiickweise stetigen Funktionen.

10.1 Treppen- und Regelfunktionen
DEFINITION 10.1 Sei f : [a,b] = R und a = xg < 21 < --- < x,, = b eine

Zerlegung des Intervalls |a,b], so dass die Einschrinkung von f auf (z;_1,z;),
1=1,...,n konstant ist. Dann heifit f Treppenfunktion.

A
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Abbildung 1: Beispiel einer Treppenfunktion



Beachte:
1. Der Wertebereich einer Treppenfunktion ist eine endliche Menge.

2. Die Definition von f in den Teilpunkten der Zerlegung ist beliebig; genauer
ist f auf [a,b] eine Treppenfunktion und a = 2o < 27 < --- < x, = b die
Zerlegung mit moglichst groffen Konstanzintervallen, so nimmt f maximal
2n + 1-verschiedene Funktionswerte an.

THEOREM 10.1 Die Menge aller Treppenfunktionen bildet im Raum B([a, b])
der auf |a,b] beschrinkten Funktionen einen linearen Unterraum.

Beweis. Sind f Treppenfunktion auf [a,b] und A € R, so ist auch (Af) mit
(Af)(x) = Af(x) fir alle x € [a,b] Treppenfuntion auf [a,b]. Die Summe f + g
zweier Treppenfunktionen f und g auf [a,b] ist gleichfalls Treppenfunktion auf
la,b]. Als Teilpunkte der Zerlegung von f + g wihlen wir alle Punkte, die Teil-
punkte der Zerlegungen von f bzw. von g sind. s

Welche Funktionen lassen sich in B(]a, b]) als Grenzwert einer Folge von Treppen-
funktionen beschreiben? Aquivalent ausgedriickt: Welche Funktionen sind Grenz-
werte einer gleichméfig konvergenten Folge von Treppenfunktionen? Wir geben
zunéchst eine Teilantwort, indem wir zeigen, dass die stetigen Funktionen zu der
in B([a,b]) gesuchten Klasse gehoren.

THEOREM 10.2 Zu jeder stetigen Funktion fla,b] :— R gibt es eine Folge
(gn)nen von Treppenfunktionen, die auf [a,b] gleichmdflig gegen f konvergiert.

Beweis. Wir zerlegen das Intervall [a, b] in n gleich grofie Teilintervalle [z;_1, x;)
mit

T :=a+ ,, 1=0,1,...,n
und definieren g, : [a,b] — R durch

flz) fir z,00 <z <z 2z € [ri_1,z;) beliebig
f(b) fir z=0.

Da f auf [a, b] gleichmiBig stetig ist, gibt es zu jedem € > 0 ein §(g) > 0 mit
[z —yl<éle) = [flz)—fly)l<e

Die Léange der Teilintervalle (b—a)/n ist fir n > ng(e) := (b—a)/6(¢) kleiner als
6(e), somit ist nach Konstruktion von g,

Vn > ng(e), Vo € [a,b] 1 |gn(z) — f(z)] <€



oder

lgn = Il = sup |(gn — f)(@)| <e,

z€[a,b]

d.h. g, approximiert f in der vorgegebenen Toleranz e. &

DEFINITION 10.2 Jede Funktion f : [a,b] — R, zu der eine Folge (gn)nen
von Treppenfunktionen ezistiert, die auf [a,b] gleichmdflig gegen f konvergiert,
heifst Regelfunktion.

FOLGERUNG 10.1 Jede auf [a,b] stetige Funktion ist Regelfunktion. Jede
Treppenfunktion ist Regelfunktion.

Wie kann die Gesamtheit aller Regelfunktionen charakterisiert werden?

THEOREM 10.3 Regelfunktionen sind genau diejenigen Funktionen, die in je-
dem inneren Punkt des Intervalls [a,b] einen rechts- und linksseitigen Grenzwert,
sowie in den Randpunkten des Intervalls einen einseitigen Grenzwert besitzen.

Beweis. (A) 0.B.d.A. zeigen wir fiir 2o € [a, b):
f Regelfunktion = lim, .0 f(z) existiert

Wir verwenden das Cauchy Kriterium und betrachten x,y > xg

1f(@) = W] < |f(2) = gn(@)] + |gn(2) = gu(¥)| + gn(y) — f(¥)]
< 2[f - gn||+|gn( ) — gn(¥)|.

Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Dann existiert n € N mit || f — g,| < e. Fiir
die zugeordnete Treppenfunktion g, ist xg entweder auf einem Konstanzintervall
oder auf dem Rand. In beiden Féllen haben wir fiir gentigend kleines § = é(n(¢))

|9(2) = gn(y)| = 0 fiir [z — o] <6, |y —yo| < 6.
Zusammengefaflt ergibt dies
[f(z) = f(y)l <2e fiir [z — o <6, |y —yo| <6

(B) Vao Ilim,_por0 f(x) = f Regelfunktion.
Nach dem Cauchy Kriterium gilt Va, € [a,b] 3B(z0, ) mit

x7y€B($0a5)7 T,y < Zo = |f($)_f(y>|<€

und
x,yEB(IO,(S), 371/>x0 = |f($')— ( )’<8

Die Menge aller B(zy,6) tiberdecken [a, b]. Da [a, b] kompakt ist, geniigen endlich
viele dieser Umgebungen zur Uberdeckung von [a, b] aus. Diese seien mit B(x;, 6;),
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i = 1,...,n bezeichnet. Wir ordnen die Punkte z;, die in [a,b] liegenden End-
punkte x; £+ 6; der offenen Intervalle und a, b der Gréfle nach und erhalten so die
Zerlegung

a=yo<y1 <---<yn=b

In jedem Teilintervall wéhlen wir &; € (y;, y;+1) und definieren eine Treppenfunk-
tion g : [a,b] — R durch

Dann gilt
|f(x) —g(z)| <e Vx€la,b.

Damit haben wir zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion konstruiert, die f in der
Norm von B([a, b]) mit der Toleranz ¢ approximiert. &

Im folgenden benutzen wir im Fall der Existenz der Grenzwerte die Bezeichnungen
fe) = lim f(@) wd ) = lim f@0),

Insbesondere existieren fiir eine Regelfunktion f : [a,b] — R die Grenzwerte
flay), f(b_) und f(z.) sowie f(z_) fiir jedes = € (a,b).

10.2 Integration von Treppenfunktionen

DEFINITION 10.3 Seien a = 29 < 1 < --- < x, = b eine Zerlequng des
Intervalls [a,b] und g : [a,b] — R eine Treppenfunktion mit

g(x) =cp Vx € (xp_1,Tk).

Dann heifst

n

I(g) == Z ce(Tp — Tp_1)

k=1
Integral der Treppenfunktion g, in Zeichen

b
fwszwm

BEMERKUNG 10.1 Wesentlich ist, dass die Definition von I(g) unabhdingig

von der konkreten Zerlegung ist. Dies sieht man daran, dass

(i) die Hinzunahme weiterer Teilpunkte den Wert I(g) nicht dndert,



(ii) eine minimale Anzahl von Teilpunkten existiert, so dass g auf den Teilin-
tervallen konstant ist.

Eigenschaften der Abbildung g — I(g)

1. I ist auf der Menge aller Treppenfunktionen eine Linearform, d.h.

I(g1+g2) = I(g1) +1(g2) V1,92,
I(\g) = M(g) Vg,¥A€R.

2. Die Linearform ist positiv, d.h.

g(x) >0 Vzrelab = 1I(g)>0.

3. Die Linearform ist monoton, d.h.

92(x) > gi(x) Vx € la,b] = I(g2) > I(g1).

4. Die Linearform [ ist beschrankt, d.h. fiir jede Treppenfunktion ¢ gilt
[1(g)] < (b—a)llgll, llgll = max |g(2)]-
Neben der Additivitat beziiglich des Integranden hat das Integral auch eine Ad-
ditivitatseigenschaft beziiglich des Integrationsintervalls.

THEOREM 10.4 Fir jedes c € [a,b] gilt:

/acg(x) dx—l—/cbg(x) iz — /abg(x) da.

Beweis. Da die Einschriankung einer Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R auf ein
beliebiges Teilintervall wieder eine Treppenfunktion ist, folgt die Aussage durch
Aufnahme des Punktes ¢ in die Zerlegung. &

10.3 Integration von Regelfunktionen

Wir wollen die Integraldefinition auf die Klasse der Regelfunktionen ausdehnen
und nutzen hierzu die Eigenschaften:

(i) Beschranktheit der Linearform

(ii) Approximierbarkeit von Regelfunktionen durch Treppenfunktionen.
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Sei f eine Regelfunktion. Dann gibt es eine Folge von Treppenfunktionen (g, )nen
mit ||f — gu|| — 0 fiir n — oco. Wir zeigen, dass die Zahlenfolge (I(gn))nen
Cauchyfolge in R ist. Es gilt

|](gn) - I(gm)| = |I(gn - gm)| < (b_ a)”gn _gm”'

Nun ist (g, )nen als konvergente Folge in B([a, b]) Cauchyfolge und mit obiger Ab-
schitzung die Folge (1(gn))nen Cauchyfolge in R. Damit existiert der Grenzwert
der Zahlenfolge (1(g,))nen und wir setzen:

I(f) := lim I(g,).

n—oo

Diese Definition des Integrals einer Regelfunktion macht nur Sinn, wenn wir die
Unabhéngigkeit des Wertes I(f) von der Wahl der f approximierenden Folge
(gn)nen zeigen konnen. Seien (g, )nen und (hy, )nen zwei f approximierende Folgen
in B([a,b]). Wegen

11(g) = I(ha)| = |1(gn — ha)| < (b= a)]|gn — Pl
< (b—a)(llgn = fI + If = hnl]) = 0 fiir n — oo

konvergieren die Folgen (1(gy,))n>1 und (I(hy))n>1 gegen den gleichen Grenzwert.
Eigenschaften der erweiterten Linearform [ — I(f)

Fiir Zahlen A € R und Regelfunktionen fi, fs, f gilt

I(fi+ f2) = I(fi) +1(f2)
IAf) = M(f)
f(z) >0 Vz € la,b] = I(f)>0
(Al < (b=a)|f]

Die letzte Abschitzung ist oftmals zu grob. Etwas genauer ist die folgende Eigen-
schaft, die sich aus der Monotonie der Linearform ergibt:

inf fzr) <  flz) < sup f(x)

ze[a,b] Z’E[a,b}
—  (b—a) inf, f@) < [Pfx)de < (b—a) sup f(z).
z€|a, z€[a,b]

Ist f zusitzlich stetig, so folgt der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

THEOREM 10.5 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ezistiert ein £ € (a,b) mit

1(f) = / f() di = (b— a)f(£).



Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen wird der zwischen
infrefap f(z) und sup,e(, ) f(2) liegende Wert 1/(b — a) fabf(x) dx mindestens
einmal als Funktionswert f(£) angenommen. &

Die Additivitéit des Integrals beziiglich des Integrationsintervalls 148t sich eben-
falls auf Regelfunktionen iibertragen.

THEOREM 10.6 Sind f Regelfunktion auf [a,b] und ¢ € [a,b], so gilt

lvmm+[ﬂmmzfﬂ@m

Beweis. Die Einschrankung einer Regelfunktion ist wieder eine Regelfunktion
(vgl. Theorem 10.3). Ist (g,) eine Folge von Treppenfunktionen, die auf [a,b]
gleichméfig gegen f konvergiert, so konvergieren auch die Einschriankungen von
gn auf [a, c] und [c, b] auf den Teilintervallen gleichmé&Big gegen die Einschréinkun-
gen von f. Die Behauptung folgt nun aus der Additivitat fiir Treppenfunktionen,

namlich , ,
/gn(a:)dx+/ gn() dx:/ gn(z) dx

und Grenziibergang n — co. &.

Dieser Satz ermoglich uns, auf die Voraussetzung a < b zu verzichten und fiir

a > b zu definieren: \
/ f(z) dx ::—/ f(z) dx
a b

Mit dieser erweiterten Definition ist die Gleichung

L%@m+[ﬂ@mzfﬂ@w

fiir beliebige Anordnung von a, b, ¢ aus dem Definitionsbereich von f giiltig.
Insbesondere gilt

/aaf(a:) dzxr = 0.

10.4 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Das Umkehrproblem der Differentialrechnung,
finde zu gegebenen f eine Funktion F' mit F'(z) = f(x),



kann fiir stetige Funktionen f mit Hilfe der Integralrechnung gelost werden.
Hieraus ergibt sich zugleich eine wirksame Methode zur Berechnung von Inte-
gralen.

THEOREM 10.7 Ist f eine Regelfunktion auf [a,b], so ist F' : [a,b] — R,
gegeben durch

Fl) = / Ci) dt.

auf |a, b] stetig.

Beweis. Da f auf [a, 2] fiir jedes z € [a, b] Regelfunktion ist, ist F' zunéchst auf
la, b] definiert. Seien nun zy,xs € [a,b]. Dann gilt

Plas) = Flo) = [ s@de= [ seyde= [ rwa
|F(x2) = F(z1)| < z2 — @ [ fI],
woraus unmittelbar die Stetigkeit von F folgt. s

THEOREM 10.8 Ist f auf [a,b] Regelfunktion, so ist

F(x) :/ f(t) dt
einseitig differenzierbar und fiir die rechts- bzw. linksseitige Abbildung gilt
Fl@) = fay),  Fl(a) = fa ).

Beweis. Wir fithren den Beweis 0.B.d.A. fiir die rechtsseitige Ableitung. Sei h >
0. Dann gilt

Fle+h) = Fe) = feoh= [ (0 - 1) de

und F ist rechtsseitig differenzierbar mit der rechtsseitigen Ableitung f(z ) falls
die durch

z+h
e mh= [ (10 - fa) d
definierte Abbildung r in z rechtsseitig stetig mit r(x,) = 0 ist. Da

lim f(t) = f(zs),

t—ax+0

gibt es zu jedem € > 0 ein 6(¢), so dass fiir alle t mit z <t <z + 6(¢)
[f(t) = flzq)] <e.
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Also haben wir fiir 0 < h < 6(¢)
|r(z 4+ h)h| < e(x +h —x) = €h,
d.h. limy 4 o7(z 4+ h) = 0. &

THEOREM 10.9 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist F' mit

F@ﬂzi/wfu)ﬁ

auf [a,b] stetig differenzierbar und es gilt F'(x) = f(x). F ist also eine Stamm-
funktion von f auf [a,b].

Beweis. Aus f stetig folgt f(z4) = f(z—) = f(z) und somit F' (z) = F' (x)
Fi(z) = f(xz).

o |l

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich sofort eine
Berechnungsformel fiir Integrale.

THEOREM 10.10 Ist F irgendeine Stammfunktion der auf [a, b] stetigen Funk-
tion f, so gilt

/f@ﬁ:F@—ﬂ@:F@M

Beweis. Bekanntlich kann jede Stammfunktion in der Form ® + const mit einer
festen Stammfunktion ® dargestellt werden, also

F(z) = /x f(t) dt + const.

Setzt man x = a, ergibt sich die Konstante zu const = F(a). Die Behauptung
folgt nun fiir x = b. &

10.5 Integrationsregeln

THEOREM 10.11 (Substitutionsregel)
Seien f stetig, g stetig differenzierbar und die Verkettung fog mdglich. Dann gilt

b g(b)
/ Flg(t) o'(t) dt = / L



Beweisskizze: Ist F' Stammfunktion von f, so folgt aus der Kettenregel
(F'og)'(t) = F'(g(t)) g'(t) = ((f o 9) g)(1),
dass (F o g) Stammfunktion von (f o g) ¢’ ist. L

BEISPIEL 10.1
w/4 ' %\/ﬁ .
/ St cost dt = / e dr =e3V2 _ 1
0 0

THEOREM 10.12 (Partielle Integration)
Seien f stetig, F' eine Stammfunktion von f und g stetig differenzierbar. Dann
qgilt

b b
/ f(@)g(z) dov = F(b)g(b) — F(a)g(a) — / F(x)g'(z) dx
Beweisskizze: Nach der Produktregel
(Fg)=Fg+Fg = fg+Fg
ist F'g Stammfunktion von fg+ F¢'. [ )

BEISPIEL 10.2
e 2
/ z Inz dxr = x—lnx
1 2

THEOREM 10.13 (Partialbruchzerlegung)
Sind f und g Polynome vom Grade n bzw. m und n < m, so eistiert eine eindeutig
bestimmte Zerlequng

f(l“)zzl Ciky 4 Gkl Gt }’

9(x) (x—aj)k ~ (z—a;)ht T —a;

e 1 [° 201 4 2+1
1 2/, 2 4 h 4

Jj=1

wobei a; € C, j =1,...,r die Nullstellen des Nennerpolynoms g und k; € N die
Vielfachheit der Nullstelle a; bezeichnen.

BEMERKUNG 10.2 Zu gebrochen rationalen Funktionen kann eine Stamm-
funktion in elementarer Form berechnet werden, falls es Stammfunktionen zu

acC, neN

(z —a)"’

qibt.
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Wir betrachten verschiedene Falle.
Fall n > 1

1 1
ist Stammfunktion zu ———.
(1 —-n)(x—a)r! (x —a)r

Falln=1,a € R

In|z —al ist Stammfunktion zu .
r—a

Falln =1, a € C\R

O.B.d.A. sei a =i. Zu

1 Tr+1 T+1

r—i (r—i)(x+i) 2241

ist dann 1
3 In|z? + 1| + i arctan z

Stammfunktion.

BEISPIEL 10.3 Zur Bestimmung des Integrals

dx

/3 223 — 622 + 9z + 4
o Tt — 123 —322+5x—2

fiihren wir zundchst eine Zerlegung in Partialbriiche durch. Eine Nullstelle des
Nennerpolynoms ist x = 1, denn

(z* —2® =322 +50—-2): (z — 1) =2> - 32+ 2.
Das Polynom x® — 3z + 2 hat ebenfalls die Nullstelle x = 1, es gilt
(2 =324+2): (z—1)=2+z—2.

Die Nullstellen des verbleibenden Polynom 2. Grades kénnen direkt bestimmt wer-
den. Sie sind x =1 und x = —2. In Ubereinstimmung mit Theorem 10.13 setzen
wir mit unbestimmten Koeffizienten A, B, C, D

20 — 622 +9x+4 A N B N C N D
ot — 13 —322+50 -2 z+2 (z—13 (z—12 =x-—1

an. Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt

Alx =12+ Bx+2)+Cx+2)(z—1)+ D(z+2)(z —1)* = 22° — 62> + 9z + 4.

11



Wir setzen x = 1 und erhalten 3B =9, bzw. B = 3. Andererseits ergibt x = —2
die Beziehung —27TA = —54, also ist A = 2. Zur Bestimmung von C' und D
wdhlen wir x = 0 und x = —1. Dies liefert das Gleichungssystem

—92C + 2D = 0,
—2C — 9D = 0,

dessen Losung C' = D = 0 ist. Somit haben wir
/3 203 — 622 4+ 9z + 4 /3 2dx /3 3dx
dr = — + —
o x* — a3 — 3224 br — 2 s T+2  Jy (x—1)3
21 o =2 -2l
= 2lnfe+ |’2_§(£_ ) 2
/3 21% — 622 + 9z + 4 5 9
2

— om24 2.
xd — 23 — 322+ 5 —2 v n4+8

10.6 Vertauschbarkeit von Integration und Grenziibergang

Sei (fy)n>1 eine Folge von Regelfunktionen f,, : [a, b] — R, die auf [a, b] punktweise
gegen die Regelfunktion f : [a,b] — R konvergiert. Wir untersuchen die Frage,

ob die Folge
b
a n>1
b

b b
lim [ fu(z)dx :/ T}Lrlolo fn(z) dx :/ f(z) dx

n—oo
a

konvergiert und ob dann

gilt. Eine einfache Antwort ergibt sich im Fall der gleichméfige Konvergenz der
FOlge (fn)nZl-

THEOREM 10.14 Die Folge ( f,)n>1 von Regelfunktionen sei gleichmdfig kon-
vergent gegen f. Dann ist die Folge der Integrale (I(f,))n>1 konvergent und es
qilt

lim I(f,) = I(nlirrolo fn)-

n—oo

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt zunédchst, dass f Regelfunktion ist. Da
I eine beschriankte Linearform auf dem Raum der Regelfunktionen ist, gilt

L(f) = I(fo)l = [I(f = fo)| < (0= a)|lf = full,

woraus die Behauptung folgt. .

12



BEMERKUNG 10.3 Fiir gleichmdfig konvergente Funktionenreihen lautet der
Satz wie folgt: Seien Y~ fu(x) auf [a,b] gleichmdfig konvergent und f,, n > 1,
Regelfunktionen. Dann sind Summation und Integration vertauschbar, genauer

qilt
Z fn ) dx = / an(x) dx

n=0"v2
BEISPIEL 10.4 Fir |q| < 1 gilt
S
n=0

und die Reihe konvergiert gleichmdfSig auf jedem kompakten Teilintervall von
(=1,+1), also auf [-1+0,1—0] fiir o > 0 beliebig, aber fest. Setzt man q = —t2,
so folgt nach Integration tber [0, x] mit |x| < 1

arctanz = / / ”t2" dt
o 1+t

( 1)nx2n+1

Sy | emai- ZW

n=0 0 n=0

Liegt nur punktweise Konvergenz vor, so lassen sich im allgemeinen Grenziiber-
gang und Integration nicht vertauschen, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 10.5 Betrachte f, : [0,1] — R definiert durch
0 fir x=0
fol)=4¢ ¢ fir 0<z<1/n
0 fir 1/n<zx<1.

FEigenschaften der Folge:
o lim,, . fu(z) = 0 punktweise auf [0, 1].
o lim, . fu(z) =0 gleichmdfig auf [0,1], falls

lim |¢,| = lim ||f,|| = 0.
n—oo n—oo

I(fn) = ca/n, I(f) = 0.

Man kann an diesem Beispiel folgendes ablesen:

13



1. Ist die Folge (|cp|)n>1 beschrankt, so gilt

lim I(f,) = lim = =0=I(lim f,),

n—oo n—oo M, n—oo

Grenziibergang und Integration sind in diesem Fall vertauschbar.
2. Der Grenzwert lim,,_,, I(f,) kann existieren, ohne dass
lim I(f,) = I(lim f,)
gilt. Wihle etwa ¢, := n fiir alle n € N. Grenziibergang und Integration
sind in diesem Fall nicht vertauschbar.

3. Auch bei punktweiser Konvergenz von (f,) gegen f kann lim, ., I(f,) di-
vergieren. Wihle etwa ¢, = n? fiir alle n € N. Grenziibergang und Integra-
tion sind in diesem Fall nicht vertauschbar.

THEOREM 10.15 (Arzela—Osgood)
Sei (fn)n>1 eine punktweise konvergente Folge von Regelfunktionen. Die Grenz-
funktion f sei Regelfunktion und die Zahlenfolge (|| fn||)n>1 beschrankt. Dann gilt

ILm I(f,) =1I( ILm fn)-

Beweis. Da f eine Regelfunktion ist, ist der Satz bewiesen, wenn fiir die punkt-
weise gegen 0 konvergierende Folge (g,,)n>1 mit g, = f,—f aus der Beschrénktheit

lgnll = Ilfn = FIl < N full +1Ifl <¢ VneN

folgt, dass der Grenzwert

Jim I(g) = lim 1(f, = f) = lim 1(f,) = 1(f)

n—0o0

verschwindet. Dies ist Gegenstand des folgenden Lemma. s

LEMMA 10.1 Sei (g,)n>1 €ine Folge von Regelfunktionen mit den Figenschaf-
ten

(i) lim g,(z) =0 fir alle x € [a, b
(i1) ||lgnll < C fir alle n € N.
Dann gilt lim I(g,) = 0.
Es geniigt, das Lemma fiir den Fall von Treppenfunktionen zu beweisen. Wir zei-

gen, dass das Lemma dann auch fiir Regelfunktionen gilt. Zu jeder Regelfunktion
fn existiert eine Treppenfunktion g,, fiir die

1
”fn - gn” <=
n

14



gilt. Die Folge von Treppenfunktionen (g,) geniigt (i) und (ii). Aus der Integral-

abschéitzung
b—a

[1(fn) = 1(gn)] < (b= a)[lfn = gnll <
folgt schliefllich
lim I(f,) = lim I(g,) = 0.

n—oo

Der Beweis des Lemma fiir den Fall von Treppenfunktionen basiert auf zwei Hilfs-
aussagen.

Aussage 1 Sei g eine Treppenfunktion, fiir die gilt

/abg(:z) dx

5= {x) 9(a)| 2 wf_a)}

Vereinigung von unendlich vielen disjunkten Intervallen, fiir deren Gesamtlénge
A(S) die Abschétzung

> E.

Dann ist die Menge

£
2-lgll

A(S) =

gilt.

Sei g eine Treppenfunktion, die auf J, den Wert ¢, annimmt. Dann gilt

b
/ g(x) dz = ch A Jg).

Durch Aufspaltung der rechts stehenden Summe in Summanden fiir die

£ £
lex| < 20— a) und |cg| > 20— a)
gilt, erhalten wir die Abschéitzung
b €
c<| [ oo o) < s o= 0) + gl X(S).

aus der die Behauptung unmittelbar folgt. Im folgenden bezeichnen wir jede end-
liche Vereinigung von disjunkten beschriankten Intervallen als Elementarmenge.

Als Lange von
S=hUJLU---Udp,
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erhalten wir

AS) = A1) + A(J2) + -+ A Tm).

Beachte, dass diese Definition nicht von der verwendeten Zerlegung von S in In-

tervalle abhéngt.

Aussage 2 Sei (S,,),>1 eine Folge von Elementarmengen mit S,, C [a, b] und
A(S,) > ¢ > 0.

Dann gibt es einen Punkt in [a, b], der zu unendlich vielen S,, gehort.

Wir betrachten zunéchst den Fall einer Folge abgeschlossener Elementarmengen.
Es gibt einen Index nq, so dass fiir alle k£ > n;

A(S U~ U Sy )NSy) > g

denn anderfalls gibt es zu jedem n ein k, > n derart, dass

A(S1U---US,)NSE,) <

[\Cl e

Hieraus folgt mit
¢ < A(Sk,) = ASk, \(S1U---US)) + A((S1U---US,) N Sy,)

die Ungleichung
A(Sk, \(S1U---USy)) >

N O

Nun gilt

A(S1U---US, U---USy,) A(S1U---US, USg,)

A(S1U---US,) + A(Sk, \(S1U---US,)),

(A\VARYS

woraus c c
A(S1U---USg,) >)\(51U---U5n)—|—§ 26%-5

folgt. Mehrmalige Anwendung dieser Uberlegung fithrt auf die Existenz eines

Index r mit

/\(51U-~-US,.)>c+g+~-~+§>(b—a)

im Widerspruch zu S; C [a, b]. Also gibt es einen Index ny, so dass fiir alle k > n;

AM(S1U---US,, )N Sk) >

N O
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Wir setzen
Ay =5U---US,,

und haben fiir alle £ > ny .

Auf die Elementarmengen S} := A;NSy, k > n;+1 kann diese Uberlegung erneut
angewendet werden und fithrt zur Existenz eines Index ns, so dass fiir & > ny gilt
* * * c
A((Snl-kl u---u Sng) N Sk) > Z
Wir setzen
Ayi= S5 U USE

und fiihren diese Uberlegung fort. Wir erhalten eine absteigende Folge nichtleerer
abgeschlossener Elementarmengen

Al DA DA D ...

Nach dem Intervallschachtelungsaxiom ist der Durchschnitt aller dieser Mengen
nicht leer. Jeder Punkt dieses Durchschnittes liegt aber in mindestens einer der
Mengen Sy, ..., Sy,, in mindestens einer der Mengen S, 11, . . ., Sn,, usw.. Er liegt
also in unendlich vielen Mengen der Folge S,,. Auf die zusétzliche Voraussetzung
der Abgeschlossenheit der Elementarmengen .S,, kann verzichtet werden, da man
von S, zu abgeschlossenen Elementarmengen S iibergehen kann, fiir die mit
einem positiven ¢’ < ¢ gilt
ASH) > > 0.

Beweis des Lemma. Angenommen, die Zahlenfolge (1(g,))nen ist keine Null-
folge, dann gibt es ein € > 0 und eine Teilfolge (I(g,)) derart, dass |I(gum))| > €
fiir alle k. Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir diese Teilfolge wie-
der mit (I(gy,)),. Dann gibt es nach Aussage 1 zu jedem g, eine Elementarmenge

S, mit
€

2 [lgnll
Da die Folge (||gn||)nen beschréinkt ist, folgt
€
AS,) > ——.
(8n) 2 575
Nach Aussage 2 gibt es einen Punkt z € [a, b], der zu unendlich vielen S,, gehort.
Da fiir dieses x die Ungleichung

A(Sp) >

€
>
9. > 57
fiir unendlich viele n gilt, kann nicht
lim g,(x) =0
gelten. )
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BEISPIEL 10.6 Wir nutzen den Satz von Arzela—Osgood zur Berechnung des
unendlichen Produktes

n

2m—-1 1
li =_-
1] =50 =3
Partielle Integration von
/ sin® x dx
0
liefert die Rekursionsformel
/ sin? ¢ dx = n / sin?* 2z dx,
0 2n - Jo

4 2n —1 3 1 T 2m — 1
. 2n
/Osm T ar 2n 4 2 /0 * Wm_ 2m

folgt. Im Intervall [0, 7] gilt

2n —1
2n

=] w

aus der

f(z) = lim f,(z) = lim sin® 2 = { ? ;Z: i i Z;;’

n—0o0 n—0o0

Die Folge konvergiert auf [0, w| nicht gleichmdfig gegen f (f unstetig!), als Trep-
penfunktion ist aber f auch Regelfunktion. Ferner ist

[fall = sup |sin*"z| =1,
z€[0,7]

also die Zahlenfolge (|| full)n>1 beschrinkt. Somit gilt

o0 n

2m —1 2m—-1 1 T
550 = i I 75 = i [ sin® e do

1 s
= —/ lim sin®" z dz = 0.
0

e n—oo

10.7 Parameterabhingige Integrale

Wir betrachten die Abbildung f : [a,b] x D — R mit der Eigenschaft, dass fiir
alle t € D die Abbildung x — f(z,t), d.h. f(-,t) eine Regelfunktion ist. Dann ist
durch

b
F(t) ::/ f(z,t) dz

eine Funktion F' : D — R erklart. Man bezeichnet ¢ als Parameter und sagt, F'
sei als parameterabhéngiges Integral gegeben. Es stellt sich die Frage nach den
Eigenschaften der Abbildung F' in Abhéngigkeit von den Eigenschaften von f.
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THEOREM 10.16 Sei f : [a,b] x D — R beschrankt, d.h.

) < Y(a,1) € [a,8] x D.
Fiir alle x € [a,b] sei f(z,:) : D — R auf D stetig und fir alle t € D sei
f(-,t) : [a,b] = R auf [a,b] Regelfunktion. Dann ist F' gegeben durch

b
F@:/ﬂmwx
auf D stetig.

Beweis. Sei ty € D und (t,)nen € D mit lim,, . t, = to. Setze

gn(z) = [f(z,tn).
Dann gilt:
(1) (gn)nen ist eine Folge von Regelfunktionen,
(2) lim, 00 gn(x) = f(x,to) punktweise auf |a, b] und
(3) llgnll = supefap lgn(@)| < c.
Die Anwendung des Satzes von Arzela-Osgood fiihrt auf

b b
lim F(t,) = lm [ g,(z)dx :/ lim g,(z) dz

n—0o0 n—oo a n—oo

:/f@mmzﬂm

Da ty € D beliebig war, folgt die Stetigkeit von F' auf D. s

Sei im folgenden D ein Intervall. Ist fiir festes = € [a,b] die Funktion f(z,-) :
D — R an der Stelle ty differenzierbar, so heifit f : [a,b] x D — R an der Stelle
(x,to) partiell differenzierbar nach ¢, in Zeichen

of o [z to + At) — fl,t)
ot (&) = lim, Al

THEOREM 10.17 Sei f : [a,b] X D — R fiir jedes feste t € D Regelfunktion
auf [a,b] und fir jedes x € |a,b] partiell nach t differenzierbar. Die Funktion

e la,b] x D — R sei fiir jedes feste t Regelfunktion auf [a,b] und beschrdnkt.

Dann ist

F(t) ::/ f(z,t) dz
19



auf D differenzierbar und es gilt

Beweis. Seien t € D, (t,)neny C D mit ¢, # ¢t und lim,,_, t, = t. Wir haben

F(t /f:Bt xt)d
t—t t, —1

f(x,tn) — fx,1)
tn, — 1 '

und setzen

In(T) =

Dann gilt:

(1) lim g,(z) = 2—{(% t) punktweise auf [a, b],

0
(2) g(z) = a—{(:p, t) ist Regelfunktion nach Voraussetzung und

(3) (gn)nen ist beschriankt, denn nach dem Mittelwertsatz gilt
'fIt f@ﬂ"w

|gn(x < const

t, — 1 8t( s)

fir s=t+6(t, —t), 0 € (0,1). Anwendung des Satzes von Arzela-Osgood
ergibt

F'(t) = lim

BEISPIEL 10.7 Wir betrachten das parameterabhdngige Integral

Lt —1
F(t):/idx, te D={seR, s>0}.
0

Inx

Der Integrand

xt—1

flz,t) =
kann durch die Festlequng

fir0<x<1,te D
Inx

0 2=0,VteD
ﬂﬁﬂf{tx:LWED
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stetig auf [0,1] x D fortgesetzt werden. Fir die partielle Ableitung erhalten wir

of 0 fir r=0,te D,
i 2t fir 0<wz<l1,teD,

1 fir x=1,teD.

Somit ist die partielle Ableitung auf [0, 1] xR beschrinkt. Anwendung des obigen
Satzes ergibt

! 1
F'(t) :/ ot dr = ——
0 1+1¢
oder
F(t) =In(1+t) 4 const.
Wegen

F(O):/Oloda::O

ergibt sich die Konstante zu 0 und es gilt

Inz

1t

-1
/ ’ dxr =1In(1+1), t>0.
0

10.8 Uneigentliche Integrale

Die Definition des Integrals fiir Regelfunktionen basierte wesentlich auf der Kom-
paktheit des Integrationsintervalls. Dadurch wird gesichert, dass die bei vielen
Uberlegungen benétigte Integralabschitzung |I(f)| < (b — a)|| f]| gilt.

Im folgenden soll durch geeignete Grenziibergéinge die Integraldefinition ausge-
dehnt werden, und zwar sowohl fiir den Fall, dass das Integrationsintervall unbe-
schrankt ist, als auch fiir den Fall, dass der Integrand in Umgebung einer Stelle
nicht beschréinkt bleibt oder oszilliert. In diesen Féllen spricht man von uneigentli-
chen Integralen. Eine Reihe von Eigenschaften des gewthnlichen Integrals lassen
sich auf uneigentliche Integrale iibertragen, nicht aber die Integralabschitzung
und damit auch nicht die Vertauschbarkeit von Integration und Grenziibergang
bei gleichméfiger Konvergenz.

10.8.1 Uneigentliche Integrale mit unbeschrinktem Integrationsinter-
vall

DEFINITION 10.4 Seien f : [a,00) — R auf jedem Intervall [a,w] Regelfunk-

tion und
w

lim f(z) dz
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existent. Dann heifft der Grenzwert uneigentliches Integral, in Zeichen

/aoo f(z) dx.

Man sagt auch, dass das uneigentliche Integral / f(z) dz konvergiert und dass
f im Intervall [a, 00) uneigentlich integrierbar ist.

Ahnlich wie bei Reihen verwendet man das Symbol f(z) dz nicht nur als

Bezeichnung fiir den Grenzwert sondern — insbesondere wenn die Konvergenzfrage
noch offen ist — fiir die Funktion F : [a, 00) — R gegeben durch

Fe) = [ f) ds

Aus dem Zusammenhang wird jeweils klar, welche Bedeutung gemeint ist, so dass
Missverstandnisse nicht entstehen kénnen.

Auch fiir uneigentliche Integrale bleiben die Eigenschaften der Linearitéat, der Po-
sitivitdt und Monotonie erhalten. Die Integralabschétzung kann wegen des Fak-
tors (b — a) in der Abschéitzung fiir eigentliche Integrale nicht erwartet werden.
Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass auch die Vertauschbarkeit von Integration
und Grenziibergang bei gleichméfiger Konvergenz nicht iibertragbar ist.

BEISPIEL 10.8 Die Folge (f,) mit
folz) = o x>0,

n2 + 2’

konvergiert gleichmdflig gegen die Nullfunktion und fiir jedes f, existiert das un-

eigentliche Integral
< n o dt ™
S dr= 2 = o
g nf+w o 1+t 2

(o)

T ) n . n

n—oo Jq n—oo n2

Wir haben

DEFINITION 10.5 Das uneigentliche Integral / f(x) dx heifit absolut kon-

vergent, wenn
| 1@l ao

22
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Aus dem Cauchy Kriterium ergibt sich, dass aus der absoluten Konvergenz die
gewoOhnliche Konvergenz folgt. Analog zu den Konvergenzkriterien bei Reihen hat
man fiir die absolute Konvergenz ein Vergleichskriterium.

THEOREM 10.18 Seien |f(x)| < g(z) fir alle x > a, g auf jedem Intervall
la,w] mit w € (a,00) Regelfunktion und das uneigentliche Integral g(x) dx

/a " @) da

a

konvergent. Dann ist

absolut konvergent.

Beweis. Wegen

LATLﬂxﬂdxsuifg@ﬂdx

und der Voraussetzung iiber g folgt unmittelbar die Behauptung. &

THEOREM 10.19 (Integralkriterium fir Reihen)
Es sei f:[1,00) — R nichtnegativ und monoton fallend. dann ist die Reihe

> fn)

genau dann konvergent, wenn das uneigentliche Integral

/100 f(x) dx

konvergiert.

Beweis. Fiir jedes k € N gilt

k+1

flk+1) < () dz < f(k),

k

woraus durch Addition
f@ww~+fwas["ﬂwdxsﬂn+~u+ﬂn—n

folgt. Fiir die Partialsummenfolge (s,)nen der Reihe gilt somit fiir jedes n € N

sp— f(1) < /1n fz)dz < s,_1.
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Ist das uneigentliche Integral existent, so ist die monoton wachsende Folge (s,,)
nach oben beschrankt und damit konvergent. Aus der Konvergenz der Partial-
summenfolge s,, — s folgt, dass fiir die monoton wachsende Funktion F

F(w):/lwf(x)deF([w]—i-l)gs

gilt. Damit ist das uneigentliche Integral konvergent. s

10.8.2 Weitere Typen uneigentlicher Integrale

DEFINITION 10.6 Die Funktion f : (a,b] — R sei in jedem Teilintervall
[w, b] C (a,b] Regelfunktion. Existiert der Grenzwert

b
wl—l>g-1|-0 /w f(.?)) dﬂf,

so heifit der Grenzwert uneigentliches Integral, in Zeichen

/ab f(z) dz.

Man sagt auch, dass f auf [a,b] uneigentlich integrierbar ist.

Mit dieser erweiterten Integraldefinition werden auch solche beschrinkten In-
tegranden erfafit, die keine Regelfunktion sind. Ein Beispiel hierfiir ist f(z) =
sin(m/x) auf (0, 1]. Mittels Substitutionsregel folgt

/ sin T dxr = / il dt,
w x 1 t2

woraus wegen der Konvergenz des uneigentlichen Integrals

> sin 7t
/ inm di
t2
1

die Konvergenz des urspriinglichen Integrals folgt.

Im Fall, dass sich der Integrand an endlich vielen Stellen nicht reguléar verhélt,
spaltet man das Integral in endlich viele Integrale derart auf, dass jeweils nur ein
Grenziibergang vorzunehmen ist. Konvergieren alle uneigentlichen Integrale, so
heifit das urspriingliche uneigentliche Integral konvergent.
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BEISPIEL 10.9 (Gammafunktion)
Fir t > 0 betrachten wir

D(t) == /0 " exp(—2) da.

Fir 0 <t < 1 st das Integral sowohl an der unteren als auch an der oberen
Grenze uneigentlich. Daher splitten wir es auf in die beiden Integrale

1 e
/ " lexp(—z) dz und / " texp(—z) dz.
0 1

Das Majorantenkriterium fihrt in beiden Fdllen zum Ziel. Fir 0 < x < 1 und

0<t<1gilt

t

v exp(—x) < 2!

und

1 1
/ 7l dr = lim o dr =1/t
0

w—+0 w

konvergiert. Das zweite Integral konvergiert, da fir jedes t > 0 eine natirliche

Zahln >t — 1 existiert, fir die
v texp(—z) < 2" exp(—2)

gilt, und
/ " exp(—z) dx
1
konvergiert.
THEOREM 10.20 Es gelten die folgenden Beziehungen:

r'a) =1, L(t+1)=tI'(t) VYt>0, I'n+1)=n! VneN.
Beweis. Wir haben zunéachst

1) = /000 exp(—z)dr = lim {—exp(—x)

w—00

} —1.
=0

Mittels partieller Integration folgt fiir ¢ > 0

w

/ 2’ exp(—x) dz = —2" exp(—1)
0

+/ 7t exp(—x) da
= 0

=0
woraus durch Grenziibergang w — oo die Beziehung
C(t+1)=tI(t) Vt>0

folgt. Rekursives Anwenden fiihrt auf I'(n + 1) = n! fiir n € N. )
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11 Differentialrechnung mehrerer Variablen

Wie im Fall einer Funktion einer reellen Variablen besteht die Grundidee in der
Approximation ’beliebiger’ Funktionen in der Umgebung eines Punktes durch
lineare Funktionen.

11.1 Differenzierbarkeit vektorwertiger Abbildungen

Wir erinnern zunéchst daran, dass einer vektorwertigen Funktion f: D C R" —
R™ genau m skalare Funktionen f; : D C R" — R, i = 1,..., m, entsprechen:

n = file) = filzr,...,20)
y=f(r)=f(z1,...,2,) & : :
Ym = fm(@) = fulz,... 2)

Wir fassen im folgenden die m- und n-Tupel im R™ bzw. R™ als Spaltenvekto-
ren auf. Ist nichts anderes erwéhnt, so bezeichnen wir mit ||.|| die Euklidischen
Normen in den Rdumen R™ bzw. R™, wobei jeweils aus dem Zusammenhang
ersichtlich ist, ob die Dimension n oder m betrégt.

DEFINITION 11.1 Seien D C R"™ offen und f : D — R™. Die Abbildung f
heifit im Punkt o € D C R™ differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung
M : R™ — R™ und eine in xq stetige Abbildung r : D — R™ gibt, so dass

f(x) = f(xo) + M(x — xo) + r(z)||z —20ll, 2€D (1)
und r(xg) = 0 gilt. M heifst erste Ableitung von f in xq, in Zeichen f'(xq) := M.

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass sich lineare Abbildungen M : R" — R™
durch mxn Matrizen und die Wirkung von M auf das n-Tupel (z—z,) als Matrix-
Vektorprodukt M (xz — xg) charakterisieren lassen. In Komponentenschreibweise
kann (1) daher mit M = (m;;) in der Form

fix) = fi(zo) + Y mij(x; — xoj) + ri(@)|z — xll, z€D, j=1,....m
j=1

geschrieben werden.

BEMERKUNG 11.1 Wir fragen, ob im Fall threr Existenz M und r eindeutig
bestimmt sind. Sei e; = (0,...,0,1,0,...,0) der j-te Koordinateneinheitsvektor
undt € R aus einer hinreichen kleinen Umgebung um Null, so dass x = xo+te; in
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D liegt. Wegen ||z — zo|| = |t] |le;|| = |t], der Stetigkeit von r in xy und r(zy) =0

haben wir
fi(zo +tej) — fiwo)  Of;
- ) ($0)a
ZLj

die Abbildung M st also eindeutig bestimmt. Aus (1) ergibt sich somit auch r in
eindeutiger Weise

mi = i ;

f(x) = f(zo) — M(x — x0)
|z — o]
0

T # T

Tr = Xo.

r(z)

Wir sehen, dass im Falle der Differenzierbarkeit einer Abbildung f : D C R" —
R™ im Punkte zy € D, alle partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen
fi : D C R™ — R im Punkt x, existieren. Die die lineare Abbildung charakteri-
sierende Matrix

g—:ﬁ(fﬁo) g—g(iﬂo) %(IBO)
f2 Of2 Ofa

M = f’(x ) _ g(fl; ey fm) (zo) _ o1 (1’0) D (1’0) . (:L‘O)
('xla o wxn)

%($0) %(1’0) ?Tf(xo)

heiBt Jacobi-Matrix von f in xy. Somit kann (1) auch in Komponentenschreib-
weise geschrieben werden:

oh

oh

fl (l’) fl (1’0) ox1 (1’0) Oxn (l’o) 1 — X1 7’1(1’)
f2(‘$) _ f2('330) . g—ﬁ(xo) ngi(xo) Ty — To2 2(‘1’ lz—zo.
fm('r) fm('rO) %JCTT({I;O) ng’:(xO) Tn — Ton Tm(x)
THEOREM 11.1 Ist f : D C R* — R™ in xq € D differenzierbar, so ist f in
Ty stetig.

Beweis. Aus der Differenzierbarkeit der Funktion f in x( folgt

1f(2) = (o)l < 1M (z = zo) || + |7 (@)} [l = -

Die Schwarzsche Ungleichung fiir endliche Summen beinhaltet

1M (z — zo)|* = Z (Z mij(; — ij))



somit gibt es eine Konstante K > 0, so dass
[M (2 = zo)|| < K|z — o

gilt. Nun ist r in xg stetig mit r(zo) = 0. Wir finden also zu jedem ¢ > 0 ein
6(g) > 0, so dass aus ||x — xg|| < 6 die Ungleichung ||r(x)|| < e folgt. Setze

§%(¢) := min (5(5), c )

K+«

Dann gilt fiir alle x mit || — zo|| < 6*(¢) die Beziehung
1f(2) = fzo)| < (K +¢)llz =z <e,
d.h. f ist stetig in xg. )

In Abschnitt 5.5 haben wir gesehen, dass die Stetigkeit der vektorwertigen Ab-
bildung f : D C R® — R™ im Punkt zy € D &dquivalent zur Stetigkeit aller
Komponenten f; : D C R® — R im Punkt zy € D ist. Der nachfolgende Satz
zeigt, dass diese Eigenschaft auch im Fall der Differenzierbarkeit gilt.

THEOREM 11.2 Die Abbildung f : D C R™ — R™ ist im Punkt xq € D genau
dann differenzierbar, wenn jede Komponente f; : D CR" - R, ¢ =1,...,m, im
Punkt xy € D differenzierbar ist.

Beweis: Sei zunéchst f in x( differenzierbar. Dann gilt fiir jedes 1 =1,...,m

fi(z) = fi(zo) me — xq;) +7ri(2) || — 30|, =€ D.
Die Abbildung M; : R® — R, definiert durch
M;z ::Zmijzj, z2=(21,--,2n)

j=1

ist linear und r; ist in zo stetig mit r;(x¢) = 0. Also ist jede Komponente f; in x
differenzierbar. Sei nun umgekehrt jede Komponente f; in x( differenzierbar mit
der Ableitung M;, es gilt also fiir jedesi =1,...,m

fi(x) = fi(wo) + M;(x — x0) 4 7i(x) ||z — 20|, r €D

mit in xq stetigen Abbildungen r; und r;(zo) = 0. Die Komponenten M; und r;
definieren vektorwertige Abbildungen M und r, so dass

f(z) = f(wo) + M(x — z0) +r(2)|lz — 20|, reD,

r in xg stetig und r(xg) = 0 sind. )
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11.2 Richtungsableitung und Gradient

Wir betrachten in diesem Abschnitt skalare Abbildungen f: D C R® — R.
DEFINITION 11.2 Seien f : D C R - R, 29 € D und |l € R™ mit ||l|| = 1.

Die Grdfse 5 ( ) @)
foy . fla+tl)— f(z
o0\ =i t

heifit, sofern sie existiert, die Richtungsableitung von f in xqy in Richtung .

THEOREM 11.3 Sei f : D C R* — R in xy € D differenzierbar. Dann
existiert in xg die Richtungsableitung in jede beliebige Richtung | und es gilt

of B —Of
E(l’o) =Ml = 2 8xz

(l’o)lZ

Beweis. Setze © = xg + tl in
f(z) = f(zo) + M(z — zo) + r(x)[|z — 2o,

nutze die Linearitdt von M und die Stetigkeit von r mit r(xg) = 0 aus. )

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung des Satzes falsch ist.

BEISPIEL 11.1 Betrachte die Funktion f : R? — R mit

2

Y (o
o) = | Ergp i @u)# 0.0

0  fir(xz,y) =(0,0)

Wir haben of S
YJ T 102
o (0:0) = lim =

aber die Richtungsableitung ist keine lineare Funktion von I, d.h. f kann in xzq

nicht differenzierbar sein.

— l%lg,

Die Richtungsableitung in Richtung der Koordinatenachsen stimmt mit der ent-
sprechenden partiellen Ableitung iiberein. Es gilt:

9 d
aé:(@:ai(x), i=1,...n.
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DEFINITION 11.3 Der Vektor der partiellen Ableitungen

(wad (o) = (g2 @ 20

heifit Gradient der skalaren Funktion f im Punkt x.

FOLGERUNG 11.1 Ist f : D C R™ — R in xo € D differenzierbar, so exis-
tiert der Gradient von f in xo und fir die Richtungsableitung von f in xqy in
Richtung von [ gilt

of

o (@) = (grad f)(z) - 1.

Beachte, dass auch hier die Umkehrung falsch ist. Aus der Existenz des Gradien-
ten folgt nicht notwendig die Existenz der Richtungsableitungen in einer von den
Koordinatenrichtungen verschiedenen Richtung.

BEISPIEL 11.2 Fiir die Funktion f : R? — R mit

0 z=0o0dery=0
fl,y) = { 1 sonst

existiert im Punkt (0,0) der Gradient. Als im Punkt (0,0) unstetige Funktion
kann aber f in (0,0) nicht differenzierbar sein.

Abschlieend geben wir noch ein hinreichendes Kriterium fiir die Differenzierbar-
keit an.

THEOREM 11.4 Seien f: D C R™ — R in einer Umgebung B(xq, p) von
partiell differenzierbar und die partiellen Ableitungen

of
81’2‘

in xg stetig. Dann ist f in xq differenzierbar.

: B(zo,p) CR" — R

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit beschranken wir uns auf den
Fall n = 2. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung kénnen wir
schreiben

f(fﬁbil?z) - f($01, onz) = f(ﬂUl,iUz) - f(xm, 5E2) + f(xm, 5E2) - f($01711702)

0
= a—i(%l + 01(71 — wo1), 22)(T1 — T01)
+a—f(11701> Tog + O2(z2 — To2)) (22 — T02)
T2

2
= ; g—i(%la zo2)(x; — xg;) + R”,
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wobei zur Abkiirzung R* mit

R* = (3—3{1(%01 + 01 (21 —z01),22)) — (;9—3{1(9501, x02)) (z1 — z01)

9 0
+ (a—i@?m, Tog + O (xo — 202)) — a—é(%lv%?)) (w2 — Z02)

eingefiihrt wurde. Da die partiellen Ableitungen in (z¢1, zo2) stetig sind, gibt es
zu jedem ¢ > 0 ein 6(¢), so dass fiir ||z — x| < 6(¢)

|R*| < el — o

gilt. Dies zeigt, dass R* in der Form R* = r(z)||x — x¢|| geschrieben werden kann
und 7 in zy stetig mit r(xg) = 0 ist. &

11.3 Eigenschaften differenzierbarer Abbildungen

THEOREM 11.5 Seien f,g: D C R™ — R™ zwei vektorwertige Abbildungen,
die im Punkt xo € D differenzierbar sind. Dann ist mit beliebigen o und 3 die
Linearkombination of + Bg in x¢ differenzierbar und es gilt

(af + Bg) (z0) = af'(20) + By (o).

Beweis. Die Begriindung folgt unmittelbar aus der Definition. &

Als néchstes untersuchen wir die Differenzierbarkeit von Verkettungen.

THEOREM 11.6 Seien g : R — R™, f : R™ — RP und ® = f o g die
Verkettung, also ®(x) = f(g(x)). Sind g in zy € R™ und g in yo = g(zo) € R™
differenzierbar, so ist auch die Verkettung ® in xqy differenzierbar und es gilt

‘p/(iﬂo) = f’(g(fﬁo)) © 9/(1170),

beziehungsweise
09; Ofi(gi(wy, ..., mn), -y g1, .-, 7)) ofi Ogr.

(o) = (o) = (9(20)) 7 (o)
Oz, Oz, — Jyp, Oz,
Beweis. In Analogie zum Fall p = m = n = 1, siehe Abschnitt 9.1. &
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BEMERKUNG 11.2 Interpretiert man die Ableitungen als entsprechende Recht-
eckmatrizen, so entspricht der Verkettung von f'(g(zo)) mit ¢'(xo) dem Matriz-
produkt, in Komponenten geschrieben gilt daher

0 0
Gor(zo) - G (w0) S(9(x0)) o 5 (g(wo)) (o) 0 g(x
oD . 0P . - 0 ‘ 0, ‘ 0 m. 0, m‘
o (o) - FE(x0) a(9(x0)) -+ ez (g(wo)) ao(@o) oo Fm(x

11.4 Mittelwertsatz

Wir erinnern an den Mittelwertsatz im Spezialfall m =n = 1.

Sei f : [a,b] — R auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann
gibt es ein £ € (a,b) mit

Das folgende Beispiel zeigt, dass fiir vektorwertige Funktionen f : [a,b] — R™
eine analoge Aussage falsch ist.

BEISPIEL 11.3 Seien a =0, b =27 und f : [a,b] — R? durch

)= |

Ccos &
sin x

gegeben. Dann gilt fiir alle £ € (0,2m)

so-r@=|y =[5 ]| ] 22| wmt] - ro0-o

cosé

Sind a und b zwei Punkte einer konvexen, offenen Menge D und ist die skalare
Funktion f: D C R® — R auf D differenzierbar, so gilt der Mittelwertsatz:

THEOREM 11.7 (Mittelwertsatz)

Seien a und b zwei Punkte einer konvexen, offenen Menge D und f : D C R" — R
auf D differenzierbar. Dann gibt es auf dem a und b verbindenen Segment ein
Punkt € = a+0(b— a), so dass

gilt.
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Beweis. Die skalare Funktion @ : [0, 1] — R, definiert durch
P(t) == fla+t(b—a))

geniigt auf [0, 1] den Voraussetzungen des Mittelwertsatzes fiir Funktionen einer
reellen Verdnderlichen, wobei insbesondere (Kettenregel)

P'(t) = Z gi (a+tb—a)) (b —a;)

i=1
gilt. Aus
©(1) — ®(0) = ¥'(¢) - 1
folgt nun unmittelbar die Behauptung. )

11.5 Hohere partielle Ableitungen

DEFINITION 11.4 Die Abbildung f : D C R™ — R habe partielle Ableitungen

erster Ordnung nach x; in einer Umgebung B(xo, p) von xy € D. Ezistiert die
0

erste Ableitung von of im Punkt xo nach xj, so heif§t f zweimal partiell nach
Ly

x;, x; im Punkt xo differenzierbar, in Zeichen

0 f (0 [(Of
O;0r; (@) = (3—% (3%)) (z0)
1 <8f of

——(Zo1, - - -, o j—1, Toj + t, Toj41s - - - » Ton) — ax‘(%l’ e ;xon)) .
(A

(%Ui

Induktiv kann man auf diese Weise partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnung
einfihren, etwa die partielle Ableitung dritter Ordnung nach z;, x;, xy als

> (0 (2
gm0~ (av: () )

BEMERKUNG 11.3 Hdufig findet man die abkiirzende Schreibweise unter Ver-

wendung sogenannter Multiindizes. Ein Multiindex ist einn-Tupel o = (o, . . ., o)
nichtnegativer ganzer Zahlen a; > 0 mit |ao] == Y"1 | oy Man schreibt dann
olel
Daf — f

=
Ox( -+ - Oxon

Man beachte, dass diese Schreibweise nur Sinn macht, wenn die Differentiations-
rethenfolge keinen Einfluss auf das Ergebnis hat, also etwa

Bf _&f
0110290z, 01301,

gilt.
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THEOREM 11.8 (H.A. Schwarz)
Seien die gemischten zweiten partiellen Ableitungen
0?f p 0 f
un

8951-895]» 8.%'](9{131
in einer Umgebung B(xo, p) C R"™ existent und in xq stetig. Dann ist die Diffe-
rentiationsreihenfolge vertauschbar, genauer gilt

02 f 02 f

0x;0x; (%0) = Ox;0x; (zo)-

Beweis. Zum Nachweis geniigt es eine Abbildung von zwei Variablen zu betrach-
ten. In Umgebung von (xg, yo) betrachten wir den Ausdruck

W = f(z,y) — f(z,90) — f(z0,y) + f(z0, %)
= P(z) — D(x)

mit ®(z) := f(z,y) — f(z,y0), so dass
W = & (zg+6i(z—x0))(z — x0)

- (%(370 + 61 (z — m9),y) — %(xo + 0y (z — xo),yo)) (z — o)
— a(?ggx (1170 + 91(5E — xo)ayo + 92(y — yo))(x — :EO)(y _ yo)

mit Zahlen 6,60, € (0,1). Setzt man ¥(y) := f(z,y) — f(zo,y), so kann W auch
in der Form

W= U(y) — ¥(y)

= W(yo+ 05(y — o)) (¥ — %)
= (g—‘;(az,yo +63(y — y0)) — g—‘;(%,yo +03(y — yo))) (v — %)
— 8iafy(x0+84(x—xo)ayo+93(y—2/0))(x_x0)(y_y0)

zusammengefafit werden. In Umgebung von (g, yo) gilt fiir x # x¢ und y # yo
somit

01 (0 + 03(x — ), 9o + a(y — 10)) = (20 + O — 0), o + Oaly — 1))
Byoz 0 1 0)>Yo 2\Y — Yo _(%&y 0 4 0)>Yo 3\Y — ¥Yo)),
woraus durch Grenziibergang und der Stetigkeit der gemischten Ableitungen die
Behauptung folgt. )

Das folgende Beispiel zeigt, dass auf die Stetigkeit der gemischten zweiten parti-
ellen Ableitungen nicht verzichtet werden kann.
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BEISPIEL 11.4 Wir betrachten f : R? — R mit

x? — 23 2 2
1% fir i+ x5 #0
flar,z2) = T+ a3 ’
0 fir 3+ 23 =0.

Die Abbildung f : R? — R ist stetig differenzierbar (warum?), insbesondere gilt

of _f oz fir x #0,
8—@(x1’0)_{ 0 fir x; =0,

of | =z fiir xy #0,
(9—331(0’132) - { 0 fiir xo=0.

Im Ursprung haben wir aber

af af
i @@zhmﬁﬂhm_%ﬂ&m:hmﬁzl
Ox10zy h—0 h h—0 h
und
P 0o — iy O =00k
(93:2(9331(’ )_hi% h _hEI%)T__

BEMERKUNG 11.4 Neben den héoheren partiellen Ableitungen kann man auch
den Begriff der hoheren Ableitung als multilineare Abbildung (linear in jeder
Variablen) definieren. Fin hinreichendes Kriterium fir die ’Differenzierbarkeit’
k-ter Ordnung von f in xqy ist dann die Ezistenz aller partieller Ableitungen der
Ordnung k in Umgebung von xq und die Stetigkeit der partiellen Ableitungen k-ter
Ordnung in xo. Insbesondere ist die k-mal stetige Differenzierbarkeit zur Existenz
stetiger partieller Ableitungen der Ordnung k dquivalent.

DEFINITION 11.5 Seien D C R™ offen und f : D — R auf D k-mal differen-
zierbar und die k-ten Ableitungen auf D stetig. Dann heifst f auf D k-mal stetig
differenzierbar. Die Menge aller auf D k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
wird mit C*(D), die Menge aller auf D beliebig oft differenzierbaren Funktionen
mit C*°(D) bezeichnet.

11.6 Taylorsche Formel

Ziel ist die Verallgemeinerung der Taylorschen Formel aus Abschnitt 9.7 auf den
Fall skalarer Funktionen f : D C R" — R. Sei D C R" offen und konvex und
f € C™(D). Dann geniigt die Funktion einer rellen Verdnderlichen ® mit

O(t) = f(zo +th), teR, [t|<6
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den Voraussetzungen der Taylorschen Formel aus Abschnitt 9.7. Fiir eine kom-
pakte Schreibweise fithren wir den formalen Differentialoperator 'Nabla’ durch

0 0
V.— (a—l’:l’...’a—l’n/)

ein. Die Ableitungen von ® bestimmen sich nach der Kettenregel dann wie folgt:

"9
B(l) = aa{. (20 + th) hs = (h- V f)(zo + th)
i=1 t
n (92f
(9361-1 8.%'2'2

i1,i9=1

Hier wurde formal die Schreibweise

0 0
h-V—hla—a:l—l—"'—l—hna—xn
sowie
0 0 0 0
. 2 f— —_— DY —_— —_— . o _
(h-V) (hl 0xy MR 8xn) (hl 0x, ot (9%)
0? 0? 0? 0?
f— 2— B ————————— “ e DY 2
= M or? b, Oxpartialxy tooetheln 01201, toee i Ox2
- i1§=1 hil hi2 a‘7:1'1 axiz
verwendet. Fiir die k-te Ableitung erhilt man
oM () = e hy—— t
( ) Z h11 th al'“ .. 8 Zk (xo _I_ h)

i1tk =1

= ((h-V)*f) (zo + th).

Ausgehend von der Taylorschen Formel mit Restglieddarstellung nach Lagrange
erhalten wir

(v) (k)
o)=Y ¢ U!(O) .2 k!(g), 0 € (0,1),

und eingesetzt
flao+ 1) = Y2 (- VPP @)+ (- 9)f) (o +0), 0 (0,1).

|
1

N
Il

Somit gilt der folgende Satz

36



THEOREM 11.9 (Taylorsche Formel)
Seien D C R™ offen und konvex. Dann gilt fiir f € C¥(D) und x¢, 19 +h € D

N

Floh) = 3 & (b V) ) &) +

1

BEISPIEL 11.5 Wir bestimmen das Taylorpolynom 2. Grades von f : R? — R
mit f(x,y) = e”cosy an der Stelle (0,0). Wir haben

1

k! ((h ) V)kf> (xo + 60h), 6 € (0,1).

N
Il

0 0
Foy) = Pw,9) = T (w9) = "oy,
ﬁ(:15 )= l (r,y) = —€®sin
und
0*f .
8—y2(:v,y) = —e” cosy.

FEinsetzen der Entwicklungsstelle (xo,yo) = (0,0) ergibt fiir x = zo+hy y = yo+ha
schlieflich

1
e“cosy~1+z+ 5(3:2 — 7).

11.7 Lokale Extremwerttheorie

DEFINITION 11.6 f : D C R® — R hat in g € D ein lokales Minimum
(lokales Mazimum), wenn in einer Umgebung U(zy)

f(x) > f(zo) (f(z) < f(=0)).

THEOREM 11.10 (Notwendige Bedingungen fiir Extrema)

Seien xg ein lokales Extrema der Abbildung f und f habe in xq eine Richtungs-
ableitung in Richtung von | = (l1,...,1,), ||l|| = 1. Dann verschwindet die Rich-
tungsableitung im Punkt xo in Richtung von [, d.h.

of

Beweis. Wir betrachten nur den Fall eines lokalen Minimums. Der Differenzen-
quotient in Richtung von [

f(.TOl —+ tll, - Lon + tln) — f(.TOl, Ce ,.I'On)
t

ist fiir ¢ > 0 nichtnegativ und fiir ¢ < 0 nicht positiv. Durch Grenziibergang ¢t — 0
folgt die Behauptung. )
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BEMERKUNG 11.5 Existiert grad f im Punkt xo, so ist im Falle eines Ex-
tremum in xo auch (grad f)(zo) = 0. Die Suche nach ‘extremwertverdichtigen’

Punkten xoy = (xo1,...,%on) fihrt somit auf ein (im allgemeinen) nichtlineares
Gleichungssystem der Form

of

a—an(xﬂla"'7$0n) =0
0
a;; (1’01, Ce ,.I'On) = O

THEOREM 11.11 (Hinreichende Bedingungen fir ein Extrema)
Seien f € C*(B(xo, p)), (grad f)(zo) = 0 und die Hesse-Matriz in

01 (o) TI(a0)

oz? o 0x10x,, o
o2 f o2 f

i 8,1'”(9{131 (1‘0) e a—x%(l’o) |

positiv definit (negativ definit), d.h. es gibt eine Konstante v > 0
2

- af 2 2
it (x) > < — .
D iy (ao) 2 I (< )

i,j=1

Dann hat f in zq ein lokales Minimum (lokales Mazimum).

Beweis. Anwendung der Taylorschen Formel mit (grad f)(xq) = 0 ergibt
1
1 0*f
— f(xo) + 5 Zl hzhjm(l’o) -+ R,
wobei die Abkiirzung R fiir

0? 0?

= z;j O0z;0x;

steht. Aus der zweimal stetigen Differenzierbarkeit von f in zo folgt, dass zu
jedem € > 0 ein 6(¢) > 0 existiert, so dass fiir alle h € R, ||h|| < é(¢)
0 f 0% f

(%iﬁxj (1'0 + eh) B (93:1895] CBO)

<e, 4,7=1,...,n.
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Somit kann R in der Form
n 2 n
€ € en En
R| < = hih; = = hi | <= hZ=—|h|?
LRSI 2(2 ) <25 =2

abgeschétzt werden. Wir wihlen € geniigend klein, so dass en < + ist und erhalten
fiir den Zuwachs

fleoth) = flzn) = (b V)f(a0) + R

Y 9 &N 2
—|h|]* = =]|h
Ll — Sl

Vv

v —en
THth >0

v

fiir h # 0, was zu bewiesen war. &

BEISPIEL 11.6 Fir die von den Parametern a,b € R abhdngige Funktion f :
R? — R, gegeben durch

f(z,y) = 2* — xy +y* — 3ax — 3by

bestimme man alle lokalen Extrema. Zundchst haben wir folgende partielle Ablei-
tungen erster Ordnung

of of
%_2x y — 3a, oy r + 2y — 3b
und die partiellen Ableitungen 2.0Ordnung
Of _, OF __ 2F_
ox2 7 oxzoy T Oy

Setzt man die ersten partiellen Ableitungen Null, so erhdlt man als ’extremwert-
verddchtigen Punkt’ (zo,y0) = (2a + b, a + 2b). Die Hesse-Matriz in (zo,yo) ist

2 -1

-1 2
und hat die Eigenwerte \y = 3, Ao = 1. Sie ist also positiv definit. Damit hat f
in (xo,y0) ein lokales Minimum.

11.8 Umkehrabbildungen

DEFINITION 11.7 Seien D C R™ und W C R™ offene Mengen und f : D —
W eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann heifit f : D — W diffeomorph

oder ein Diffeomorphismus, wenn es eine differenzierbare Umkehrabbildung =1 :
W — D gibt, d.h. f ist bijektiv und f~* ist differenzierbar.
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Bezeichnen wir y = f(x), so erhalten wir durch Differentiation von

v=f"(f() wd y=f(f"()

die Beziehungen

(Y (f(@) o fl(x) = idgn
FUT W) o (YY) = idgm

wobei idgr~» und idg= die identischen Abbildungen in R™ bzw. R™ bezeichnen. Aus

der lineare Algebra wissen wir bereits, dass dies nur gelten kann, wenn n = m
und det(f(zo)) # 0 ist. Ferner ist

(F) =11 o™

mit der inversen Matrix [f/]”". Sind nun also f eine C*-Abbildung und f~' eine
C!-Abbildung mit 1 < I < k, so folgt durch Differentiation, dass f~! eine C'*1-
Abbildung, induktiv also eine C*-Abbildung ist.

Sei f: D — W stetig differenzierbar, surjektiv und f'(z) # 0 fiir alle z € D. Ist
dann f diffeomorph? Im Fall einer Funktion einer reellen Verénderlichen ist dies
so, denn aus f’(x) # 0 folgt ja bereits die strenge Monotonie, also die Injektivitét.
Aber im Fall n > 1 ist dies nicht so, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 11.7 (Polarkoordinaten)
Betrachten die Abbildung f : R, x R — R*\{0} mit der Zuordnungsvorschrift

(7, ) = r(cos p,sin ).

Die Jacobi-Matrix
cosp —rsing
siny 7 Cos

hat die Determinanter # 0, dennoch ist f nicht injektiv, denn wir haben f(r,¢) =
f(r,o+2m).

Bestenfalls konnen wir also nur lokale Invertierbarkeit erwarten.

DEFINITION 11.8 FEine Ck-Abbildung f : D — W heifst lokal um xy € D
invertierbar, wenn es offene Umgebungen Dy von xy und Wi von yo = f(xo) gibt,
so dass die Einschrdinkung

f}Dl . D1 — W1

invertierbar ist.
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THEOREM 11.12 (Satz dber die Umkehrfunktion)

Seien D und W offen in R™, sei g € D und f : D — W eine C*-Abbildung.
Dann ist f genau dann lokal um xq invertierbar, wenn die Determinante der
Jacobi-Matriz nicht verschwindet. Die lokale Umkehrung =1 ist dann auch eine

Ck-Abbildung.

Beweis. Nach den obigen Bemerkungen geniigt es, den Fall £ = 1 zu betrach-
ten. Der Beweis basiert auf ein lokales Fixpunktargument. In Umgebung von zq
betrachten wir die Abbildung

b(x) =z = [f'(@)] " o (fl) —y).

Wegen der Stetigkeit von f’ und der Invertierbarkeit in g, ist in einer Umgebung
von xy auch f’ invertierbar und damit ® in einer Umgebung von x, definiert.
Wihlt man eine abgeschlosse Kugel A = B(xq,r) C R™ mit hinreichend kleinem
Radius, so ist ® : A — A eine kontraktive Abbildung von A in sich. &
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12 Kurvenintegrale

12.1 Kurven und Kurvenstiicke

Ziel des Abschnittes ist die Prazisierung des Begriffes '’krumme’ Linie bzw. Bahn
eines Teilchens.

DEFINITION 12.1 Sei I = [a,b] und o : I — R? stetig. Dann heifien o Weg
im RY, a(a) Anfangspunkt, a(b) Endpunkt und das Bild o([a,b]) Spur des Weges.

Man stellt leicht fest, dass verschiedene Wege die gleiche Spur haben koénnen.
Mit dem Begriff Kurve verbindet man mehr die Spur eines Weges, in diesem
Sinne sollen zwei Wege mit gleicher Spur die gleiche Kurve bezeichnen. Diese
Identifikation soll aber nicht soweit gehen, dass der Durchlaufungssinn oder die
Anzahl der Durchldufe nicht mehr erkennbar werden.

DEFINITION 12.2 Zwei Wege a : [a,b] — R? und (8 : [c,d] — R¢ heifien
dquivalent, wenn es eine streng monoton wachsende, stetige Abbildung ® : [a,b] —
[e,d] gibt, so dass ®(a) = ¢, ®(b) = d und

gilt.

Die eingefiihrte Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, bestimmt al-
so eine Klasseneinteilung in der Menge aller Wege. Eine Aquivalenzklasse von
Wegen heifit (stetige) Kurve. Man nennt jeden Reprisentanten einer Kurve eine
Darstellung der Kurve oder auch eine Parametrisierung der Kurve. Im folgenden
betrachten wir Kurven mit stetig differenzierbarer Parametrisierung.

DEFINITION 12.3 FEine C'-Kurve o : I — R? heifst auf I C R regulir, falls
der Tangentenvektor it (t) an keiner Stelle t € I verschwindet.

BEISPIEL 12.1 (Archimedische Spirale, vgl. Abb. 2)

Sei fiirt > 0 eine Parametrisierung durch

F a(t) = ( tcost )

tsint

gegeben. Wegen

| & (8)]| = v/(cost — tsint)? + (sint + tcost)2 = V1+ 2 #£0

ist die Archimedische Spirale auf (0,00) reguldr.
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_ L L L L
-10 -5 0 5 10 15

Abbildung 2: Darstellung der Archimedischen Spirale aus Bsp. 12.1 mit ¢ €

9
[0; 7]-

BEISPIEL 12.2 (Schraubenlinie, vgl. Abb. 3)
Sei fiirt € R eine Parametrisierung durch

rCcost
t—a(t)=| rsint
ht

gegeben. Wegen
o @) =Vrt+h2>0

ist die Schraubenlinie auf (—oo, +00) requldir.

Abbildung 3: Darstellung der Schraubenlinie aus Bsp. 12.2 mit ¢t € [—10; 10], r=2
und h=3.
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BEISPIEL 12.3 (Zykloide, vgl. Abb. 4)
Sei fiirt € R eine Parametrisierung durch

t—sint
t—alt) = ( 1—cost)

gegeben. Wegen

o t
| o ()] = V1= 2cost + cos?t +sin? t = V2(1 — cost) = 2|sz’n§|

ist die Zykloide fir t = 2kmw, k = 0,£1,4+2,... (Umkehrpunkte) nicht requlir.

—5 o 5

Abbildung 4: Darstellung der Zykloide aus Bsp. 12.3 mit ¢ € [—6m7; 67].

DEFINITION 12.4 Eine Menge C C R? heifit C*-Kurvenstiick, wenn C das
Bild einer injektiven, reguliren C*-Kurve o : [a,b] — R? mit k > 1, a < b ist.
Jede solche Darstellung heifst C*-Parametrisierung.

THEOREM 12.1 (Parametertransformation)
Zu je zwei Ck-Parametrisierungen eines Kurvenstiickes C

a: [a,b] — RY, B:[c,d — R?
gibt es einen C*-Diffeomorphismus ® von |a,b] auf [c,d], so dass

a(t) = p(P(t)), Vtea,b)].

Beweis. Setze ® = 71 o q. &
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12.2 Lange von Kurvenstiicken

Betrachten wir eine Kurve im R und endlich viele Teilpunkte Py, Py, ..., Py € C.
Zu den Teilpunkten Py, Py, ..., Py € C gehort das Sehnenpolygon S mit der
Lénge

N-1
=Y |Piy1— Pl
=0

Aufgrund der Dreiecksungleichung nimmt die Lénge bei Hinzunahme weiterer
Teilpunkte nicht ab.

DEFINITION 12.5 Ist die Linge aller Sehnenpolygone nach oben beschrinkt,
so heift die Kurve C rektifizierbar und

L(C) :=supl(9)
s
die Linge der Kurve C.

THEOREM 12.2 (Rektifizierbarkeit von Kurvensticken)
Jedes C*-Kurvenstiick ist rektifizierbar. Ist o : [a,b] — R? eine C*-Parametrisierung

von C, so gilt
b
= [1& )

Zum Beweis des Satzes benotigen wir eine Abschétzung der Norm eines Integrals
vektorwertiger Funktionen.

LEMMA 12.1 Sei f : [a,b] — RY stetig. Dann gilt

[ rwa] < [isona

Beweis: Sei g : [a,b] — R? Treppenfunktion mit g(t) = ¢ fiir t € (t, trr1)-
Dann gilt

b N—
/g(t)dtH = Z (the1 — te)
L
< S leul (s — ) = / lg()] dt.
k=0

Durch Grenziibergang folgt fiir eine f approximierende Folge gleichméfig kon-
vergenter Treppenfunktionen g aus

abgk@)dtH < [ a
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die Behauptung wegen

| lge@I =D T < Mlgr(®) = FOI < llgx = fII
&

Beweis: Sei a = tg < t; < --- < ty = b eine Zerlegung von [a,b] mit den
Teilpunkten P; = «(t;), i = 0,1,..., N und dem zugeordneten Sehnenpolygon S
der Lange

1(8) = 3 laltins) — alt)l

Fiir jede Komponente o, j = 1,...,d, gilt

(a5 (tis1) — oy (1)) = / TS ),

i

tit1 . tit1 N
/ o (t)dtH < / | o ()] dt
t; t;

18) = X lattse) —atw)l < [ & @) as

woraus

|a(tive) — alts)|| =

und durch Addition

folgen. Da die rechte Seite unabhéngig von der Wahl der Zerlegung ist, ist C
rektifizierbar und es gilt

b
ey < [ & o
Wir zeigen nun, dass fiir eine vorgegebene Toleranz € > 0 ein Sehnenpolygonzug
existiert mit

< E.

[ 1aola-us

Fiir jede Zerlegung von [a, b] gilt durch Anwendung des Mittelwertsatzes

N-1/ d 1/2
> (Z | (tit1) — Oéj(ti)|2>

i=0 \j=1

(8) = Y llattin) — at)

N-1 d 1/2 -1 d 1/2
= ) (Z | (7i) (i —ti)|2> =Y (Z |Oé;(Tij)\2> (tiv1 — i)

i=0 \j=1 i=0 \j=1
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Andererseits kénnen wir das Integral iiber die stetige Funktion || & (t)|| durch ein
Integral iiber eine Treppenfunktion mit der Toleranz /2 approximieren, genauer:
es gibt eine Zerlegung von [a, b], so dass

b N-1
° . g
[ 1a@lde= Y 1& @l e -] < 5.
a i=0
Mit den Abkiirzungen
N-1
o:=) [la®) (tm—t), B :=ai(ry)
i=0

o~ 1S)| = Ejma M =18}t — )
< S| 1A @I -1 |t — )
< A () - Bt 1)

Jede Komponente c.sz ist auf der kompakten Menge [a, b] gleichmafig stetig, also

185 (0= & ()l < 5= = N& W) -Fl<

falls nur |t;11 — t;| < 6(¢) gilt. Somit haben wir

2(b—a)’

N-1

o —1(S)] < Z ﬁ(tiﬁ-l —t;) = %

b b
/Ilé(t)H dt —1(9)| < / | & (8)|| dt — o

durch Anwendung der Dreiecksungleichung. &

und

Yo —1U(S)] <.

DEFINITION 12.6 Sind C4,...,Cn rektifizierbare Kurvenstiicke im R?, von
denen sich je zwei in hochstens endlich vielen Punkten treffen, so nennen wir die
Vereinigung C = C1y U Cy U --- U Cy eine Kette von Kurvenstiicken. Als Linge
einer solchen Kette wird v
=> L(C
i=1

definiert. Diese Ldngendefinition einer Kette ist unabhdngig von der Zerlegung
der Kette in rektifizierbare Kurvenstiicke.
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12.3 Skalare Kurvenintegrale

DEFINITION 12.7 Sei auf einem Kurvenstiick C' eine reellwertige Abbildung
f:C — R gegeben, so dass fiir eine Parametrisierung « : [a,b] — R? von C die
Abbildung f(a(.)) : [a,b] — R stetig ist. Nach dem Satz iber Parametertransfor-
mation ist dann f(3(.)) stetig fir jede Parametrisierung von C'. Skalares Kurven-
bzw. Wegintegral von f dber C' heifst der Ausdruck

/fds—/f ds—/f NI & (t)]| dt.

Die Grofe ds == || & (t)|| dt heift skalares Bogenelement.

Das skalare Kurvenintegral ist unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung
von C, denn fir «a(t) = B(®(t)), t € [a,b], r = h(t), r € [c,d] erhalten wir bei
Anwendung der Substitutionsregel

b .
/f (r)l dr = /f(ﬁ(@(t)))llﬁ( (DI (2)] dt

:/f NI & (1) dt.

DEFINITION 12.8 Seien C = UY ,C; eine Kette von Kurvenstiicken C;, und
f:C c R = R eine Funktion, so dass auf jedem Kurvenstiick C; mit der
Parametrisierung o; : [a;,b;] — R i =1,..., N, die Funktion f o o; auf |a;,b;]
stetig ist. Als Kurvenintegral tiber die Kette C' versteht man den Ausdruck

JRCEE i / ) ds = i / Flas@)l & @] dt

Eigenschaften skalarer Kurvenintegrale

Jorsngas=x [ passn [ gas

Integralabschitzung
/ f ds

Wir betrachten nun Anwendungen des skalaren Kurvenintegrals in der Physik.
Ein Draht mit der Massendichte p(z) (Masse pro Linge) sei durch ein Kurven-
stiick oder eine Kurvenkette C' C R? idealisiert. Dann sind

M:/Cp(x) ds

Linearitat

< L(C) sup | f(z)|
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die Gesamtmasse des Drahtes und S = (s, S2, $3) mit

1
Sk 1= 7 /C:Ukp(x) ds, k=1,2,3
ist der Schwerpunkt.

BEISPIEL 12.4 (Schwerpunkt eines Seiltinzers mit Balancierstange)
Der Seiltinzer sei durch

Cy:={(0,t): 0<t <18}
mit p1 = 32 und die Balancierstange durch
co = {(t,1.2 — 0.05t%) : |t| < 4}

mit po = 2 idealisiert. Zundchst bestimmen wir die Gesamtmasse

1.8 +4 2
4 Cy 0 4V 100

Anwendung der partiellen Integration und der Substitutionsmethode ergibt
12 t 12 t
14+ — dt = -4/1+ — + barsinh —
/\/ T 100 LTI R Tk

4 2
M = 57.6 + 3@ + 10arsinh =~ 65.8085

so dass wir

erhalten. Die x-Koordinate des Schwerpunktes ergibt sich zu Null. Fir die y-
Koordinate haben wir

2

_ 1 ds+i ds = Q/mtdwi /+4(1 2—0.05t%) 1+t— dt
Ys = 737 Clypl 7 @ym =, ), 12l VARET

Fiir das zweite Integral wenden wir die Substitutionsregel an und erhalten

16 49 2 96 /29 10 /2933
= —.3244 —arsinh - + —4{/— — —4{/—— ~ 1.034
Ys i 3.24 + Marsm 5 + Va2~ w7V 0346

12.4 Vektorielle Kurvenintegrale
DEFINITION 12.9 Unter einem Vektorfeld auf Q C R verstehen wir im fol-

genden eine stetige Abbildung v : Q C RY — R?. Ist v auf Q r-mal stetig diffe-
renzierbar, so spricht man von einem C"-Vektorfeld.
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Anschaulich denkt man sich jeden Vektor v(z) im Punkt x angeheftet. Beispie-
le von Vektorfeldern in der Physik sind Geschwindigkeitsfelder von Gasen oder
Fliissigkeiten, Gravitationsfelder, elektrische und magnetische Felder. Oft hingen
diese Felder noch zusétzlich von der Zeit ab.

DEFINITION 12.10 Seien v : Q C R?* — R? ein Vektorfeld auf Q und C' eine
regulire C*-Kurve in 0 mit der Parametrisierung « : [a,b] — R?. Das vektorielle
Kurven- oder Wegintegral ist durch

/Cv-~-da: ::/Cvldx1+~-~—|—vddxd:/abv(a(t))-&(t) dt

definiert. Das Symbol dx = (t) dt steht dabei fiir das vektorielle Bogenelement.

Beispiele fiir vektorielle Kurvenintegrale in der Physik sind

Vektorfeld Kurvenintegral
Kraftfeld Arbeit
Geschwindigkeitsfeld Zirkulation
elektrische Feldstérke elektrische Spannung
infinitesimale Warmeénderung | Warmemenge

Sind C ein C'-Kurvenstiick und «, 8 zwei C'-Parametrisierungen, so gibt es eine
Parametertransformation ® mit o = 3 o ®. Wegen

dndert sich das Vorzeichen des Kurvenintegrals im Falle ®'(¢) < 0. Wir verse-
hen die Kurve mit einer Orientierung und nennen eine Parametertransformation
orientierungstreu, falls ®'(¢) > 0. Unter orientierungstreuen Parametertransfor-
mationen bleibt das vektorielle Kurvenintergral invariant.

BEISPIEL 12.5 FEin Massenpunkt im Ursprung erzeugt ein Gravitationsfeld,
das bis auf einen konstanten Faktor gegeben ist durch

x 1 1
K(z) =— = — x
R R s R L W

Wird ein zweiter Massenpunkt der Masse 1 lings einer Kurve C C R3\{0} mit
der Parametrisierung « : [a,b] — R3 bewegt, so ist die an ihm geleistete Arbeit

das Wegintegral
b
/K~dx:—/ a(t)3-&(t)dt
c o lla@)ll
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Wegen
d 2 a(t) & (t)

dtfla@)  Ja®)]3

2 2
/CK-dx:w—m.

Wir sehen hieraus, dass in diesem Kraftfeld entlang geschlossener Kurven, keine
Arbeit geleistet wird.

haben wir

DEFINITION 12.11 Seienv: Q C R — R? ein Vektorfeld und oy, : [ax, by] —
Q Parametrisierungen requlirer Kurven Cy, so dass die Endpunkte ay,(by) mit den
Anfangspunkten ag1(ag1), k=1,..., N—1, zusammenfallen. Wir nennen C' =
C14+Cy+- - -+ Cy stickweis glatte Kurve und definieren die Lange der stiickweis
glatten Kurve durch L(C) = L(Cy)+---+ L(Cy) sowie das Kurvenintegral durch

N

v-dr = /v-dx
/C ; Cy

Eigenschaften vektorieller Kurvenintegrale

/ v-da::/v-dx—l—/v-dx
C1+Cy C1 Cz

/(/\v—i-,uw)'da::)\/v~dx—|—,u/w-dx
c c c

Integralabschitzung
/ v-dx
c

BEISPIEL 12.6 Fliefit durch einen Draht, der auf der xs-Achse liegt, ein kon-
stanter Strom, so erzeugt dieser nach dem Biot-Savartschen Gesetz ein Magnet-
feld auflerhalb des Drahtes, das durch

Additivitat

Linearitit

< L(C) sup |Jv(z)||

zeC

I 1 T2
H(r)= ————= | =

3
ERCEE A

gegeben ist. Die Integration tber eine geschlossene Kurve, etwa einen Kreis a(t) =
(rcost,rsint,0) ergibt

1 1
/H dx—— —(r?*sin® z + r® cos® +0)dz = —.

73 2r

o1



12.5 Konservative Vektorfelder und Potentiale

DEFINITION 12.12 Ein Vektorfeldv : Q C R — R? heifit auf Q konservativ,
wenn das Kurvenintegral tiber stiickweis glatte Kurven in € nur vom Anfangs- und
Endpunkt, nicht aber vom tibrigen Verlauf abhdngt.

FOLGERUNG 12.1 FEin Vektorfeld v ist genau dann auf ) konservativ, wenn
das Kurvenintegral tiber alle geschlossenen stiickweis glatten Kurven in €2 ver-
schwindet.

Oben sahen wir, dass das Gravitationsfeld eines Massenpunktes ein konservatives
Vektorfeld ist, dagegen das im Beispiel 12.6 gegebene Magnetfeld nichtkonservativ
ist.

THEOREM 12.3 Ein Vektorfeld v ist auf Q2 genau dann konservativ, wenn es
eine Ct-Abbildung U : Q — R gibt, so dass

v=VU = grad U.

In diesem Fall ist das Kurvenintegral iber eine Kurve C' vom Punkt P, nach P,
gegeben durch

/v-dx:U(Pg) - U(P),

c

U heifst Potential von v.

Beweis. Wir zeigen, dass jedes Gradientenfeld konservativ ist. Fiir jede C-Kurve
C mit der Parametrisierung « : [a,b] — R? in Q gilt

CU(a(t)) = grad Ula(1)- & (1) = v(a(t) & (1)

Das Kurvenintegral iiber C' ist dann

dt

Fiir eine stiickweis glatte Kurve C' = C; 4 --- 4+ Cy mit den Eckpunkten P;,
1=0,..., N, folgt

’ . b d
/Cv ~dr = /a v(a(t)) a(t) dt = /a —U(a(t)) dt = U(a(b)) — U(a(a)).

/Cv Cd = ;/C v-dz = ;(U(H) —U(P1)) = U(Py) — U(Py) -

Sei nun v ein konservatives Vektorfeld. Da das Kurvenintegral nur vom Anfangs-
und Endpunkt abhéngt, konnen wir einfacher

/v~dx:/ v-dx
C zo
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schreiben, wenn die Kurve von zy nach x verlauft. Wir setzen

und zeigen, dass U partiell differenzierbar mit grad U = v ist. Ist € , so gibt
es eine Umgebung von z, die ganz in (2 verlauft. Fiir hinreichend kleine h € R ist
dann auch =+ he; mit dem j-ten Koordinateneinheitsvektor in dieser Umgebung.
Wegen der Wegunabhingigkeit ist

z+he; h h
U(a:+hej)—U(:E):/ :/ v(x +tej) - e dt:/ vj(x + te;) dt
T 0 0

Differentiation nach h liefert

ou
%(z + he;j) = vj(x + he;),
J
woraus durch Grenziibergang h — 0 die Behauptung folgt. &

Zur Formulierung hinreichender Kriterien fiir die Existenz von Potentialen bend-
tigen wir einigen Begriffe zur Charakterisierung von Gebieten.

DEFINITION 12.13 Fin Gebiet (offene und zusammenhdngende Menge) heif$t
sternformig, wenn es einen Punkt oy € Q gibt, so dass mit jedem Punkt x € 2
auch die Verbindungsstrecke zwischen xo und x in S liegt. Anschaulich bedeutet
dies, dass man vom Zentrum xy aus jeden Punkt x € ) ’sehen’ kann. Fin Gebiet
Q C R? heifit einfach, wenn es das C?*-diffeomorphe Bild eines sternformigen
Gebietes ist.

Anschaulich entsteht ein einfaches Gebiet also durch "Verbiegen’ eines sternfor-
migen Gebietes. So ist der geschlitzte Kreisring

Q={(z,y) €R*: Ry < /22 +y2 < Ro}\{(2,0) e R*: 2 > 0}
ein einfaches Gebiet. Der C? Diffeomorphismus wird durch die Transformation

T =rcos¢, y=rsing, mit (r,¢) € (Ry, Ry) x (0,27) definiert.

Fiir C!-Vektorfelder findet man durch Anwendung des Satzes von H.A. Schwarz
die folgenden notwendigen Bedingungen fiir die Existenz eines Potentials.

o, U U duy,
Or,  Oxpdr; Ox;0x,  Ox;
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DEFINITION 12.14 Ein C!-Vektorfeld heifit rotationsfrei, wenn

U U
(%ck(?xz N 8.T28.Tk’

ik=1,....d

gilt. Mit dem Rotor

rot v := (V xv) = (803 Ovy Ovr  Ovz Ovy 8v1>

81’2 B 81’3’ 81’3 B 81’17 81’1 B 81’2

kann ein rotationsfreies Vektorfeld v im R3 auch kurz in der Form rot v = 0
geschrieben werden.

Beispiel 12.6 zeigt, dal die Rotationsfreiheit nur eine notwendige Bedingung fiir
die Existenz eines Potentials und damit der Wegunabhéngigkeit des vektoriellen
Kurvenintegrals ist.

THEOREM 12.4 (Hinreichende Bedingung fiir Existenz von Potentialen)
Das Ct-Vektorfeld v sei auf dem einfachen Gebiet Q rotationsfrei. Dann gibt es
auf Q0 ein Potential U mit v = grad U.

Beweis. Sei zundchst ) sternférmig. Vom Zentrum z, € 2 kénnen wir alle
Punkte x € ) sehen. Setzen wir

U(:B):/ v-dz,

so kann U(x) auch als Kurvenintegral entlang der Verbindungsgeraden, die durch
a(t) = o+ t(x — xp), t € [0, 1] parametrisiert wird, berechnet werden.

1 1 d
U(a:):/o o(z0 4+ Hz — 70)) - (& — 79) dt:/ 3 ol + to = ) o — ) .

0 =1

Differentiation des Parameterintegrals ergibt

(9 i !
Partielle Integration des zweiten Integrals beinhaltet

/0 ve((xg +t(x — x0)) dt = tog(zo + t(x — xo))’l — /0 t% (vp(zo + t(x — x0))) dt

- /ltzav’“ +t(z — o) (@ — woi) dt
= 81‘2 1’0 .7} To — Zo;
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woraus unter Beriicksichtigung der Rotationsfreiheit von v die Behauptung grad U(z) =

v(x) folgt.

Sei nun €2 einfach, d.h. das Bild eines sternférmigen Gebietes )y beziiglich eines
C?-Diffeomorphismus ¢ : Qg — . Dann ist

d
Zvoqﬁ a—ﬁel

=1

auf dem Gebiet {2y rotationsfrei. In der Tat folgen fiir

aus der Kettenregel

81' 8ma nam 82
g Z tn 060 06m | $~, () 00
m=1

Oy , 0zy Oy Oy, Oy 0y;
8wk - 8Um a¢n a¢m 82¢
oy Z | O Oy Dy * Z 3yi8yk’

Beriicksichtigt man die Vertauschbarkeit der gemischten partiellen Ableitungen
fiir ¢ sowie die Rotationsfreiheit von v, erhélt man
Oy, dyi

Damit hat das Vektorfeld w auf dem sternférmigen Gebiet )y ein Potential .
Wir zeigen, dass

U=Wog¢*
ein Potential fiir v ist. Nach der Kettenregel gilt
d
B 8¢‘1(£B)
(%ck Z 8ym (z) (%ck Z: oy,
und wegen
d
Ion(y
wn(y) = 3 on((y) 222 W)
n=1 8ym
folgt
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Die Differentiation der Identitit x = ¢(¢~1(z)) zeigt, dass

3¢ ¢, ()
Z 8ym C Or,

ist, woraus durch Einsetzen die Behauptung folgt. s
BEISPIEL 12.7 Wir zeigen, dass

ye™sinz +x +y
v(z,y,z) = xze¥sinz+z+y—z
ecosz —y+z

ein konservatives Vektorfeld auf dem R3 ist. Ferner bestimmen wir ein Potential
von v. Man erhdlt durch Differenzieren von

P = ye"sinz+x+vy
Q = zesinz+zr+y—=z
R = e"Ycosz—y+z

die Beziehungen
0P _0Q or _or  0Q _oR
oy Oz’ 0z Oz 0z Oy’

also ist v rotationsfrei. Das zu bestimmende Potential U gentigt

ou

=P =ye"sinz+x +y,
or

so dass )

U(z,y,z) = exysinzjt% + zy + Ay, 2)

mit einer noch zu bestimmenden Funktion \ gelten muss. Partielle Differentiation
nach y und Vergleich mit Q) ergibt die Forderung

oA
—_— = —Z
By Y )
aus der die Darstellung
2

My, 2) = % —yz + pu(z)

mit einer noch zu bestimmenden Funktion u resultiert. Differenziert man nun
2 2

Ul(z,y,2) :e:cysinz+%—l—:zy+%—yz+#(z)
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partiell nach z und vergleicht mit R, so erhdlt man
op
—_— =z
0z ’

oder bis auf einen additiven konstanten Summanden u = 2%/2. Das Potential ist
damit bis auf eine additive Konstante durch

2 2 2

U(iﬂ,y,Z)Zexysinz+%+xy+y§_yz+%

gegeben.
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13 Integralrechnung im R?

13.1 Integral fiir Treppenfunktionen

Im Folgenden betrachten wir beschrinkte, abgeschlossene Intervalle [a;, b;], ¢ =
1,...,d.

DEFINITION 13.1 Das direkte Produkt I := [ay,bi] X ... X |ag, bs] mit a; < b;,
1=1,...,d heifit d-dimensionaler Quader. Die Zahl

d

V() =] - a)

i=1

heifst Volumen des Quaders. Fin Quader heifit entartet, falls a; = b; fir ein
i=A{1,...,d} gilt oder gleichbedeutend, wenn V (I) = 0.

Eine wesentliche Eigenschaft des Volumens eines Quaders ist die Translationsin-
varianz, d.h. V(I + ¢) = V(I) fiir jeden Translationsvektor ¢ = (c1,...,cq). Sie
folgt einfach wegen

[+c:[a1—|—cl,b1—|—cl]X...X[ad+0d,bd+6d]

DEFINITION 13.2 Seien I,...,Ixy C RY kompakte Quader. Dann g¢ibt es
kompakte Quader Ji,...,Jy C R? mit paarweise disjunktem Inneren, so dass
jedes I; als Vereinigung geeigneter Jy dargestellt werden kann und

N M
JiN Jy=0 firi#j und | JI; = J;
i=1 j=1
J1, ..., Iy heifit Rasterung der I, ..., Iy.
In Abbildung 5 sind zwei Zerlegungen der Vereinigung zweier kompakter Quader

in R? in Mengen J; mit paarweise disjunkten Innerem dargestellt, deren Vereini-
gqung Uj J; = I U Iy ist. Nur eine der Zerlegungen stellt eine Rasterung dar.

DEFINITION 13.3 Sei I C R? die Vereinigung kompakter Quader I;,i =
1,...,N. Ferner set xy, die charakteristische Funktion der Menge I;, also

|1 fir zel
Xli(z)_{O fir x¢I;
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I2 J6 J? Jg

J | gy J5

Abbildung 5: Kompakte Quader I, I, C R? und eine Rasterung Ji,. .., Js von
I, I,. Beachte, dass Ji, J3, J5 keine Rasterung von I, I5 ist.

Dann heifit o : I — R mit (c;...,cy) € RY und

p(r) = Z cixr, ()

Treppenfunktion auf I. Ist das Innere der I; paarweise durchschnittsfremd, heifit
die Darstellung von ¢ disjunkt.

DEFINITION 13.4 Zwei Treppenfunktionen o, heiflen fast tberall gleich,
wenn sie sich hochstens auf Quaderrindern jeder zuldssigen Rasterung von I =
UN., I; unterscheiden.

Offensichtlich gibt es fiir jede Treppenfunktion ¢ : I — R eine disjunkte Darstel-
lung in der Form

M
o(x) = Z dixs,(z) fiir fast alle z € 1
j=1

wobei Ji, ..., Jy eine Rasterung von I ist.

LEMMA 13.1 Zu je zwei Treppenfunktionen @, : I — R gibt es eine Raste-
rung Ji,...,Jy von I, so dass mit geeigneten (cy,...,car), (dy, ..., dy)

M M
p(r) = ZCjXJj(fB), V() = ZdeJj(x) fiir fast alle x € I
J=1 j=1

gilt.

DEFINITION 13.5 Sei ¢ eine Treppenfunktion auf I in disjunkter Darstellung

o(z) = Zszl cexr, (), ;Z N }j: 0 firi # j und fir allei,j € {1,...,N}. Wir

definieren
N

/go(:v)dx = chV(Ik)

I k=1
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Beachte: [; o(x)dx héingt nicht von der speziellen disjunkten Darstellung ab. Fiir
jeden Quader J C I gilt

| et@rte = [ elap s

Im R? stellt ein kompakter Quader I ein Rechteck dar und das Volumen V/([},)
die Rechteckfliche. Das Integral iiber eine Treppenfunktion ¢ : I — R ist dann
als Volumen des aus Quadern I X [0, cg](c, > 0) zusammengesetzten Korpers
interpretierbar (vgl. Abb. 6).

} : c
Co| || . L / ,,,,,,,,,,,,,,,,,, 4‘2
| o

Abbildung 6: Integral einer Treppenfunktion im R? als Volumen zusammenge-
setzter Quader

Wir stellen nun einige leicht iiberpriifbare Eigenschaften des Integrals zusammen:

Eigenschaften des Integrals iiber Treppenfunktionen auf der Vereini-
gung kompakter Quader

1. Seien o, B € R und ¢, ¥ Treppenfunktion iiber der Vereinigung I kompakter
Quader. Dann gilt

/(agp + By dr = Oz/g@diE +4 /zbd:n (Linearitét).
I I I

2. Aus ¢(z) > 0 fiir fast alle x € I folgt

/ wdr >0 (Positivitét).
I

3. Aus p(z) = ¢(x) fur fast alle x € I folgt

/Igodx:/lzbdx.
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4. Gilt p(z) < ¢(x) fir fast alle z € I, so folgt

/ pdr < / Ydx (Monotonieeigenschaft).
I I

/1 o(z)dz

Im Spezialfall von kompakten Quadern kann die Integration in hoéherdimensio-
nalen Rdumen auf die Integration in niederdimensionalen Rdumen zuriickgefiihrt
werden. Dazu seien I C R? und J C R? kompakte Quader. Jeder Vektor z € RPH?
werde in der Form z = (x1,...,%p,¥1,.-.,Y,) = (2, y) geschrieben.

<|lell V(I) (Stetigkeit).

THEOREM 13.1 (Sukzessive Integration)
Fiir jede Treppenfunktion @ auf I x J gilt:

a) Fiir jedes feste x € I ist y — @(x,y) eine Treppenfunktion auf J.
b) x—p(x) = [, p(x,y)dy ist eine Treppenfunktion auf I.

c) f[xﬂp dz_f] dx_f] (fJSOx ydy)da:

Beweis. Die Treppenfunktion ¢ : I x J — R besitzt eine disjunkte Darstellung,
die auf einer Rasterung von I x J in RP*? basiert. Die Projektionen der entspre-
chenden Quader auf den R? bzw. R? bilden eine Rasterung von I bzw. J. Dann
ist I =2, I; J=UY, J; und

M N
:ZZQZJXIXJ z, y

i=1 j=1

fast tiberall. Wegen xr,x;(%,y) = xr,(z) - xu;(y) und V(I; x J;) = V(I;) - V(J;)
folgt



woraus c) folgt. &

THEOREM 13.2 (Additivitit des Integrals)
Fiir jede Zerlequng eines Quaders I = Uf\il I; mit ;Z N 3]: 0 bei j #1i gilt

/Iga(x)dx = é/j o(z)dr .

13.2 Integration stetiger Funktionen iiber kompakte Qua-
der

Grundlegend fiir die Erweiterung des Integralbegriffes von Treppenfunktionen
auf die Klasse der stetigen Funktionen ist die Moglichkeit, stetige Funktionen als
gleichméfligen Grenzwert von Treppenfunktionen zu approximieren. Die Technik
der Erweiterung ermoglicht nicht nur die Erweiterung auf stetige Funktionen
sondern auf die Klassen aller Funktionen, die sich als gleichméfliger Grenzwert
von Treppenfunktionen ergeben.

THEOREM 13.3 Ist f auf dem kompakten Quader I stetig, so gibt es zu jedem
e > 0 eine Treppenfunktion ¢ auf I mit || f — ¢|| < e, wobei ||®|| = sup,¢; |P(z)]
qgilt.

Beweis. Zur besseren Veranschaulichung fithren wir den Beweis im Fall d = 2.
Die Funktion f ist laut Voraussetzung stetig und somit ist f auf I gleichmé&fBig
stetig. Somit gilt

Ve>036(e) >0,Ve,y € I mit |z —y| <b(e) = |f(z)— fly)|<e.

Wir setzen hy := (b — ay)/N und hy := (by — az)/N. Wenn N hinreichend grof}
ist, dann gilt \/h? + h% < 6(¢). Wir definieren nun die Treppenfunktion (vgl.
Abb. 7).

f(a1 + ’ihl, ag —thg) falls a; + ’ihl S T <a+ (Z + 1)h1
as + jhy <y <as+ (j + 1)hy
on(z,y) = f(ay +ihq, hs) falls y=by, a1 +ihy <z <a;+(i+1)hy .
f(bl, a9 +]h2) falls r = bl, a9 —|—jh2 S Yy < az + (] + 1)h2
f(bl, bg) falls T = bl, Yy = b2
Dann gilt || f — on] <e. s
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/ /

Abbildung 7: GleichméBige Approximation einer stetigen Funktion durch eine
Folge von Treppenfunktionen.

KOROLLAR 13.1 Zu jeder auf dem kompakten Quader I stetigen Funktion
f gibt es eine Folge von Treppenfunktionen ¢,, die gleichmdfig auf I gegen f
konvergiert.

Beweis. Zu ¢ = 1/n exitiert ein ¢, mit ||f — @,|| < 1/n. L

DEFINITION 13.6 Sei f : I — R Grenzwert einer Folge gleichmdf$ig auf I
konvergierender Treppenfunktionen @,. Wir definieren

/If(x) dr = lim Igon(x) dx

n—oo

Damit die Definition Sinn macht, ist einerseits die Existenz des Grenzwertes der

Zahlenfolge
( / on(T) dx)
1 n>1

und andererseits die Unabhéingigkeit des Grenzwertes von der Auswahl der f ap-
proximierenden Folge von Treppenfunktionen zu sichern.

Existenz des Grenzwertes:
Wegen der gleichméBigen Konvergenz der Folge (¢,)n>1 gegen f haben wir zu-
néchst

Ve >0 dny(e): Vn,m > ng(e)
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lon = omll = llon = f + F = omll < If —enll + If — omll < 2.
Linearitéit und Stetigkeit des Integrals {iber Treppenfunktionen ergibt

/1 o (2)dz — /1 o () da

[en=em@lia

< len —emll V()

< 2eV(I) <¢e”

([ontoras) N

Cauchyfolge in R und damit konvergent.

Also ist die Zahlenfolge

Unabhéngigkeit des Grenzwertes von der approximierenden Folge:
Seien (pn)n>1 und (1),>1 zwei die Funktion f auf I gleichméfig approximierende
Folgen von Treppenfunktionen. Wir betrachten

lon = nll < llon = FII+ If = ¥nll <26 VR >mno(e).
Daraus folgt

Jon@rd= [nta)ds| = | [0 =)o) do

so dass die Differenz der Approximationen fiir n — oo gegen Null strebt. Die

Zahlenfolgen
(foers) o (i)

konvergieren somit gegen den gleichen Grenzwert. s

< V(ID)len = tull <26V (1),

Ubliche Schreibweisen fiir d = 2,3 sind

b1 b2

a/a/f(x,y) dydz = /If(z) dz I =la,b] % [az, bo]
sowie o
b1 by bs
a/a/a/f(x,y,z) dzdydr = /If(z) dzI = [a1, ] X [as, bo] ¥ |as, bs).

Einige Eigenschaften des Integrals iiber Treppenfunktionen lassen sich auf den
Fall von stetigen Integranden iibertragen.
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Eigenschaften des Integrals iiber stetigen Funktionen:

(a) Seien «, 5 € R bzw. C und f,g € C(I). Dann gilt

/(af + Bg)(z) dx = oz/lf(x) dx + ﬁ/jg(x) dr (Linearitit)

I

(b) Ist f(z) < g(x) fiir alle z € I, so gilt

/ f(z)dx < / g(x)dx (Monotonieeigenschaft)
I I

(c) (Stetigkeitseigenschaft)

/If(:B) dx

< / @) de < IFIVD).
(d) (Definitheit

)
/I|f(w)|dx=0 . f@)=0 Vrel

THEOREM 13.4 (Parameterintegrale)
Sei I ein kompakter Quader im R? und J ein reelles Intervall. Dann gilt:

(a) Ist f: I x J — R stetig, so ist

t— F(t) = /If(x,t) dx

stetig in J.
(b) Existiert zusdatzlich
a—f IxJ—R
ot
und ist diese Funktion stetig, dann ist F eine C-Funktion auf J und es gilt
of
F'(t)= | —=(x,t)dx.
0= [ Ftd

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir J als kompakt vor-
aussetzen.
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(a) fist auf I x J gleichméBig stetig, d. h. fiir alle € > 0 existiert ein §(g) > 0,
Veels,ted mit|t—s|<déle) = |f(z,s)— flz,t)] <e.

Fiir |t — s| < ¢ gilt also

[F(s) = F(1)] = (f(:n s) — f(x,t))dx

< /|fxs a:t)|d:n<5V(I)

Also ist F'(t) sogar gleichméBig stetig auf J.
(b) Wir fixieren ¢ € J und betrachten:

F(s)=F() [0f B /fxs — fz,t) Of
‘ s—1 i ot g
fla,s) — fz,t)  Of
< 2
< /I — g (x,t)|dx
Der Mittelwertsatz liefert
flz,s) — fz,t) _Of
t — 1
Py 8t( + (s —t)) ¥ € (0,1)
: L o of
und mit der gleichméfigen Stetigkeit von N auf [ x J folgt
af of
‘875 (x, t+3I(s—1t)) — at(x t)' 5
fiir alle s, ¢t mit |s — ¢| < §(¢). Daraus folgt
F(s)— F(t) of
RV SVAN B <
‘ P Iat(x,t)dx <eV(I)
Gehen wir zum Grenzwert s — t iiber, so folgt die Behauptung. &

THEOREM 13.5 (Sukzessive Integration)
(a) Fiir eine auf einem Rechteck [ay,by] X [ag, by stetige Funktion f gilt:

[ [ e dydx/(/m dy) dxj(m/’“m,y)dx) W

a1 a2 a2

Dabei sind x — F(x f f(z,y)dy undy — F(y fal f(z,y) dx stetige
Funktionen auf [al,bl] baw. [az, bs).
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125~ Zelle von Ky

Abbildung 8: Quaderzerlegung offener Mengen

(b) Fiir einen Quader I x J und die auf I x J stetige Funktion f gilt:

[ seasay= [ ([ swaar)ae= [ ([ s@ac)a

wobei I C RP und J € R? kompakte Quader sind.

Beweis. Ausnutzung der Approximierbarkeit stetiger Funktionen durch Trep-
penfunktionen

13.3 Integral von stetigen Funktionen iiber offenen Men-
gen

THEOREM 13.6 (Quaderzerlegung offener Mengen) Seien () # Q C R¢
und Q offen. Dann existiert eine Folge kompakter Quader {1;}52, mit paarweise

disjunktem Innern, d.h. ;j N }k: 0 Vi, k:j+#k, sodass
(i) o= 1,
j=1

(ii) jede kompakte Teilmenge von Q) bereits durch endlich viele dieser Quader
tiberdeckt wird.

Beweis.

(i) Zur Vereinfachung der Darstellung betrachten wir nur den Fall d = 2. Wir
iiberziehen R? mit einem Netz von Quadraten. Dabei ist das Netz O-ter
Stufe durch die Gitterlinien x = k, y = [, k,l € Z definiert. Das Netz 1-ter
Stufe hat die Gitterlinien z = k/2, y = 1/2, k,l € Z, das Netz 2-ter Stufe
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die Gitterlinien x = k/2% y = /2% k,l € Z, allgemein das Netz m-ter
Stufe die Gitterlinien = = k/2™, y = /2™, k,l € Z. Wir bezeichnen durch
K, die Vereinigung aller kompakten Gitterzellen der O-ten Stufe, die in €2
enthalten sind. Weiter sei K die Vereinigung aller kompakten Gitterzellen
der 1-ten Stufe, die in €2 aber nicht in K, enthalten sind, allgemein sei K,
1 € N, die Vereinigung aller kompakten Gitterzellen der i-ten Stufe, die in
(2 aber nicht in der Vereinigung der K, j = 0,...,i—1, enthalten sind (vgl.
Abb. 8). Nach Konstruktion gilt dann

QcC G K;.
j=0

Sei nun xg € () beliebig, aber fest. Da 2 offen ist, gibt es eine Kugel
K(xg,r) C Q. Wir betrachten das Quadrat m-ter Stufe, das z, enthilt
(im Fall, dass zo zu mehreren Quadraten m-ter Stufe gehort, wihlen wir
ein beliebiges dieser Quadrate). Fiir hinreichedn grofies m ist 27™/2 < r
und damit das Quadrat vollstindig in K (z, ) enthalten. Somit finden wir
zu jedem z( € Q) ein m = m(xg) mit

m(zo

) 00
g € U K, C UK’
=0 =0

Dies bedeutet, dass €2 Teilmenge der Vereinigung aller K;, i = 0,1, ... ist.
Zusammen mit der Konstruktion der K; bedeutet dies, dass

=0

Die Vereinigung der K;’s enthélt abzéhlbar viele Quadrate I (kompakte
Quader), denn

e die linken unteren Ecken der Quadrate haben rationale Koordinaten
und

e die Vereinigung nur endlich vieler kompakter Quader I wire kompakt
und nicht offen.

Dies beweist die erste Behauptung des Satzes.

Sei 2 =R?, K C Q und K-kompakt. In diesem Fall iiberdecken bereits die
endlich vielen Gitterzellen der nullten Stufe, die mit K einen nichtleeren
Durchschnitt haben, K. Betrachten wir nun den Fall, dass € # R2. Dann
gibt es Randpunkte von 2. Sei r = dist (K,02)/2 der halbe Abstand von
K zum Rand 0f). Dann ist die Kugel K (z, ) fiir alle z € K in 2 enthalten
und bis zur Stufe m, wobei 272 < 1, ist K vollsténdig durch Gitterzellen
iiberdeckt. &
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DEFINITION 13.7 Seien Q C R? offen und f : Q — R stetig. Die Abbildung
f heifst dber Q integrierbar, wenn es eine Zahl M > 0 gibt, so dass

N
S [ 1f@lde < M
k=1 "k

fiir je endlich viele kompakte Quader I, ..., Iy in Q mit paarweise disjunktem
Inneren gibt. Fir integrierbare Abbildungen f ist das Integral durch

/f(zt)dxzz f(z)dx
{ k=1 "

definiert, wobei {I;}2, eine Quaderzerlegung von ) ist.

BEMERKUNG 13.1 (i) Die Reihe ist absolut konvergent. Der Reihenwert
ist unabhdngig von der gewdhlten Quaderzerlegung von ).

(ii) Ist f auf der Vereinigung kompakter Quader I stetig, so ist f auch tber das

Innere von I also 2 :=] im Sinne der obiger Definition integrierbar und es

qilt
/}f(ac)dx:/lf(x)dx.

Eigenschaften des Integrals integrierbarer Abbildungen iiber offenen
Mengen :

1. Integrierbarkeit und Linearitét
Sind f und g integrierbar iiber 2 und «, § € R, dann ist a f +3g integrierbar
iiber Q) . Ferner gilt:

/Q(af+ﬁg)dx=a/gfdx+ﬁ/ggda;.

2. Monotonie
Sind f und g integrierbar iiber 2 mit f < g fast iiberall in €2, so gilt

/Qfdxg/ﬂgdzn.

3. Integrierbarkeit und Integralabschitzung
Die Abbildung f ist integrierbar iiber {2 genau dann, wenn die Abbildung
| f| integrierbar tiber €2 ist. Es gilt die Abschéitzung:

/Qf(x)dsn S/ﬂlf(:z)|d:v.
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4. Majorantensatz
Besitzt die stetige Abbildung f : 2 — R eine integrierbare Majorante, so
ist f iiber €2 integrierbar.

5. Zerlegung in den positiven und negativen Anteil
Die stetige Abbildung f : 2 — R ist genau dann integrierbar iiber €2, wenn
der positive und negative Anteil von f, d.h.

fo) = 5(UF@I+ @) wd f @) = S(5@)] - f(2),

iiber () integrierbar sind. Insbesondere gilt

Aﬂmmzéh@m—éﬁ@m.

Beweis. Definition und Eigenschaften des Integrals stetiger Funktionen iiber
kompakte Quader. [

THEOREM 13.7 (Integrierbarkeit) Jede auf einer beschrinkten offenen Men-
ge Q) beschrdnkte, stetige Funktion f : ) — R ist tiber €0 integrierbar.

Beweis. Folgerung aus dem Majorantensatz. s

THEOREM 13.8 (Allgemeiner Satz iiber sukzessive Integration) Seien
Qo C R? eine offene Menge, g, h : Qo — R stetig mit g(z) < h(x) fiir alle x € Q
und f: Q — R stetig auf

Q= {(z,y) e R : g(2) <y < h(z), x € Q}.
Fiir alle kompakten Teilmengen I C €y existiere eine Konstante Cy, so dass

[f(z,y)] < Cr¥(z,y) € {(z,y) €R*: g(2) <y < h(z), z € I}.

Dann sind
) )
Fa@) = [ fegd 6@ [ Ieyldy
9(x) 9(z)

auf Qo stetig. Ist G iber Qg integrierbar, so ist auch f tiber £ integrierbar und
es gilt mit der Bezeichnung z = (x,y)

/Qf(Z)dz:/QOF(:B)dx:/QO /)f(x,y)dydm_
)
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Das d-dimensionale Volumen offener Mengen

Im folgenden definieren wir fiir offene Mengen das d-dimensionale Volumen und
zeigen, dass beschrinkte offene Mengen ein endliches Volumen besitzen. Sei €2

eine offene Menge und 2 = U I}, eine Zerlegung in kompakte Quader. Dann
k=1

V() :/me - ivuk)

falls die Reihe konvergiert, andernfalls V' (2) = oo. Beschrénkte offene Mengen
haben somit ein endliches Volumen.

setzen wir

13.4 Der Transformationssatz

Im eindimensionalen Fall und stetigem Integranden kann zur Transformation die
Substitutionsregel

g(b) b
/ F(y) dy = / fo(@)d (@) dz  g'(z) £0 Vo € (a,b)
g(a) a

herangezogen werden. Der Transformationssatz verallgemeinert diese Regel auf
beliebige Raumdimensionen.

THEOREM 13.9 (Transformationssatz) Seien 2 und Q' offene Mengen im
R?, g : Q — Q ein C'-Diffeomorphismus. Dann ist die stetige Funktion f auf
Y = g(2) genau dann iber Q' integrierbar, wenn (f o g) - |det ¢’| dber Q inte-
grierbar ist. Dariiber hinaus gilt

[ twdy= [ Hlaa)ldet (o) de.

Beweis. Siehe Abschnitt 9.2 in Konigsberger, K.: Analysis 2, Springer 1999, S.
293-298. L

Der Transformationssatz findet hdufig Anwendung bei der Transformation auf
neue Koordinatensysteme, z.B. Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten. Das Ziel
einer solchen Koordinatentransformation ist es, das Gebiet oder/und den Inte-
granden zu vereinfachen, so dass die Berechnung des mehrfachen Integrals ver-
einfacht wird.
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Polarkoordinaten

Polarkoordinaten beschreiben die Lage eines Punktes (y1,v2) = (x,y) durch die
Angabe von (x1,z5) = (r, @), wobei die Abbildung g gegeben ist durch

X =T CoSp, y = rsin @, r>0, ¢ € (—m +m)
(vgl. Abb. 9). Der Winkelbereich kann auch durch andere 27 lange Intervalle, etwa

(0,27) ersetzt werden. Der Betrag der Determinate der Jacobi-Matrix berechnet
sich zu |det ¢'| = r.

yl

Abbildung 9: Polarkoordinaten.

BEISPIEL 13.1 Gesucht sei das Integral von f(x,y) = x + 3y tber den Ein-
heitskreis. Das Integral ist gleich dem Integral tiber den geschlitzten Einheitskreis
O ={(z,y) : 2> +y* <1, \{(z,0) : =€ (—1,0]}, der das Bild des (offenen)
Rechteckgebietes Q = {(r,¢) : r € (0,1), ¢ € (—m,+m)} ist (vgl. Abb. 10).
Somit gilt

1 =
/(x+3y)dxdy://(rcos<p+3rsin<p)-rd<pd7‘20.
, 0 —m
SOK
+m 0
I r
—

Abbildung 10: Geschlitzter Einheitskreis Q' (links) als Bild des in Polarkoordina-
ten gegebenen Rechtecks € (rechts).
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Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten beschreiben die Lage eines Punktes (y1,v2,y3) = (,y, 2)
durch die Angabe von (1,2, x3) = (7, p, 2), wobei die Abbildung g gegeben ist
durch

T = rCos, y = rsin @, z =z, r>0, p€(—m+n), z€R

(vgl. Abb. 11, links). Der Betrag der Determinate der Jacobi-Matrix berechnet
sich zu |det ¢'| = r.

z

P'(z,y,0)

Abbildung 11: Zylinderkoordinaten und Kugelkoordianten

Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten beschreiben die Lage eines Punktes (y1, 2, y3) = (z,y, z) durch
die Angabe von (x1,xs,z3) = (1, , 1), wobei die Abbildung g gegeben ist durch

X = 7 Cos psin, y = rsin @ sin ¢, z =rcos?,

r>0, g€ (—m+m), ¥ (0,n)

(vgl. Abb. 11, rechts). Der Betrag der Determinate der Jacobi-Matrix berechnet
sich zu | det ¢’| = r?sin ).

BEISPIEL 13.2 Es soll das Volumen einer Kugel mit dem Radius R bestimmdt
werden. Wir legen den Mittelpunkt der Kugel in den Ursprung. Das Volumen ist
gleich dem Volumen der geschlitzten Kugel

A ={(z,y,2) : 22 +y*+22 < R* W\{(z,0,2) : 2 €[0,R)},
die das Bild des Whiirfels
Q={(r,o,9) : T€(0,R), ¢ €(0,2m), ¥ € (0,7) }
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in Kugelkoordinaten ist. Der Transformationssatz gibt folgende Rechnung

R 2n 7
V = /1da:dydz:/r2sin19drd<pd19:///rzsinﬁdﬁdgodr
l “ 00 0
R 2r R A
= //(—7“200519) }g dgpdr:47r/r2dr: %R?’.
0 0 0
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14 Oberflichenintegrale

14.1 Flichenstiicke in R?

DEFINITION 14.1 Unter einer Flichenparametrisierung verstehen wir eine
injektive C™-Abbildung (r > 1) auf einem Gebiet U C R?, ® : U — R3, deren
partielle Ableitung 01P(u), 02P(u) an jeder Stelle w € U linear unabhdingig sind.
Fiir eine feste Stelle u = (uy, us) des Parameterbereiches U sind

s+ P(uy + s,uz) und ¢t — P(uy, us +t)

fiir hinreichend kleine |s]|, |t| < 1 glatte C'-Kurven auf der Bildmenge ®(U). Die
Tangentenvektoren an diesen Koordinatenlinien im Punkt v = (uy, uy) sind (vgl.
Abb. 12)

d d
(91<I>(u) = —<I>(u1 —+ S,UQ>|S:0 y (92<I>(u) = —<I>(u1,U2 + t)|t:0

ds dt
T 50
’\ 61(1)(’&) Uz
S
() o
Yy Uy

T

Abbildung 12: Flichenparametrisierung ® : U — R3.

BEISPIEL 14.1 Eine durch die Punkte P; = (x4, v;, 2;),1 = 1,2,3 gehende Ebe-
ne kann durch die Flichenparametrisierung ® : R? — R3 mit

CID(ul,u2):P1+u1(P2—P1)+U2(P3—P1)

beschrieben werden. Die Forderung der linearen Unabhdngigkeit von 0,®(u) =
Py, — P, und 0,®(u) = Py — Py bedeutet, dass die drei Punkte tatsdchlich eine
Ebene aufspannen und nicht auf einer Geraden liegen.

BEISPIEL 14.2 Die obere Hemisphdre einer Kugel vom Radius 1 mit Mittel-
punkt im Ursprung kann durch die Flichenparametrisierung ® : U — R3 mit
U= {(uy,uz) € R? : u? +ul < 1}

U1

D(ug,ug) = Us

2 2
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beschrieben werden.

BEISPIEL 14.3 FEine Fldichenparametrisierung der Sphdre einer Kugel vom Ra-
dius 1 mit Mittelpunkt im Ursprung findet man durch Einfihrung von Kugelko-
ordinaten x = rcospsind,y = rsinpsind,z = rcost wie folgt. Wir setzen
r=1,0=u,9 =uy sowie U= {(u,uz) € R?: 0 <y <2m,0 < uy <7}

COS U7 Sin Uy
D (ug,ug) = | sinwugsinug
COS Us

Beachte, dass diese Flichenparametrisierung den Nullmeridian einschliefSlich des
Nord- und Sidpols nicht enthdlt (vgl. Abb. 13, links).

=y

T

Abbildung 13: Sphéire ohne Nullmeridian (links) und geschlitzter Kreiskegelman-
tel (rechts).

BEISPIEL 14.4 Um eine Fldchenparametrisierung des geschlitzten Kreiskegel-
mantels (vgl. Abb. 13, rechts) zu finden, gehen wir von Zylinderkoordinaten x =

rcosd,y = rsind,z = z aus und setzen r = z = uy und ¥ = uy, so dass
U={(u,up) € R?:uy > 0,0 <uy <2r} und ®: U — R3 durch

U1 COS Ug
O(u) = | wpsinug
Uy

gegeben ist. Die lineare Unabhdngigkeit der beiden Tangentenvektoren
01P(u) = (cosug,sinug, 1), aP(u) = uy(—sinug, cos ug, 0)
15t wegen
i J k
O1P(u) X Op®P(u) =uy| cosuy sinug 1 | = uy(—cosuy, —sinug, 1)
—sinug cosug 0
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|01® (1) x Dy®(w)]| = uyv/cos? us + sin®uy + 1 = ug > 0
fiir jedes uw € U gegeben.

DEFINITION 14.2 Eine Menge M C R3 heifit C"-Fldchenstiick, wenn sie das
Bild einer C"-Flichenparametrisierung ® : U C R? — R3 mit stetiger Umbkehr-
abbildung ist (r > 1). Eine solche Parametrisierung nennen wir zuldssig.

BEMERKUNG 14.1 Fldchenstiicke sind zweidimensionale Analoga zu Kur-
venstiicken. Wdhrend wir bei der Parametrisierung von Kurvenstiicken einen
kompakten Parameterbereich vorausgesetzt haben, betrachten wir den Parameter-
bereich U C R? bei der Parametrisierung von Flichenstiicken als Gebiet (offene
und zusammenhingende Menge). Diese Betrachtungsweise vermeidet Schwierig-
keiten bei der Differenzierbarkeit am Rande.

Wie im Fall von Kurvenstiicken lassen sich verschiedene Parametrisierungen ein
und desselben Fléchenstiickes ineinander “umrechnen”.

THEOREM 14.1 Zu je zwei zuldssigen C-Parametrisierungen ® : U — R3, ¥ :
V — R3 eines C"-Flichenstiickes M C R® gibt es einen C"-Diffeomorphismus
h:U—V mit

d=Voh

Der CT-Diffeomorphismus h heifst Transformation zwischen W und ®.

14.2 Beispiel zur Approximation des Flacheninhaltes ge-
kriimmter Flichen

Die Bestimmung des Fldcheninhaltes gekriimmter Flidchen (zweidimensionales
Problem) &hnelt dem Problem der Bestimmung der Bogenlénge einer Kurve (ein-
dimensionales Problem). Die Bogenlidnge rektifizierbarer Kurven haben wir in
Abschnitt 12.2 als die kleinste obere Schranke der Lénge aller Sehnenpolygone
definiert. Sie ist damit als Grenzwert einer Folge von Polygonzugléngen bestimm-
bar. Dies legt die Idee nahe, den Inhalt gekriimmter Flidchen als Grenzwert einer
Folge von Polyederflichen zu bestimmen. Das folgende auf H.A.Schwarz, 1843-
1921 zuriickgehende Beispiel zeigt jedoch, dass dieser Zugang allein nicht zum
Ziel fiihrt.

BEISPIEL 14.5 Approzimation der Mantelfiiche eines Zylinders durch eine
Folge von Polyederflichen.

7



Die Mantelfliche eines Zylinders vom Radius R mit der Hohe H betriagt bekannt-
lich Ay; = 2nRH. Wir wollen die Mantelfliche durch eine Folge von Polyeder-

flaichen approximieren und zerlegen hierzu den Zylinder in m Scheiben mit dem
Radius R und der Hohe £ (vgl. Abb. 14).

~— 1

Abbildung 14: Zerlegung der Mantelfliche in m Teilfldchen.

Der Umfang jeder Scheibe werde in n gleiche Teile zerlegt, wobei die Teilpunkte
auf der oberen zu denen auf der unteren Deckfliche um einen Winkel von jeweils
T verdreht werden (vgl. Abb. 15).

Abbildung 15: Zerlegung des Umfangs der Scheibe in n = 5 gleiche Teile (die
Teilpunkte mit der gleichen Markierung entsprechen der oberen bzw. unteren
Deckfléche).

Die Mantelfliche eines Teilzylinders wird nun in 2n gleich grofie Dreiecksflichen

zerlegt, wobei ein Dreieck durch zwei Teilpunkte der unteren Deckflache und dem
dariiberliegenden Teilpunkt der oberen Deckfliche gebildet wird (vgl. Abb. 16).
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Abbildung 16: Ein Dreieck der die Mantelfliche des Zylinders approximierenden
Polyederflache.

N/

Die Mantelfliche des Zylinders mit dem Radius R und der Hohe H wird nun durch
die so konstruierte Polyederfliche, bestehend aus 2nm gleich groflen Dreiecken,
approximiert.

Zur Berechnung des Flicheninhaltes eines dieser Dreiecke bestimmen wir zu-
néichst die Lange der Grundlinie g (vgl. Abb. 16 bis Abb. 18).

313

A‘.b
N,

313

Abbildung 17: Berechnung der Grundlinie des Dreiecks aus Abb. 16.

Es ist g
sin T_2
n R’
also -
g =2R sin —
n
h H x
m n x
¢ T
Abbildung 18:
Wir haben

T
=R — Rcos—
n
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und

woraus fiir die gesuchte Hohe

h#(g)lm (1-eosT)

folgt. Ein Dreieck besitzt damit den Fldcheninhalt

2
AA:M =R sinz\/<£) —|—4R23in421 ;

n m n

die konstruierte Polyederfliche demnach den Flacheninhalt

2
Ap =2nmR sin E\/(E) + 4R?sin? 21 . (2)

n m n

Wir sehen, dass zwar lim,, ;oo Aa = 0, jedoch ist der Grenzwert der Polyeder-
fliche A, vom Verhéltnis m zu n? abhingig.

Wir formen (2) um und erhalten

i AR2
Ap =2nRH Sl?r"\/l—i- 772 m%in‘*%

n

Sei nun oy, , = %m sin? - und die Konstruktion der Polyederfliche derart ge-

wéhlt, dass lim,;, 00 m = 0. Dann folgt wegen lim,_,o Sig” =1 leicht

lim Ap=27RH

m,n— 00

Die Folge der Polyederflache approximiert also die Mantelfldche des Zylinders.

Der Grenzwert lim,, ;oo Qm , existiert jedoch nicht, genauer: in Abhéngigkeit
vom Verhéltnis m/n? kénnen verschiedene nichtnegative Zahlen o angenommen
werden. Um dies zu sehen, betrachten wir m = pn?, p € N, und den Grenzwert
fiir n — oo. Dies ergibt

T
lim o,,,, = lim =——=pn? sin® —
n—00 ’ n—oo H p 2n
ia2
PR 5 .. S PR,
= lim > o= = o
2H T n—00 (21)2 2H m
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Fiir den Grenzwert der Polyederflichen in diesem Fall also

lim Ap =27RHV1+ a2

m,n—00

Aus dieser Darstellung folgern wir, dass

sup A, = +oo.

m,neN
Obgleich die Mantelfliche des Zylinders Ay, = 2rRH einen endlichen Wert hat
ist die Folge der Polyederflichen nicht beschrankt. Somit kann der Inhalt ge-
kriimmter Fldchen nicht als kleinste obere Schranke aller Polyederflichen defi-
niert werden (Unterschied zur Lange einer rektifizierbaren Kurve).

In unserer obrigen Konstruktion wird der richtige Wert approximiert, wenn o = 0
ist. Was bedeutet dies geometrisch? Wir betrachten hierzu Abb. 19 und bestim-
men den Winkel v zwischen der Normalen n; der Mantelfliche des Zylinders und
der Normalen n, eines Dreiecks der Polyederfliache.

ni

Y

Abbildung 19: Winkel zwischen den Normalen der Mantelfliche und der appro-
ximierenden Polyederfliche.

Fm( =

T

R(1—cosZ)m  2Rmsin® -

=z
2 H B H

m

tany =

Somit ist vy, ,, = tan~y und lim,, .o Ap = Ay = 2rRH genau dann, wenn nicht
nur die Flécheninhalte der Dreiecke gegen Null gehen, sondern zugleich auch die
Fldachennormalen der Dreiecke, in die Flidchennormale der gekriimmten Oberfliche
iibergehen. Diese Erkenntnis werden wir im Folgenden bei der Definition des
Inhaltes gekriimmter Fléchen beriicksichtigen.

14.3 Der Fliacheninhalt von Flichenstiicken

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass es nicht geniigt, den Fldchenin-
halt einer gekriimmten Flidche durch eine Polyederfliche zu approximieren. Es
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war wesentlich, dass im Grenzprozess auch die Flachennormalen der gekriimmten
Fliche und der Polyederfliche ineinander iibergehen. Die Idee, die wir nun ver-
folgen, approximiert den Flacheninhalt einer gekriimmten Fléche lokal durch den
Flacheninhalt eines Parallelogramms auf der Tangentialebene der Flache. Damit
sichern wir im Grenzprozess das Ineinanderiibergehen der beiden Flachennorma-
len.

Es sei eine Flichenparametrisierung ® : U C R? — R3 vorgegeben. Das Bild
eines differentiell kleinen Rechteckes R = [u1, u; + Auy| X [ug, ug + Aus] im Para-
meterbereich ist ein krummlinig berandetes Viereck auf der gekriimmten Flache
(vgl. Abb. 14.3)

Do ®(u) 01D (u)

L

P (u) L u +Au; wg

Wir approximieren nun den Flécheninhalt des krummlinig berandeten Viereckes
durch den Flacheninhalt der Projektion auf die zugeordnete Tangentialebene. Die
Darstellung des dabei entstehenden ebenen Parallelogrammes ergibt sich leicht
aus der Taylorschen Formel

O(u+h) = &(u)+0P(u)hi+0P(u)he =: U(uth) V(hi, hs) € (0, Aug)x (0, Auy)

Der Fliacheninhalt des Parallelogrammes ist gleich dem Betrag des aus den beiden
Vektoren 0y ®(u)Auy und 0, (u)Aus gebildeten Kreuzproduktes. Also gilt fiir das
approximierte Fliachenelement

Ae = [|01P(u) X 02P(u)||AusAusg
Setzen wir g; x(u) := (0;®(u), OxP(u)) und die Gramsche Determinante von ®

g11 912
921 g22

o0 = det(as) = |

so konnen wir schreiben (¢ sei der Winkel zwischen 0, ®(u) und 9x®(u))

10:2(u) x @ ()| = 91 ®(w)|* o (u)|* sin®
= [10:2(u)]* 192 (w)|* (1 — cos )
= [10:2(u)|* 102 (u)||* — (818 (w), B,8(u))* = g(u)
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Fiir ein differenziell kleines Fldchenelement A, folgt dann

Ae ~ 1/ g(u)AulAu2 y

und bei Zerlegung des Flachenstiickes in N Fléchenelemente

N
AV g(ue) Auy Auy
e=1
Fiir N — oo erhalten wir das Integral

A(M) :://UMdulduQ :

das wir zur Definition des Flacheninhaltes des durch die Parametrisierung ge-
gebenen Flachenstiickes M verwenden wollen. Die Definition macht nur dann
Sinn, wenn der Fliacheninhalt A(M) nicht von der gewihlten Parametrisierung
abhingt.

LEMMA 14.1 Die Zuordnung M +— A(M) ist von der gewdhlten Parametri-
sierung von M unabhdngig.

Beweis: Seien ® : U C R? — R3 und ¥ : V C R? — R3 zwei Parametrisierungen
des C"-Flichenstiickes M C R? und g(u) bzw. g*(v) die zugeordneten Gramschen
Determinanten. Dann gibt es einen C"-Diffeomorphismus h mit & = ¥ o h. Nach
der Kettenregel gilt

81@(’&) = 81\11(h(u))81h1 + agq/(h(u))alhg s

Hieraus folgt

81<I>(u) X 62@(’&) = (81\I/(h(u)) X 82\11(h(u)))(81h182h2 — 81h282h1)

= (VU (h(u)) x U (h(u)))det D(h)
also

g(u) = [101®(u) x @ (u)[| = [det D()|[|(O1¥ x W) (h(u))]

g(u) = |det D(h)|\/g*(h(u))

Mit dem Transformationssatz fiir Integrale erhalten wir folglich

[, Vo @)dvndv, = [ [, /g*(h(u))|det D(h)|dudus
= fo\/g(u)duldW:A(M)
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BEMERKUNG 14.2 Das Symbol +/g(u)duidus wird skalares Oberflichenele-

ment genannt und in der Literatur mit do, dA oder dS bezeichnet.

BEMERKUNG 14.3 In den von C. F. Gaufl eingefiihrten Bezeichnungen
E, F, G fiir g11, g12 = go1, 922 lautet die Gramsche Determinante

g1 12
u) =
9(u) ‘ 921 922

|5 ¢l

und das Oberflichenelement

do = vV EG — F2du;du,

BEMERKUNG 14.4 Ohne einen expliziten Beweis dafiir anzugeben, verein-
baren wir, dass stickweise glatten Kurven und endlich vielen Punkten der Fld-
cheninhalt Null zugeschrieben wird.

BEISPIEL 14.6 Wir bestimmen den Fldcheninhalt der Sphdre Sg = {(z,y, 2) :
V2 +y?+ 22 = R} mit R > 0. Fiir die Berechnung nehmen wir den Nullmeri-
dian heraus, betrachten also

Sk =Sr\Ny mit Ny = {(cos?,0,sin9),0 <9 <7}
Wir verwenden Kugelkoordinaten, um eine Parametrisierung von S anzugeben:

Rsin v cos ¢
®:U—R>: (p,0) — | Rsindsing
Rcos v
mat
U={(p,9):0<p<2r,0<v<m}
Dann erhalten wir zundchst
—Rsin¥sin ¢
0, = | Rsindcosy
0

und
Rcosvcosp

0y® = | Rcos¥sinyp
—Rsind

Dann ist

9o = (0,®,0,9) = R?sin®¥
G = oo = (0,P,09P) = 0
gos = (09®,09P) = R?
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und somit
R%sin?9 0

g(u) = ' 0 R | = R*sin? 9

Fiir den Fldcheninhalt der Sphdare folgt damit

T 27 T

A(S,) = A(S:\Ny) = / Vg(u)dpdd = R? //sin Ydpdd = 27TR2/sin 9d¥ = 4 R*
U 00

0

14.4 Skalare Oberflachenintegrale

Sei M C R3 ein Flichenstiick und f : M — R eine stetige Abbildung. Ein skalares
Oberflachenintegral (oder Oberflichenintegral 1. Art) von f {iber M ist definiert

durch
/f )do —/f () g(w)duyduy

wobei @ : U C R* — R? eine zuléssige Parametrisierung von M und g(u) die
Gramsche Determinate von @ ist, also

g1 912
u) =
9(u) ‘ 921 922

| E F
| F

_ 2
G'—EG F

und ®(u) = P(uy,us), £ = (019, 0,P), G = (02D, 0,P) und F = (01 P, 0,P). Die
Definition ist von der gew#hlten Parametrisierung von M unabhéngig.

BEISPIEL 14.7 (Zwiebelweise Integration)
Seien Kr eine Kugel mit dem Radius R und dem Mittelpunkt im Ursprung und
f stetig auf Kgr. Dann gilt:

:1c)cl:v/R<5 f(x)do | dr

Beweis: Sei N = {(z,0,2) : z > 0,z € R} und K = Kg\N die lings des
Meridians N geschlitzte Kugel. Wir fiihren Kugelkoordinaten z = r cos ¢ sin 1,

=rsinpsind und z = rcosd sowie Q = {(r,J,¢) : 0 <r < R,0< ¥ <7 0<
¢ < 271} ein. Die geschlitzte Kugel ist das diffeomorphe Bild des Quaders €2, also

T 27

R
/f(x)dx:///f(rcosgpsinﬁ,rsingpsinf},rcosﬁ)-7’2sinz9dgpd19dr
00 0

Kpg
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Wir berechnen nun fiir ein festes r € (0, R)

/ F(w)do

Die Abbildung ®

7 cOS @ sin ¥
(9,p) — | rsinpsind ;. (9,¢) € (0,m) x (0,2m)
r cos v

ist fiir jedes feste r € (0, R) eine zuldssige Parametrisierung der geschlitzen Sphére
S =SA\N mit N ={(cos?,0,sind):0<9 <7}

Wegen 0y® = (r cos ¢ cos ¥, rsin psind, —rsin ) und 0,® = (—rsin g sin ), r cos ¢ sin ¥, 0)
ist die Gramsche Determinante

r? 0
0 rZsin?¢

9(¥9, ) =

' = rtgin? ¥

und folglich
do = +/g(u)du,duy = r*sin9dddyp

Wir haben somit

Sff(a:)do = [ f(z)do

53
= } 2f7rf(r cos psin ), r sin psin 9, r cos ¥)r? sin ddpdy |
00
so dass
R
/ f(z)dz = / / f(z)dodr
Kpg 0 Sy
folgt.

14.5 Orientierte Fliachenstiicke und vektorielle Oberfla-
chenintegrale

In den Anwendungen ist es manchmal erforderlich die Ober- bzw. Unterseite einer
Fldche zu unterscheiden. Mathematisch wird dies durch den Begriff orientierter
Flachenstiicke gefafit.
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DEFINITION 14.3 M C R? sei ein Flichenstiick. Zwei zulissige Parametri-
sierungen heiflen gleichorientiert, wenn fir die zugehdrige Parametertransforma-
tion h

det |Dh| > 0

gilt; andernfalls heiffen sie entgegengesetzt orientiert.

BEMERKUNG 14.5 Ist ® : U C R? — R? eine zuldssige Parametrisierung
von M C R3, so fiihrt die Parametertransformation

(u17u2) = h’(ula u2) = (U’27 ul) )

die nur die Reihenfolge der Parameter vertauscht, wegen det Dh < 0 zu einer ®
entgegengesetzten Parametrisierung ¥. Wegen

01P(u) x a®P(u) = —02P(u) x 1 P(u)
sind die der Parametrisierung zugeordneten Fldchennormalen entgegengesetzt.

Man erhilt ein orientiertes Flachenstiick M, wenn eine der beiden Orientierungen
ausgezeichnet wird. Dies kann etwa durch Angabe der Flidchennormalen oder der
dazu gehorenden positiven Parametrisierung geschehen (vgl. Abb. 20).

Abbildung 20: Flichennormale und positive Parametrisierung.

DEFINITION 14.4 M sei ein orientiertes Flachenstick und f: M CR? —
R3 sei stetig. Dann definieren wir das vektorielle Oberflichenintegral durch

/f-d5;= /(f(@(u))ﬁm@x@uZCD)dulduz ,

M U

wobei ® : U C R? — R3 die zugehérige positive Parametrisierung von M
ist. Hierbei steht (.,.) fir das Skalarprodukt der beiden Vektoren f(®(u)) und
01P(u) X 2®(u). Das Symbol do' = 01P X 2P duyduy wird vektorielles Oberfld-

chenelement genannt.
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Das vektorielle Oberflichenintegral kann auf ein skalares Oberflichenintegral wie
folgt zuriickgefiihrt werden. Der zur positiven Parametrisierung gehorende Flé-
cheneinheitsnormalenvektor berechnet sich zu

81@(’&) X 62@(’&)
[01®(u) x By (u)|

ﬁ pum—
Wegen do = +/g(u)duiduy = ||01P(u) x Oo®(u)||duidus ist also

/f-daz/f(@(u))-ﬁ(u)nal@(u) x Oa®(u) || duidus
U

M
Alfdﬁz/f-ﬁdo

M

BEMERKUNG 14.6 Das auf der rechten Seite stehende Integral gestattet ei-
ne einfache physikalische Interpretation. Ist f ein Geschwindigkeitsfeld, so stellt
es den Fluss durch das Flichenstiick M (| f -1 ist die Geschwindigkeit in Norma-
lenrichtung) dar.

BEMERKUNG 14.7 Gelegentlich findet man im Fall f = (P,Q,R) fir das
vektorielle Oberflichenintegral auch die Darstellung

/ fdo= / / Pdydz + Qdzdx + Rdxzdy
M M

BEISPIEL 14.8 Gegeben seien v = (0,0, 22,y% 2) und M die untere Seite der
Hemissphdre, also 2% + y?> + 22 = R? mit z > 0. Zundchst wird die Fliche M
parametrisiert. Hierfiir bieten sich Kugelkoordinaten an, also x = R cos psind,
y = Rsinpsind und z = Rcosd, wober 0 < ¢ < 21 und 0 <9 < 7§ ist. Um die
zur “unteren Seite” gehorige positive Parametrisierung zu finden, berechnen wir

0,® = (—Rsinsin ¥, Rcos psind, 0)

und
Oy ® = (Rcos @ cost, Rsin psind, —Rsin 9)

Das Kreuzprodukt ergibt
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i j k
0,® x 0y® = | —Rsinpsingd Rcospsind 0
Rcospcosty Rsingpcos?d —Rsind

i j k
= RZsind| —sing Ccos 0
cospcost singcosty —sind
—sind cos ¢
= R2sind | —sinpsind ,
—cos v

also eine negative z-Komponente von 0,® x 0y®. Die positive Parametrisierung
von M ist demzufolge

(p, ) — D(p, 1) = (Rcospsind, Rsin psind, Rcosv)

%
[ R%cos? ¢ - sin® ) - R*sin® ¢ - sin® - R - cos ¥ - R? sin ¥(— cos ¥)dddyp
0

Be—
<y
QU
QL

Il
oy

2m
= —R" [cos? psin’ ¢ fOf "9 SinB 9 cos? Ydddp
0

2
= —R’ of cos? psin? pdy - Of " SinB ) cos? Y

Betrachten wir nun das erste Integral mit dem Vorfaktor. Es gilt sinpcosp =

% sin 2¢ und somit

1 1
sin? p cos® ¢ = 1 sin® 2p = g(l —cosdp)

was wegen
21

/ cosdpdyp =0
0

fiir das erste Integral
2
—R’ / cos? psin? pdp = —
0

™

7
4R

erqgibt.
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Nun zum zweiten Integral. Wir substituieren cosy = X, d. h.
—sin ¥d¥ = dA

und mit der Bedingung sin* 9 = (1 — cos?9)? folgt

0 1
: 2.5 1
sin® ¥ cos® 9di) = — /(1 AN = / (1=2A+AH A%\ = 3/\3—5/\5+?)\7 0= 05
1 0

o\
(VB

Insgesamt ergibt sich

/17 e T8 2R
°= 4 105 105
M
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15 Integralsitze von Gaufl und Stokes

Die Integralsétze von Gaufl und Stokes sind mehrdimensionale Verallgemeinerun-
gen des bekannten Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

b

/ F(z) = F(b) - Fla).

a

Beispielsweise haben wir fiir das Kurvenintegral 2. Art (Vektorielles Kurveninte-
gral) entlang eines die Punkte P; und P, verbindenden Kurvenstiickes

/VU LdZ = U(Ry) — U(P).

Zur Formulierung der Integralsidtze verwenden wir die in der Physik iibliche
Schreibweise der klassischen Vektoranalysis.

Einen Zusammenhang zwischen dem vektoriellen Oberflichenintegral {iber eine
orientierte Oberfliche S und dem vektoriellen Kurvenintegral iiber die Randkur-
ve 0S stellt der Integralsatz von Stokes her.

Integralsatz von Stokes:

/rotﬁ-d&z/ v-dr
5 s

Man beachte, dass beide Integrale von der Orientierung von S bzw. 0S abhéngen.
Der Satz gilt in dem Fall, dass ausgehend von der durch die Fldchennormalen
von S gegebenen Orientierung die Randkurve 0S entgegen dem Uhrzeigersinn
durchlaufen wird (vgl. Abb. 21).

0

Abbildung 21: Orientiertes Fldchenstiick S und Durchlaufungssinn der Randkurve
0S.
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Die Rotation des Vektorfeldes v ist durch

ik
ov Ovy Ov Ovs Ov ov
= »_ o o o | _ (228 _ Y2 UM YEorm2 PR
LU=V XU=| 5 3 o (8y 0z 0z Ox’ Ox 8y)
V1 Vg Vs

gegeben.

Einen Zusammenhang zwischen dem mehrfachen Integral (Volumen- bzw. Fl&-
chenintegral) und dem skalaren Oberflichenintegral stellt der Integralsatz von
GauB her.

Integralsatz von Gaufi:

/divﬁdx:/ U ndy
Q o9

Hierbei sind 7 = (nq,...,nq) der nach auen gerichtete Normaleneinheitsvektor
auf der Q) begrenzenden Oberfliche 02 und die Divergenz des Vektorfeldes o

durch
d

0v;
dive = !
ivo ; e,

definiert.

Der Aufwand zum Beweis der beiden Integralsitze ist abhéngig vom Allgemein-
heitsgrad der zu betrachtenden Gebiete und Oberflachen usw. Im folgenden wer-
den wir uns darauf beschrénken, die Korrektheit der beiden Satze in Spezialfallen
Zu zeigen.

15.1 Beweis des Integralssatzes von Stokes fiir Rechteck-
gebiete

Sei S = [a,b] X [c,d] ein orientiertes Flachenstiick in der z,y-Ebene mit der
Flachennormalen 77 = (0,0,1). Der zu dieser Orientierung gehérende Durchlau-
fungssinn der Randkurve ist in Abbildung 22 gezeigt.

Wir nehmen an, dass ©' ein C'-Vektorfeld auf einer Umgebung von S sei und
werden den Integralsatz von Stokes durch direktes Ausrechnen der Integrale auf
beiden Seiten der Gleichung nachweisen.
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Abbildung 22: Durchlaufungssinn des Randes der orientierten Rechteckfliche S.

Eine Fliachenparametrisierung von S ist durch (z,y) — ®(z,y) = (x,9,0), a <
z < bund ¢ < y < d, gegeben. Dann folgt 9, = (1,0,0), 9,& = (0,1,0) und
somit 0,P x 9,® = (0,0,1) = 7. Das Integral iiber die orientierte Oberfliche S
berechnet sich damit wie folgt

b pd b pd
/rotﬁ-dﬁ = //rotﬁ-@xéxayfbdydx:// %—% dydzx
S a Jc Oz 8y
avg
= //—dxdy //—dydx

= [ —wa )y~ [ ed )i
Um das vektorielle Kurvenintegral iiber die Kette von Kurvenstiicken P Py, P, P;,
P3P, P,P; zu berechnen, benttigen wir zundchst Parametrisierungen der vier
Kurvenstiicke:

PP ayt) = (t,c0), € [a, bl a;=(1,0,0)
PP : ay(t) = (b,t,0), € le,d] ay=(0,1,0)
P3Py ;. as(t) = (b—t,c,0), €10,b—q] az=(—1,0,0)
PP ay(t) = (a,d —t,0), €[0,d— (] au= (0,-1,0)

Die Berechnungsformel fiir ein vektorielles Kurvenintegral liefert dann

b d b—a d—c
/ ﬁ-df:/ vi(t, ¢, O)dt+/ vg(b,t,())dt—/ v1(b—t,d, O)dt—/ vo(a, d—t,0)dt.
oS a c 0 0

Wegen

b—a a b
—/ v1(b—t,d,0)dt = / vi(s,d,0)ds = —/ v1(s,d,0)ds
0 b a
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und 0 4
—/ ve(a,d —t,0)dt :/ ve(a, s,0)ds = —/ vo(a, s,0)ds
0 d c
folgt durch Zusammenfassung

b d
/ v dT = / (v1(t, ¢, 0) —vy(t,d,0))dt + / (v2(b,t,0) — va(a, t,0)) dt,
oS a c

was zeigt, dass

gilt. &

15.2 Integralsatz von Stokes fiir zweidimensionale Pflas-
ter

Die wesentliche Idee des im letzten Abschnitt gefiithrten Beweises des Integralssat-
zes von Stokes basiert auf der Integration entlang von Koordinatenlinien. Diese
Idee 148t sich durch glatte Transformationen von Rechteckgebieten auf allgemei-
nere orientierte Fléchenstiicke S erweitern (vgl. Abb. 23).

Abbildung 23: Transformation eines Rechteckgebietes auf allgemeinere orientierte
Fléachenstiicke.

Als Referenzgebiet betrachten wir im Folgenden das Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1]
mit den (entgegen dem Uhrzeigersinn) orientierten Kantenparametrisierungen o; :
[0,1] = R?, i =1,...,4, wie in Abb. 24 angegeben.
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Abbildung 24: Referenzquadrat zur Definition zweidimensionaler Pflaster.

DEFINITION 15.1 Ein orientiertes Fldchenstiick S C R? heifst zweidimensio-
nales Pflaster, wenn es eine C%-Abbildung ® : U C R? — R3 auf einer Umgebung
U wvon [0,1)* mit folgenden Eigenschaften gibt:

(a) die Einschrinkung von ® auf (0,1) x (0,1) ist eine positive Flichenpara-
metrisierung von S,

(b) das Innere der k-ten Kante von ®, k =1,2,3,4,
o :=®oo0;:(0,1) — R
ist entweder konstant (entartet) oder injektiv und reguldr,

(c) mehr als zwei nicht entartete Kanten konnen sich nicht treffen, trifft sich die
J-te mit der k-ten Kante (j # k), so existiert eine C*-Parametertransformation
h:[0,1] — [0, 1] mit ¢; = proh mit h< 0. & heifit Pflasterparametrisierung
von S.

Wir wollen nun einige Beispiele von zweidimensionalen Pflastern betrachten.

BEISPIEL 15.1 Sei zundchst ® : [0,1]> C U — R® mit

Uy
CID(U) = U1U2
0

Dann ist ® eine Pflasterparametrisierung des in der x,y-FEbene liegenden Dreiecks
S (vgl. Abb. 25).

Insbesondere sind die Kanten @, = ooy, k=1,...,3, injektiv und reguldr, wo-
hingegen die Kante p4 entartet ist. Eine mégliche Parametrisierung der Kanten
o bzw. o, k=1,...,4, ist die folgende:

o1(t) = (t,0), w1 = (t,0,0) t €10,1]
oo(t) = (1,1), vy = (1,t,0) t €[0,1]
os3(t) = (1 —1t,1), w3 =(1—1t1—-t0) t€10,1]
o4(t) = (0,1 —1), w4 = (0,0,0) t €0,1]
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Abbildung 25: Ebenes Dreieck als zweidimensionales Pflaster.

BEISPIEL 15.2 Nun betrachten wir fir ein gegebenes © € (0, 2| die Abbildung
®:[0,1)2C U — R mit

cos(Ouy)
(ug,ug) — ®(ug,ug) = | sin(Ouy)
Uz

Hier ist S eine Teilmenge der Mantelfiiche eines Kreiszylinders mit Mittelpunkt
im Ursprung, Radius und Hdéhe gleich Eins. Im Fall © = 27 ist die Teilfldche
des Zylindermantels geschlossen. Fiir die sich ergebenen Parametrisierungen der
Kanten gilt (vgl. Abb. 26):

©1(t) = (cos Ot, sin Ot, 0) te€10,1]
©2(t) = (cos ©,sin O, t) te€10,1]
p3(t) = (cosO(1 —t),sinO(1 — t), 1) t€[0,1]
0a(t) = (1,0,1—1t) t €[0,1]

Keine Kante ist entartet, allerdings treffen sich im Fall©® = 2m die Kanten @ und
4, wobei fiir die Parametertransformation s = h(t) = 1—t, die p4(t) = (p20h)(t)

sichert, h= —1 < 0 gilt.

THEOREM 15.1 (Stokesscher Integralsatz fiir Pflaster im R?) Istv:Q C
R3 — R3 ein O'-Vektorfeld und S ein zweidimensionales Pflaster mit S C €, so

qgilt
/rotﬁ-dﬁz/ U - dZ.
S s

Beweisidee. Mit Hilfe einer Pflasterparametrisierung ® wird das Vektorfeld auf
das Einheitsquadrat zuriickgeholt. Fiir das zuriickgeholte Vektorfeld wenden wir
den Integralsatz von Stokes fiir Rechteckgebiete an. L)

BEISPIEL 15.3 Wir wollen das vektorielle Kurvenintegral

/17~da?
c
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Abbildung 26: Teil einer Mantelfldche eines Zylinders als zweidimensionales Pflas-
ter.

mit v = (2%y>, 1, 2) und der im Uhrzeigersinn durchlaufenen Kurve C' = {(z,y,2) €
R3: 2% +y? = R?, 2 = 0} auf unterschiedliche Weise berechnen.

Variante 1: (direkte Berechnung als Kurvenintegral)
Eine Parametrisierung der orientierten Kurve ist durch

a(t) = (Rcost,—Rsint,0), t€|0,2n]
gegeben. Wegen o (t) = —R(sint,cost,0) folgt
2T
/ v-di = —R/ (R®cos®tsin®t,1,0) - (sint, cost,0) dt
c
2 °
= / (R®cos®tsin®t — Rcost + 0) dt.
0

Das Integral von 0 bis 27 tiber cost verschwindet, der Integrand fiir das verbleiben-
de Integral kann unter Nutzung trigonometrischer Formeln wie folgt umgeformt
werden

1 2
cos’tsin*t = sin’t (5 sin 2t)

1 1
= 5(1 — cos 2t)§(1 — cos 4t)

1
= 1—6(1—cosZt—cos4t+cothcos4t)
1 1
= 1—coth—cos4t+§(cos3t+cost) )
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Dabei haben wir im letzen Schritt

7 -+ cos 2

1( a+pf a—ﬁ)
cosacos 3 = 3 cos

benutzt. Insgesamt ergibt sich

Variante 2:(Uberfihrung des vektoriellen Kurvenintegrals in ein vektorielles
Oberflichenintegral unter Nutzung des Integralssatzes von Stokes)

Es gibt viele orientierte Fldachenstiicke S, die die Kurve C' als Randkurve OS besit-
zen. Wir wdhlen die obere Hemisphdre einer Kugel vom Radius R mit Mittelpunkt
im Ursprung. Entsprechend der Orientierung von C' ist die Fldchennormale auf
S zum Ursprung hin gerichtet. Fs gilt dann

/27-df:/r0t?7-d5.
c s

Zur Berechnung des Oberflichenintegrals suchen wir eine Parametrisierung von
S, die leicht mit Hilfe von Kugelkoordinaten gefunden werden kann. Es ist

(p,0) = ®(p,0) = (Rcospsind, Rsin psind, Rcosv), (¢,9) € (0,2m)x(0, g)

die obere Hemisphdre ohne Nullmeridian und Nordpol. Setzt man uy = ¢/(2m)
und uy = 20/, so stellt ®*(uy, uz) = ®(2muy, Fus) eine Pflasterparametrisierung
von S dar, bei der die Kante ¢y (d.h. uy =t, us = 0) zum Nordpol entartet und
die Kanten @y (d.h. uy =1, ug =1t) und ¢4 (d.-h. uy =1, uy = 1—1t) sich auf dem
Nullmeridian treffen. Die Ableitung der Parametertransformation h(t) = 1 —t,
fiir die p4(t) = (p2 0 h)(t) gilt, ist negativ.

Wir miissen noch priifen, ob die Parametrisierung zur richtigen Orientierung von
S fiihrt. Es ist

0,8 = (—Rsingsind, Rcospsind,0),
Oy® = (Rcospcost, Rsingpcost, —Rsind),

woraus fir die z-Komponente des Kreuzproduktes beider Vektoren

i j k
0,® x 0y® = | —Rsinpsingd Rcospsin?d 0
Rcospcosy Rsinpcosd —Rsind
= (...,...,—R*sindcos?)
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Abbildung 27: Einheitswiirfel im R? mit Flichennormalen zu S, S, Ss.

folgt. Im Bereich ¢ € (0,2m), ¥ € (0,%) ist die z-Komponente der Normalen

negativ, die Normale also zum Ursprung gerichtet, wie es der Fall sein soll. Wir
berechnen noch die Rotation des Vektorfeldes v

ik 0
rotd=Vxv=| 2 6% 2= 022
2?2y 1 2 —3z%y

FEingesetzt erhalten wir

27 5
/ rotv-do = / / 3R® cos?® psin? p sin® ¥ cos Ydidp
S o Jo

_ o [T o LI
= 3R cos” psin” ¢ dp sin® ¢ cos ¥ dJ.
0 0

Das erste Integral kann wieder durch trigonometrische Umformungen berechnet

werden
2T 1 2T 1 2T T
/ cos2gosin2g0dg0:—/ sin? 2¢ dgpz—/ (1 —cosdy) dp = —.
0 4 Jo 8 Jo 4

Die Substitution sin =t fiihrt zu

z 1
2 1.1 1
/ sin® 9 cos ¥ dﬁz/ t5dt:6t6}0:6.

0 0

Insgesamt folgt damit

1
/Srotﬁ-daz?)RGgé:?.
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15.3 Beweis des Integralsatzes von Gauf} fiir den Einheits-
wiirfel im R3

Durch direktes Ausrechnen wollen wir den Integralssatz von Gaufl

/divﬁd:v:/ v -1 do
Q o)

fiir den Einheitswiirfel 2 = (0, 1) im R? beweisen. Wir setzen U = (0,1)x(0,1) C
R? und parametrisieren die sechs Seitenflichen S;, i = 1,...,6, wie folgt:

S1:®y(u) = (1,ur,uz) n=1(1,0,0) Sy:Py(u)=(0,u,uz) n=(-1,0,0)
Syt ®o(u) = (ug, 1,uz) n=1(0,1,0) Ss: P5(u) = (u1,0,uz) n=(0,—1,0)
S3 : (I)B(U') = (Ul,UQ, ]-) n= <O707 1) SG : (pﬁ(u) = (ulau270) n= <O707 _1)

Dann haben wir auf jeder Seitenfliche [|0;®(u) x Oo®(u)|| = 1 und mit ¢ =
(v1, 2, v3)

6
Veiido = /U-ﬁdo
/BQ ; Si
1 prl
= // (01(1,U1;U2)—Ul(O,U1;U2)) duydus
0o Jo
1 p,l
—I—/ / (’Ug(ul,l,UQ) —’Ul(ul,O,UQ)) duldug
01 01
+/ / (v3(u1, ug,1) — vs(u1,ug,0)) duydus.
o Jo

Andererseits gilt durch eine geeignete Reihenfolge der Integration der einzelnen
Summanden

1 1 1
/ div ode = / / / (8”1 + 0vs + 8”3) daydaodrs
Q 0 0 0 (9x1 8.T2 8x3

1 41
= / / (v1(1, 22, 23) — v1(0, 22, x3)) drodrs
o Jo

1 1
‘l‘/ / (’Ug(l’l, 1,1’3) - ’Ul(l’l, O,l’g)) dxldl'g
0 0
1 1
+/ / (’U3(.T1,JI2,1> —Ug(.Tl,l’g,O)) dﬂ?ldl’g.
0 0

Somit gilt der Integralsatz von Gauf fiir den Einheitswiirfel im R? &
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15.4 Integralsatz von Gauf} fiir dreidimensionale Pflaster

Die Idee ist die gleiche wie bei zweidimensionalen Pflastern. Dreidimensionale
Pflaster sind differenzierbare Bilder von abgeschlossenen Quadern im R3.

DEFINITION 15.2 Q C R3 heif$t dreidimensionales Pflaster, wenn es eine C?-
Abbildung h : U C R3 — R? einer Umgebung des abgeschlossenen Einheitswiirfels
E = [0,1]® mit folgenden FEigenschaften gibt:

(a) h ist ein orientierungstrever Diffeomorphismus (det Dh > 0) zwischen

(0,1)% und Q,
(b) firi=1,...,6 ist die Seite
Ai:ho®i:(0,1)2—>R3

entweder eine Flichenparametrisierung von M; := N;((0,1)?) oder die Ja-
cobimatriz dA\; hat Rang < 1. Im letzten Fall heifit die Seite A; entartet.

(¢c) Treffen sich zwei nichtentartete Seiten, M; " M; =0 fir i # j, so sind die
zugeordneten Parametrisierungen \; und A; entgegengesetzt orientiert, d.h.
es gibt einen C?-Diffeomorphismus f von (0,1)? auf sich mit A; = Ajo f
und Det f < 0.

BEISPIEL 15.4 Wir betrachten die “geschlitzte” Kugel vom Radius R mit dem
Mittelpunkt im Ursprung als dreidimensionales Pflaster. Hierzu verwenden wir
die “Kugelkoordinaten”

Ruq cos 2mus sin mus
D (uy,ug,uz) = | Ruysin 2mug sin mug
Ruq cos mus

Die Einschrinkung h von ® auf (0,1)3 ist ein Diffeomorphismus, der wegen
Det h = 2n%u? R3 sin muy orientierungstreu ist. Die Seite uy = 0 entspricht der
entarteten Seite (x,y,z) = (0,0,0), d.h dem Ursprung. Die gegeniiberliegende
Seite up = 1 entspricht der Kugeloberfliche, wobei beide Pole und der Nullmeri-
dian herausgenommen sind. Die Seite us = 0 geht in den Nordpol, us =1 in den
Stidpol tber. Die beiden Seiten uz = 0, uz = 1 sind miteinander verklebt und die
Orientierungen entgegengesetzt.

DEFINITION 15.3 Ein Gebiet Q C R? heifst Gaufsches Gebiet, wenn der to-
pologische Rand 02 die Vereinigung von endlich vielen Fldchenstiicken My, .. .,
M, und endlich vielen Kurvenstiicken ist und wenn es eine Pflasterparametri-
sierung ® von Q gibt, so dass 0P = {M,..., M,,}. Das Randintegral wird wie
folgt erklart

m
/ ﬁ-d(?::E:/ 7 da,
a0 1My

k=
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wobei die My durch das duflere Einheitsnormalenfeld 11 orientiert ist.

THEOREM 15.2 Ist Q C R3? ein Gaufisches Gebiet und v ein C-Vektorfeld
auf einer Umgebung von €0, so gilt

/dz’vﬁdm:/ U - i do.
Q 80

Hierbei bezeichnet v das duflere Einheitsnormalenfeld auf den Randseiten von §2.
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