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1 Mengen, Abbildungen, Mengenfamilien

1.1 Mengenbegriff und Grundoperationen

Eine Menge ist eine Gesamtheit von Objekten, die sich durch eine oder auch
mehrere Eigenschaften von anderen Objekten unterscheiden. Es ist stets ent-
scheidbar, ob ein konkretes Objekt zur Menge dazugehort oder nicht.

Mengen lassen sich charakterisieren durch
(a) Angabe der (endlich vielen) Elemente,

(b) Angabe einer (oder mehrerer) die Gesamtheit charakterisierenden Eigen-
schaft.

Beispiele, Bezeichnungen und Sprechweisen:

reM x ist Element der Menge M, x gehort zu M

& M x ist kein Element der Menge M, x gehort nicht zu M
M ={a,b,c, f} M Dbesteht aus den vier Elementen a, b, ¢ und f
N={1,2,...} Menge aller natiirlicher Zahlen

R Menge aller reellen Zahlen

RT ={z €R:2z >0} Menge aller positiven reellen Zahlen

Es hat sich als giinstig erwiesen, auch Mengen mit nur einem bzw. keinem Ele-
ment zu betrachten. Letztere heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet.

M = {z:x gerade Primzahl } = {2}
P = {x:ux ist reelle Losung der quadratischen Gleichung z* + 2z + 3 = 0}

Daaus 22 4+22x+3=0 T12=—1++/1—-3 folgt, ist P = 0.

DEFINITION 1.1 Die Menge M := {x : x € My oder x € My} heifst Vereini-
gung der Mengen My und My, in Zeichen M = My U M.

DEFINITION 1.2 Die Menge M := {z : x € My und x € My} heifit Durch-
schnitt der Mengen My und Ms, in Zeichen M = M; N Ms.

DEFINITION 1.3 Die Menge M :={x : x € My und x & My} heifit Differenz
der Mengen My und Msy, in Zeichen M = M\ M,.

DEFINITION 1.4 Die Menge My heifst Teilmenge der Menge Ms, in Zeichen
My, C My, wenn fiir jedes x € My auch x € My gilt.

Fiir eine beliebige Menge M gelten dann die Beziehungen M C M und ) C M.
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DEFINITION 1.5 Seien E eine Menge und M C E. Die Menge CgM =
{zr € E:x ¢ M} heifit Komplement der Menge M beziiglich E.

Betrachten wir folgende Teilmengen reeller Zahlen
My={zeR:x>1} My={zecR:z<2}.
Dann gelten folgende Aussagen:
MiUMy =R, MiNnMy={zeR:1<x<2}, M\My={xecR:z>2}
CrMy={reR:2<1}, CreMi={zeR:0<z<1}.

1.2 Produkt von Mengen

DEFINITION 1.6 Seien X und Y zwei Mengen. Unter dem Mengenprodukt
X x Y wersteht man die Menge aller geordneten Paare (x,y) mit z € X und
y €Y, in Zeichen

XxY ={(z,y):zeX undyeY}.

Man beachte, dass das Mengenprodukt im allgemeinen nicht kommutativ ist. Fiir
X ={1,3}und Y = {4,7,1} gilt

XxY = {(1,1),(1,4),(1,7),(3,1),(3,4),(3,7)},
Y xX = {(1,1),(1,3),(4,1),(4,3),(7,1),(7,3)}
Fiir die Menge P = X x (Y x X) haben wir

Po= {(1,(1,1)),(1,(1,3)), (1,4, 1)), (1, (43)), (1, (7, 1)), (1,(7,3)),
(3,(1,1)),(3,(1,3)),(3,(4,1)), (3, (4,3)),(3,(7,1)), (3,(7,3)) } .

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithrt man geordnete Tripel
(3,7,1):=(3,(7,1)) = ((3,7), 1)

ein. In diesem Sinne gilt dann das Assoziativgesetz
Xx(YxX)=(XxY)xX.

Die Verallgemeinerung dieses Konzeptes fiihrt auf geordnete n-Tupel (z1, ..., x,)
mit x; € X;, 71 =1,...,n. Das Produkt X x Y einer Menge X von m-Tupeln mit
einer Menge Y von n-Tupeln ist eine Menge von m + n-Tupeln. Fiir das r-fache
Produkt von X mit sich selbst schreiben wir einfach X".

Die Menge R™ aller n-Tupel reeller Zahlen kann geometrisch als Menge aller
Punkte auf der Zahlengerade (n = 1), als Menge aller Punkte in der Ebene
(n = 2) bzw. als Menge aller Punkte im Raum (n = 3) interpretiert werden.
Ein n-Tupel reeller Zahlen entspricht genau einem Punkt im n-dimensionalen
Vektorraum R” (vgl. Vorlesung Lineare Algebra).
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1.3 Abbildungen, Einschrinkungen, Ausdehnungen

DEFINITION 1.7 Seien X undY zweit Mengen. Eine Teilmenge F' von X XY
heifst genau dann eine Abbildung von X in'Y (oder eine auf X definierte Funktion
mit Werten in'Y ), wenn es zu jedem x € X genau einy € Y derart gibt, dass
(x,y) € F gilt. X heifst Definitionsbereich, Y Zielbereich.

Fiir (z,y) € F schreibt man héufig auch y = F(z). Die Abbildung wird durch
F : X — Y und die Angabe der Abbildungsvorschrift y = F'(x) charakterisiert.
Es ist grundsétzlich zu unterscheiden zwischen der Abbildung F' (einer Teilmenge
von X xY') und der Menge aller Funktionswerte { F'(x) : € X} (einer Teilmenge
von Y).

Beispiel 1.1 Seien X =R, Y =R, a € RT und F = {(z,y) € R? : 22 +¢? = a*}.
Dann sind X x Y die Menge aller Punkte in der zy-Ebene und F' die Menge aller
Punkte eines Kreises mit Mittelpunkt im Ursprung (0,0) und Radius a. F' ist
zwar Teilmenge von X x Y, aber keine Abbildung, da

(a) es Punkte x € X gibt, zu denen kein y € Y existiert mit (x,y) € F, z.B.
T = 2a,

(b) es Punkte x € X gibt, zu denen mehr als ein y € Y existiert mit (z,y) € F,
z.B. ist fir 2 = 0 sowohl (0,a) € F als auch (0, —a) € F.

Beispiel 1.2 Seien X =R, Y =R und F = {(z,y) € R? : y = 2?}. In diesem
Beispiel ist F' Abbildung von X in Y.

Beispiel 1.3 Die Menge X C R3 umfasse alle Punkte im Innern eines wirmeleitenden
Mediums und sei Y = R. Wir ordnen jedem Raumpunkt x = (z1,22,23) € X
eine ortlich gemittelte Temperatur y zu, also

y:F(I>:F<fE17$2’Z’3> — (x7y>€F

Dann ist F' eine Abbildung von X in Y, in Zeichen F' : X — Y. Auch hier
beachte man den Unterschied zwischen dem Temperaturwert F'(z) in « und der
Temperaturverteilung F'.

LEMMA 1.1 Seien A C X eine Teilmenge von X und F' : X — Y eine Abbil-
dung von X in'Y. Dann ist F'N (A xY) eine Abbildung von A inY .

Beweis:

(i) FN (A xY) ist eine Teilmenge von A x Y.

(ii) Zu jedem x € A C X gibt es genau ein y € Y derart, dass (x,y) € F. Nach
Konstruktion ist auch (z,y) € A x Y.



DEFINITION 1.8 Seien A C X und F : X — Y. Die Abbildung FN(AXY)
heifst Einschrinkung von F auf A, in Zeichen F| , .

DEFINITION 1.9 Unter der Ausdehnung einer Abbildung F': X —'Y auf die
Menge B D X wverstehen wir eine Abbildung F : B — Y, deren Einschrinkung
auf X mit F dbereinstimmdt.

Beachte: Die Einschrinkung F|, einer Abbildung F' von X in Y auf A ist ein-
deutig bestimmt. Es gibt mehrere Ausdehnungen F ein und derselben Abbildung
F:X->Y.

Beispiel 1.4 Seien X = R", Y =R und F : X — Y durch die Zuordnungsvor-
schrift y = F(z) = 2% gegeben. Die Einschrinkung von F auf N ordnet jeder
natiirlichen Zahl ihre Quadratzahl zu. Zwei Ausdehnungen von F auf B = R
sind durch

- 2  fir >0
Fi(z) = { 2¢+1 fir <0
~ x? fir x> -2
Fy(z) = { 0 fir < -2

gegeben.

1.4 Bilder und Urbilder von Abbildungen
Seien F': X — Y eine Abbildung von X in Y und A eine Teilmenge von X.

DEFINITION 1.10 Die Menge
FA):={yeY: esgibt einx € A mity = F(x)}

heifst Bild von A unter der Abbildung F.
LEMMA 1.2 FEs gelten folgende Aussagen:

(a) Fir jedes v € X gilt F({z}) ={F(z)}.

(b) Aus A C B folgt F(A) C F(B).

(c¢) Fiir beliebige Mengen A C X und B C X gilt

F(ANB) C F(A)N F(B).
(d) Friir beliebige Mengen A C X und B C X gilt

F(AUB) = F(A) U F(B).



Beweis:

Wir weisen exemplarisch die Eigenschaft (c) nach. Sei y im Bild von AN B unter
F enthalten. Dann existiert ein x € AN B mit y = F(x). Da  im Durchschnitt
von A und B liegt, ist x € A und z € B und somit y = F(x) € F(A) und
y = F(z) € F(B). Folglich liegt y im Durchschnitt der Bilder F'(A) und F(B).

Beispiel 1.5 Im allgemeinen gilt in der Aussage (c) nicht das Gleichheitszeichen.
Betrachten wir hierzu die durch die Zuordnungsvorschrift F(z) = z? gegebene
Abbildung F : R — R, die Menge A := {zr € R: 2z < 0} und B = R*. Wegen
AN B =1 folgt F(AN B) = (). Andererseits schlieflen wir aus F(A) =R+ U {0}
und F(B) = R* fiir den Durchschnitt der Bilder F(A) N F(B) = R™.

DEFINITION 1.11 Die Menge
FY(B):={r€ X :F(z) € B}
heifit Urbild von B unter der Abbildung F.

Beispiel 1.6 F': W — R entspreche der Temperaturverteilung in einem Wiirfel
W C R3. Ist B ein vorgegebener Temperaturbereich, etwa B = {y € R: —10 <
y < 30}, so ist das Urbild F~!(B) von B unter F die Menge aller Punkte des
Wiirfels, die im vorgegebenen Temperaturbereich liegen. Zur Visualisierung von
berechneten Temperaturfeldern F' werden oft im Schnitt eines Bauteils verschie-
dene Temperaturbereiche durch unterschiedliche Farben auf dem Bildschirm dar-
gestellt. Um die entsprechenden Bereiche einférben zu kénnen, sucht man gerade
die Urbilder der Temperaturbereiche unter der Abbildung F'.

LEMMA 1.3 Es gelten folgende Aussagen:
(a) F7Y(A) = F7Y(AN F(X)).
(b) Aus A C B folgt F~'(A) Cc F~*(B).
(c) F7Y{(ANB)=F'(A)nFB).
(d) F"Y(AUB)=F'(A)uUF!(B).
(e) Fir BCY gilt F(F7'(B))=BnNF(X).
(f) Fir AC X gilt F7Y(F(A)) D A.

Beweis:

Wir weisen exemplarisch die Aussage (f) nach. Sei x € A C X. Dann ist
y = F(x) € F(A). Nach Definition des Urbildes der Menge F'(A) gehort x zu
FY(F(A)).

Man beachte, dass im allgemeinen in der Aussage (f) nicht das Gleichheitszeichen
steht. Sei etwa F' : R — R durch die Zuordnungsvorschrift F(x) = z? definiert.
Fir A=R, U{0}ist F(A) =R, U{0} und F~}(F(A)) =R.
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1.5 Surjektive, injektive und bijektive Abbildungen
Sei F': X — Y eine Abbildung von X in Y.

DEFINITION 1.12 F': X — Y heifst surjektiv (oder Abbildung von X aufY ),
wenn'Y das Bild von X unter F ist, in Zeichen F(X) =Y.

DEFINITION 1.13 F : X — Y heifit injektiv (oder eineindeutig), wenn aus
F(x1) = F(xs) die Gleichheit x1 = x5 folgt.

DEFINITION 1.14 F : X — Y heifst bijektiv (oder umkehrbar eindeutig),
falls F' surjektiv und injektiv ist.

Beispiel 1.7 Seien X =Y = R und F = {(z,y) € R* : y = 2?}. F ist nicht
surjektiv, denn F(X) = R* U {0} # R = Y. F ist auch nicht injektiv, denn
beispielsweise ist F/(—1) = F(+1).

Beispiel 1.8 Seien X =Y = R™ und F = {(z,y) € R? : y*> = x}. Fiir jedes
r € X gilt F(z) = /x. Aus \/z1 = \/z; folgt 21 = x, also ist F' injektiv. Ferner
gilt F(R') =RT, folglich ist F' surjektiv und damit auch bijektiv.

Beispiel 1.9 Seien X =Y =R und F : R — R durch die Zuordnungsvorschrift
F(x) = exp(x) gegeben. F ist injektiv, denn aus exp(r;) = exp(xs) folgt exp(x;—
x9) = 1, also x7 — xo = 0 bzw. x; = x,. F ist aber nicht surjektiv, da das Bild
von R unter F' RT ist. Die Abbildung G : R — R* mit G(z) = F(x) fiir alle
x € R ist aber surjektiv, da der Zielbereich von F' auf das Bild von X unter F'
eingeschrankt wurde.

THEOREM 1.1 Die Abbildung F' : X — Y sei bijektiv und die Teilmenge G
von Y xX X definiert durch

G:={(y,x) €Y x X : (z,y) € F}.
Dann ist G eine bijektive Abbildung von'Y auf X.

Beweis:

Da F' surjektiv ist, gibt es zu jedem y € Y mindestens ein z € X mit (z,y) € F
bzw. (y,z) € G. Diese z ist infolge der Injektivitdt von F' eindeutig bestimmt,
denn aus y = F(x1) = F(x3) folgt £ = xo. Damit ist G eine Abbildung von Y in
X. Nun folgt aus G(y1) = G(y2) = = die Beziehungen (z,y;) € F und (z,y3) € F,
also y; = yo, d.h. G ist injektiv. G ist auch surjektiv, denn zu jedem z € X
existiert ein y € Y derart, dass (z,y) € F oder gleichbedeutend (y,z) € G.

DEFINITION 1.15 Die nach Theorem 1.1 existierende bijektive Abbildung G
heifst die zu F inverse Abbildung, in Zeichen G = F~L.
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Bemerkung: Die eingefiihrte Notation F'~! kann fiir bijektive Abbildungen F :
X — Y zweifach interpretiert werden, insbesondere ist fiir eine Teilmenge B C Y
F~(B)

(a) das Bild von B unter der inversen Abbildung ! :Y — X oder
(b) das Urbild von B unter der Abbildung F': X — Y.

Da fiir bijektive Abbildungen F' : X — Y beide Mengen iibereinstimmen, sind
jedoch Missverstandnisse ausgeschlossen.

1.6 Produkt von Abbildungen

Liegt der Zielbereich einer Abbildung im Definitionsbereich einer weiteren Abbil-
dung, kann man beide Abbildungen hintereinander ausfiihren.

DEFINITION 1.16 Seien X, Y und Z nichtleere Mengen, F' : X — Y und
G Y — Z Abbildungen von X inY bzw. wvon Y in Z. Dann definiert die
Zuordnungsvorschrift v — H(x) = G(F(x)) fir jedes x € X eine Abbildung
H : X — Z, das Produkt der Abbildungen F' und G, in Zeichen H = G o F.

LEMMA 1.4 Fir das Produkt H = G o F gelten folgende Aussagen:
(a) H(A) = G(F(A)) fir jede Menge A C X,
(b) HY(B) = F"Y(G™Y(B)) fiir jede Menge B C Z.

Beweis:

Exemplarisch sei (b) gezeigt. Sei x ein Element des Urbildes von B unter H. Dann
gilt H(z) = G(F(z)) € B. Fiiry := F(z) € Y gilt dann sowohl y € G™(B) =: A,
als auch x € F~(A). Somit gilt zundchst H~*(B) Cc F~}(G~Y(B)). Fiir die Um-
kehrung sei wieder die Abkiirzung A = G~!(B) eingefiihrt. Ist nun x € F~1(A),
so gibt es ein y = F(x) € A bzw. y € G7'(B). Dies bedeutet, dass G(y) =
G(F(r)) = H(z) in B liegt. Folglich ist x € H'(B).

1.7 Vereinigung und Durchschnitt von Mengenfamilien

DEFINITION 1.17 Sei X eine (Grund-) Menge und A eine nichtleere Indez-
menge. Jedem N\ € A sei eine Teilmenge Ay C X zugeordnet. Die Gesamtheit
der Ay heifit Mengenfamilie, in Zeichen (Ay),cy -

DEFINITION 1.18 Die Menge

UAA::{xEX:H/\EAmitJ:EA)\}
AEA



heift Vereinigung der Mengenfamilie (Ay),c, - Die Menge

(A ={reX:zec A, VrAcA}
AEA

heift Durchschnitt der Mengenfamilie (Ay),c, -

Fiir eine zweielementige Indexmenge ist die Vereinigung bzw. der Durchschnitt
der Mengenfamilie mit dem bereits eingefiihrten Begriff der Vereinigung bzw. des
Durchschnittes zweier Mengen identisch. Die obige Definition verallgemeinert
damit die Begriffe auf den Fall beliebig vieler Mengen.

LEMMA 1.5 Es gelten die folgenden Aussagen

Cx (UAA = [) (CxAy),

A€A AEA
(Us)n(un) - U (snm)
A€A we (Aw)eAxQ

(ns)u(n=) - N U,

Beweis: Wir zeigen exemplarisch die zweite Eigenschaft. Sei

< (Ua)n(us).

Dies ist genau dann der Fall, wenn

€ (AGUAAA> und € (ngw)'

Folglich existieren Indizes Ay € A und wy € Q, mit x € A, und v € B,,,
so dass © € Ay, N B,,. Da das geordnete Paar (\g,wp) zu A x Q gehort, ist

S U()\,w)eAxQ (AxN B.)-

1.8 Michtigkeit von Mengen

DEFINITION 1.19 Fine Menge X heifst einer Menge Y gleichmdchtig, wenn
es eine bijektive Abbildung F von X aufY gibt.



Da die inverse Abbildung F'~! der bijektiven Abbildung F bijektiv ist und Y auf
X abbildet, ist auch Y der Menge X gleichméchtig. Endliche Mengen sind genau
dann gleichméchtig, wenn sie gleich viele Elemente haben. In diesem Sinne ist der
Begriff Machtigkeit eine gewisse Verallgemeinerung des Begriffes Anzahl. Cantor
verfolgte konsequent diesen Gedanken, was zur Brechung zahlreicher Dogmen
seiner Zeit fithrte:

Der Teil ist weniger als das Ganze.

Beispiel 1.10 Betrachte die Menge N aller natiirlichen Zahlen und deren Teil-
menge A aller geraden Zahlen. Die Abbildung F' : N — A mit F(n) = 2n
ist bijektiv, also ist die echte Teilmenge der geraden Zahlen der Menge aller
natiirlichen Zahlen gleichméchtig.

DEFINITION 1.20 Eine Menge X heifst abzdhlbar, wenn sie der Menge der
natirlichen Zahlen gleichmdchtig ist.

Welche Michtigkeit kann eine Teilmenge A C N haben 7 Beispiele zeigen, dass A
endlich oder N gleichméchtig sein kann. Gibt es weitere Moglichkeiten? Antwort
gibt

THEOREM 1.2 Jede nichtleere Teilmenge A C N ist endlich oder abzdhlbar.

Beweis: Besteht A aus endlich vielen Elementen, so ist nichts zu zeigen. A habe
nun unendlich viele Elemente.

x; sel kleinstes Element von A
xo sei kleinstes Element von A\{x;}

x,, sei kleinstes Element von A\{z1,...,Z,_1}

Wir betrachten nun die Abbildung F': N — A mit F(n) = x,.

1. F ist injektiv, d.h. F(n) # F(m) Vn # m, denn fir m > n ist z,,, €
A\{zx1,...,xm_1} aber x, & A\{x1,...,2m_1}.

2. F ist surjektiv, d.h. zu jedem Element a € A gibt es ein n € N mit
x, = a = F(n). Nach Konstruktion gilt z, > n ¥n € N. Sei nun a € A

beliebig, dann gilt insbesondere z, > a. Ist m die grofite ganze Zahl, fiir
die z,, < a, so muss x,,.1 = a gelten.

Die Frage ist, wie der Begriff B méchtiger als A genau zu fassen ist.

DEFINITION 1.21 Seien A und B zwei Mengen, es existiere eine bijektive
Abbildung von A auf eine (echte) Teilmenge von B aber es ezistiere keine bijektive
Abbildung von A auf B. Dann heifst die Menge B mdchtiger als die Menge A.
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THEOREM 1.3 Jede unendliche Menge besitzt eine abzdihlbare Teilmenge.

Beweis: Wihlt man x; € A beliebig, so ist die Restmenge A\{z;} unendlich.
Wir wéhlen 25 € A\{z;} und die Restmenge ist erneut unendlich, usw.

Damit besitzen abziéhlbare Mengen die kleinstmogliche Méchtigkeit unendlicher
Mengen.

BEMERKUNG 1.1 FEine unterhaltsame Geschichte tiber die Mdichtigkeit von
Mengen ist: Das ungewdhnliche Hotel oder die eintausendunderste Reise des John
Tichy. In: N.J. Wilenkin. Unterhaltsame Mengenlehre. S.65-74.

Fragen: Gibt es (unendliche) Mengen deren Méchtigkeit grofier als die der natiirlichen
Zahlen ist? Gibt es Mengen grofiter Méchtigkeit?

Seien A eine Menge gegebener Méchtigkeit und B die Menge aller Abbildungen
F:A—{0,1}. Dann gilt:

(i) B ist mindestens so méchtig wie A.
Wir betrachten die Abbildung ® : A — B, die durch

®(a) = F* € B mit F“(az):{(l) i;g

Man stellt fest, dass ® injektiv ist. Damit ist ® : A — ®(A) mit
d(z) =P(z) VreA
eine bijektive Abbildung von A auf eine Teilmenge von B.

(ii)) A und B sind nicht gleichméchtig. Angenommen, es gebe eine bijektive
Abbildung ¥ : A — B. Fir jedes z € A ist dann ¥(z) = F, € B.

Betrachten wir nun

o(z) :==1— Fy(x).
Es sind ¢ € Bund ¥ : A — B bijektiv. Also gibt es ein b € A mit
U(b) = Fy(-) = ¢. Damit gilt fiir alle z € A Fy(z) = ¢(x) = 1 — Fy(z),
insbesondere fiir x = b

1
Fy(b) =1—Fy(b) = Fy(b) = 3
im Widerspruch zur Definition der Menge B.

THEOREM 1.4 FEs gibt keine Menge maximaler Mdchtigkeit.
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2 Reelle Zahlen

2.1 Axiome der reellen Zahlen

Ausgehend von der Menge der natiirlichen Zahlen N fiihrt die Forderung der
Ausfiihrbarkeit der Subtraktion zur Menge der ganzen Zahlen, die Ausfiihrbarkeit
der Division zu den rationale Zahlen und die Ausfiihrbarkeit des Wurzelziehens
aus nichtnegativen rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen (irrationale und ra-
tionale Zahlen).

Wir beschrianken uns hier mit einer axiomatischen Einfiihrung der reellen Zahlen.
Man kann sie auch aus Axiomen der Mengenlehre ableiten. Hierfiir sei auf die
Literatur, z.B. Landau: Grundlagen der Analysis. Akademische Verlagsgesell-
schaft, Leipzig 1930, verwiesen.

DEFINITION 2.1 Der Korper der reellen Zahlen ist eine Menge R, fiir die
zwei Abbildungen (x,y) — = +y und (z,y) — zy von R x R in R und eine
Relation x < y (auch y > x geschrieben) zwischen Elementen von R definiert
sowie die folgenden vier Gruppen von Axiomen erfillt sind:

1. Die Menge R ist ein Korper.

(@) 2+ (y+2)=(r+y)+2z Va,y,z R,
(b) z+y=y+x Vr,y€eR,

(c) es gibt ein Element 0 € R derart, dass 0 +z =z V& € R,
(d) zu jedem z € R gibt es ein Element —x € R derart, dass x+(—x) = 0,
(e) z(yz) = (zy)z Vz,y,z €R,

(f) zy =yzr Vz,y €R,

(g) es gibt ein Element 1 # 0 in R derart, dass 1 -z =2 Vz € R,

(h)

h) zu jedem z # 0 in R gibt es ein Element 7! € R (auch 1/z geschrie-
ben) derart, dass zz~! =1,

(i) z2(y+2) =zy+zz Vr,y,z€R.
2. Die Menge R ist ein geordneter Korper.

(a) Aus z < yund y < z folgt = < z,
(b) die Aussage (= <y und y < x ) ist dquivalent mit x = y,

(d) auszx <yfolgt z+2<y+2z VzeR,

)
)
(c) fiir je zwei Elemente z,y € R gilt z < y oder y < z,
)
(e) aus 0 < z und 0 <y folgt 0 < xy.
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Die Relation (z <y und z # y ) wird = < y oder y > x geschrieben. Sind a, b
Elemente von R mit a < b, so nennt man

(a,b) == {x€R : a<xz<b} offenes Intervall

(a,b] := {x€R : a<xz<b} halboffenes Intervall
la,b) := {z€R : a<xz<b} halboffenes Intervall
[a,b] = {z€R : a<xz<b} abgeschlossenes Intervall

mit dem Anfangspunkt ¢ und dem Endpunkt b.

3. Die Menge R ist ein archimedisch geordneter Korper, d.h., es gilt das ar-
chimedische Axiom:
Zu jedem Paar x,y reeller Zahlen mit 0 < z, 0 < y gibt es eine natiirliche
Zahl n € N derart, dass y < nz.

4. Die Menge R geniigt dem Intervallschachtelungsaxiom.
Sind bei einer Folge ([an, by))nen abgeschlossener Intervalle fiir jedes n die
Bedingungen a,, < a,,.1 und b, .1 < b, erfiillt, so ist der Durchschnitt dieser

Folge nicht leer.

2.2 Ordnungseigenschaften der reellen Zahlen

LEMMA 2.1 Fir jedes Paar reller Zahlen x, y gilt genau eine der drei Rela-
tionenx <y, x =y, x> Y.

Beweis. Fiir x # y kann = < y und x > y nicht gleichzeitig gelten.

LEMMA 2.2 Die Bezichungen (z < yundy < z ) und (z <yundy < z)
ziehen beide die Beziehung x < z nach sich.

Beweis. Zunichst folgt in beiden Féllen z < z. Angenommen, dass r = z gilt.

Dann ist aber z < y und y < z (oder z < y und y < z) im Widerspruch zu
obigem Lemma.

LEMMA 2.3 Geniigen die 2n Zahlen x;, y;, t = 1,...,n fir jedes i der Bedin-

gung z; < y;, S0 ist
n n
P
i=1 i=1

Gilt zusdtzlich x; < y; fir wenigstens einen Index i, so ist

n n
i=1 i=1
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Beweis. Aus den Axiomen folgt zunéchst die Richtigkeit fiir n = 2
1+ 22 Sy + T2 S Y1+ Yo

Ferner folgt aus x; + o = y1 + y2 auch =1 + x5 = y1 + 2 = y1 + ¥, also
r1 = yp und x5 = yo, d.h., die zweite Behauptung fiir n = 2. Die Richtigkeit
des Lemma fiir mehr als zwei Summanden folgt nun durch vollsténdige Induktion.

Spezialfall: Sind z4,...,z, nichtnegativ, so gilt dies auch fiir 1 + ... + z,.
Ferner ist 1 + ...+ x, > 0, aufler im Fall z; = ... =z, = 0.

LEMMA 2.4 Die Relation x < y ist dquivalent mit x + z < y + z. Diese
Behauptung gilt auch, wenn < durch < ersetzt wird.

Beweis. Aus x < y folgt bereits z + 2z < y + z (Axiom 2(d)). Sei umgekehrt
x + z < y+ z. Dann folgt durch Addition mit (—z) auch

r=x+z+(—2)Jyt+z+(-2) =y

Der zweite Teil der Behauptung folgt aus der Aquivalenz von z =y zu z + 2z =
y+z

Spezialfille: Setzt man nacheinander z = —z, z = —y und 2 = —x + (—y),
erhilt man die Aquivalenz der Relationen

r<y, 0<y—z 2x2—-y<0, —-y<-m

Analoges gilt, wenn man < durch < ersetzt.

Fiir jede reelle Zahl = definieren wir den absoluten Betrag von x durch

o] = r fir <0
)l —z fir z<0

Ferner seien der positive Teil und negative Teil von z durch

v |zl Fe _ z) -2
* 2 o 2

bezeichnet, so dass © = — 2~ und |z| = 2T + 2~ gelten.

LEMMA 2.5 Ista >0, so ist die Relation |x| < a dquivalent mit —a < z < a,
die Relation |z| < a dquivalent mit —a < = < a.

Beweis. Im Fall z > 0 haben wir 0 < z = |z] < aoder 0 <z = |z| < a. Im
anderen Fall gilt fiir x < 0 die Beziehung —z = |z| < a, d.h., —a < x < 0, oder
—z =|z| <a,dh, —a<xz<0.
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LEMMA 2.6 (Dreiecksungleichung) Fir jedes Paar reeller Zahlen x, y gilt
[z +yl < |zl +lyl, und |lz| = Jyl| <[z —yl.

Beweis. Die erste Beziehung ist fiir x,y > 0 oder fiir 2,y < 0 offensichtlich. Fiir
unterschiedliches Vorzeichen, etwa z < 0 < y ist

r+y<y<y+lz|=lel+lyl wd z+y>z>r—I|yl =—|z[-|y|.
Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, denn wegen
[zl =ly+ (@ —y)l < [yl+]z—yl
yl=lz+@-—2) < [z[+]|y— ]
ist
—lz =yl <zl =yl < |z —yl.
FOLGERUNG 2.1 Durch vollstindige Induktion erhalten wir

LEMMA 2.7 Ist z > 0, so folgt aus x <y die Beziehung xz < yz. Aus x <0
und y > 0 folgt xy <0, aus x < 0 und y < 0 folgt xy > 0. Gleiche Beziehungen
gelten bei der Ersetzung von < durch <. Insbesondere ist x> > 0 fiir jede reelle
Zahl x und x* > 0 aufler fiir x = 0.

Beweis. Einfache Anwendung der Axiome und Folgerungen.

LEMMA 2.8 Firx > 0 ist =% > 0. Fir z > 0 ist x < y mit vz < yz
dquivalent. Die Beziehung 0 < x <y ist mit 0 < y~' < 2! dquivalent.

Beweis. Die erste Behauptung folgt wegen xz~! = 1 > 0. Die zweite folgt mit
x = (x2)z~1 aus der ersten. Die dritte Behauptung ist die Folge der zweiten.

Reelle Zahlen der Form +r/s, wobei r € Ny := NU {0} und s € N, werden
rationale Zahlen genannt.

THEOREM 2.1 Die Menge Q aller rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Menge aller positiven rationalen Zahlen
abzihlbar ist. Da die Vereinigung der abzihlbaren Mengen Q NR* und Q N R~
wieder abzéhlbar ist, folgt hieraus die Behauptung. Wir betrachten die surjektive
Abbildung ® : N x N — Q N Rt mit ®(m,n) := m/n. Wir schrinken nun &
auf eine geeignete Teilmenge von N x N ein, so dass die Einschrankung surjektiv
und injektiv ist. Da N x N abzéhlbar ist (Diagonalverfahren), ist diese Teilmenge
hochstens abziahlbar (wegen N C Q NR* abzéhlbar).

THEOREM 2.2 Die Menge R aller reellen Zahlen ist nicht abzdhlbar.

Beweis. Siehe beispielsweise Dieudonné Kap. 2.
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2.3 Obere und untere Grenze

DEFINITION 2.2 FEine reelle Zahl b € R heif$t obere (untere) Schranke einer
Menge X reeller Zahlen, wenn x < b (b < x) fir jedes x € X gilt.

DEFINITION 2.3 Eine Menge X C R heifst nach oben beschrinkt (nach unten
beschrinkt), wenn die Menge der oberen (unteren) Schranken nicht leer ist. Eine
Menge X reeller Zahlen, die nach oben und unten beschrdinkt ist, heifit beschrankt.

THEOREM 2.3 Ist eine nichtleere Teilmenge X von R nach oben (nach unten)
beschrdnkt, so besitzt die Menge aller oberen Schranken M ein kleinstes Element
(unteren Schranken ein grifites Element).

Beweis. Wir betrachten nur den Fall einer nach oben beschrédnkten Menge. Der
Beweis im Fall einer nach unten beschrankten Menge ist analog.

1. Konstruktion einer Intervallschachtelung.
Seien a € X und b € M, d.h., a < b. R ist archimedisch geordnet, also
finden wir zu b — a > 0, (%)n > 0 ein m € N, so dass m (%)n > b — a. Dies
bedeutet, dass a + m (%)n > b eine obere Schranke fiir die Menge X ist.
Wir verkleinern diese obere Schranke und bezeichnen mit p, die kleinste
natiirliche Zahl m, fiir die @ +m (3)" (noch) eine obere Schranke von X

2
ist. Wir betrachten nun die Folge abgeschlossener Intervalle

I, = {a—l—(pn—l) (%)n,a+pn (%)n] n € N.

Wir stellen zunichst fest, dass I, N X # ), denn im Fall p, = 1 gehort
zumindest a zum Durchschnitt und fiir p, > 1 folgt aus I, N X = 0,
dass a + (p, — 1) (%)n eine obere Schranke von X ist, im Widerspruch zur
Definition von p,,. Wegen

() e ()

folgt ppi1 < 2p,. Nun war

0t (pn—1) (%)n —a+ (2 - 2) (%)M

keine obere Schranke von X, also gilt p,+1 > 2p, — 2. Damit kann p,,; nur
2p,, oder 2p,, —1 sein. Somit haben wir eine Intervallschachtelung I,, 1 C I,,.

2. Es gibt nur eine reelle Zahl v € R mit v € NyenZy.
Angenommen es gibt zwei reelle Zahlen o, § mit o < (3, die im Durchschnitt
der I, liegen. Dann gehort auch [a, ] zu allen Intervallen I,,, insbesondere
gilt dann f — a < (%)n bzw. 2"(08 — «) < 1. Da jedoch 2™ > n fiir alle
n € N ist dies ein Widerspruch zur archimedischen Ordnung von R.
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3. Die Zahl ~ ist obere Schranke von X.
Angenommen es gidbe ein x € X mit

1 n
w>vza+<pn—1)(§)

fiir alle n € N. Nach dem archimedischen Axiom gibt es dann eine natiirliche
Zahl n*, fiir die (x — ¥)2™ > 1 ist. Dies ist aber gleichbedeutend mit

1\ 1\"™
ot (3) e ()

im Widerspruch zur Definition von p,.

4. Die Zahl ~ ist die kleinste aller oberen Schranken.
Angenommen, es gibe eine kleinere obere Schranke y < v von X. Dann
gibt es nach dem archimedischen Axiom eine natiirliche Zahl n fiir die
(v —y)2" > 1 gilt. Hieraus folgt

o (2) masye (L)
aT+Tpn\l3) =2 5 ]

y<a+(p,—1) (%)n

im Widerspruch zu y ist obere Schranke von X.

d.h.,

DEFINITION 2.4 Fiir eine nach oben beschrinkte Menge X reeller Zahlen
bezeichnet sup X das kleinste Element der Menge aller oberen Schranken von X.
Entsprechend wird fiir eine nach unten beschrdinkte Menge X reeller Zahlen das
grifste Element der Menge aller unteren Schranken mit inf X bezeichnet.
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3 Metrische Riaume

In diesem Abschnitt treten wir in die eigentliche Welt der Analysis ein, die zu
einem wesentlichen Teil auf dem Begriff der Konvergenz aufgebaut ist. Das Kon-
zept der Konvergenz erlaubt uns in gewissem Sinne, unendlich viele (Rechen-)
Operationen durchzufiihren, ein wesentlicher Unterschied zur Algebra. Prézisiert
man die naiv-anschaulichen Vorstellungen von Héufungspunkten und konvergen-
ten (Zahlen-)Folgen, so gelangt man in natiirlicher Weise zu den Begriffen des
Abstandes, der Umgebung eines Punktes und des metrischen Raumes.

3.1 Begriff des metrischen Raumes
Wir weisen auf folgende Zusatzliteratur hin:

H. Belkner: Metrische Rdume. Teubner Verlag. Leipzig. 1972
A.N. Kolmogorov, S.V. Fomin: Reelle Funktionen und Funktionalanalysis.
Deutscher Verlag der Wissenschaften. Berlin. 1975

Der Raumbegriff wird in den Disziplinen unterschiedlich interpretiert.

Brockhaus, ABC Physik: Grundbegriff zur Erfassung der gegemseitigen Anord-
nung von Korpern und Feldern.

Mathematisches Worterbuch: Menge, zwischen deren Elemente Beziehungen er-
kldrt sind.

BEISPIEL 3.1 Der Abstand zweier reeller Zahlen auf der Zahlengerade ist eine
Abbildung, die zwei reellen Zahlen eine nichtnegative Zahl zuordnet, in Zeichen
d:RxR— R mit Rf ={z €R : x>0}, mit folgenden Eigenschaften:

(M1) d(z,y) =0 <=z =y,

(M2) d(z,y) = d(y,z) Vz,y€R,

(M3) d(x,y) =d(x,z) +d(z,y) Vz,y,z€R.

BEISPIEL 3.2 Wir betrachten die Menge aller Tripel x = (x1,x2,x3) reeller
Zahlen und setzen E = R3. Dann ist der Buklidische Abstand (vgl. Abb. 1)

3 1/2
d(z,y) = (Z(CEZ — y,)Q)

=1

zwischen zwei Punkten x = (x1,22,23) € E und y = (y1,y2,y3) € E eine Abbil-
dung d : E x E — R} mit den Figenschaften

(M1) d(x,y) =0 <=z =y,

(M2) d(z,y) = d(y,x) Vr,y € E,

(M3) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) Vz,y,z€ E.

17



T3 — Y3

L= o =P + (52— )

y= (y1,y27y3)

Abbildung 1: Euklidischer Abstand zweier Punkte in R3

Beweis. (M1) und (M2) sind unmittelbar klar. (M3) folgt aus

|z =yl < fwi— 2l + [z — il
3 3 3 3
Dlwi—w)? < D (wi—2) 2 o —allz—ul+ ) (5 —v:)”
=1 =1

i=1 i=1

Wir wenden die Schwarzsche Ungleichung

n n 1/2 n 1/2
Sl ] < (zmie) (zw) neN o bR
=1 =1 =1

fir n = 3, a; = |z; — z| und b; = |z; — y;| an und erhalten

3 3 1/2 3 1/27 2
Z(l‘i — )" < (Z(% - Zi)2> + (Z(Zz = y¢)2> :

1=1 1=1

oder dquivalent
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Verallgemeinerung der ermittelten Eigenschaften und Axiomatisierung fiithren
zum Begriff des metrischen Raumes. Dabei wird die geometrische Sprache (Punkt,
Abstand, usw.) beibehalten.

DEFINITION 3.1 Sei E eine nichtleere Menge. Ein Abstand auf E ist eine
Abbildung d : E x E — R{ mit folgenden Eigenschaften:

(M1) d(z,y) =0 <=z =y,

(M2) d(xz,y) = d(y,x) Vz,y € E (Symmetrie),

(M3) d(xz,y) < d(z,z) +d(z,y) Vx,y,z € E (Dreiecksungleichung).

Das Paar (E,d) heifit metrischer Raum. Falls es aus dem Zusammenhang klar
ist, auf welche Metrik wir uns beziehen, schreiben wir einfach E fir (E,d).
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BEISPIEL 3.3 Seien E = R® und fiir v = (v1,79,73) € E, y = (y1,92,y3) € E
eine Abbildung d: E x E — R{ durch

d(z,y) := |z — y1| + 22 — y2| + |25 — y3|
definiert. (E,d) ist ein metrischer Raum.
Beweis. Man sieht sofort, dass (M1) und (M2) gelten. (M3) folgt aus
i — il = (i — 20) + (i —wo)| < |z — 2z + |z il 1=1,2,3,
durch Addition.

Der oben definierte Abstand heifit auch Manhattan-Abstand (vgl. Abb. 2). Um
vom Punkt x = (21,2, x3) zum Punkt y = (y1,¥2,y3) zu kommen, muss man
folgende Entfernungen zuriicklegen:

|z1 — y1| entlang der dritten Avenue, |xy — yo| entlang der fiinften
Street und |x3 — y3| von ebener Erde in den 37. Stock.

X3

y = (Y1, Y2, Y3)
®

1)

7’
1 Phd
T~ e e e _. L

Abbildung 2: Manhattan-Abstand zweier Punkte in R3

DEFINITION 3.2 FEine Abbildung f : A — R heifit beschrinkt, wenn das Bild
f(A) in R beschrinkt ist. dquivalent hierzu ist die Ezistenz einer Konstante C
derart, dass |f(z)] < C Vz € A.

BEISPIEL 3.4 Sei E := B(A) die Menge aller beschrdankten Abbildungen von
AinR. Sind f,g € E, so ist offenbar auch f — g € E. Wir setzen (vgl. Abb. 3)

d(f,g) == sup|(f — g)(x)|.
z€A
Dann ist (B(A),d) ein metrischer Raum.
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1

0.9 /-
\ f(x)=cos x /
0.8
0.7
0.6~
d(f, g)

0.5+

0.4
0.3 /
A /
02f
01f
/

0 ~
-1 0 1

Abbildung 3: Abstand der Abbildungen f: A — R und g : A — R fiir den Fall
A=[-1,+1]

Beweis. Die in R beschriankte Menge |(f —g)(A)| hat eine kleinste obere Schran-
ke, die nichtnegativ ist, somit ist d : £ x E — Ry. (M1) und (M2) sind wieder
einfach zu sehen. Zum Beweis von (M3) nutzen wir zunéchst, dass d(f, h) und
d(h,g) Schranken fiir |(f — h)(z)| bzw. |[(h — g)(z)| fiir jedes z € A sind, also
Ve e A gilt

(f=g)(@)| = [(f =h)(@)+(h—g)(z)| < [(f=h)(@)|+|(h—g)(x)| < d(f, h)+d(h,g).

Diese Ungleichung bedeutet, dass d(f,h) + d(h,g) eine obere Schranke fiir das

Bild |(f — ¢g)(A)]| ist. Die kleinste obere Schranke d(f,g) ist jedoch hochstens
gleich dieser oberen Schranke, d.h.,

d(f,g9) < d(f, k) +d(h, g).

BEISPIEL 3.5 Es seien (E;,d;), i = 1,...,m metrische Riume und E das
Produkt E = Ey X --- x E,,. Dann wird durch

d(z,y) = max di(;,y;)

firx = (z1,...,2m) € E undy = (y1,...,ym) € E eine Metrik auf E definiert,
die Produktmetrik.

Beachte: Der durch die Produktmetrik dp,oqur: €rzeugte metrische Raum ist von
dem durch den euklidischen Abstand dgy,uq auf R3 erzeugten metrischen Raum
verschieden. Fiir alle z,y € R3 gilt

1
%dEukud(fB,y) < dprodqukt(%,y) < dgukiia(x,y).
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DEFINITION 3.3 Secien (E,d) ein metrischer Raum und A C E. Dann gentigt
offenbar die Einschrinkung von d auf A x A den Bedingungen (M1)-(M3) und
(A,d| 4y 4) ist ein metrischer Raum. Die Einschrinkung d|,, 4 heif$t die von d
auf A induzierte Metrik.

3.2 Kugeln, Sphiren, Durchmesser und Abstand von Men-
gen

DEFINITION 3.4 Scien (E,d) ein metrischer Raum, a € E und r € R*.
Dann heifien die Mengen

B(a,r) = {x € FE : d(z,a) <r} offene Kugel,
B(a,r) = {x € FE : d(z,a) <r} abgeschlossene Kugel,
S(a,r) = {x € FE : d(x,a)=r} Sphire

um a mit Radius r.

BEISPIEL 3.6 Seien E = R und d(x,y) = |x — y|. Dann stimmen die offe-
ne, die abgeschlossene Kugel bzw. die Sphdre mit folgenden Mengen tberein:

B(a,r)=(a—r,a+7r), Bla,r) =[a—r,a+r| und S(a,r) ={a —r,a+r}.

BEISPIEL 3.7 Seien E = R? und d, der euklidische sowie ds der Manhatten-
Abstand. Dann ist B(a,r) in (E,dy) die Menge aller Punkte im Inneren eines
Kreises mit dem Mittelpunkt in a und dem Radius r wihrend B(a,r) in (E,ds)
die Menge aller Punkte im Inneren eines auf die Spitze gestellten Quadrates um
a mit der Seitenlinge \/2r ist (vgl. Abb. J).

X2

D T

Q2 a2

= =
ai X1 ai X1

Abbildung 4: Kugeln in (F,d;) und (E,ds)
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DEFINITION 3.5 Seien A,B C E und (E,d) ein metrischer Raum. Unter
dem Abstand der Mengen A und B versteht man die nichtnegative Zahl

d(A,B) = inf d(z,y).

r€A,yeB

Falls eine der Mengen nur aus einem Punkt x besteht, sprechen wir vom Abstand
des Punktes x zur Menge A und schreiben

d(z,4) i= it d(z.y)

(vgl. Abb. 5).

Abbildung 5: Abstand der Mengen A und B

DEFINITION 3.6 Eine Teilmenge A C E heifit im metrischen Raum (E,d)
beschrinkt, wenn es eine Konstante M > 0 derart gibt, dass d(z,y) < M fiir alle
x,y € A gilt. Fir eine beschrinkte Menge A ist der Durchmesser von A,

diam(A) := sup d(z,y),

z,yeA

endlich.

3.3 Offene und abgeschlossene Mengen

DEFINITION 3.7 FEine Teilmenge A C E eines metrischen Raumes heif$t of-
fen, wenn es zu jedem ihrer Punkte x € A eine offene Kugel B(x,r) gibt, die
ganz in A liegt, d.h. B(x,r) C A.
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BEISPIEL 3.8 Die leere Menge O und E sind in jedem metrischen Raum (E,d)
offen.

THEOREM 3.1 Im metrischen Raum ist jede offene Kugel eine offene Menge.

Beweis. Seien A = B(a,r) und z € A beliebig. Da d(z,a) < r, haben wir
ry :=r —d(x,a) > 0. Wir zeigen, dass die Kugel B(x,r;) ganz in A liegt. Sei
y € B(z,r1) beliebig, dann ist nach der Dreiecksungleichung

d(y,a) < d(y,z) + d(z,a) <71 +d(z,a) =,
also y € B(a,r) = A.

THEOREM 3.2 Die Vereinigung jeder Familie (Ay),., offener Mengen Ay ist
offen.

Beweis. Sei x € UyepA). Dann gibt es mindestens ein A\g € A mit x € A,,. Nun
ist Ay, offen, d.h. es gibt eine offene Kugel B(x,r), die ganz in A,, enthalten ist.
Also haben wir

B(IE,T’) C A)\O - U)\eAA)\.

THEOREM 3.3 Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

Beweis. Ist der Durchschnitt leer, so ist er trivialerweise offen. Seien nun A;,
t=1,...,n offen und z € N, A; beliebig. Da z in jeder der offenen Mengen A,
liegt, gibt es n offene Kugeln B(x,r;), i =1,...,n, die jeweils ganz in A; liegen,
in Zeichen B(z,r;) C A;y i =1,...,n. Sel r = minj<;<, ; > 0, dann folgt aus
B(z,r) C B(x,1;) C A; fiir jedes i = 1,. .., n die Inklusion

B(z,r) C NI A,
was zu zeigen war.

Der Durchschnitt einer unendlichen Familie offener Mengen ist nicht notwendig
offen, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 3.9 Seien E = R, d(z,y) = |z —y| und A, = (=1/n,+1/n) fir
n € N. Dann sind die offenen Intervalle A, offen und fir den Durchschnitt gilt
MnenA, = {0}. Es gibt jedoch keine Kugel B(0,r), die ganz im Durchschnitt der
A, liegt.

DEFINITION 3.8 Fine Teilmenge A C E eines metrischen Raumes heif§t ab-
geschlossen, wenn das Komplement von A beziiglich E offen ist.

FOLGERUNG 3.1 Die Mengen E = Cgl) und ) = CgE sind abgeschlossen.
Der Durchschnitt einer Familie abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. Die
Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
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Beweis. Der Beweis der obigen Aussagen basiert auf

Ce(Mieadn) = UxeaCrA,,
CE(UyzlAz) - ﬁ?leEA,

Beachte: In einem metrischen Raum gibt es Mengen, die
e offen und abgeschlossen sind (z.B. E, (),
e offen und nicht abgeschlossen sind (z.B. (0,1) in R),
e nicht offen und abgeschlossen sind (z.B. [0,1] in R),

e weder offen noch abgeschlossen sind (z.B. (0, 1] in R).

THEOREM 3.4 Im metrischen Raum sind die abgeschlossene Kugel B(a,r)
und die Sphdre S(a,r) abgeschlossene Mengen.

Beweis. Nach der Definition abgeschlossener Mengen miissen wir zeigen, dass
die Komplemente offen sind.

1. Sei z € Cp(B(a,r)), d.h. d(z,a) > r. Setze p := d(x,a) — r > 0. Dann ist
B(z,p) N B(a,r) =10,
denn fiir jedes y € B(z, p) haben wir
d(z,a) < d(z,y)+d(y,a) < p+d(y,a) =d(z,a) —r +d(y,a),
woraus d(y,a) > r folgt.

2. Das Komplement von S(a,r) ist die Vereinigung der offenen Mengen B(a, r)
und CgB(a,r) und somit offen.
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4 Folgen in metrischen Riumen

4.1 Konvergenzbegriff

DEFINITION 4.1 Sei E eine Menge. Abbildungen von N in E heiffen Folgen
in E. Ist o : N — E eine Folge, so schreiben wir auch

(n), (Tp)nen oder (x1,za,...)
fir ¢, wobei x,, :== @(n) das n-te Glied der Folge ist.

DEFINITION 4.2 Eine Folge (x,)nen heifit im metrischen Raum (E,d) kon-
vergent gegen xo € E, wenn zu jeder vorgegebenen Toleranzschranke € > 0 eine
Indexschranke no(e) existiert, so dass fir alle n > ng(e) d(xp,xo) < € gilt, in
Zeichen

lim z, =29 in FE, T, — To n E.

n—oo

Beachte: Fiir jede Toleranzschranke € > 0 liegen auflerhalb der offenen Kugel
B(zy, ¢) hochstens endlich viele Folgenglieder.

DEFINITION 4.3 FEine Folge (x,)nen heifit im metrischen Raum divergent,
wenn es kein xg € E ¢ibt, so dass x, — xg in E.

BEISPIEL 4.1 Im metrischen Raum R ist

n-1\ _ [, 1132
2n ),on | 4737857

gegen xo = 1/2 konvergent. In der Tat gilt

1
=—<e¢e firn>—=:ng(e).

d(Tn, To) =
(I xo) 2n 2e

2n 2

BEISPIEL 4.2 [m metrischen Raum (C,d), d(z1, z2) = |21 — 22|, der komplexen
Zahlen ist die komplexe Folge (z,)neny mit

n—1 1' 1

n+2 . 2n
= —+1
n—+1 n-+ 2

Zn

gegen 2y = 1 + 2i konvergent. Nach Definition des Abstandes in C haben wir

1 44
n+1 n+2

n+2 . 2n
+1
n—+1 n-+ 2

:\/1 16  i7

(n+1)2+ (n+2)? < n+1 <

d(Zn7 ZO) =

— (1 +2i)

3

fiir n > \/17/e — 1 := ngy(e) (vgl. Abb. 6).
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A
Imfz Vergroflerung:
2 ® 2
® 210
e Z7
e 24
® Z3
2,071
1 o 2
° 2
o1
1 Re 7

Abbildung 6: Darstellung der Folge (z,,)nen komplexer Zahlen

4.2 Eigenschaften konvergenter Folgen

THEOREM 4.1 Im metrischen Raum ist der Grenzwert einer konvergenten
Folge eindeutig bestimmd.

Beweis. Angenommen, es gibt zwei Grenzwerte zy und xf§. Nach Definition
finden wir zu jeder Toleranzschranke € > 0 Indexschranken ng(e/2) und ng(s/2),
so dass

Vn > no(%) d(xp, x0) < %
Vn > nS(%) d(zp, z5) < %

gilt. Damit haben wir fiir alle
E. 4 €
n > max(no(i),no(i))
die Ungleichungskette
0 < d(zg,x5) < d(zg, ) + d(xy, x5) < €.

Da e > 0 beliebig war, muss d(xo, z{) = 0 gelten im Widerspruch zur Annahme
es gibe zwei Grenzwerte.

THEOREM 4.2 Im metrischen Raum ist jede konvergente Folge beschrdnkt.
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Beweis. Wegen
A(Tm, Tn) < d(Tm, o) + d(xy, o) VYm,n € N

geniigt es, die Beschranktheit von d(z,,, zo) fir n € N zu zeigen. Wir setzen € = 1.
Dann liegen auflerhalb der Kugel B(zy, 1) hochstens die endlich vielen Folgenglie-
der z1,...,xy mit N < ng(1). Sei R := max(1,d(xy,zo),...,d(zN,x0)). Dann
haben wir

d(xp,x9) <R VYneN.

DEFINITION 4.4 Es sei ¢ = (x,) eine Folge in E, und ¥ : N — N strikt
wachsend, d.h., aus m < n folgt ¥(m) < ¥(n). Dann heifst potp : N — E
Teilfolge von ¢. In Analogie zur Notation (x,,) schreiben wir kurz (2., )ken, wobei
ng := Y(k). Da 1 strikt wachsend ist, gilt ny <ny < ....

BEISPIEL 4.3 Ausgehend von der Folge

B_/, 111l
n) | 7234

erhalten wir Teilfolgen durch Angabe der strikt wachsenden Abbildung ¢ : N — N

1 1111
— (k) = 2% - =) =335
1 111
— (k) =2k + 1 R ST
1 111
_ — 2. _ — -
e = b(k) = k? - <k2) 1,4,9,16,...}

THEOREM 4.3 FEs sei (x,) konvergent mit Grenzwert xo. Dann ist auch jede
Teilfolge (xp, )ken von (x,) konvergent, und es gilt limg_, o0 T, = Xo-

Beweis. Fiir jede Toleranzschranke ¢ > 0 gibt es eine Indexschranke ng(e), so
dass fur alle n > ng(e) d(z,,z0) < €. Da 9 strikt wachsend ist, gilt n, > k fiir
jedes k € N und damit auch fiir jedes k > ny(e) d(zn, ,xo) < €.

4.3 Cauchyfolgen und Vollstindigkeit metrischer Ridume

Bei der Definition konvergenter Folgen tritt der Grenzwert explizit auf. In diesem
Abschnitt werden wir das Konzept der Cauchyfolgen einfiihren, das es ermoglicht,
die Konvergenz einer Folge nachzuweisen, ohne den Grenzwert zu kennen.

Cauchy, Augustin-Louis 21.8.1789-13.5.1857 franz. Mathematiker, Ver-
dienste beim strengen Aufbau der Analysis, Begriinder der Funktionen-
theorie
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DEFINITION 4.5 FEine Folge heifst Cauchyfolge, wenn zu jedem € > 0 ein
no(e) existiert, so dass fir alle m,n > ng(e) d(xm,,x,) < € gilt.

BEISPIEL 4.4 Im metrischen Raum R ist

(n) = <n2:7,1)

Cauchyfolge, denn fir alle m > n gilt

m—1 n-—1

AT, Tp) = |Tpy — 0| = ' Sy 5

falls nur m >n > % = no(e).

THEOREM 4.4 (Notwendiges Konvergenzkriterium)
Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei (z,) gegen xy konvergent. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine
€
Indexschranke ng = ng(=), so dass fiir alle n > ny  d(z,,z9) < 3 gilt. Dann

haben wir aber auch fiir alle m,n > nq

d(Tp, vy) < d(Tm, o) + d(z0,T,) < % + % — ¢,

Die Umkehrung des Theorem 4.4 gilt nicht in jedem metrischen Raum, wie das
folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 4.5 Im metrischen Raum der rationalen Zahlen Q sei eine Folge
rekursiv durch

1 2
Tl :25(1’”—1——) firmneN, x;=2

n

gegeben. Da () in R gegen /2 konvergiert (Beweis als Ubungsaufgabe), ist (x,,)
Cauchyfolge in R und damit auch in Q.

DEFINITION 4.6 Fin metrischer Raum E heif§t vollstindig, wenn jede Cauchy-
folge konvergiert.

Beispiele vollstandiger metrischer Raume geben wir im néchsten Abschnitt an.
Hier betrachten wir noch zwei weitere Eigenschaften von Cauchyfolgen.

THEOREM 4.5 Jede Cauchyfolge ist beschrdnkt.
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Beweis. Fiir m,n > ny(1) ist d(zp,, z,) < 1. Sei N die kleinste natiirliche Zahl,
die grofer als ng(1) ist. Nun haben wir

d(zp, z1) < d(zp,zn) +d(zy,21) <1+ d(xy,21) YneN
woraus fiir alle m,n € N
AT, ) < d(Tp, 1) + d(xp, 1) < 2+ 2d(zN, 21)
folgt.

THEOREM 4.6 Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist sie
selbst konvergent.

Beweis. Seien (z,) eine Cauchyfolge und (z,,) eine gegen x, konvergierende

Teilfolge. Dann gibt es zu jedem £ > 0 ein nm(%), so dass fiir alle m,n > ng
d(Tpm, z,) < % gilt. Ferner gibt es auch ein nog(g), so dass fiir alle k& > ngo

d(zp,, z0) < % Sei N die kleinste natiirliche Zahl, die grofler als ng; und ng, ist.

Dann gilt wegen ny > N

d(zp, x0) < d(Tp, Tny) + d(Tny, o) < % + g =ec VYn>N.

4.4 Beispiele vollstindig metrischer Ridume

THEOREM 4.7 Der metrische Raum der reellen Zahlen ist vollstindig.
Beweis. Sei (z,,) eine Cauchyfolge in R, d.h.
Ve >0 dng(e) VYm,n > ng(e) | T — zp| < €.
Wir definieren eine strikt wachsende Folge natiirlicher Zahlen durch
1. ny sei die kleinste natiirliche Zahl, so dass Vm,n > n; |z, — x,| < 1/4,

2. my > ny sei die kleinste natiirliche Zahl, so dass Vm,n > ny |z, — x,| <
1/8,

usw. .... Wir betrachten nun die Folge abgeschlossener Intervalle
k k
1 1
e @ )]
Nach Definition der n; ist
1\ FH1
|xnk+1 - :Enk| < 5
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oder dquivalent

1 k+1 1 k+1
(e ()

Hieraus erhalten wir insbesondere

1 k 1 k+1 1 k+1 1 k
Lpy, — 5 < xnk+1 — 5 y xnk+1 —+ 5 < Ly, —+ 5 .

Somit bilden die I eine Intervallschachtelung I, C I, wobei die Linge von
I mit k — oo gegen Null geht. Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es
(genau eine) reelle Zahl xy € I fur alle k € N. Andererseits liegt auch z,,, in I

fiir jedes k € N. Wegen
1\ 1\ A1
memnl=(5) ()

konvergiert die Teilfolge (x,, ) der Cauchyfolge (x,,) gegen zy, also die Cauchyfolge
ebenfalls gegen xg.

Beachte: Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium ist eine Folge reeller
Zahlen (s,),>1 genau dann konvergent, wenn

Ve >0 3 ng(e) Vm,n>ng(e): [sm—sa| <e.
Fiir konvergente Folgen (s,),>1 folgt hieraus sofort

lim (Sp1p — Sn) =0

n—oo

fiir jede positive Zahl p. Das folgende Beispiel zeigt, dass diese Eigenschaft nicht
hinreichend fiir die Konvergenz reeller Zahlenfolgen ist.

BEISPIEL 4.6 Es gibt eine divergente Folge reeller Zahlen (sy,)n>1, fir die

lim (Sp1p — Sn) =0

n—oo

fiir jede positive Zahl p gilt.

1
Betrachte die Partialsummenfolge (s,)n>1 der harmonischen Reihe E —.
- v
v=1
Da die Reihe divergiert (vgl. Beispiel 7.4), divergiert die Folge (sp)n>1-
Wegen

w1 &1 X1 P
OSSnﬂJ—S”:Z__ o= - < ;
v=1 v v=1 v v:n+lv n+1

n—o0



THEOREM 4.8 Der metrische Raum der komplexen Zahlen ist vollstindig.

Beweis. Wir erinnern an den Abstand im metrischen Raum C

d(zl, 22) = |Zl — ZQ‘ = \/(al - (Zz)z + (bl - b2)2

fiir zwei komplexe Zahlen z; = aj +ib; und 25 = ay+1by. Sei nun (z,) = (a, +1ib,)
eine Cauchyfolge in C, d.h. fiir jedes € > 0 gibt es ein ng(e), so dass fiir alle
m,n >ng(e)  d(zm, zm) < € gilt. Wegen

|am — an| < d(zm, 2,) und by, — by| < d(2m, 2n)

sind die reellen Zahlenfolgen (a,) und (b,) Cauchyfolgen in R. Da R vollstéindig
ist, gibt es Grenzwerte a = lim,, ., a,, und b = lim,, ., b, in R, insbesondere gibt
es zu jedem € > 0 Indexschranken ng; () und nga(e), so dass

la, —a| <e Vn > ng, b, — b <e Vn > np.
Damit haben wir fiir z = a + ib und N(¢e) := max(no1(€), no2(€))
d(zn, 2) < V2¢ VYn > N.

THEOREM 4.9 Seien die metrische Raume (E;,d;), i = 1,...,s vollstindig.
Dann ist der Produktraum E = E1X- - -x Ey beztiglich der Produktmetrik vollstindig.

Beweis. Sei (") eine Cauchyfolge in (F,d), d.h. fiir jedes € > 0 gibt es ein
no(g), so dass fiir alle m,n > ny d(z™,2") < € gilt. Wegen

di(z;,yi) < max dj(z;,y;) = d(z,y) i=1,...,8

~ 1<5<s
haben wir fiir alle m,n > ng und jedes i =1,...,s
di(zi", xi) <e,

d.h. die Folge (zI")nen ist Cauchyfolge in (E;, d;) fiir jedesi = 1,...,s. Da (E;, d;)
vollsténdig ist, gibt es einen Grenzwert in Fj,

lim a2 =2) € B, i=1,...,s.
Wir zeigen, dass (z") in E gegen x° := (29, ..., 22) konvergiert. Zu jeder Tole-
ranzschranke £ > 0 gibt es Indexschranken ng;(g), ¢ = 1,...,s, so dass fiir alle

n>ny di(z?,2?) < e gilt. Sei N(g) := max;<;<; no;(¢). Dann gilt

d(z",2%) = max di(z,29) < e VYn > N.

FOLGERUNG 4.1 Der metrische Raum R® ist vollstdndig.
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Wir erinnern, dass standardméflig der R® mit der Produktmetrik versehen ist,
d.h. fir zwei s-Tupel x = (21,...,25) € R®* und y = (y1,...,ys) € R® ist der
Abstand gegeben durch

d(w.y) = max [z~ yi|.

BEISPIEL 4.7 Die Folge

(o) o ((L”ZR 17_1717_2))

ist Cauchyfolge in R* und damit konvergent. In der Tat ist fiir m > n

1 1 1 1
d(z™ 2") = max |[z]' —al| = — — — < —<e Vn>-==:ny(e).
1<i<4 n m n €

BEISPIEL 4.8 Die reelle Zahlenfolge

|
25)
neN

ist Cauchyfolge in R und daher konvergent. Zundchst ist fiir m > n

1
d(Tp, T — - —.
m n D)
Jj=n+1 J
Wegen
1 _ 1 1 1
2 ogu-1 j-1 3
konnen wir die rechte Seite weiter abschdtzen
— < S=o - < o<e
O S e T
j=n+1 ji= n+1 Jj=n+1

firn > 1/e =: ny(e).

BEISPIEL 4.9 Die reelle Zahlenfolge (x,,) mit z,, = (—1)" ist beschrinkt, aber
keine Cauchyfolge. Wegen

[ 0 fiir m +n gerade
d(xm; xn) - { 2 furr- m —|— n ungerad@

gibt es zu € = 1/2 kein ng, so dass fir alle m,n > ny  d(zm,,x,) < 1/2 gilt.
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4.5 Rechenregeln fiir konvergente Folgen in R* und C

DEFINITION 4.7 Im R?® fiihren wir die Summe zweier s-Tupel reeller Zahlen
x=(z1,...,2s) und y = (y1,...,ys) durch

r+y= (@1 +y,.... s +Ys)
und die Multiplikation eines s-Tupels mit einer reellen Zahl o € R durch
ar = (ary, ..., axs)
ein. Die Menge aller s-Tupel stellt dann einen linearen Vektorraum dar.

Regeln fiir konvergente Folgen im R®

(i) lmz2"=2 inR° <& limal=z, inR,Vi

(i) o, R, limz" =2 inR° limy" =y inR’= lim az" + By" =
ar+ [y in R?

Regeln fiir konvergente Folgen in C

(iii) lim z, =2 inC < limRez,=Rez wund limIm z,=Im 2

n—oo n—oo
iv) lim 2z, =2 inC, limw, =w inC = lim z,w, = zw lim — =
b b
n—oo n—oo n—oo n—oo
W,

2 fallsw #0, lim az, + fw, = az+ pw fir a,F € C.
w n— oo

Beweis. (i) und (iii) folgen unmittelbar aus der Definition des Abstandes in R*
bzw. C. (ii) folgt wegen

d(ax"™ + By, ax + By) = max|axy + By — ax; — By
< ofmax |z} — x| + |6 max |y — yil

lald(z"™, ) + |Bld(y", y).

Der erste Teil von (iv) basiert auf

< zpwn, — zpw + zpw — zw|
<zl Jwn —w| + w] |z, — 2]

und der Beschréanktheit konvergenter Folgen. Zum Beweis des zweiten Teils be-
merken wir zunéchst, dass aus ||w,| — |w|| < |w, — w| < € fir n > ngy(e)

lw| — e < |w,| < |w|+¢e
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folgt, fiir n > ng(Jw|/2) also |w,| > |w|/2 > 0 folgt. Nun gilt

o 2| lznw — zwy| |z, — 2| N |2| |w, — w|
Wy w wn Jw] 7wl |wn| [w]
und fiir n > ny(Jw|/2)
z z 2 z
- < = {|zn—z|+u|wn—w| .
wn w| - |w| |w

Der letze Teil, die Linearitét, basiert auf

laz, + Bw, — az — Bw| < |a| |z, — 2| + 18] |w, — w|.

4.6 Spezielle Eigenschaften reeller Zahlenfolgen

Wir erinnern daran, dass die Menge der reellen Zahlen ein geordneter Korper ist
und nutzen im folgenden die Ordnung zusétzlich aus.

DEFINITION 4.8 FEine Folge (x,) reeller Zahlen heifit wachsend (fallend),
wenn Ty, < Tpy1 (Tny1 < x,) fir alle n € N gilt. Im Falle, dass das <-Zeichen
durch das <-Zeichen ersetzt werden kann, spricht man von strikt wachsend (fal-

lend).

BEMERKUNG 4.1 Fiir eine wachsende (bzw. fallende) Folge verwenden wir
das Symbol x,, T (bzw. m, |). Liegt zusdtzlich Konvergenz gegen xy vor, so
schreiben wir x, T xo (bzw. x, | xo) anstelle von z, — .

BEISPIEL 4.10 Die Folge (x,) = (1/n) ist strikt fallend, denn

1 I 1 <0

“n+1l n nln+1) '

BEISPIEL 4.11 Die Folge (z,,) = (¢") mit q € (0, 1) ist strikt fallend, denn

Tnt+1 — Tn

T n+1
0< ntl _ 4 =q<1.

Tn qr

THEOREM 4.10 Jede wachsende (fallende) beschrinkte Folge (x,,) in R kon-
vergiert, und es gilt

xn Tsup{z, :n € N} (z, | inf{z, : n € N}).

Beweis. Sei (z,) eine wachsende und beschrénkte Folge reeller Zahlen. Da die
Menge {z, : n € N} beschrénkt ist, existiert x := sup{z, : n € N}. Sei ¢ > 0
beliebig. Dann gibt es ein ng(e) € N derart, dass

T—e<Tp, <axp<z<T+e

fiir alle n > ng gilt. Der Beweis fiir eine fallende Folge verlduft analog.
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THEOREM 4.11 (Vergleichssatz) Es seien (x,,), (yn) konvergente Folgen in R.
Ferner gelte x,, < y, fir unendlich viele n € N. Dann folgt

lim z, < lim y,.

n—oo n—oo

Beweis. Angenommen es sei

lim z, =2z >y = lim y,.
n—oo

n—oo

Dann ist € := (x — y)/2 > 0 und wir finden ein ny derart, dass fiir alle n > ng
r—e<x,<x+E€, Yy—e< Y, <y-+e,

woraus insbesondere
r+y

yn<?<xn Vn > ng
folgt. Demnach kann die Ungleichung x,, < y,, nur fiir endlich viele n < ng gelten
im Widerspruch zur Voraussetzung.

4.7 Einige wichtige Grenzwerte
BEISPIEL 4.12 Es seia € C. Dann gilt

0, falls |a| <1
lim a" = 1, falls a=1
e divergent, falls |a| >1, a# 1.

Angenommen, die Folge (a™) konvergiert. Dann gilt

Jim " = Jim o = fiy 0"

Damit gilt entweder lim,, .., ™ = 0 oder a = 1. Sei zunéchst |a| < 1. Dann ist die
Folge (]a|™) = (|a"|) fallend und beschrankt. Sie besitzt daher einen Grenzwert,
der nach obiger Argumentation nur Null sein kann. Ist a = 1, so ist ™ = 1 und
damit lim, ., a” = 1. Wir nehmen jetzt |a| = 1 und a # 1 an. Angenommen
die Folge wiirde konvergieren, so muss sie nach obiger Argumentation gegen Null
konvergieren, was aber wegen |a"| = |a|® = 1 nicht moglich ist. Sei schlieflich
la| > 1. Dann ist 1/]a] < 1, und (1/|a"|) eine Nullfolge. Also gibt es eine
Indexschranke ng(e) mit 1/[a™| < 1 fiir alle n > ng oder dquivalent |a"| > 1
fiir alle n > ng. Somit divergiert (a™).

BEISPIEL 4.13 FEs seien k € N und a € C mit |a| > 1. Dann gilt

nk

lim — =0,
n—oo Q™

d.h., fiir |a| > 1 wéichst die Funktion n — a™ schneller als jede Potenz n — nk.
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Fiir o« := 1/|a] € (0,1) und x,, = n*a™ haben wir

n 1\* 1\"
x+1:<n+ )a:(l—l——) a, VneN,
Tn n n
d.h., x4 1/2, | afiir n — 0o0. Sei nun € (a, 1). Dann gibt es eine Indexschranke

ng mit x,.1/x, < 0 fir alle n > ngy. Also gilt mit vollstdndiger Induktion fiir
einen festen Index N > ng

Tyt < Brn, Ty < BTN, ..., Tngn < BN, Vn €N,
Da (™) eine Nullfolge ist, ist auch (x,) eine Nullfolge.

BEISPIEL 4.14 Fira € C gilt

Die Fakultit n — n! wdchst also schneller als jede Funktion n — a™.

Sei B € (0,1). Es gibt ein N mit |a|/k < § fir alle & > N. Somit folgt fiir alle
n >N

an

n!

N n N N
_ la] lal _ lal BN = |al .
N! 11 k ~ NI BN NI

k=N-+1

Da (") eine Nullfolge ist, folgt die Behauptung.

BEISPIEL 4.15 Die Folge ((1 + 1/n)")nen konvergiert. Fir ihren Grenzwert

. 1\"
e:= lim (1 + —) ,
n—oo n

die Fulersche Zahl, gilt 2 < e < 3.

1 n 1 n+1
Qp 1= (1—|——) , b, == (1—|——)
n n

und zeigen, dass die Folge (a,) wachsend und die Folge (b,,) fallend sind. Es gilt

S () () (002) ()

n

Wir setzen

Wir nutzen die Bernoullische Ungleichung

(I1+a)">1+na fira>-1, neN,
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die leicht mit vollstdndiger Induktion gezeigt werden kann und in der das Glei-
chungszeichen nur fiir n = 1 oder fiir a = 0 gilt. Anwendung der Ungleichung
ergibt

. 1 ”“>1 1 on 1
(n+1)2 n+1l n+1 142

Somit haben wir a,,; > a,. Betrachten wir nun

b (11" 1 ((n+1)2>"+1‘

buir (1+-2)"7 147 \n(n+2)

n+1

durch Anwendung der Bernoullischen Ungleichung folgt nun
(n+1)2\""" 1 i n+1 n+1
— = (1+——= >14—— =14 ——
n(n+ 2) n(n+ 2) n(n + 2) (n+1)2—-1

Somit gilt
Ay < Qpy1 < bpy1 < by Vn € N,

d.h., (a,) ist strikt wachsend, (b,) ist strikt fallend und beide Folgen sind be-
schrankt. Wegen

1
lim b, = lim (1 + —) lim a,
n—oo n—oo n n—oo
sind die existierenden Grenzwerte beider Folgen gleich. Insbesondere sind a; = 2
eine untere Schranke und b; = 4 eine obere Schranke fiir e. Eine bessere obere
Schranke liefert by ~ 2.853116... < 3. Eine numerische Berechnung liefert den

Wert
e = 2.71828182845904523536 . . ..

4.8 Umgebungen, Hiufungs- und Beriihrungspunkte

DEFINITION 4.9 Sei A eine nichtleere Teilmenge eines metrischen Raumes
E. Unter einer offenen Umgebung von A versteht man eine A umfassende offene
Menge. Eine Umgebung von A ist jede Menge, die eine offene Umgebung von A
enthdlt. Ist A = {x}, so spricht man von Umgebungen des Punktes x statt von
Umgebungen von {z}.

DEFINITION 4.10 FEin Punkt x € E heifit Bertihrungspunkt der Menge A C
E, falls jede Umgebung von x einen nichtleeren Durchschnitt mit A hat.

DEFINITION 4.11 FEin Punkt x € E heifit Hiufungspunkt der Menge A C F,
falls jede Umgebung von x einen von x verschiedenen Punkt von A enthdlt.
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FOLGERUNG 4.2

(1) Jeder Hiufungspunkt einer Menge A ist Beriihrungspunkt der Menge A.
(ii) Jeder Beriihrungspunkt x ¢ A der Menge A ist Héiufungspunkt von A.

(iii) Jeder Punkt x € A ist Berihrungspunkt von A.

Beweis. (i), (ii) folgen unmittelbar aus der Definition. (iii) ergibt sich daraus,
dass jede Umgebung des Punktes x den Punkt z enthilt.

DEFINITION 4.12 Die Menge aller Berihrungspunkte einer Menge A heifit
abgeschlossene Hiille oder Abschlieffung von A und wird mit A bezeichnet.

FOLGERUNG 4.3 Bezeichne HP(A) die Menge aller Hiufungspunkte der Men-
ge A. Dann gilt A= AU HP(A).

Beweis. Sei x € A, dann ist wegen (iii) 2 Beriihrungspunkt von A, d.h., A C A.
Jeder Beriihrungspunkt =z ¢ A von A ist aber nach (ii) Haufungspunkt von A,
liegt also in HP(A), damit haben wir A C AU HP(A). Wegen (i) gilt nun
HP(A) C A.

THEOREM 4.12 Fiir jede Menge A ist die Abschliefung A von A die kleinste
abgeschlossene Menge, die A enthdlt, d.h.,

A= ﬂ B.
ACB

Babgeschlossen

Beweis. Wir bezeichnen mit

D= ()] B

ACB
Babgeschlossen

D ist als Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen abgeschlossen und
enthélt die Menge A.

Wir zeigen zunichst, dass jeder Beriihrungspunkt von A zu D gehort, also A C D
ist. Da A C D, geniigt es, Beriihrungspunkte z ¢ A zu betrachten. Dann ist
x € HP(A). Angenommen z ¢ D. Dann gilt fiir mindestens eine abgeschlossene
Menge B D A x ¢ B. Nun war B abgeschlossen, also gibt es eine Umgebung um
x, die keinen Punkt mit D gemeinsam hat. Somit kann = kein Haufungspunkt
von A sein und es gilt A C D.

Wir zeigen, dass A abgeschlossen ist, so dass wegen A C A automatisch D als
Durchschnitt aller abgeschlossener Mengen, die A enthalten, Teilmenge von A
ist. A abgeschlossen ist mit CzA offen #quivalent. Sei = kein Beriithrungspunkt
von A, also x € CgA. Dann gibt es eine Umgebung, in der keine Punkte aus A
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liegen, insbesondere auch eine Kugel B(z,r) mit B(z,7) 1A = (. Angenommen,
es gibt einen Punkt y € A\A aus B(x,r). Dann wiirden in jeder Umgebung
B(y, R) Punkte aus A liegen. Aber fiir R :=r — d(z,y) gilt

B(y,r —d(z,y)) C B(z,r), B(z,r)NA=0.

Also gibt es derartige Punkte y nicht und B(z,r) liegt ganz im Komplement von
A. Damit ist CgA offen.

THEOREM 4.13 (Bolzano- Weierstraj3)
Jede unendliche beschrdnkte Teilmenge A von R oder C besitzt mindestens einen
Haufungspunkt.

Beweis. Sei A C R beschrénkt. Dann gibt es ein Intervall I; := [—¢, +¢], in dem
alle Punkte aus A liegen. Wir halbieren das Intervall und wéhlen ein Teilintervall
aus, in dem unendlich viele Elemente von A liegen. Wir fahren dann mit dem
ausgewihlten Intervall in gleicher Weise fort. So erhalten wir eine Folge (1,,) von
Intervallen, mit 7,,.; C I,,. Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es eine
reelle Zahl £ € R, die in allen Intervallen liegt. Wir zeigen, dass £ Haufungspunkt
von A ist. Wir betrachten eine beliebige Umgebung von &, die insbesondere eine
Kugelumgebung B(&,7) enthélt. Da & € I, fiir alle n € N und fiir die Lange [,
der Intervalle [,, = ¢/2"! gilt, gibt es ein I, mit I, C B(,r). Jedes I,, enthilt
nach Konstruktion aber unendlich viele Elemente von A also gegebenenfalls auch
ein von £ verschiedenes.

Im Fall der komplexen Zahlen geht man analog vor und teilt die Rechtecke R,
jeweils in vier Teile. Die Projektionen auf die Real- bzw. Imaginérteile liefern
dann zwei Intervallschachtelungen in R.

FOLGERUNG 4.4 Jede beschrinkte Zahlenfolge (x,,) besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Gibt es ein x, so dass fiir unendlich viele n € N z,, = z, gilt, so konver-
giert die Teilfolge (z), € N gegen x. Gibt es kein derartiges x, so ist das Bild der
Folge ¢ = (z,) also A := ¢(N) eine unendliche beschrinkte Teilmenge in R bzw.
C. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert ein Haufungspunkt & dieser
Menge. Wir konstruieren nun eine Teilfolge von (x,), die gegen £ konvergiert.
Wir betrachten die Folge der Kugeln B((&,1/n)). In jeder dieser Kugeln gibt es
unendlich viele Elemente der Folge, da andernfalls die Kugel B(¢, p) mit p kleiner
als der minimale Abstand eines Folgengliedes zu ¢ keinen Punkt mit A gemein
hatte. Sei z,, € B({,1). Angenommen wir haben fir n;, dass z,, € B({,1/n)
gilt. Dann gibt es in der Kugel B(£,1/(n + 1)) ein Element z,, mit einem In-
dex hoher als n;. Wir bezeichnen diesen Index mit n;.;. Dann konvergiert die
Teilfolge (2n, )ken-
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DEFINITION 4.13 Ein Punkt x heifst Hiufungspunkt der Folge (x,,), wenn in
jeder Umgebung von x unendlich viele Glieder der Folge liegen.

Beachte: Die Begriffe Hiufungspunkt einer Folge ¢ = (x,) und Haufungspunkt
der Menge ¢(N) sind verschieden. Beispielsweise sind fiir eine stationdre Folge
(z,) = (z) der Punkt = Haufungspunkt der Folge (z,) aber kein Haufungspunkt
der einelementigen Menge ¢(N) = {z}.

4.9 Limes superior and Limes inferior

Sei (x,) eine beschrankte Folge in R. Fiir jedes n € N setzen wir

ay = égf x = inf{zy ; kK >n}, b, :=supxy :=sup{zy ; k> n}.
>n k>n

Dann sind (a,) wachsend, (b,,) fallend und beide Folgen beschrénkt, es existieren
somit lim,,_, . a, und lim,, .., b,,.

DEFINITION 4.14 Sei (x,) eine beschrinkte Folge in R. Die Grenzwerte

limsup x,, := lim x,, := lim (sup xy)

n—o0 n—00 =00 k>n
und
liminf z,, := lim z, := lim (inf zy)
n—o00 n—00 n—oo k>n

heiffen Limes superior und Limes inferior.

Die beiden Werte Limes superior und Limes inferior kénnen wie folgt charakte-
risiert werden:

THEOREM 4.14 FEine beschrinkte Folge (z,,) in R besitzt einen kleinsten Hiu-
fungspunkt x, € R und einen grofiten Haufungspunkt x* € R. Ferner gilt:

liminfz,, =z, wund limsupz, =z".

n—00 n—oo

Beweis. Wir setzen x, = liminf,,_,, x, und zeigen, dass x, kleinster Haufungspunkt
ist. Da

(a,) = (irzlﬁ Tk )neN

eine wachsende Folge ist, die gegen x, konvergiert, gilt z, = sup,,cy @n. Zu jedem
¢ < z, finden wir daher ein N € N, so dass £ < ay < z, fiir alle n > N. Somit
liegen in der Umgebung B(&, p) fiir hinreichend kleines p keine Folgenglieder x,,.
Damit gibt es keinen kleineren Héufungspunkt als z, und es bleibt zu zeigen,
dass z, tatsidchlich Haufungspunkt von (x,,),en ist. Sei € > 0 beliebig. Wegen

inf z, =a, VnéeN,
k>n
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gibt es zu jedem n ein k > n mit
T < ap+e< x, +e.

Damit liegen fiir jedes € > 0 unendlich viele Folgenglieder links von x, +¢. Ande-
rerseits gibt es keinen Haufungspunkt kleiner als z,. Also ist x, Haufungspunkt
der Folge (z,).

4.10 Vervollstindigung metrischer Riume

Ist ein metrischer Raum (F,d) nicht vollsténdig, kann man ihn immer als einen
Teilraum eines vollstandigen metrischen Raum (E*, d*) auffassen. Man sagt, dass
(E,d) in (E*,d*) eingebettet ist, wenn es eine injektive Abbildung ¥ : £ — E*
gibt, die isometrisch ist, d.h.,

d*"(V(x),¥(y)) =d(x,y) Vr,y € E.

Durch Identifikation der Elemente ¥(z) mit = folgt £ C E* und d ist Ein-
schrankung von d* : E* x E* auf E x E. Wir zeigen zunéchst die Existenz eines
Raumes (E*,d*).

In der Menge E* aller Cauchy-Folgen fithren wir eine Aquivalenzrelation durch

('Tn>n€N ~ (yn)nEN; wenn lim d(fIfn, yn) = 07

n—~o0

ein. Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und definiert damit
eine Klasseneinteilung. Fiir zwei Klassen z* und y* mit den Reprisentanten
(Zn)nen und (Yn)nen definieren wir den Abstand
d*(z*,y") = lm d(zp,yn).
Wir miissen zunéchst zeigen, dass der Grenzwert existiert und unabhéngig von
der Auswahl der Reprisentanten ist. Die Folge (d(z,,yn))nen reeller Zahlen ist
wegen
|d(@m, Ym) — d(Tn, Yn)| < ATy Tn) + d(Yms Yn)

Cauchy-Folge in R und besitzt damit einen Grenzwert. Dieser Grenzwert ist
unabhéngig von der Auswahl der Reprisentanten, denn aus (z,)nen ~ (Zn)nen

und (wn)neN ~ (yn)nEN fOIgt wegen
|d(zna wn) - d($n7 yn)| < d(zm 5Bn) + d(yna wn)
lim d(z,, w,) = lim d(x,,y,) -

Wir zeigen nun, dass (E*, d*) ein metrischer Raum ist. Zunéchst ist d*(z*,y*) > 0
als Grenzwert einer Folge nichtnegativer Zahlen.
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(M1) Ist z* = y* und (x,)nen ein Reprisentant, so ist

d*(z*,y*) = lim d(zp,z,) = 0.

Umgekehrt folgt aus lim,_ .o d(2n,y,) = 0 die Aquivalenz beider Folgen, also
¥ =y*.

(M2) Die Symmetrie ergibt sich unmittelbar aus

d*(z*,y*) = lim d(z,,y,) = im d(y,,z,) = d*(y*, x¥).

n—oo n—o0

(M3) Fiir die Représentanten (z,)nen, (Yn)nen und (2, )pen von z*, y* und 2* € E*
gilt die Dreiecksungleichung

d(n, yn) < d(wn, 20) + d(zn, Yn),
woraus durch Grenziibergang n — oo

d*(2",y") < d(z7, 2%) + d(2", ")
folgt.

Wir zeigen nun, die Existenz einer isometrischen Abbildung (F,d)in (E*,d*).
Dazu ordnen wir jedem = € F die Klasse x* der gegen x konvergierenden Cauchy-
Folgen zu. Ein moglicher Représentant wire (x),cy. Konvergiert ndmlich ein
Repréasentant der Klasse gegen x, so konvergiert jeder Repriasentant der Klasse
gegen x. Ferner ist

|d(z,y) — d(zn, yn)| < d(z,2) + d(yn,y) = 0 flir n— oo,

demnach d(z,y) = lim,, .o d(x,, y,). Es bleibt die Vollstéandigkeit von (E*, d*) zu
zeigen. Ist (z,)nen eine Cauchy-Folge in (E,d) der Klasse x*, so konvergiert die
Folge in (E*,d*) gegen z*, denn

d*(z*,z,) = lim d(zp,z,) = 0.

n—0o0

Zu jeder Cauchy-Folge aus (E*, d*) gibt es eine dquivalente Cauchy-Folge aus
(E,d), die gegen z* konvergiert.
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5 Stetige Abbildungen

5.1 Begriff der stetigen Abbildung

Wir betrachten eine Abbildung f : E — E’ eines metrischen Raumes (F,d) in
den metrischen Raum (E’, d’). Nachfolgende Definition charakterisiert das lokale
Verhalten von f in Umgebung eines Punktes z € F.

DEFINITION 5.1 Die Abbildung f : E — E' eines metrischen Raumes (E,d)
in den metrischen Raum (E',d') heifst im Punkt xo € E stetig, wenn

Ve >0 36(e) >0 :d(z,m) < b(e) = d'(f(x), f(xg)) < &.
f heifit auf E stetig, wenn f in jedem Punkt von E stetig ist.
Eine Abbildung f ist demnach genau dann im Punkt x( stetig, wenn es zu jeder
Kugel B(f(xo),€) im Bildbereich E’ eine Kugel B(xg, §(¢)) im Urbildbereich gibt,
so dass das Bild der Kugel B(zo,6(¢)) in B(f(zo), ) liegt.
BEISPIEL 5.1 Jede konstante Abbildung f : E — E' ist auf E stetig.

Sei etwa f(z) = a fiir alle z € E und ¢ € E beliebig. Dann gilt fiir alle z € E

d'(f(z), f(x)) = d'(a,a) =0 < e.

BEISPIEL 5.2 Die Abbildung f: R — R mit f(x) = 22 ist auf R stetig.

Fiir jedes zy € R haben wir

d'(f(z), f(x0)) = |2°— 23| = |z — mo| |2 + x|
= |x—xo| |z — 20 + 220| < |2 — 20| (| — T0| + 2|0])
< (14 2|xo|) |z — xo| fiir |z —x0] < 1

und somit

d(f(x). f(x)) <& fiir |z — 2] < b(e, 20) = min (1’ T+ 2 fz;m) |

BEISPIEL 5.3 Das Skalarprodukt f : R? x R® — R, gegeben durch f(x,y) :=
Z?:l x;y;, st eine stetige Abbildung. Hierbei bezeichnen v = (x1,xo,x3) und
vy = (y1,¥y2,y3) Punkte aus R>.
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StandardméiBig sei der R® mit der Produktmetrik
d((z,y), (z,w)) = max (|lz; — 2, ly; — wil)

1<i<3

versehen. Wir miissen zeigen, dass zu jedem ¢ > 0 ein §(g) > 0 existiert, so dass
|f(z,y) — f(zo,90)| <& fiir d((=,y), (2o, 0)) < 6(e).

Mit z = (371;1‘2,$3)7 Yy = (y17y27y3)7 Ty = (9501;9502,1’03) und yo = (1/0179027903)

haben wir

3
‘f('ra y) - f(‘rOa y0>| = Z TilYi — szyOz
=1

3

— Z — 'TOz Yi; + 'TOz(yz y01>)

=1

< d((x,9), (x0,%0)) {Z(\yz‘\ + \wm\)}

1

i

w |l

< d((z,y), (%0, 90)) {Z(‘yz = yoil + |yoi| + |$01|)}

=1

M-I

< d((x,9), (x0,%0)) { (1 + lyoi| + \wm\)}

=1

fir d((x,y), (x0,y0)) < 1 und somit

x,y)—f(xo,y0)| < fiir d((x,y), (zo, Yo min (1, —5 ° )
|f(z,y)—f(z0,90)| < € ((z,y), (z0,90)) < (1 Zi_1(1+|ym|+|xm|))

BEMERKUNG 5.1 Ist f : R — R in g = (2o1,...,%0q) stetig, so ist die
Schnittkurve ®(t) := f(xo+th) mit h = (hy,...,hq) #0, als Abbildung ® : R —
R im Punkt O stetig.

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus
|D(t) —P(0)] = | f(xo+th) — f(zo)| < e fur d(zo+th,xo) = |t] max |hi| < 6(¢).
Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 5.4 Die Abbildung f : R? — R mit

0 fir |y| > 2

flz,y)=q 0fir y=0
1 fiir 0 < |y| < 22

ist entlang jeder Geraden durch den Ursprung im Ursprung stetig, sie ist jedoch
als Abbildung f : R?> — R in (z9,y0) = (0,0) unstetig.
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5.2 Aquivalente Charakterisierungen der Stetigkeit

THEOREM 5.1 Fliir jede Abbildung f : E — E’ eines metrischen Raumes
(E,d) in den metrischen Raum (E',d') sind folgende Figenschaften dquivalent:

(1) f ist auf E stetig
(ii) fiir jede in E' offene Menge B ist das Urbild f~1(B) offen in E

(iii) fir jede in E' abgeschlossene Menge B ist das Urbild f~1(B) abgeschlossen
n b

(iv) fiir jede Teilmenge A C E gilt f(A) C f(A), d.h., das Bild der abgeschlosse-

nen Hiille von A ist in der abgeschlossenen Hiille des Bildes von A enthalten

Beweis. (i) = (iv)

Zu zeigen ist: Ist zq Berithrungspunkt von A, so ist f(zo) Beriihrungspunkt
von f(A). Sei 2y € A. Innerhalb jeder Umgebung von f(z,) gibt es eine Ku-
gel B(f(xp),e). Aus der Stetigkeit von f folgt nun die Existenz einer Kugel
B(xg,6(g)) derart, dass fiir alle z € B(z,0(¢)) auch f(x) € B(f(xo),e). Da x
Beriihrungspunkt von A war, gibt es in B(xg, §(¢)) Punkte z aus A, fiir die f(x)
in Umgebung von f(zy) liegt.

(iv) = (iii)
Sei B C E' abgeschlossen und A = f~!(B). Dann gilt

f(A) c f(A)=B =B,

also A C f~}(B) = A. Da fiir jede Menge A C A haben wir A = A, d.h., A ist
abgeschlossen.

(iif) = (ii)
Sei B C E' offen, d.h., Cp/B abgeschlossen. Dann ist f~(Cg B) abgeschlossen.
Nun ist

7 (B) = f(E\CpB) = f(E')\f(CpB)
also f~1(B) = Cg(f'(CwB)) und damit f~!(B) offen.
(i) = (i)
Fiir beliebiges € > 0 ist B := B(f(xo),¢) offen in E’. Somit ist das Urbild
f7(B)={z € E : f(z) € B(f(x0),¢)}
offen in E. Der Punkt xq gehort zu f~1(B), also gibt es eine Kugel B(x,8(¢)) C
fH(B).

BEMERKUNG 5.2 Das Bild offener Mengen muss fiir stetige Abbildungen
nicht notwendig offen sein. In der Tat ist fir f : R — R, f(x) = 22, f((=1,+1)) =
[0,1) und [0,1) ist nicht offen.
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5.3 Produkt stetiger Abbildungen

THEOREM 5.2 Seien f: E — FE', g: E' — E", E, E', E” metrische Riume
sowie [ stetig in xog € E und g stetig in yo = f(xg) € E'. Dann ist h=go f in
xo € E stetig. Ist f stetig auf E und g stetig auf E', so ist h stetig auf E.

Beweis. Die Stetigkeit von g in yo = f(x¢) bedeutet

Ve >0 36(c) >0 : d(y, flzo)) < () = d"(g9(y), (g0 f)(x0)) <e,
die von f in g
V6 >0 36%(6) >0 : d(z,xo) < 6*(6) = d'(f(x), f(xo)) < 6.
Setzt man § = é(¢) und y = f(x), so erhalten wir

Ve >0 3b(c) := 6*(6(e)) > 0 :
d(z,x0) < 6(e) = d"((go f)(x), (g0 f)w)) = d"(g(f(x)), 9(f(x0))) < e.

Die zweite Aussage des Satzes folgt aus der Stetigkeit in jedem Punkt.

BEISPIEL 5.5 Die Abbildungen f: R — R mit f(z) =2+ 1undg: R — R
mit g(y) = arctany sind auf R stetig. Somit ist auch die Abbildung h : R — R
mit h(x) = (go f)(z) = arctan(z? + 1) auf R stetig.

5.4 Grenzwerte von Abbildungen

DEFINITION 5.2 Secien (E,d), (E',d’) metrische Ridume, M C E eine Menge
und xo Hdufungspunkt der Menge M. Die Abbildung f : M — E' hat fiir gegen
xo strebendes x € M den Grenzwert a € E’, wenn

Ve>0 36(e)>0:VreM, 0<d(z,zg) <b(e)=d(f(z),a)<e,
in Zeichen

lim f(z) = a.

r—x0,2EM

BEISPIEL 5.6 Wir betrachten die Abbildung f : R?> — R mit

{0 fiir x5 > 22,
(@, 22) = { 1 fiir xo < 2.

Dann ist xg = (w01, To2) = (0,0) Héiufungspunkt von M = {x € R* : zo > 2%}
und lim, ., zenr f(x) = 0. Setzt man jedoch N = {x € R? : x5 > 0}, so ist xg
zwar Haufungspunkt von N, aber Alim, ., zen f().
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Im Spezialfall von Funktionen einer rellen Verdnderlichen f : R — R fithrt man
noch die folgende Notation ein. Seien M ={x € R : =z > zo} und M~ ={z €
R : 2 < xp}. Dann bezeichnen

lim f(z):= lim f(z), lim f(z):= lim f(x),

z—xo—0 r—xo,xEM~ z—x0+0 x—):c07:cEM+

den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von f in xy.

BEISPIEL 5.7 Die Abbildung f : R — R mit

r+1 fir z<-1,
22 fir -1 <x <0,

f(x) = 0 fir 0<x<1,
r—1 fir 1<z <2,

2 fir x>2,

besitzt die folgenden einseitigen Grenzwerte (vgl. Abb. 7).

:c—l>i—nll—0f(x) =9, x—1>i—H11+of(x) =1
xl_iglof(x) =9, wl_i){)r}rof(a:) =90,
Jip S =0l /@) =0
xl_{glof(x) =5 xl—lg}rof(x) =2

Abbildung 7: Stiickweise definierte Abbildung f aus Beispiel 5.7

THEOREM 5.3 (Stetigkeit — Grenzwert)
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(i) Seien f : E — E' in xg € E stetig und xo Berihrungspunkt von M. Dann
existiert  lim  f(x) und es gilt

r—xo,2EM

lim  f(z) = f(o).

T—x0,2EM

(ii) Sei M Umgebung von zy € E. Euxistiert der Grenzwert lim  f(x) und

T—x0,2EM

gilt  lim Mf(:v) = f(xo), soist f: M — E' in xzq stetig.
T—T0,TE

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus den Definitionen Stetigkeit und Grenzwert.

THEOREM 5.4 (Grenzwert von Abbildungen — Grenzwert von Folgen)
Seien f: E — E' und ro Hdufungspunkt von M C E. Dann hat f fiir gegen xq
strebendes x € M genau dann den Grenzwert a, wenn fir alle Folgen (x,) C M,

mit x, # ro und lim xz, = xo die Folge (f(z,)) in E' gegen a konvergiert.

Beweis. Seien zunéchst lim,_ ., ,en f(2) = a und (x,,) eine beliebige Folge mit
den oben angegebenen Eigenschaften. Aus der Grenzwertdefinition folgt

Ve>0 36(e)>0 :VeeM, 0<d(z,zg) <b6(e)=d(f(x),a) <e.
Somit gibt es zu jedem € > 0 eine Indexschranke ng(6(¢)), so dass fiir alle n > ng
d(zn, o) < 8(e) = d(f(zn),a)<e.

Seien nun umgekehrt alle Zahlenfolgen (f(x,)) in E’ gegen a konvergent. Wir
fithren den Beweis indirekt und nehmen an, dass f fiir gegen xy strebendes x € M
nicht den Grenzwert a besitzt. Dann gibt es ein € > 0 derart, dass fiir jedes
6 =1/n ein x, € M existiert mit d(x,,z¢) < 1/n und d(f(z,),a) > €. Somit
konvergiert zwar x,, — xo aber f(z,) /4 a im Widerspruch zur Voraussetzung.

5.5 Reelle vektorwertige Funktionen f : R" — R™

Bezeichnen wir die j-te Komponente der vektorwertigen Funktion f : R" — R™
mit f; : R® — R, so entsprechen einer vektorwertigen Funktion f : R"” — R™ m
skalare Funktionen f; : R" = R, j=1,...,m.

THEOREM 5.5 Die vektorwertige Funktion f : R™ — R™ ist im Punkt xo €
R™ genau dann stetig, wenn jede Komponente f; : R® — R, 7 =1,...,m in x
stetig st.

Beweis. Aus der Stetigkeit der vektorwertigen Funktion f folgt wegen

d((f(z), f(20)) = max |fi(z) = filwo)| 2 |fs(x) = fi(zo)| 1<j<m

1
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die Stetigkeit fiir jede Komponente f;,7 = 1,...,m. Umgekehrt folgt aus der
Stetigkeit der Kompnenten f;, 7 = 1,...,m zu jedem ¢ > 0 die Existenz von
6]' (5) > 0 mit

d(x,x0) < 6;(e) = [fi(x) — fi(wo)| <e.

J
Setzt man () := min;<;<,, 6;(¢), so folgt aus d(z, o) < 6(e) | fi(x) — fi(xo)| <€
fiir alle j, d.h., auch d'(F(z), f(zo)) <

Rechenregeln fiir Grenzwerte reeller Funktionen

(i) Fiir vektorwertige Funktionen und Zahlen o, 8 € R gilt

lim |af(z) £ p8g(x)] =a lim f(z)+f lim g(z),

T—x0,cEM T—x0,cEM r—xo,xEM
falls die auf der rechten Seite stehenden Grenzwerte existieren.

(ii) Fiir skalare Funktionen gilt

lim  f(z)g(x) = lim f(z) lim g(z),

r—x0,2EM r—x0,cEM r—x0,2EM
falls die auf der rechten Seite stehenden Grenzwerte existieren.

(iii) Fiir skalare Funktionen gilt

:c—mcln; M (.T) a hIIl (.T)
orei g r—xo,xEM g

vorausgesetzt, dass lim  g(z) #0und lim  f(x) existiert.
T—x0,xEM z—x0,2EM

FOLGERUNG 5.1 Summe, Differenz, Produkt und Quotient (Nenner # 0)
stetiger Funktionen sind stetig.

BEISPIEL 5.8 Polynome n-ten Grades (auch ganzrationale Funktionen genannt),

gegeben durch p,(x Z pix', (pn #0), sind auf R stetige Funktionen.

BEISPIEL 5.9 Gebrochen rationale Funktionen
pn(x)
Qm(x) ’

und prn, Gm Polynome n-ten bzw. m-ten Grades sind, sind in jedem Punkt x € R,
in dem ¢, (x) # 0, stetig.

wobei g (x) # 0,
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5.6 Kompaktheit

DEFINITION 5.3 Sei A C E eine Teilmenge des metrischen Raumes (E,d).
FEine Familie von Mengen {Oy : A € A} heifit offene Uberdeckung von A, wenn

AC U)\GAO)\, O)\ Oﬁen VA e A.

A heift kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A ein endliches Teilsystem
enthdlt, das zur Uberdeckung von A ausreicht.

BEISPIEL 5.10 Die leere Menge 0 ist kompakt. Die Menge {0} U{1/n : n €
N} ist kompakt. Die Menge {1/n : n € N} ist nichtkompakt.

Beweis. Die erste Aussage ist trivial. Sei nun {O) : X € A} eine offene
Uberdeckung von {0} U{1/n : n € N}. Dann gibt es ein Ao mit 0 € O,,. Wegen
1/n — 0 fiir n — oo, gibt es ein ng, so dass fiir n > ng bereits alle bis auf endlich
viele der Punkte 1/n von O,, tiberdeckt werden. Zu den verbleibenden endlich
vielen Punkten 1/n, 1 < n < ng, gibt es endlich viele offene Mengen aus O,, die
diese Punkte tiberdecken. Um zu zeigen, dass die Menge {1/n : n € N} nicht
kompakt ist, betrachten wir die offene Uberdeckung

1 1
B(= —
{B(-, 35
aus der (weil sie aus paarweise durchschnittsfremden Kugel besteht) kein Teilsys-
tem ausgewahlt werden kann, das zur Uberdeckung ausreicht.

) @ n €N},

THEOREM 5.6 Im metrischen Raum ist jede kompakte Menge A beschrinkt
und abgeschlossen.

Beweis. {B(0,7) : r € R*} ist eine offene Uberdeckung der kompakten
Menge A. Da ein endliches Teilsystem existiert, gibt es ein R > 0, so dass
B(0, R) die Menge A iiberdeckt. Nun gilt wegen z,y € A = x,y € B(0,R)
sicher d(z,y) < 2R. Um die Abgeschlossenheit von A zu zeigen, betrachten wir
z € CpA. Dann ist {B(y,d(z,y)/2) : y € A} eine offene Uberdeckung von A,
aus der ein endliches Teilsystem {B(y;,d(z,1;)/2) : 1 <14 < N} ausgewdhlt
werden kann, das zur Uberdeckung von A ausreicht. Wir setzen

r:= min
1<i<N 2

>0

und haben B(z,r)N B(y;,r) =0, fir i = 1,..., N. Also liegt B(x,r) im Komple-
ment von A beziiglich F.

Die folgende Charakterisierung kompakter Mengen in R™ geht auf . Heine, 1821-
1881 und E. Borel, 1871-1956 zuriick.
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THEOREM 5.7 (Heine-Borel)
FEine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie beschrdinkt und abge-
schlossen ist.

Da in jedem metrischen Raum kompakte Mengen beschrinkt und abgeschlossen
sind, miissen wir nur die Gegenrichtung beweisen.
Hierzu fithren wir zunéchst den Begriff Folgenkompaktheit ein.

DEFINITION 5.4 FEine Teilmenge A C E heifit folgenkompakt, wenn jede Fol-
ge aus A eine in A konvergente Teilfolge besitzt.

FOLGERUNG 5.2 FEine Teilmenge eines metrischen Raumes ist genau dann
kompakt, wenn sie folgenkompakt ist.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass eine Teilmenge A genau dann kompakt ist,
wenn jede Folge in A einen Haufungspunkt in A besitzt. Zunéchst sei A kompakt
und (z,) eine Folge aus A. Angenommen die Folge habe keinen Haufungspunkt
in A. Dann finden wir zu jedem z € A eine offene Umgebung U, von z, in
der hochstens endlich viele Folgenglieder liegen. Nun bildet {U, : x € A} eine
offene Uberdeckung der kompakten Menge A, so dass ein endliches Teilsystem
zur Uberdeckung bereits ausreicht. Da jedes U, nur endlich viele Folgenglieder
enthélt, kann das endliche Teilsystem A nicht iiberdecken. Also hat die Folge
einen Haufungspunkt in A.

Die Umkehrung zeigen wir in zwei Schritten. Sei A eine Teilmenge mit der
Eigenschaft, dass in ihr jede Folge einen Haufungspunkt in A besitzt.

(a) Dann ist A totalbeschriankt, d.h., zu jedem r > 0 gibt es ein n € N und
T1y..., Ty, € Amit A C U, B(x;, 7). Angenommen, A sei nicht totalbe-
schrankt. Dann gibt es ein » > 0 und ein x; € A, so dass A nicht in
B(xq,r) enthalten ist. Also gibt es ein x5 € A\B(x1,7), so dass A nicht in
B(zg,r) U B(xy,r) enthalten ist. Induktiv definiert man somit eine Folge
(z) in A mit der Eigenschaft, dass x4, nicht zu U¥_| B(z;,7) gehort. Nach
Voraussetzung besitzt die Folge einen Haufungspunkt z in A. Also gibt
es Indizes m, N, fir die d(zn,2z) < r/2 und d(xy4m,x) < /2. Nach der
Dreiecksungleichung gilt dann

d(zn, Tnim) < d(xN, ) + d(T, TNpm) < T,

d.h., zn1,, liegt in B(zy,r) was nach Konstruktion der Folge (x)) ausge-
schlossen ist.

(b) Sei nun {O) : A € A} eine offene Uberdeckung von A. Da A totalbeschrankt
ist, gibt es zu jedem k € N endlich viele offene Kugeln mit Radien 1/k
und Mittelpunkten in A, welche A iiberdecken. Angenommen es géibe kein
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endliches Teilsystem von {O, : A € A}, das zur Uberdeckung von A aus-
reicht. Dann finden wir zu jedem k € N eine dieser endlich vielen offenen
Kugeln mit Radius 1/k, sie heile By, so dass A N By, nicht durch endlich
viele O, iiberdeckt wird. Sei der Mittelpunkt von Bj mit x; bezeichnet.
Dann ist (zy) eine Folge in A, die nach Voraussetzung eine Haufungspunkt
x* € A besitzt. Sei nun A\* ein Index fiir den x* € O,+. Da Oy« offen, gibt
es ein € > 0 mit B(z*,e) C Oy«. Da z* Hiufungspunkt von (xy), gibt es
ein M > 2/e mit d(xp,z*) < €/2. Somit haben wir fiir jedes z € By die
Abschéatzung

1 e ¢ ¢
d(z,z*) <d d < —=+z<z+z=
(x,2") < d(x,xp) + d(zpr, ) 7 Ts<3t3=¢
was By C B(z*,e) C Oy bedeuten wiirde. Letzteres widerspricht aber der
Konstruktion von Bjy.

Beweis des Satzes von Heine-Borel. Sei A C R” eine beschrinkte Menge,
dann existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$l zu jeder Folge (x,) aus A
eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert wegen der Abgeschlossenheit von A
in A liegt.

DEFINITION 5.5 FEine Abbildung f : A C E — E' heit auf A gleichmdfSig
stetig, wenn zu jedem € > 0 ein 6(¢) > 0 existiert, so dass

Vr,y € A, d(z,y) <é(e) = d'(f(z), fy)) <e

Offensichtlich ist eine auf A stetige Abbildung in jedem Punkt zy € A gleichméfig
stetig. Die Umkehrung gilt jedoch nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 5.11 Die Abbildung f : (0,1) — R mit f(z) = 1/x ist in jedem
Punkt zo € (0,1) stetig, aber auf (0,1) nicht gleichmdfig stetig.

THEOREM 5.8 Secien f : A C E — E' in jedem Punkt von A stetig und () # A
kompakt. Dann ist f auf A gleichmdfig stetig.

Beweis. Seien ¢ > 0 und 2y € A beliebig. Da f auf A stetig ist, gibt es ein
6(g,xg) > 0 derart, dass

d(z, ) < (e, z0) = d'(f(x), f(xg)) < e.

Die Familie {B(xg,8(g,10)/2) : 2o € A} ist eine offene Uberdeckung von A. Da
A kompakt war, reicht das endliche Teilsystem {B(z, 6(¢,2i0)/2) : i € A},

i=1,...,N zur Uberdeckung von A aus. Wir setzen
. 5(57 'IiO)
6(e) = min ———> 0.
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Seien nun z,y € Amit d(x,y) < §(¢). Dann gibt es ein z;0 mit x € B(x;0, 6(e, Ti0)/2).
Nun ist
6(5, xio)

d(y, i) < d(y,z) +d(x,x:0) < 6(e) + 5

S 6(87 x’iO);
woraus

d'(f(z), f(y)) < d'(f(@), f(zio)) + d'(f(2i0), f(y)) <e+e=2e
folgt.

THEOREM 5.9 Seien f : A C E — E' in jedem Punkt von A stetig und ) # A
kompakt. Dann ist das Bild f(A) in E' kompakt.

Beweis. Wir benétigen zunéchst das folgende Lemma.

LEMMA 5.1 Seien A C E und (E,d) ein metrischer Raum. Eine Menge B C
A ist genau dann offen im Teilraum (A,d), wenn es eine offene Menge B* in E

gibt, mit B = B* N A.

Beweis des Lemmas. Sei B* offen in £ und B := B*N A. Zu jedem z € B*
gibt es eine Kugel B(z,r) C B* in E. Ist nun x € B beliebig, so gibt es eine
Kugel B(z,7) N A in A mit B(xz,r) N A C B*N A. Sei nun umgekehrt B offen
im Teilraum A. Dann gibt es zu jedem z € B eine Kugel B(z,r(xz)) N A in A,
mit B(z,r(z)) N A C B. Die Vereinigung aller B(z,r(z)) fiir x € B ist in E offen
und es gilt

B =Ugep (AN B(z,r(x))) = AN (UgepB(x,r(x))) .

Sei {Oy : X € A} eine offene Uberdeckung von f(A) C E’. Da f auf A stetig
ist, bildet das System von Urbildern

{f7(0)) + xe A}
im Teilraum (A, d) eine offene Uberdeckung von A. Nach dem Lemma gibt es
offene Mengen Vi in E, mit f71(0,) = VAN A, so da {Vi : X € A} die
kompakte Menge A iiberdeckt. Nun reicht aber bereits ein endliches Teilsys-

tem {Vy, : 1 < i < N} zur Uberdeckung von A aus. Dann bildet auch
{O,, : 1 <i < N} ein endliches Teilsystem, das f(A) iiberdeckt.

THEOREM 5.10 (1. und 2. Satz von K. Weierstraf, 1815-1897)
Seien f : A — R auf A stetig und () # A kompakt. Dann ist f auf A beschrinkt
und es gibt Punkte a,b € A mit

fla) =t f(z) und f(b)=sup f(z).

€A
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Beweis. Zunéchst ist f(A) C R kompakt, damit beschrinkt und es existieren
infea f(z) und sup,c, f(x). Angenommen, dass

f(z) <sup f(z) =M Vze A

€A

Wir betrachten die Hilfsfunktion g : A — R definiert durch g(x) = 1/(M — f(x)),
die auf A stetig und demzufolge beschrankt ist. Somit existiert ein K > 0 mit
1/(M — f(z)) < K fiir alle z € A. Aquivalent hierzu ist f(z) < M —1/K < M
im Widerspruch zur Definition von M als kleinste obere Schranke.
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6 Spezielle Eigenschaften reeller Funktionen

6.1 Monotonie und Existenz der inversen Funktion

DEFINITION 6.1 f: A C R — R heifit auf A (streng) monoton wachsend,
wenn

Ve, xe € A: 11 <x9 = f(x1) < f(x2) (bzw.  f(x1) < f(x2)).
f heifst auf A (streng) monoton fallend, wenn
Ve, xe € A: 11 <x9= f(x1) > f(x2) (bzw. f(x1) > f(x2)).

BEISPIEL 6.1 f : R — R mit f(z) = 1/z ist auf (—00,0) und auf (0,+00)
streng monoton fallend, jedoch nicht auf (—oo,0) U (0, +00).

THEOREM 6.1 (Existenz der inversen Funktion)

f:ACR — R sei auf A streng monoton wachsend (oder streng monoton fallend)
und B = f(A). Dann exzistiert die inverse Funktion f~': B — A und ist auf B
streng monoton wachsend (oder streng monoton fallend).

Beweis. Zu zeigen ist, dass f : A — B bijektiv ist.
(i) f ist surjektiv, denn B = f(A).
(ii) f ist injektiv, denn f(z1) = f(x2) = 1 = zo.

Also existiert f~' : B — A. Seien nun y;,y, € B mit y; < y5. Dann muss fiir
r1 = f 1) und zo := f1(ys) gelten z; < s.

THEOREM 6.2 (Stetigkeit der inversen Funktion)

Sei f: (a,b) C R — R streng monoton wachsend (oder streng monoton fallend),
B = f((a,b)) und f in zo € (a,b) stetig. Dann ist f~* : B — (a,b) im Punkt
Yo = f(x0) stetig.

Beweis. Siehe Dieudonné, Punkt 4.2.2.

BEMERKUNG 6.1 Aus f: A — B bijektiv und f im Punkt xq stetig, folgt im
allgemeinen nicht, dass f~': B — A in Yo = f(wo) stetig ist. (Vgl. Dieudonne:
Grundziige der Analysis I, Kapitel 3.12, Ubungsaufgabe 1)
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6.2 Klassifikation von Unstetigkeitsstellen

DEFINITION 6.2 Sei f : (B(zo,7)\{z0}) C R — R in xy unstetig. Existiert
lim, .., f(x) = a, so heifit f in xo hebbar unstetig.

Beachte: Die Funktion g : B(zg,r) — R, mit g(xg) = a und g(x) = f(x) fir
alle x € B(xzg,7)\{z0}, ist im Punkt z, stetig.

BEISPIEL 6.2 Die Funktion f : R\{0} — R mit f(z) = (sinx)/z hat inzo =0
den Grenzwert 1 (Begrindung spdter). f ist damit in xo = 0 hebbar unstetig.

Y Y

Abbildung 8: Die hebbar unstetige Abbildung f und ihre stetige Erweiterung g

DEFINITION 6.3 Seien a,, a; der rechts- bzw. linksseitige Grenzwert von f
in rog und a, # a;. Dann hat f in xy einen Sprung der Hohe a, — a;.

DEFINITION 6.4 Hebbare Unstetigkeitsstellen und Sprungstellen heiffen Uns-
tetigkeitsstellen 1. Art. Fine Unstetigkeitstelle 2. Art liegt vor, wenn mindestens
ein einseitiger Grenzwert nicht ezistiert.

BEISPIEL 6.3 Die Funktion f: R — R mit f(x) = x — [z]| hat in den ganzzah-
ligen Punkten Sprungstellen der Hohe -1. Hierbei bezeichnet [x] den ganzen Teil
von x, d.h., die gréfite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist (vgl. Abb. 9).

BEISPIEL 6.4 Die Funktion f : RT™ — R mit f(x) = 1/x hat in xy = 0
keinen rechtsseitigen Grenzwert, also eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (Polstelle)
(vgl. Abb. 10, links).

BEISPIEL 6.5 Die Funktion f : R\{0} — R mit f(x) = sin(1/x) hat in xy =0

keine einseitigen Grenzwerte, also eine Unstetigkeitsstelle 2. Art (Oszillations-
stelle) (vgl. Abb. 10, rechts).
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Abbildung 9: Sprungstellen der Funktion f(z) =z — [z]
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f(x)=sin(1/x)

o
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Abbildung 10: Unstetigkeitsstellen 2. Art. links Polstelle, rechts Oszillationsstel-
le

6.3 Zwischenwertsitze

LEMMA 6.1 Seien f : (a,b) — R in xg € R stetig und f(xg) # 0. Dann gibt
es eine Umgebung U(xy), in der f das gleiche Vorzeichen wie f(zq) hat.

Beweis. Sei 0.B.d.A. f(zg) > 0. Aus der Stetigkeit von f im Punkt z, folgt fiir
e := f(x9)/2 die Existenz einer Umgebung B(z, 6(¢)) mit

z € B(zo,6(g)) = 0< f(x0)/2= f(zo) —€ < f(z) < f(z0) +&.

THEOREM 6.3 (Existenz einer Nullstelle)
Seien f : [a,b] — R stetig, f(a)f(b) < 0. Dann ezistiert ein & € (a,b), so dass
f(§) =0.

Beweis. O.B.d.A. gelte f(a) > 0. Betrachten die Menge
M :={z¢€[a,b] : f(x) >0 Vzé€la,z|}#0.

M ist als Teilmenge von [a,b] beschrankt, d.h., es existiert sup M = &. Ist
f(&) > 0, so gibt es nach obigem Lemma eine Umgebung, in der f(x) > 0. Somit
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gilt £ # a. Wegen f(b) < 0 entfillt auch & = b.

Aus dem obigen Satz kann eine einfache Methode zur Nullstellenbestimmung
(Halbierungsalgorithmus) abgeleitet werden. Seien die Voraussetzungen des Sat-
zes erfillt. Dann halbiert man das Intervall [a,b] und berechnet f((a + b)/2).
Ist (a + b)/2 keine Nullstelle, so erfiillt eines der Intervalle [a,(a + b)/2] und
[(a+b)/2,b] die Voraussetzungen des Satzes. Iterativ kann so eine Nullstelle von
f beliebig genau eingeschlossen und damit approximiert werden.

THEOREM 6.4 (Zwischenwertsatz)
Seien f: [a,b] — R auf [a,b] stetig, m = mingepp f(x) und M = maxgepy f(2).
Dann gibt es zu jedem y € (m, M) (mindestens) ein & € (a,b) mit f(§) = y.

Beweis. Betrachte die Hilfsfunktion ¢ : [a, ] — R mit

Nach dem Satz von Weierstral gibt es Punkte z1,22 € [a,b], in denen f das
Minimum bzw. das Maximum auf [a, b] annimmt. Sei 0.B.d.A. z; < z5. Dann
ist ¢ auf [z1, xo] stetig und p(z1)@(x2) < 0. Somit gibt es ein & € (21, x2) mit
0=p(&)=f&)—v

Y
M

d él é2 b x

Abbildung 11: Existenz eines £ mit f(£) = y nach dem Zwischenwertsatz
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7 Reihen in normierten Raumen

7.1 Begriff des normierten Raumes

Bislang wurde auf einer beliebigen Menge E ein Abstand definiert und damit auf
E eine Topologie eingefithrt. Wir betrachten jetzt den Fall, dass E ein Vektor-
raum ist, dessen Struktur mit der Topologie von E vertréglich ist.

DEFINITION 7.1 FEine Menge E heifst Vektorraum tiber K, wenn auf E zwei
Operationen

xy2yel — xz+yek,
Nz)eKxE — M€eE,

erklart sind, die folgenden FEigenschaften gentigen:
Il z+(y+2)=(+y) +2z Vr,y,z€E,
I2z2+y=y+z Vz,yek,

1.3 0eE: x2=0+2 VzekE,

IL4VeeE 3I(—z)el : z+(—x) =0,

Il A+ pr=Xx+pxr Ve E VA puek
II.2 Mz +y) =+ py Vr,y € E, VA K,
IL.3 Apx) = (Ap)x Ve e E, VA pueK,

II.4 31#0: lz==z, VzrekFE.

DEFINITION 7.2 Eine Norm ||| auf einem Vektorraum E ist eine Abbildung
von E in R} mit folgenden Figenschaften:

(N1) ||z =0 & z=0 Vzek,
(N2) Azl = M ||lz]| Vz € B,V €K,
(N3) [z +y| <zl + lyll Vz,y € E.

FOLGERUNG 7.1 Ist z — ||z|| eine Norm auf E, so istd: E x E — RS mit
d(z,y) = ||z — y|| eine Abstandsfunktion auf E.

Beweis. Man priift unmittelbar (M1)-(M3) nach.
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DEFINITION 7.3 (E,| - ||) heifit normierter Raum. Der auf E definierte Ab-
stand d : E x E — Ry, wobei d(z,y) := ||z — yl|, heifst der durch || - || induzierte
Abstand. In diesem Sinne wird ein normierter Raum stets als metrischer Raum
aufgefafst. Fin vollstandiger normierter Raum heifst Banachraum.

Die Dreiecksungleichung kann auf endlich viele Summanden erweitert werden,
d.h., es gilt fiir beliebige =1, ..., z,:

n
>
i=1

Beweis. Vollstiandige Induktion.

n
<Yl
i=1

BEISPIEL 7.1 Auf der Menge R"™ werden durch

n n 1/2
el i= " kol el = (fo) el = e [
=1 1=1

verschiedene Normen eingefiihrt. Insbesondere induzieren || - |1 die Manhattan-
Metrik, || - ||2 die Euklidische Metrik und || - ||oo die Produktmetrik.

BEISPIEL 7.2 Der Raum aller quadratischen Matrizen ist ein linearer Vektor-
raum. Sei A = (a;;) eine quadratische Matriz. Dann heifSen

n
[Al = max 3 ayl,
=1
n n 1/2
Al = (zzmﬁe) |
i=1 j=1
n
Al = 112%}51;‘%‘
]:

die Spaltensummennorm, die Frobeniusnorm und die Zeilensummennorm.

7.2 Reihenbegriff

DEFINITION 7.4 Sei (E,| -||) ein normierter Raum und (a,)n,>0 eine Folge
von Elementen aus E. Dann heiffen

n
Sy = E a;
i=0
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Partialsumme, (s,)n>0 die Folge der Partialsummen oder Reihe Yy - a, und a,
n-tes Glied der Reihe. Konvergiert die Folge der Partialsummen (s,) gegen s,
so heifst die Reihe konvergent und s Summe der Reihe, divergiert die Folge der
Partialsummen, so heifit die Reihe divergent.

Beachte: Es hat sich eingebiirgert, mit dem Symbol > a, gleichzeitig zwei
unterschiedliche Objekte zu bezeichnen, einerseits die Folge der Partialsummen
und andererseits ihren Grenzwert (also die Summe der Reihe). Ferner ist der
Reihenbegriff nicht am kleinsten Index 0 gebunden, jede ganze Zahl kann hierfiir
verwendet werden.

BEISPIEL 7.3 (Geometrische Reihe)
Seien E=C, || -| :=1-|, ¢ € C mit |q| < 1. Fiir die n-te Partialsumme haben

wr
+1

=S =
1=0

Damit gilt
Y di=1+q+¢+¢+...=lim =Ty
=0

7.3 Konvergenzkriterien fiir Reihen in normierten Rdumen

THEOREM 7.1 (Cauchy Kriterium,)

Im normierten Raum E ist die Forderung

m

>

i=n+1

Ve >0 dngle) Vm,n >ng(e) : <e

notwendig fir die Konvergenz der Reihe Y ;° a;. In einem Banachraum ist sie
auch hinreichend.

Beweis. Anwendung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums fiir die Folge der
Partialsummen.

THEOREM 7.2 (Notwendiges Konvergenzkriterium)
Ist die Reihe Z;’io a; konvergent, so gilt lim,, . a, = 0.

Beweis. Setze im Cauchyschen Konvergenzkriterium m = n + 1, so folgt
Ve >0 3dneg(e) Yn>ngle) :  ans| <e.

Somit gilt fiir alle n > ny(g) := ng(e) + 1 die Beziehung d(a,,0) = ||a,|| < €.
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BEMERKUNG 7.1 Sei E = R. Wegen Alim, . cos(2n + 1), ist die Reihe
Yoo gcos(2n + 1) divergent.

DEFINITION 7.5 Die Reihe Y ", a, heifit absolut konvergent, wenn die Zah-
lenreihe (mit positiven Gliedern) > " ||lax|| konvergiert.

THEOREM 7.3 In einem Banachraum FE ist jede absolut konvergente Reihe
konvergent.

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten:

(i) Notwendigkeit des Cauchyschen Konvergenzkriteriums

Ve >0 3ngle) Vm,n>ne(e) Y [laill <e.

i=n-+1

(ii) Dreiecksungleichung

m m
> aif < X il
i=n+1 i=n+1

(iii) > .7, a, geniigt dem Cauchyschen Konvergenzkriterium im Banachraum E.

7.4 Konvergenzkriterien fiir Reihen mit positiven Glie-
dern

Im folgenden betrachten wir >, a,, mit a, € Ry. Dann ist die Partialsummen-
folge strikt wachsend, denn

n+1 n
Sn+1 — Sn = Zai — Zai =ap41 >0
i=0 i=0
und die Konvergenz der Folge (s,,),>0 ist dquivalent mit ihrer Beschranktheit.
THEOREM 7.4 Fiir Reihen mit positiven Gliedern gilt folgende Aquivalenz
Z a; konvergent << (Z ai> beschrankt.
=0 1=0 n>0

DEFINITION 7.6 Fir die Glieder der Reihen Y ;- a; und Y . b; gelte ab
einem bestimmten Index iy, 0 < a; < b; Vi > ig. Dann heifit die Reihe Z;’io a;
Minorante zur Reihe Y .-, b; und die Reihe Y .2, b; Majorante zur Reihe Y .2, a;.
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THEOREM 7.5 (Vergleichskriterium)
Jede Minorante einer konvergenten Majorante ist konvergent. Jede Majorante
einer divergenten Minorante ist divergent.

Beweis. Seien s? und s’ die Partialsummen der Reihen > ° a; und Y oo b;.
Dann gilt

n

sy = Zzo(ai—bi)—i—zzome Z a; < zzo(ai_bi)‘i‘sgp
i=0 i=0 =0

i=ip+1

so dass die Beschrinktheit von s aus der Beschriinktheit von s folgt. Ist (s2)
unbeschriinkt, so ist auch (s?) unbeschrinkt.

THEOREM 7.6 (Quotientenkriterium)
Fir die Glieder einer Reihe mit positiven Gliedern gelte ab einen bestimmten

Index nyg :
An+1

<gqg<1 firallen > ny.

n

Dann ist die Reihe Y .~ a, konvergent. Gilt dagegen

Qp+1
G,

> 1 fiir alle n > ny,

ist die Rethe Y a, divergent.
Beweis. Die erste Aussage folgt aus
1—-ngo n

Ant1 < Gpoq q" fiir alle n > ny,

da die geometrische Reihe eine konvergente Majorante ist. Die Divergenz der
Reihe folgt aus

Apt1 > Gny >0, also hﬂi(i}f Qpt1 2> Qpy > 0,

da das notwendige Konvergenzkriterium nicht erfiillt ist.

THEOREM 7.7 (Wurzelkriterium)
Fiir die Glieder einer Reihe mit positiven Gliedern gelte ab einen bestimmten
Index nyg :

Va, < q <1 fir alle n > ny.

Dann ist die Reihe Y " a, konvergent. Gilt dagegen
a, > 1 fir alle n > ny,

ist die Reihe Y a, divergent.
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Beweis. Die Konvergenz ergibt sich aus
a, < q" VYn > nyg,

d.h., die geometrische Reihe ist eine konvergente Majorante. Die Divergenz folgt
aus a, > 1 fiir alle n > ng, da das notwendige Konvergenzkriterium nicht erfiillt
ist.

FOLGERUNG 7.2 (Limes-Variante des Wurzelkriteriums)

Fiir die Glieder a,, einer Reihe mit positiven Gliedern gelte

limsup a, =r.

n—oo

Ist r < 1, so konvergiert die Reihe Y . a,. Ist T > 1, so divergiert die Reihe.

Beweis. Sei zunidchst r < 1. Dann gibt es ein ¢ € (r,1). Da r grofter
Haufungspunkt der Folge ({/a,)n>0 ist, gibt es hochstens endlich viele Elemen-
te der entsprechenden Folge, die in (q,00) liegen. Also ist das Wurzelkriterium
anwendbar. Ist nun r > 1, so gibt es in B(r,7 — 1) unendlich viele Glieder der
Folge, fiir die {/a,, > 1 gilt. Damit ist das notwendige Konvergenzkriterium nicht
erfiillbar.

BEISPIEL 7.4 Die harmonische Reihe 2211% ist divergent.

Die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Wurzelkriterium bzw. des Quotien-
tenkriteriums sind nicht erfiillt. Wir zeigen, dass eine Teilfolge der Partialsum-
menfolge unbeschréinkt ist. Fiir alle n € N gilt

2TL
1 1 1
n — n—1 — - > 2n_1 T — —.
S9 Son—1 Z L= on 5
k=2n—141

Damit gilt

n n 1 n
52n281+z<82k—82k—1)21+Z§:§+1.
k=1 k=1

BEISPIEL 7.5 Die Reihe Y .. | = ist fir a > 1 konvergent.
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Die Folge der Partialsummen wéchst monoton. Zum Nachweis der Konvergenz
geniigt daher zu zeigen, dass eine Teilfolge beschriankt ist. Fiir n > 2 gilt

2" —1

fk=2n—1

Damit haben wir fiir n > 2

Son_1 = 81+ Z(Szk—l - 52’6*1—1) <1+ Z (21_a)k_1
k=2 k=2

oo ok 1
< 207 =i

k=0

BEISPIEL 7.6 Die komplexe Zahlenreihe Y .-, m ist absolut konvergent.

In der Tat ist wegen

1 1 1
e < -
k(k+14)| kvk2+1 K2

die Reihe > 77, k% eine konvergente Majorante.

7.5 Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen

DEFINITION 7.7 FEine reelle Zahlenreihe . a, heift alternierend, wenn
fiir alle Indizes n > 0 die Beziehung a,1a, <0 gilt.

THEOREM 7.8 (Leibniz-Kriterium)

Die reelle Zahlenrethe .~ a, sei alternierend und die Folge (|ay|)n>0 konver-
giere monoton gegen Null. Dann ist die alternierende Reihe konvergent und es
gilt die Fehlerabschdtzung

[e.9] n
Zak — Zak <lant1]-
k=0 k=0
Beweis. Wir setzen «, := |a,| > 0. Nach Voraussetzung gilt dann

Ani1 S ap <app YneEN.

Fiir jedes n sei v, = =1 derart gewé&hlt, dass v,a,+1 > 0. Dann gilt

n—+p
Yo(Snip — Sn) = Tn Z Ay = Qg1 — Qpyo + Qpyg — Qpgg + ...+ (—1)p_1an+p,
k=n+1
(an+1 - an+2) + (an+3 - an+4) +...2 07 und
7n(5n+p - 3n) = Qpy1 — (an+2 - an+3) —...< Qpy1-
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Da (a;,) eine Nullfolge ist, finden wir zu jedem £ > 0 ein ng(e), so dass fiir alle
p>0,n>nge)
|3n+p - Sn| S Opt1 < E.

Da R ein Banachraum ist, folgt aus dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz der
Zahlenreihe. Fiir p — oo erhalten wir die Fehlerabschitzung.

BEISPIEL 7.7 (Alternierende harmonische Reihe)

(=)

=1
Die Reihe g konvergiert nicht absolut, denn E — st divergent. Die
n=1 n=1 n
o= (=t L
Reihe E —— erfillt aber alle Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums und
n
n=1

ist daher konvergent.

7.6 Rechenregeln fiir Reihen
7.6.1 Linearkombination von Reihen

Konvergieren die Reihen Y >° ja, und > 7 b, im normierten Raum (E, || - [|),
und sind «, 8 € K, so konvergiert die Reihe %  (aa, + 8b,) und es gilt

Z(aan + Bb,) = aZan + ﬁz by,.
n=0 n=0 n=0

7.6.2 Umordnung von Reihen

Fiir endliche Summen gelten das Kommutativ- und Assoziativgesetz, d.h., die
Glieder der endlichen Summe kénnen beliebig zusammengefait werden. Frage:
Gilt diese Eigenschaft auch fiir Reihen? Zunéchst miissen wir kldren, was wir
unter ’beliebig zusammenfassen’ verstehen wollen.

DEFINITION 7.8 Sei) .~ a, eine Reihe im normierten Raum und ¢ : Ny —
Ny eine bijektive Abbildung. Dann heifit Y b, mit b, = aym) eine Umordnung
der Reihe >, an.

Wir betrachten die alternierende harmonische Reihe mit der Summe s, sei also

(=Dt 111
S—Z n —1—54‘5—1:&

n=1

Die Partialsummenfolgen der Reihen

SGhl) Sl etk
on—1 2n/)’ An—3 4dn-—-2 4dn—1 4n
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sind Teilfolgen der alternierenden harmonischen Reihe und haben daher den glei-
chen Grenzwert s. Multipliziert man erstere mit 1/2 und addiert sie zur zweiten,

so erhalt man
3 > 1 1 1
S5 = — ). 1
2” ;(4n—3+4n—1 2n) (1)

Nehmen wir an, dass eine konvergente Reihe umgeordnet werden kann, ohne
dass sich ihre Summe &ndert. Wir fassen jeweils zwei positive Summanden der
alternierenden harmonischen Reihe zusammen und ziehen dann einen negativen
Summanden ab. Dann ist die Partialsummenfolge der Reihe (1) eine Teilfolge der
umgeordneten alternierenden Reihe und muss demzufolge die Summe s haben.
Sie hat aber die Summe 3s/2, woraus s = 0 folgen wiirde. Die Fehlersabschétzung
fiir alternierende Reihen liefert jedoch

D

m+41’

n=1

fiir m =1 also 1/2 < s < 3/2, im Widerspruch zu s = 0.

Aus diesem Beispiel kénnen wir erkennen, dass eine konvergente Reihe nicht be-
liebig umgeordnet werden kann.

THEOREM 7.9 (Umordnungssatz)
Seiy >, an im normierten Raum (E, ||-||) absolut konvergent. Dann konvergiert
jede Umordnung der Reihe absolut gegen den gleichen Grenzwert.

Beweis. Setze b; := a,;), Vi € Ny und
Sy 1= Zai und s, = Zbi’
i=0 i=0
(i) Die Umordnung ist absolut konvergent.

Die Partialsummenfolge
(> )
1=0 neNy

ist monoton wachsend, es geniigt zu zeigen, dass sie beschriankt ist. Sei m(n) die
grofite ganze Zahl aus der Menge {(0), o(1),...,¢(n)}. Dann gilt wegen der
absoluten Konvergenz der Reihe >~ " a;

Dbl =Y llagall < D llagll < M.
i=0 i=0 J=0
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(ii) Konvergenz gegen s.
Zu zeigen ist, dass

Ve >0 3neg(e) VYn>ngle): s, —s| <e.

Zwei wichtige Beobachtungen:

e Fiir hinreichend grofies n approximiert s,, die Summe s beliebig genau.

n-+p

i1 llas]| beliebig klein

e Fiir hinreichen grofies n ist der Reihenrest >
(Cauchy Kriterium).

Damit haben wir

Ve>0 3No(e) Yn>Ny :  |lsn—s| < %
n—+p c
Ve>0 INo(e) Yn>No, Vp>0 : z;lnain <3

Sei nun ng(e) die grofite ganze Zahl in der Menge {©1({0,1,..., No})}, dann ist

{e7(0), 071 (1), . 07 (N0)} € {0, 1, mo(e) },

insbesondere ng(e) > Ny(g). Fiir n > ny(e) betrachten wir

n n
sy = sll = 1> b= sl =11 ap — sll-
i=0 i=0

Die Summe ) a,(;) enthilt wegen (2) alle Summanden a; mit j = 0,1,...
gegebenenfalls auch weitere mit a;, j > Ny. Damit haben wir

No n
Isp—sl = |D aj—s+ > au
j=0 i=0,¢(3)>No

n

< swe s+ D0 llagal

i=0,p(i)>Np
No+p
< lswe —sll+ D lay]
Jj=No+1
< c —+ - 15
2 2 7

68

(2)

,No,



7.6.3 Multiplikation von Reihen

Fiir endliche Summen gilt

Wir untersuchen, ob eine analoge Relation fiir Reihen gilt.

In einer 'verniinftigen’ Produktreihe der Reihen Y 7 jan, > .o, b, sollte jeder
Ausdruck in dem folgenden Schema genau einmal vorkommen

aobo Qo bl Qo b2 Qo b3
arby aiby aiby aibs
asby asby asby agxbs

wobei die Reihenfolge der Aufsummierung keine Rolle spielen sollte. Einige Va-
rianten der Aufsummierung sind:

1. Bilde fiir jede Zeile i € Ny die Zeilensumme 7 a;b;, und summiere diese

von oben nach unten
> ().

i=0 \j=0

2. Bilde fiir jede Spalte j € Ny die Spaltensumme ) ., a;b; und summiere
diese von links nach rechts

3. Bilde fiir jede Diagonale n € Ny die Diagonalsumme Y " _ apb,_pm und
summiere {iber alle Diagonalen von links oben nach rechts unten

i ( - ambn_m) )
n=0 \m=0

Wir setzen z,,, := a,b, und sind an hinreichenden Kriterien interessiert, die
ein ’Aufsummieren’ der Doppelreihe Y 7 %y, sichern. Jede Anordnung der

Zmn kann durch eine bijektive Abbildung ¢ : Ny — Ny x Ny, mit (m,n) = ¢(k),
eineindeutig charakterisiert werden.
DEFINITION 7.9 Die Doppelreihe > 7 Tonn Mit T € B heifit summier-

m,n=0
bar, wenn

n
sup Z ||l zi;]| < oo.

neNp i,j=0
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THEOREM 7.10 (Doppelreihensatz)

Es sei > | Tmy eine summierbare Doppelreihe im Banachraum E. Dann gel-

ten folgende Aussagen:

1. Jede Anordnung Y p T, der Doppelreihe Z;O’nzl Tmn konvergiert abso-
lut gegen einen von der Abzdhlung ¢ unabhdingigen Wert s € E.

2. Die Reihe der Zeilensummen

konvergieren absolut, und es gilt

£(5) £

m=0 n=0 \m=0

Beweis. Siehe z.B. Amann/Escher, Analysis I, Birkhduser Verlag 1998, S.215

THEOREM 7.11 (Cauchyprodukte von Reihen)
Die Reihen > >, am und Y " b, seien absolut konvergent in R oder C. Dann
konvergiert das Cauchyprodukt Y7 o (3" _o @mbn_m) absolut und es gilt

Beweis. Die Doppelreihe Z::,n:O Tmn Mit T = amb, ist wegen
3 el < (Zw) (Zwm) < (Zw) (Zwm), nen,
4,5=0 =0 §=0 i=0 §=0

summierbar. Die Aussage folgt daher aus dem Doppelreihensatz.
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7.7 Potenzreihen

DEFINITION 7.10 Seien (ay)n>0 eine Folge komplezer Zahlen und z, zo € C.
Unter einer Potenzreihe (nach Potenzen von z — zy) versteht man die Reihe

D om0 an(z = 20)".

Beachte: Das erste Glied der Partialsummenfolge ist ag(z — 20)° = ag, auch fiir
z = 2!

Fiir jedes z € C, fiir das die Potenzreihe Y 7  a,(z—2)" konvergiert, bezeichnen
wir die Summe mit f(z). Dann ist f: D C C — C eine auf dem Konvergenzbe-
reich der Potenzreihe definierte Abbildung. Die folgenden Beispiele zeigen, dass
{20} € D C C. Insbesondere konnen die beiden Grenzfille D = {2} und D = C

auftreten.

BEISPIEL 7.8 Jede Potenzreihe Yy - an(z —zo)" konvergiert fiir z = zy gegen
ag, da fir die zugeordnete Partialsummenfolge (sy), s, = ag fir alle n € Ny gilt.

BEISPIEL 7.9 Die Potenzreihe Y>> nl(z — z9)" konvergiert nur fir z = z,
das notwendige Konvergenzkriterium ist wegen lim,, ... n!(z — 29)" = +oo fir
z # zg micht erfillt.

M konvergiert fir alle z € C ab-

BEISPIEL 7.10 Die Potenzreihe Z ‘
n!

n=0

solut. Nach dem Quotientenkriterium gilt ndmlich

lim |z — zo|"n! o |z — zo| _

n—oo (n+ 1)z — 2|» n—oo n+1
LEMMA 7.1 Konvergiert die Potenzreihe Y - an(z —20)™ fiir z = z1, so kon-
vergiert Y > an(z — 20)" fir jedes z € C, mit |z — 29| < |21 — 20|, absolut.
Divergiert die Reihe fiir ein z = zy, so divergiert die Reihe fiir jedes z € C, fiir
das |z — zg| > |22 — 20|

Beweis. Aus der Konvergenz der Reihe > ja,(z1 — 2p)" folgt (notwendiges

Konvergenzkriterium), dass (a,(z1 — 20)") eine konvergente Nullfolge, also be-
|z—20]

. Dann
|21 —20]

schriankt ist. Sei nun z € C derart, dass |z — zo| < |21 — 20| und ¢ =
ist wegen

n
zZ— 20

< Mq", qe€(0,1),

|an| [z = 20" < lan(z1 — 20)"|
21— 20
die geometrische Reihe eine konvergente Majorante.

Sei nun z € C mit |z — zp| > |22 — 2p|. Angenommen die Reihe Y a,(z — 2)"
sel konvergent, dann ist nach der ersten Aussage Y >, a,(22 — 2p)" absolut kon-
vergent im Widerspruch zur Voraussetzung.
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THEOREM 7.12 Zu jeder Potenzreihe gibt es genau ein p € [0, 00| mit folgen-
den FEigenschaften

1. Die Rethe Y " an(z — 29)" konvergiert fir |z — zo| < p und divergiert fir
|z — 20| > p.
2. Es gilt die Hadamardsche Formel
1

 limsup {/ |an|

n—oo

Die Zahl p heifst Konvergenzradius und B(zg, p) C C Konvergenzkreis der Po-
tenzreihe.

Beweis. Die Existenz eines p € [0, co] mit dem angegebenen Eigenschaften folgt
aus obigem Lemma. Die Hadamardsche Formel ergibt sich aus dem Wurzelkrite-

rium
1
lim sup v/|a,(z — 2p)" ,  — =limsup v/|a,|,

n—oo n—0o0

wobei fiir |z — 29| < po die Potenzrelhe konverglert und fir |z — zo| > po die
Potenzreihe divergiert.

Auf dem Rand des Konvergenzkreises konnen keine allgemeinen Aussagen ge-
macht werden, wie die folgenden Beispiele zeigen:

BEISPIEL 7.11 Die Potenreihen

o0 N o Zn o0
nzoz’ ;n—ﬂ’ ; n+1)2

haben alle den Konvergenzradius p = 1. Die erste konvergiert fiir kein z, mit
|z| =1 (notwendiges Konvergenzkriterium nicht erfillt). Die zweite Potenzreihe
konvergiert fir z = —1 (alternierende harmonische Reihe) und divergiert fir
z = 1 (harmonische Reihe). Die dritte Reihe konvergiert in jedem Punkt z mit
|z| =1 absolut (konvergente Majorante Y . 1/n?).

7.8 Rechenregeln fiir Potenzreihen
7.8.1 Linearkombination von Potenzreihen

Seien o, 8 € C, > jan(z — 29)" und >~ b, (z — 20)™ zwei Potenzreihen mit
den Konvergenzradien p, und p,. Dann gilt fiir |z — zo| < min(pq, pp)

Z(aan + Bb,)(z — 20)" = « Z an(z —20)" + Z bn(z — 20)",
n=0 n=0 n=0
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und die Potenzreihe Y~ (aa,+08b,)(z—2p)™ hat einen Konvergenzradius pg+p, >
min(pav ,Ob) :

7.8.2 Multiplikation von Potenzreihen

Seien » > jan(z —20)" und > 7 b, (z — 2p)" zwei Potenzreihen mit den Konver-
genzradien p, und p,. Dann gilt fiir |z — 29| < min(p,, pp)

(o) (Srie-ar) - Sete-ar

wobei
n
= E Arnbp—m-
m=0

Die Potenzreihe ) c,(z — )™ hat einen Konvergenzradius p,p > min(p,, pb)-

7.8.3 Umrechnen einer Potenzreihe

Sei Y 07y an(z — z)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius p. Ziel ist die
Anderung der Entwicklungsstelle von z = 2 auf z = 2z;, wobei wir im folgenden z-
Werte mit |z —21| < 7 := p—|z1 — 20| betrachten, die simtlich im Konvergenzkreis
der Reihe liegen.

Zan(z —2)" = Zan [(z = 21) + (21 — 20)]"

n=0 m=0
o0 n n
- Z CLN( >(Z_Z1) (21— 20)" ™
n=0 m=0 m
Setze
O = { an(m)(’z - zl)m(zl - ZO)n mO0<m<n )
0 sonst
so dass N
RUNENI o) oo
n=0 n=0 m=0

Wir priifen zunéchst die Summierbarkeit der Doppelreihe.

Sl = 303 fand

n=0 m=0 n=0 m=0

73



IA

N n n

sz( )\z—zﬂmm—%\”‘m
m

n m=0

=0

oo
< Y lanl(lz — 2] + 21 — 20)™
n=0

da |z—21|+]21 — 20| < p. Wir kénnen also die Summationsreihenfolge vertauschen

Zoan(z—zo)” = ZZamn

_ :iji an (Z) (2 — 21)™ (21 — 20)"™
- ;bm(z—zl)m,

wobei

b = f: an (Z) (21— z0)" ™

n=m

7.8.4 Identitatssatz fiir Potenzreihen

Das folgende Lemma beinhaltet die Stetigkeit der durch
f(z) = Zan(z — 2o)"
n=0

auf |z — 2| < p definierten Abbildung im Punkt z = 2.

LEMMA 7.2 Die Potenzreihe Y - an(z—20)" habe den positiven Konvergenz-
radius p. Seien (2™) C C eine Folge komplexer Zahlen mit lim,,_.., 2™ = zy und
|2 — 20| < p. Dann gilt

lim Z an (2™ — 20)" = ap.

m— 00
n=0

Beweis. Sei (z™) eine Folge mit den angegebenen Eigenschaften, dann gilt
V6 >0 Fme(d) Ym > mg(d): |2 — 2| < 6.

Wir wihlen § < p/2 und haben fir alle m > mg(6) |2™ — 20| < p/2. Sei

M= Zl|an| (g)"‘l.

74



Dann folgt

E an —Zo " —ap

oo
< 2 =20 ) lan] |27 — 2"
n=1

m S P\
< 2=zl Ylanl (£)
n=1

< M|Z™ -zl <€
fiir [2™ — <m'n(i B) =: 0, d.h., fiir alle
tir [2" — 2o (57, 5) =0, d.h, fir
> m(¢) i= mo(8) = mo (min(—, 2))
m > m*(e) :=mp(6) = mg 73
THEOREM 7.13 (Koeffizientenvergleich)

Seien Y2 jan(z — 20)" und Y > bn(z — 29)" konvergente Potenzreihen mit den
Konvergenzradien p, und p,. Gilt fir ein o, 0 < o < min(pq, pp)

Zan(z —z)" = an(z —29)" Vz € B(z,0),
n=0 n=0

so folgt
a, =b, Vn € Ny.

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv beziiglich N. Wir wéhlen eine Folge kom-
plexer Zahlen (2™) C B(zg,0) mit 2™ — zy. Dann folgt

(o ¢]
= lim g an (2™ — zo)" = lim E b (2™ — 2)" = by.
m—0o0 0 m—o0
n—=

Die Behauptung gilt damit fiir N = 0. Seien nun fir n = 0,...,N a, = b,
gezeigt. Dann haben wir fiir alle z € B(z,0)\{z0}

[o¢]
g an(z — zo)" g bn(z — 20)"

n=N+1 n=N+1
oder dquivalent
o0
E aN+1+n E bN+1+n )
n=0

Hieraus folgt wie oben ayy1 = by1-
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7.9 Elementare Funktionen

Nach vorigem Abschnitt stellt jede Potenzreihe innerhalb des Konvergenzkreises
eine stetige Funktion dar.

BEISPIEL 7.12

X _n
z
expz::E i z€C, p=+oo.

n=0

Die Exponentialfunktion geniigt
exp 21 exp 2o = exp(z1 + 22),

denn durch Multiplikation erhalten wir

(53 (E5) - S(Ea)

Fiir alle ¢ € R gilt

. e -1 k, 2k ' 0 -1 k, 2k+1

Zunichst haben wir

n SN, AT

‘ = (ip)" = i"p
colig) = 3B 500
T 2l

n=0

woraus unter Beriicksichtigung von

w [ (=DF n=2k
{ (—1)¥ n=2k+1

und lim,, ., s, = limy_., sox11 die Beziehung

‘ 00 (_1)k¢2k ‘(_1)k902k+1
exp(ip) = ;[ e (2k+1)!}
oo (_1)%% .OO (_1)k902k+1
S 4o T eer

folgt.
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BEISPIEL 7.13 Fiir beliebiges z € C setzen wir

2 (_1yn,2n 0 (L1 2+l
Cos 2 := ;%, sin z 1= nz:(:)((%?ijtl)'
Somit gilt die Eulersche Beziehung

exp(ip) = cos p + isin p.
Fiir alle komplexen Zahlen z € C gilt die Doppelwinkelformel

sinz cosz = 3 sin 2z.

Multiplikation der beiden zugeordneten Reihen ergibt

' B OO (_1)nz2n+1 0 (_1)nz2n
Sinz CoOsz = (ZW> (;W)

n=0
B i i (_1)m22m+1(_1)n—m22n—2m
== (2m+1)!(2n - 2m)!
i —1)ng2ntt 2”: <2n+ 1)
o TV .
— (2n +1)! —~ 2m

Nebenbetrachtung. Aus dem binomischen Satz folgt

22n+1 _ (1 + 1)2n+1 _ (1 _ 1)2n+1

_ 2&“[(2”51)*(‘1)”1(%51)]: "02(27;:11)

m=0 m=

Setzen wir das Ergebnis in obige Rechnung ein, so erhalten wir

1 o= (=1)™(22)+1 1
sin z cosz = 5;% = ésin2z.
BEISPIEL 7.14 Fiir beliebiges z € C setzen wir
1 o 204l
sinhz := é(expz —exp(—2)) = nz_(:) @1
coshz := 1(expz%—exp(—z)) = i G .
2 “— (2n)!

Die folgenden Beispiele zeigen, wie Reihenentwicklungen zur Grenzwertberech-
nung verwendet werden kénnen. Hierbei wird neben den Rechenregeln fiir Reihen
die Stetigkeit einer Reihe Y~ a,(z —29)™ an der Entwicklungsstelle zy benutzt.
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BEISPIEL 7.15

. 1—c0sx_1
ly =5

Aus der Reihendarstellung von cos erhalten wir

o0 n 2n n 2n
1—cosz = 1—2(7—_2
n=0 n=1
. 1—cosx o= (=D 1
lim ——S5% _ r
S 20 (2n 1 2)l 2

BEISPIEL 7.16
. exp(2z)—1 2
lim —————— = —.
z—0 sinh 3z 3

Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion ergibt

exp(2z) — 1 = Z (2;:!) —-1= Z (2;:!)

n=0 n=1

n

und fiir die Sinushyperbolikusfunktion gilt

o0

o0

Zn—i—l’

3':5 2n+1 3$' 2n
h(3z) = 3x
sinh(3z) Z 2n + 1) Z 2n + 1)

n=

Insgesamt folgt

— (22)"
2z
exp(2z) —1 nz:;) (n+1)!
z—0 Sll’lh(3l’) o x—0 i (31,)271
YL a1
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8 Einige Funktionenriume

8.1 Raum der beschrinkten Abbildungen

Sei B(E) die Gesamtheit aller auf E beschrankten Abbildungen u : E — R. Man
iiberzeugt sich leicht, dass durch

(au + o) (z) = au(z) + fv(zx), Va,3 € R, Yu,v € B(E)

B(E) zu einem linearen Vektorraum wird. Eine Norm, die die in Beispiel 3.4
gegebene Metrik induziert, wird durch

[[ul| := sup |u(t)]
teE
erklért, insbesondere sind die Normeigenschaften (N1)-(N3) erfiillt.
THEOREM 8.1 Der Raum B(E) ist ein Banachraum.
Beweis: Sei (u,) C B(F) eine Cauchyfolge, d.h.,
Ve >0 3ng(e) VYm,n > ng(e): [t — un || = sup [um(t) — u,(t)] < e.
teE
Somit gilt
Vte E, ¥Ym,n > ng(e) [um (t) — un(t)] < e, (3)

also ist fiir jedes t € E die Zahlenfolge (u,(t)) Cauchyfolge in R. Da R vollsténdig
ist, existiert fiir jedes t € E ein u(t) € R mit lim,, o u,(t) = u(t). Grenziibergang
m — oo in (3) ergibt

Ve >0 dng(e) Vn>mngle), Vi€ E: lun(t) — u(t)]| <e.
Hieraus folgen
(i) wegen der Beschrianktheit der Cauchyfolge (u,) in B(E) aus
lu(®)] < ut) = un(t)] + [un(t)] < € + [un]|
die Beschranktkeit von u : £ — R,
(ii) und

sup [un (1) — u(t)] = [lun —ul] < e < 2,
teE

also die Konvergenz der Folge (u,) gegen u in B(E).

Fiir Folgen beschrénkter Funktionen fiihrt man verschiedene Konvergenzbegriffe
ein.
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DEFINITION 8.1 Die Folge (u,(t)) von Funktionen u : E — R heifst auf E

punktweise konvergent, wenn
Vi€ E,¥Ve >0 dng(e,t) Vn > ng(e,t) : lun(t) — u(t)] < e.

BEISPIEL 8.1 Seien E = [0,1] und u,(t) =t". Dann gilt auf [0, 1] punktweise

: B [0 te]o,1),
A un(t) = ult) = { 1 t=1,
denn fir alle t € [0,1) haben wir
" . Ine
[t" = 0| <e fir n> e no(e, t).

Im Fallt =1 bekommen wir

1" —1|=0<e fir alle n.
Im obigen Beispiel gilt supng(e,t) = +oo, d.h., es gibt keine Indexschranke ny,
die gleichméBig fiir alle ;eg E die Beziehung |u,(t) — u(t)| < e garantiert.

DEFINITION 8.2 Die Folge (u,(t)) von Funktionen u : E— R heifit auf E
gleichmdfig konvergent, wenn

Ve >0 3dng(e) Vn>ngle),Vt e E: lun(t) — u(t)] < e.
BEISPIEL 8.2 Secien E = [0,1/2] und u,(t) = t*. Dann gilt auf [0,1/2]
gleichmdapfig

lim w,(t) =0,

denn fir alle t € [0,1/2] haben wir

1\" [
[t" —0| < (5) <e fir n>—% =:ny(e).

FOLGERUNG 8.1 Die Folge (u,(t)) konvergiert genau dann gleichmdifig ge-
gen u(t) auf E, wenn ||u, — u|| — 0 fir n — oo.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus den Implikationen

Vie E:  |un(t) —u(t)| <e = |u,—ul <e,

Vie E: uu(t) —u(t) <e < ||u,—ul <e.
Beachte: Summe und Differenz zweier gleichméflig konvergenter Folgen sind wie-
der gleichméfig konvergent. Das folgende Beispiel zeigt, dass das Produkt zweier

gleichméfig konvergenter Funktionsfolgen nicht notwendig gleichméfig konver-
giert.
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BEISPIEL 8.3 Betrachte auf R die Funktionsfolgen (fn)n>1 und (gn)n>1 mit
1
fo(z) =2 und g,(z) = - Vx € R und Vn € N.

Dann konvergieren (fn)n>1 auf R gleichmdfSig gegen f und (gn)n>1 gleichmafsig
gegen g, wobei f(z) = x und g(x) =0 gelten.
Tatsdchlich haben wir ndmlich fir beliebig vorgegebenes € > 0

Vr € R und Vn € N : |fu(z) — f(x)| =0<¢

und 1 )
Vn > ng(e) = - und Vr € R: |gn(x)—g(:v)|:ﬁ < e.

Das Produkt f,(x) - gn(x) konvergiert auf R zwar punktweise gegen Null, es gilt
namlich Ve >0 Vr € R dng(e,z) =% VYn > ng(e, )

Ful@) - gn(@) = 0] = | 2] <,

jedoch lafit sich keine von x € R unabhingige Indexschranke ng(e) angeben, so
dass

Vn >mno(e) Ve eR: ]fn(x)~gn(x)—O]:)g)<a

gilt (wihle einfach © = 2en).

8.2 Raum der stetigen Abbildungen

In diesem Abschnitt sei K eine kompakte Menge in einem metrischen Raum (E, d)
und C(K) die Menge aller auf K stetigen Abbildungen u : K — R. Nach Weier-
straf ist jede auf K stetige Abbildung beschrénkt. Somit ist C(K) eine Teilmenge
von B(K). Da die Linearkombination stetiger Abbildungen stetig ist, ist C(K)
sogar ein linearer Unterraum des Vektorraums der beschrinkten Abbildungen
B(K) und mit der auf B(K) durch

[[ull := sup |u(z)|
zeK
definierten Norm ein normierter Raum. Die Frage ist, ob (C(K),|| - ||) ein Ba-

nachraum ist.

THEOREM 8.2 Der Raum C(K) ist ein Banachraum.
Beweis. Sei (u,), oy eine Cauchyfolge in (C(K), | - ||). Dann ist (u,),cy auch

Cauchyfolge in (B(K),|| - ||), die wegen der Vollstandigkeit von (B(K),| - ||) in
(B(K),||-]|) gegen eine Abbildung u : K — R konvergiert. Um zu zeigen, dass u
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in einem beliebigen Punkt x( stetig ist, splitten wir die Differenz |u(z) — u(xo)|
mit Hilfe der Dreiecksungleichung in drei Anteile

fu(@) = u(zo)l < Ju(@) = un(@)] + [un(2) = wn(zo)| + [un(20) = u(zo)|
< 2|u = up|| + |un(z) — un(z0)] -

Aufgrund der Konvergenz von (uy), .y gegen u in B(K) finden wir zu jeder To-
leranzschranke € > 0 einen Index m(e), so dass

€
lu — um|l < = .

3
Jede der Abbildungen u,, : K — Rn € N ist auf K stetig, d.h.

Ve>0,neN, zge K 36 =06(g,29,n) >0 mit

d(z,20) < 8§ = |un(x) — un(z0)| < g .

Setzen wir 6*(g, zg) := 6(g, xg, m(g)) so folgt

2
Ve >0, 20 € K 36%(c,20) >0 mit d(z,z0) < 8 = |u(z)—u(zo)| < 35 g —c.
FOLGERUNG 8.2 Ist K kompakt und konvergiert die Folge (un(x)), oy Steti-
ger Funktionen u, : K — R auf K gleichmdf$ig gegen u : K — R, so ist u auf K
stetig.

Zur Beantwortung der Frage, ob aus der Stetigkeit der Grenzfunktion v : K — R
einer auf K punktweise konvergenten Folge (u,()), oy stetiger Funktionen w, :
K — R sich zwingend die gleichméflige Konvergenz der Folge ergibt, betrachten
wir nachfolgendes Beispiel:

BEISPIEL 8.4 Wir betrachten die durch

( 1

nr  x€l0,—]

n

1 2

up(z) =< 2—nzx z¢€ [ﬁ’ ﬁ]

2

0 z € [—,2]
\ n

auf K = |0,2] definierte Folge stetiger Funktionen (vgl. Abb. 12).

Die Folge konvergiert punktweise auf [0, 2] gegen die stetige Grenzfunktion u = 0,
denn u,(0) = 0 Vn € N und fir gegebenes x > 0 gilt fir n > 2/x stets u,(x) = 0.
Die Folge konvergiert jedoch nicht gleichmdfig auf [0,2], denn

[tun —ul| = sup |un(z) —u(z)|=1.
z€]0,2]
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Abbildung 12: Vier Glieder der Folge (u,,)

Unter zusétzlichen Bedingungen kann die obige Frage positiv beantwortet werden.

THEOREM 8.3 (Satz von DINI)

Es sei K C X eine kompakte Teilmenge des metrischen Raumes (X,d). Jede
monoton wachsende (bzw. fallende) Folge stetiger Funktionen u, : K — R, die
auf K punktweise gegen eine stetige Funktion u : K — R konvergiert, konvergiert
auf K gleichmdflig gegen u.

Beweis: O.B.d.A. betrachten wir den Fall einer monoton wachsenden Folge ste-
tiger Funktionen. Die punktweise Konvergenz gegen u bedeutet

Ve e K,e >0 dngle,z) VYn >mnyg: Ogu(x)—un(:v)<§.
Die Stetigkeit von u, u,, im Punkt = € K liefern die Existenz einer Umgebung
K(z,6) mit 6 = 6(e,z) = 6(g,ng(e,x),x) > 0 derart, dass

5 €
Wy € K(2,8) = u(y) ~u(e)| < 5, gly) — uny(2)] < <.
Somit haben wir
Ve,z € K 3ng, K(x,6) mit Vn > ng,Vy € K(x,0) :
0 < u(y) —ua(y) u(Y) — Uny(y)
[u(y) — w(@)| + [u(@) — tng ()] + [tng () = Uny(y)]
€.

ANRVARVAN

0 < wu(y) —un(y)

Das offene System {K(z,0)}.cr iiberdeckt die Menge K. Da K kompakt ist,
reichen endlich viele Mengen zur Uberdeckung von K aus, die wir mit K (¢, z;),
i=1,..., N bezeichnen. Sei nun ng(e) = maz;cq,. nyno(€, ;). Dann gilt

.....

0<uly) —u,(y) <e ye K,n>ng.

83



Beachte: Der Satz von Dini gibt vier hinreichende Bedingungen dafiir an, dass
eine auf einer Menge A C X punktweise gegen eine Funktion u : A — R konver-
gierende Funktionenfolge (uy,),>1, mit u, : A — R, auf A gleichméBig konvergiert.
Diese vier Bedingungen sind

1. u, : A — R stetig Vn € N
2. u: A — R stetig
3. Ve e A Ing(x) € N: (un(T))n>ne(z) monoton wachsend (bzw. fallend)

4. A kompakt.

Die folgenden Beispiele zeigen, dass keine der vier Bedingungen ersatzlos gestri-
chen werden kann und die Aussage des Satzes dennoch gilt.

BEISPIEL 8.5 Betrachte die auf [0, 1] definierte Folge u,, : [0,1] — R mit

0 fur =0 oder —
un(z) = 1 n
1 fir 0<z<—,
n

<z<l1

die auf A = [0,1] punktweise gegen u mit u(zx) = 0, z € [0,1], konvergiert. Man
tberprift, dass 2., 3. und 4. gelten, aber

|[un — ul| = sup un(z) — u(z)| =1
z€EA

gilt.
BEISPIEL 8.6 Betrachte die Folge (uy)n>1 mit
up(x) =2  fur xz€l0,1].
Die Folge konvergiert auf [0, 1] punktweise gegen u : [0,1] — R, wobei

0 fur xze€]0,1),
Mﬂ_{l(ﬂrmzl

Diese Folge geniigt den Bedingungen 1., 8. und 4., konvergiert jedoch auf A =
[0, 1] nicht gleichmdfSig gegen u (vgl. Bsp. 8.1).

BEISPIEL 8.7 Betrachte die auf A = [0,2] definierte Folge (uy,)n>1 aus Bsp.8.3.
Diese Folge geniigt den Bedingungen 1.,2. und 4. konvergiert jedoch auf A nicht
gleichmdfig gegen die Grenzfunktion.

BEISPIEL 8.8 Betrachte die Folge (un)n>1 mit u,(z) = 2™ auf A =[0,1). Die
Folge konvergiert auf [0,1) punktweise gegen u : [0,1) — R, wobei u(z) = 0 fir
alle z € [0,1) gilt. Hier gelten die Bedingungen 1., 2. und 3., jedoch ist A = [0, 1)
nicht kompakt.
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8.3 Funktionenreihen

In Verallgemeinerung von Potenzreihen mit dem allgemeinen Glied u,(x) :=
an(x — o)™ betrachten wir nun Funktionenreihen

Zun(z), up: E—R
n=0

Fir jedes z € E ist ). - u,(z) eine Reihe reeller Zahlen. In diesem Sinne
verwendet man folgende Konvergenzbegriffe:

DEFINITION 8.3 Die Reihe Y > u,(z) heifst auf E

1. punktweise konvergent, falls die Folge der Partialsummen (D _o tn(Z))nen,
auf E punktweise konvergiert,

2. gleichmdpig konvergent, falls die Folge der Partialsummen (3" _ Um(Z))nen,
auf E gleichmdf$ig konvergiert,

3. absolut konvergent, falls fiir jedes x € E die Reihe ) - |un(z)| konvergiert.

Sind die Glieder der Reihe u,, : F — R auf E beschriankt, so ist Z;’OZO u, eine
Reihe im Banachraum B(F). Dabei ergeben sich folgende Konvergenzbegriffe:

DEFINITION 8.4 Die Reihe ) u, heifit

1. in B(E) konvergent, falls die Folge der Partialsummen (3 _; Um)nen, N
B(E) konvergiert,

2. in B(E) absolut konvergent, falls die Reihe Y7 ||u,|| in R konvergiert.

Hinsichtlich der Zusammenhénge der verschiedenen Konvergenzbegriffe bemerken
wir:

e In jedem normierten Raum folgt aus der absoluten Konvergenz die Konver-
genz der Reihe.

o Wegen |u,(x)| < sup,ep |un(x)| = ||u,|| fiir alle x € E folgt aus der abso-
luten Konvergenz der Reihe Y 7 ju, in B(E) die absolute Konvergenz der
Reihe > jup(z) auf E in R.

e Die Reihe ) 7 u, konvergiert genau dann in B(E), wenn in R die Reihe
Yo g un(x) auf E gleichméflig konvergiert.

e Aus der auf E gleichméBigen Konvergenz der Reihe ) u,(z) folgt die
auf F punktweise Konvergenz der Reihe.
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Somit ergibt sich die in Abb. 13 gegebene Ubersicht.
Ein hinreichendes Kriterium fiir die gleichméfige Konvergenz ist

THEOREM 8.4 (Majorantenkriterium fir gleichmdflige Konvergenz)

Fiir alle Indizes n > Ng und fir alle x € E gelte |u,(z)| < b,. Ferner sei die
Zahlenreihe Y " b, konvergent. Dann konvergiert Y . un(x) auf E absolut
und gleichmdfSig.

Beweis: Fiir n > N, ist b, eine obere Schranke fiir |u, (z)|, also ist ||u,|| < by,.
Nach dem Majorantenkriterium konvergiert die Reihe Y 7w, in B(E) absolut.

BEISPIEL 8.9 Die Reihe

oo .
S nx

> TER,
n
n=1

ist auf R gleichmdflig konvergent, denn wegen

1

n

sin nx

n2

folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium.

8.4 Potenzreihen

Lemma 7.2 beinhaltete die Stetigkeit einer Potenzreihe an der Entwicklungsstelle,
mit der in Abschnitt 7.8.3 gezeigten Moglichkeit der Umrechnung einer Potenzrei-
he kann die Stetigkeit in jedem Punkt des Konvergenzkreises B(zg, p) C C gezeigt
werden. Wir zeigen, dass eine Potenzreihe auf jeder kompakten Teilmenge des
Konvergenzkreises gleichméfig konvergiert und bereiten damit einen neuen Be-
weis fiir die Stetigkeit einer Potenzreihe in jedem Punkt ihres Konvergenzkreises
vor.

THEOREM 8.5 Fine Potenzreihe ist auf jeder kompakten Teilmenge des Kon-
vergenzkreises B(zo, p) gleichmdf$ig konvergent.

Beweis. Sei K C B(zg, p) kompakt und p < co.

(1) Wir zeigen zunéchst, dass der Abstand einer kompakten Menge K von einer
abgeschlossenen Menge A, die keinen Punkt gemeinsam haben, positiv ist.
(Dieudonné, Kapitel 3.17, Aufgabe 2). Die Abbildung f : K — R, gegeben
durch

() = dist(z, ) = inf d(x,y),
=
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Yoo o Uy in B(E) absolut konvergent

|

Yoo o un(z) auf E absolut konvergent

Y oo o Un in B(E) konvergent

| |

Yo gun(x) auf E gleichméflig konvergent

|

Y02 o un(z) auf E punktweise konvergent

Abbildung 13: Ubersicht iiber die Konvergenzbegriffe

ist auf der kompakten Menge K stetig, insbesondere gilt

|d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y) V,y.
In der Tat haben wir fiir alle z € A

d(z,A) < d(z,z) < d(z,y)+ d(y, 2),
woraus durch Ubergang zum Infimum

d(z, A) < d(z,y) + d(y, A)
folgt. Vertauschung von x und y ergibt schliellich
[f(z) = f(y)] = ld(z, A) = d(y, A)| < d(z,y).

Nach dem Satz von Weierstrall gibt es also ein xqg € K mit f(xy) =
d(zg, A) = dist(K, A). Angenommen d(zg, A) = 0. Dann gibt es eine Folge
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(ax) in A mit d(xg, a;) — 0 fiir £ — oo, d.h., die Folge (ay) konvergiert ge-
gen zg. Da A abgeschlossen war, ist 7o € A, im Widerspruch zu K NA = 0.

(ii) Der Abstand von K zu S(z, p) sei nun 7. Dann ist K C B(z,p — 7) und
die Reihe

> lanl(p—m)"

eine konvergente Majorante zur Reihe Y >° ja,(z — 2)", z € K.

(iii) Im Fall p = oo finden wir eine konvergente Majorante, da die kompakte
Menge K (abgeschlossen und) beschrankt ist.

FOLGERUNG 8.3 FEine Potenzreihe ist in jedem Punkt des Konvergenzkreises
B(zo,p) stetig.

Beweis. Sei z; € B(zp,p) und 7 := p — |21 — 29| > 0. Da die Potenzreihe
auf der kompakten Menge B(z1,7/2) C B(20, p) gleichmiBig konvergiert und die
Partialsummen auf B(z1,7/2) stetig sind, ist die Summe der Reihe auf B(z;,7/2)
stetig. Nun war z; € B(zg, p) beliebig, also ist die Potenzreihe in jedem Punkt
des Konvergenzkreises stetig.

FOLGERUNG 8.4 Die Abbildungen exp z, sin z, cos z, sinh z, cosh z sind auf
C stetig.
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9 Differentialrechnung in einer Variablen

Zu Beginn der historischen Entwicklung der Differentialrechnung stehen eine geo-
metrische und eine physikalische Fragestellung: das Tangentenproblem und das
Problem der Momentangeschwindigkeit eines ungleichférmig bewegten Massen-
punktes. Im ersten Fall ist eine Gerade gesucht, die durch einen gegebenen Punkt
eines glatten Kurvenstiicks verlduft und dieses Kurvenstiick mdglichst gut appro-
ximiert; im zweiten Fall sucht man eine gleichférmige Bewegung, die zu einem
gegebenen Zeitpunkt die ungleichférmige Bewegung mdglichst gut approximiert.
Grundidee. Approximation beliebiger Funktionen in der Umgebung eines Punk-
tes durch lineare Funktionen.

9.1 Begriff der Differenzierbarkeit
DEFINITION 9.1 Seien D C R offen und f : D — R. Die Abbildung [ heifst

im Punkt xo € D C R differenzierbar, wenn es eine Zahl m und eine in xq stetige

Abbildung r - D — R gibt, so dass
f(z) = f(xo) + m(z — x9) + r(x)(z —x9), €D
und r(zo) = 0.

BEMERKUNG 9.1 Wie lassen sich im Falle ihrer Existenz m und r ermit-
teln? Fiir x # xq gilt

m = f(iﬂjj:io(%)_r(x),

)

T—T0 T — 1’0

Ezistiert umgekehrt der Grenzwert des Differenzenquotienten

f(@) — f(o)

m = lim ,

T—T0 r — 2o
und definiert man r : D — R durch
f(x) = f(xo)

’I“(l’) = T — X
0 T = Xo,

-—m x%x07

so gentigen m und r den Bedingungen der obigen Definition. Der Vorteil der
quotientenfreien Formulierung ist neben einfacheren Beweisen die Mdglichkeit
der Ubertragung auf den mehrdimensionalen Fall.
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BEMERKUNG 9.2 Ist f in g € D C R differenzierbar, so sind m und r
eindeutig bestimmt. Die Zahlm heifst Ableitung von f an der Stelle x, in Zeichen

d
m= (o) = 9 (ay).
BEISPIEL 9.1 Die Funktion f : R — R mit f(x) = 2", n € N, ist in jedem

n—1

Punkt zo € R differenzierbar und es gilt f'(zo) = nxj

Wir haben
f(@) = f(zo) = 2" — x5 = (z— o) inxg_i_l
i=0
= m(z — x0) +7(x)(z — x0),
mit

n—1
_ n—1 _ i n—i—1 n—1
m=nxj ", r(x)—g '] —nxy .
=0

BEISPIEL 9.2 Die Funktion f : R\{0} — R mit f(x) = 1/2™, n € N, ist in
jedem Punkt xo # 0 differenzierbar und es gilt

n
/ —_
Fil@o) = =~
)
Wir erhalten
1 1
R LI 1 . 2" —af
f(zg) = lim 70 = ——- lim 0
z—z0 T — T gt a—wo T — X
1 . _ _ B _ n
= —— lim (@"  + 2" g+ ..t al P2l = —
2n n+1
xo r—T0 xo

BEISPIEL 9.3 Die Funktion f : Ry — RS mit f(x) = \/z ist in jedem Punkt
xo > 0 differenzierbar und es gilt

Die Aussage folgt unmittelbar aus

VioyE 1
T — To VT + /T

durch Grenziibergang x — xy.

Die folgenden Beispiele zeigen, dass stetige Funktionen nicht notwendig differen-
zierbar sind. Insbesondere gibt es auch auf R stetige Funktionen, die in keinem
Punkt von R differenzierbar sind (vgl. Barner/Flohr, Analysis I, Abschnitt 8.1).

90



BEISPIEL 9.4 Die Funktion f : R — R mit f(xz) = |x| ist im Punkt xo = 0
nicht differenzierbar.

Die Aussage ergibt sich aus

1= lim M% i M =0 _ g

z—04+0 £ — 0 z—=0-0 £ — 0

BEISPIEL 9.5 Die Abbildung f : R — R mit

[ aFcos(m/z) x#£0
f("‘)_{ 0 z=0

ist fir k = 1 im Punkt x = 0 nicht differenzierbar. Fir k > 2 ist f im Punkt
x = 0 differenzierbar.

Der Grenzwert des Differenzenquotienten

i £@) = £(0)

z—0 r—0

k—1

= hII(l) " cos(m/x)

existiert fiir k& > 2, jedoch nicht fiir £ = 1.

THEOREM 9.1 Ist f: D — R in xq € D differenzierbar, so ist f in xo stetig.
Beweis. Da f in xy € D differenzierbar ist, haben wir fiir alle x € D

f(z) = f(z0) + m(z — xo) + r(z)(z — o)
mit 7(z) — 0 fir x — z,. Also gibt es zu e = 1 ein §(1) mit |r(z)| < 1 fiir

|x — x| < 6(1). Somit gibt es zu jedem £ > 0 ein

N €
6*(¢) := min (m,é(l)) ,
so dass fiir |x — zo| < 6*(¢)
If(x) = f(zo)| < (m+1)|z — zo] < &.

Aus der Differenzierbarkeit von f in xg folgt nicht die Stetigkeit von f in Umge-
bung von z(, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 9.6 Die Abbildung f : R — R mit

o T r € Q,
f(x)_{ x—i—xz x%(@’

ist an der Stelle x = 0 differenzierbar, aber an keiner anderen Stelle x # 0.
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Fiir den Differenzenquotienten an der Stelle x = 0 gilt

f(x)—f(O)_{ 1 req
r—0 | 1+z z#Q.

Setze m = 1 und

=17 156

dann haben wir fiir alle z € R

f(@) = f(0) + m(z = 0) + r(z)(z - 0)

und r ist in z = 0 stetig mit #(0) = 0. Da f in allen Punkten = # 0 unstetig ist,
kann f in diesen Punkten nicht differenzierbar sein.

Oft ist es niitzlich, auch den Begriff der einseitigen Differenzierbarkeit einzufiihren.

DEFINITION 9.2 Ist die Restriktion von f auf DN{zx:x > z¢} (bzw. von f
auf DN{z : x < xo}) differenzierbar, so heifit f in xq rechtsseitig differenzierbar
(bzw. linksseitig differenzierbar), in Zeichen

Ji(zo) == lim M, f'(xo) == lim M_

z—x0+0 T — I z—xo—0 T — Xo

BEISPIEL 9.7 Die Abbildung f : R — R mit f(x) = |x| ist im Punkt x =0
einseitig differenzierbar, wobei f(0) =1 und f’ (0) = —1.

THEOREM 9.2 Seien f : D — R und g : D — R im Punkt xq € D differen-
zierbar. Dann sind auch f+g, c- f, f-gund 1/f (falls f(xo) # 0) an der Stelle

xo differenzierbar und es gilt

(f + 9)'(x0)
(¢ f) (o)
(f-9)(xz0) = f'(z0)-
(Yo -

Beweis. Setzt man fi(z) := f'(zo) + r(x) fir alle x € D, so stellt man fest,
dass aus der Differenzierbarkeit von f in xy € D die Existenz einer Funktion
f1: D — R folgt, die in xq stetig ist, mit fi(x¢) = f'(z0), und fir die

f(@) = f(xo) + fr(z) (2 — x0)
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gilt. Umgekehrt folgt aus der Existenz einer derartigen Funktion auch die Diffe-
renzierbarkeit von f in xg.
Exemplarisch beweisen wir die Produktregel

(f - 9)'(zo) = f'(w0) - g(wo) + f(z0) - ¢ (w0).
Es gelten die Beziehungen

f(@) = f(xzo) + fr(@)(z —x0) wnd  g(z) = g(x0) + g1(7)(x — o).

Damit haben wir

f(@)g(x) = f(x0)g(zo) + (fi()g(x0) + f(20)g1(x) + f1(2)g1(2)(x — x0)) - (x — o).
Die Abbildung

z — fi(z)g(x0) + f(20)g1(z) + fi(2)g1()(z — zo)

ist an der Stelle xq stetig, somit ist f - g in x( differenzierbar und

(f-9) (o) = fi(zo)g(wo) + f(z0)g1(w0) + fi(zo)g1(20) (20 — 20)
(f-9)(x0) = f'(w0) - g(xo) + f(x0) - g'(20)
FOLGERUNG 9.1 (Quotientenregel)

Seien f und g in xy differenzierbar und g(xo) # 0. Dann ist auch f/g in xg
differenzierbar und es gilt

/ / ) — J'(x0)g(x0) — f(20)g'(20)
(5) Py —

THEOREM 9.3 (Kettenregel)
Es sei die Verkettung g o f mdglich, f sei an der Stelle xy und g an der Stelle
yo = f(zo) differenzierbar. Dann ist go f an der Stelle xq differenzierbar und es
qilt

(g0 f) (x0) = ¢'(f(x0)) - f'(20)

Beweis. Die Differenzierbarkeit von f in xy und die von g in yg = f(zo) bein-
halten

flz) = fl(xo) + fi(z)(z — 20)
9(y) = 9(yo) + a1 (¥)(y — Yo),
woraus die Beziehung
(go f)(z) = (g0 f)wo) +a(f(x))- (f(z)— f(xo))
= (g0 f)(zo) + 91(f(2)) - fi(x) - (z — z0).

Die Abbildung = — ¢1(f(x)) - fi(x) ist im Punkt z, stetig, daher ist g o f in z
differenzierbar und

(g0 f) (o) = g1(f(x0)) - fr(zo) = g'(f(x0)) - [ (o)-
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FOLGERUNG 9.2 (Ableitung der Umkehrfunktion)
Sei f: D — R injektiv, an der Stelle xqy differenzierbar und die Umkehrfunktion
g von f an der Stelle yo = f(xo) differenzierbar. Aus x = g(f(x)) fir alle x € D

folgt unmittelbar
L= ) fa) & o) = Fr

Die Voraussetzung, dass ¢ in gy differenzierbar ist, kann auf ¢ in yq stetig abge-
schwéicht werden, wie der folgende Satz zeigt.

THEOREM 9.4 Sei f : D — R injektiv, an der Stelle xy differenzierbar und
f(xo) # 0. Ist die Umkehrfunktion g von f an der Stelle yo = f(xo) stetig, so ist

g an der Stelle yo sogar differenzierbar und es gilt
1
9 (yo) = W

1’0) '

Beweis. Die Differenzierbarkeit von f an der Stelle zy beinhaltet

f(@) = f(wo) + fil@)(x —m0),  filzo) = [ (o).
Setze y = f(z), yo = f(zo) und verwende x = g(y). Dann folgt

y—yo = f1(9(v)) - (9(y) — 9(v0))-
Die Abbildung f; o g ist an der Stelle y, stetig und

f1(g9(v0)) = fi(mo) = f'(z0) # 0.
In Umgebung von y, gilt daher

1
9(y) — 9(yo) = m(y — %),

wobei die Abbildung y — 1/f1(g(y)) in yo stetig ist.

Beachte: Die Injektivitiat von f kann im allgemeinen nicht aus f’(xg) # 0 (auch
nicht lokal!) gefolgert werden. Dazu betrachten wir die in Abb. 14 dargestellte
Funktion

T
x4+ x?cos— fiir x #0,

f@) = p ey
0 fir z = 0.

Wir haben f’(0) = 1 # 0, aber die stetige Abbildung f ist in keiner Umgebung
von zo = 0 injektiv. Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz unter Beachtung von
1

f(@op41) < fl@on—1) < f(xox), xr = T

Jeder Wert aus dem Intervall (f(zor_1), f(xaex)) wird also in (zogi1, Tor_1) min-
destens zweimal angenommen.

94



~0.25 i i i i i i i
-0.2 —0.15 -0.1 —0.05 (0] 0.05 0.1 0.15 0.2

Abbildung 14: Funktion f(x)

9.2 Mittelwertsatz
Motivation. Ist f in zy differenzierbar, so ist der Zuwachs
f(@) = f(2o) = f'(20)(x — o).

Wie grof} ist der Zuwachs tatsédchlich? Antwort darauf gibt der Mittelwertsatz.
Wir betrachten zuvor einen Spezialfall.

THEOREM 9.5 (Satz von Rolle)
Seien f : [a,b] — R auf [a,b] stetig, auf (a,b) differenzierbar und f(a) = f(b).
Dann existiert ein € € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Die Abbildung f ist auf dem kompakten Intervall [a, b] stetig, nach dem
Satz von Weierstra nimmt f auf [a,b] Supremum und Infimum als Funktions-
werte an.

(i) f(a) = f(b) = f(x) fir alle z € [a,b]. Dann ist f/(z) = 0 fiir alle = € (a, b).
(ii) Sei f(z) > f(a) fiir ein @ € (a,b) und f(€) = sup,c(ey f(x). Dann gilt
flx) < f(&) Vo elab].
Nun ist f in € differenzierbar, d.h.,
fl@) = f(&) =& —&+r()(z—¢ <0
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In Umgebung von £ ist x — & positiv und negativ, fir z — £ + 0 folgt
/ - flx) = f(€
f'(€) = lim f@) = J(©)

<0
e—ér0  x—& T
firx - €£—0

)

z—€—0 xTr —
also f'(¢) = 0.
(iii) Der Fall f(x) < f(a) fiir ein = € (a,b) verlauft analog.

THEOREM 9.6 (Mittelwertsatz)
Die Abbildung f : [a,b] — R sei auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Dann existiert ein & € (a,b) mit

fb) = fla) = f(E)(b—a).
Beweis. Anwendung des Satzes von Rolle auf die Hilfsfunktion

ola) = fa) @D D o )

FOLGERUNG 9.3 (Kennzeichnung der konstanten Funktionen)
Sei I ein beschrdnktes oder unbeschrinktes Intervall und

f(z)=0 Vzel.
Dann ist f auf I konstant.

Beweis. Sei a € I beliebig und x € I, z # a. Dann gilt auf jedem Intervall [a, z]
bzw. [z,a] der Mittelwertsatz

f(@) = fla) = f(§)(z —a) =0.
Also ist f(z) = f(a) fur alle z € 1.
Die néchste Folgerung liefert einen Beitrag zum Umkehrproblem der Differenti-
alrechnung.

DEFINITION 9.3 Gibt es zu f : D — R eine Funktion F : D — R, fir die
F'(z) = f(x) fir alle x € D, so heifit F' Stammfunktion zu f.

FOLGERUNG 9.4 Ist D C R ein Intervall und hat f : D — R auf D eine
Stammfunktion F, so erhdlt man alle Stammfunktionen zu f durch Addition von
Konstanten.

Beweis. Aus F' = f und G’ = f auf D folgt
(F-G)(z)=0 VzeD,
d.h., F(z) — G(z) = const auf D.
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9.3 Monotoniekriterien fiir differenzierbare Funktionen

DEFINITION 9.4 Die Abbildung f : D — R heifst auf D monoton wachsend,
wenn

und auf D monoton fallend, wenn

(fly)— fx)(y—2) <0 Vz,y € D.

THEOREM 9.7 FEine auf einem Intervall I definierte, differenzierbare Funkti-
on f ist genau dann auf I monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle z € 1.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

(i) f monoton wachsend = f'(z) >0 Vrel

fly) — f(z)

>0 Vy,zel = f'(z)>0.
y—1x

(ii) f'(z) >0 Vx el = f monoton wachsend
Nach dem Mittelwertsatz gilt

(fy) = f@)y—=z)=f(E)y—=z)?>0 Vr,yel.

DEFINITION 9.5 Die Abbildung f : D — R heifit auf D streng monoton
wachsend, wenn

(f(y) = f(@)(y—x) >0 Vr,ye D mitx+#y,

und auf D streng monoton fallend, wenn

(f(y) = f(@)(y—2) <0 Vr,ye€ D mitz#y.

THEOREM 9.8 Fine auf einem Intervall I definierte, differenzierbare Funkti-
on f ist auf I genau dann streng monoton wachsend, wenn

(i) f'(x) >0 VYxel und
(ii) es kein Teilintervall I* C I gibt, mit f'(x) =0 auf I*.
Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

(a) f streng monoton = (i) und (ii).
Zunéchst folgt aus der strengen Monotonie die Monotonie und somit (i).
Angenommen es gibe ein Teilintervall [* mit f'(x) = 0 fir alle x € I*.
Dann haben wir nach der Folgerung aus dem Mittelwertsatz f(z) = const
auf I*, im Widerspruch zur Voraussetzung.
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(b) (i) und (ii) = f streng monoton.
Zunichst folgt aus (i) die Monotonie von f auf I. Angenommen f(z1) =
f(z2) fir 21 < xo, dann folgt fir alle x € [xy, 1]

fla1) < f@) < flaz) = fan),
also f(z) = const auf [z1,xz5]. Hieraus ergibt sich f'(z) = 0 auf dem

Teilintervall (z1, z5) im Widerspruch zu (ii).

9.4 Zweiter Mittelwertsatz

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Mittelwertsatz und wenden die Ver-
allgemeinerung nutzbringend fiir die Berechnung von Grenzwerten an.

THEOREM 9.9 Seien f,g : [a,b] — R auf [a,b] stetig und auf (a,b) differen-

zierbar. Dann gibt es ein & € (a,b), so dass

Es gilt: ¢ stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und ¢(a) = ¢(b) = 0. Nach
dem Satz von Rolle gibt es daher ein € € (a,b) mit ¢'(§) = 0. Nun ist

0=¢'(§) = (f(b) — f(a))g'(§) — (9(b) — g(a)).f'(&)-

BEMERKUNG 9.3 Unter zusdtzlichen Voraussetzungen kann der zweite Mit-
telwertsatz in Quotientenform geschrieben werden. Sei zusdtzlich ¢'(x) # 0 fir
alle z € (a,b), so gilt

Der Faktor g(b) — g(a) ist verschieden von Null, da andernfalls ein £* € (a,b)
existiert mit g'(§*) = 0. Also gilt

BEMERKUNG 9.4 Ist g(z) = z, so ist ¢'(x) = 1 # 0 fir alle x und wir
erhalten den (einfachen) Mittelwertsatz.
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Existieren die Grenzwerte

lim f(z), lim g(z)#0,

T—T0 T—T0
so gilt .
) )
im = — )
z—z0 g(z)  lim g(z)
T—x0

Sind lim f(z) # 0 und lim g(z) = 0, so existiert der Grenzwert lim f(z)/g(x)
T—T0 T—T0 T—T0

nicht. Die Frage ist, welche Aussagen fiir den Grenzwert des Quotienten getroffen
werden koénnen, wenn

lim f(z) = lim g(z) =0

T—xTQ
gilt. In diesem Fall spricht man von einem unbestimmtem Ausdruck, der Form
0/0. Folgende Ausdriicke sind unbestimmt:

(g) (@> (0-00), (00—00), (1°), (0%, (")

©¢)

THEOREM 9.10 (Regel von Bernoulli/ de I’Hospital)
Seien f, g fiir x > xq definiert und differenzierbar,

lim f(x)= zl1g1+og(x) =0

z—x0+0

/!
sowie g(x) # 0 und g'(x) # 0. Existiert der Grenzwert lim f() so existiert

a—a0+0 g'(z)’
auch lim f(z)

a—0+0 g ()

und es gilt

@ S

=200 g(x)  e—a0t0 g'(z)”

Beweis. Wir setzen f und g stetig nach zy fort und kénnen f(zq) = g(z9) =0
annehmen. Auf [zg, z] wenden wir den zweiten Mittelwertsatz an und erhalten

fl@) _ f@) = flao) _ f'(§)
glz)  g(x) —glze)  g'(§)’

Sei (x,) eine beliebige Folge mit x, — xy. Dann existiert eine Folge (&,) mit

flxn)  f'(&) : B
9(zn) — g'(&) und g & = %o

/
Da der Grenzwert lim f/égn)) existiert, existiert auch der Grenzwert lim fEI"))
n—oo g'(&y, n—oo g{Tp
und beide sind gleich.

BEMERKUNG 9.5 Der Satz gilt unter modifizierten Voraussetzungen auch
fiir unbestimmte Ausdriicke der Form (%) bzw. fir Grenzwerte v — xg — 0,

T — 29 und x — Foo.

mit xg < £ < x.
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9.5 Ho6here Ableitungen

DEFINITION 9.6 Sei f in jedem Punkt von B(xg,r) differenzierbar. Ist die
Abbildung f' : B(xzo,7) — R in xy differenzierbar, so heifit f in xq zweimal
differenzierbar, in Zeichen

(o) == (f')(20).

Allgemein definiert man die hoheren Ableitungen rekursiv. Sei f*®) : B(xg,7) —
R in xy differenzierbar, so heifit f in xo k + 1-mal differenzierbar, in Zeichen

f(k+1)(:v0) — (f(’“)),(xo), kEcN.

FOLGERUNG 9.5 Sei f : B(xg,r) — R k-mal differenzierbar in xy. Dann
sind f, f',..., f* 1 in xy stetig. Die k-te Ableitung ist nicht notwendig stetig.

DEFINITION 9.7 Ist f : B(xg,r) — R in Umgebung von xo k-mal differen-
zierbar und die k-te Ableitung in xq stetig, so heifst f in xq k-mal stetig diffe-
renzierbar. Erxistiert die Ableitung f*®) fiir jedes k € N, so heifit f unendlich oft
differenzierbar.

Die Menge aller auf D k-mal stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnen wir
mit C*(D), fiir C°(D) schreiben wir einfach C(D) und die Menge der auf D un-
endlich differenzierbaren wird mit C*°(D) notiert.

BEMERKUNG 9.6 Es gilt die Inklusion fiir alle k € N
C*(D) c C*D)c...c CYD)cC(D).

Beachte: Eine differenzierbare Funktion muss, wie das folgende Beispiel zeigt,
nicht stetig differenzierbar sein.

BEISPIEL 9.8 Betrachte die differenzierbare Funktion f : R — R,

f(ac):{ :B2sin% fir x #0,
0 fir x =0,

deren Ableitung ' : R — R auf R nicht stetig ist (vgl. Abb. 15).
Die Ableitung f' : R — R ist gegeben durch

T

1 1
o) = 2x sin — — cos - fir x #0,
0 fir x=0.

Die Ableitung ist unstetig an der Stelle Null, denn fiir x = ﬁ mit k € N gilt:

vy

zr — 0 und f'(zx) =1, folglich IlgliI(l) f'(zx) # f'(0) =0.
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Abbildung 15: Darstellung einer im Punkt z = 0 nicht stetig differenzierbaren
Funktion (oben) und deren Ableitung (unten).

9.6 Konvexe Funktionen

DEFINITION 9.8 Fine auf einem Intervall I definierte Funktion heifit konvex
(von unten), wenn

Vo, xg € I, YA €[0,1]: FQzy+ (1= Nag) < Af(z) + (1= N) f(xg).
f: I — R heifit auf I streng konvex, wenn
Vay, 29 € I,z #£ 29 VA E(0,1): FOAz1+(1=XN)xs) < Af(21)+(1—=N) f(x2).

Setzt man A\; = A\, Ay = (1—\), so erhilt man eine #quivalente Charakterisierung
der Konvexitat,

V.I'l,Z'Q - I, V)\l, /\2 Z O, /\1 + /\2 =1: f()\lxl + /\2.1'2) S /\1f(.7)1) + /\Qf(l’g)
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THEOREM 9.11 Ist f : I — R auf I konvex, so gilt

Vl’l,...,l’nel, VAl,...,AnZO,i)\izli f(i)\,l’z)SiAlf(l’Z)
=1 =1 =1

Beweis. Vollstdndige Induktion, n = 1 ist trivialerweise erfiillt, n = 2 entspricht
der Definition der Konvexitit. Sei die obige Aussage fiir ein n € N richtig.
Wir betrachten den Fall von n + 1 Summanden, wobei wir 0.B.d.A. A\,1; # 1
voraussetzen diirfen. Es gilt

n+1 '
f (Z /\ixi) = f ((1 — Ant1) Z 1_#% + /\n+1fcn+1>

/\n+1

[\
—
|
>~
3
=
=
VR
NgE
[a—y
|
>

71}) + A1 f (Tns)-

. DA

Z /\z _ i=1 -1
1- )\n+1 11— )\n+1 ’

i=1

kann die Induktionsvoraussetzung (Aussage fiir fiir n Summanden) angewendet
werden, folglich ist

n+1 n )\Z n+1
f (Z Ax) = (1= A1) Y T (@) T A (@ni) = > Aif ().
i=1 i=1 " i=1

THEOREM 9.12 FEine auf I differenzierbare Funktion f ist genau dann auf I
konvex, wenn ihre Ableitung auf I monoton wachsend ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

(a) f auf I konvex = f" auf I monoton.
Seien z,y € I, x # y und A € (0,1). Da f auf I konvex ist, gilt

FOy+ 1 =Nz) < Af(y)+ (1= N)f(z),

woraus

flz+ My — ) — f(z)
My — )

(y—z) < fly) — flo),

und fiir A — 40

f@)+ flx)(y—=z) < fly), Vz,yel, z#y,
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folgt. Diese Ungleichung lé8t sich geometrisch wie folgt interpretieren: Die
Tangente an f im jedem Punkt x € [ liegt fiir alle y € I unterhalb der
Funktion f. Durch Vertauschen von x und y haben wir auch

fw)+ fy)(@—y) < f(2),

woraus durch Addition unmittelbar

(f'(x) = fy)z—y) <0
folgt.
(b) f" auf I monoton = f auf I konvex.

Seien xq,29 € I, x := Ax1 + (1 — A)zg mit A € [0,1] und z; < z5. Der
Mittelwertsatz liefert

f(z) — f(z1) — £(¢)) f(z2) — f(z)

r — I To — X

= f,(€2)7
mit 71 < & < x < & < x9, also

f(z) — f(z1) f(w2) —f(ff)‘

<
r — I To — X

Hieraus folgt durch Multiplikation mit

r—1x1 = (1=XA)(zg—21)>0
o —x = MNzg—121) >0

die Beziehung
Af(z) = f(z1)) < (1 = N)(f(z2) — f(2)),
oder dquivalent
fAz1+ (1= A)z2) = fz) S Af(21) + (1= A) f(22).

THEOREM 9.13 FEine auf I zweimal differenzierbare Funktion ist genau dann
konvex, wenn f"(x) > 0 fir alle x € I.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Aquivalenz

f auf I monoton < (f')(z)=f"(z) >0, Vz € I.
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9.7 Taylorsche Formeln

Die Frage der Differenzierbarkeit einer Funktion ist, wie wir gesehen haben,
aquivalent zur lokalen Approximierbarkeit des Zuwachses durch eine lineare Funk-
tion,

f(@) = f(zo) = f'(z0)(z — T0).
Wir untersuchen nun allgemeiner, unter welchen Voraussetzungen sich glatte
Funktionen lokal durch Polynome approximieren lassen. Wir beginnen mit ei-
ner Darstellungsformel fiir Polynome n-ten Grades.

LEMMA 9.1 Seien f : R — R ein Polynom n-ten Grades und xo € R. Dann
qgilt

n ) (2,
f) = S T e
k=0 '

Beweis. Setzt man das Polynom allgemein in der Form
f(x) = ax(z — z0)"
k=0

an, so erhilt man sukzessive ag = f(x0),..., ar = f*(x0)/(k!).

Wir betrachten nun allgemeiner n-mal stetig differenzierbare Funktionen f auf
einer konvexen Menge D.

THEOREM 9.14 (Taylorsche Formel mit Restgliedabschdtzung)
Seien D konvez, f € C*(D) und xy € D. Dann gibt es ein R,(f,xo) € C"(D)
mat

f(z) = 7 (z — 20)* + Ru(f, m0)(z), reD.

Das Restglied R, (f,xo) geniigt der Abschditzung

sup |f(")(x0—|—9(:£—$0))—f(")(zvo)| |z —xo|", x€D.

|Ro(f, 20)(z)| < (n— 1)! goger

Beweis. Seien x,z € D. Wir betrachten die Hilfsfunktion

k_f(n)(xo)

n!

2 O (29 + 2(z — 20 A
B(2) = f(a)-y T gy

(x—x0)"(1—2)".

dann sind ®(0) = R,.(f, zo)(z) und ®(1) = 0, sowie

M (xo) — F™ (0 + 2(z — 20))
B (n—1)!

P'(2) (1—2)""Hx —z)"™
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Damit folgt aus dem Mittelwertsatz
| Ru(f,wo)(z)] = [|®(1) — 2(0)] = |®'(0)]

L sup £ (o) — £ (w0 + 6z — 20))]| |2 — 20|

<
o (n - 1)! 0<h<1

Fiir jedes n € N, jedes f € C"(D) und jedes zo € D ist

m ) (4 )
Rurz0)@) = 3 T o )

k=0

ein Polynom n-ten Grades, das Taylorpolynom n-ten Grades von f an der Ent-
wicklungsstelle xy und

Rn(fa xO) = f - Pn(f7 :EO)
ist das Restglied n-ter Ordnung von f an der Stelle xy. Seien nun zusétzlich
f € C>®(D), dann heift

o flk)

> ! k(!xo) (& — a0)"

k=0
Taylorreihe von f mit der Entwicklungsstelle zy. Hat die Taylorreihe den Konver-
genzradius p > 0, so folgt daraus noch nicht, dass die Taylorreihe fiir |z —zo| < p
die Funktion f darstellt, wie das folgende Beispiel zeigt.

BEISPIEL 9.9 Die Abbildung f : R — R mit
exp(—1/xz) x>0
o) = { p(~1/2)

0 <0

ist an der Stelle o = 0 beliebig oft differenzierbar mit f*(0) = 0 fiir k € N.
Damit stellt die Taylorreihe die Funktion g(z) =0 # f(x) dar.

Offensichtlich gilt

k! n=o0

2 £0) (1, i .
f(x)zzf ( )(x—xo) & lim Ry (f, z0)(z) = 0.

Basierend auf den zweiten Mittelwertsatz leiten wir nun verschiedene Darstellun-
gen des Restgliedes R, (f,xq) ab.

THEOREM 9.15 (Schlémilchsche Restglieddarstellung)

Seien I = (a,b) C R, xg € I, p > 0 und n € Ny. Ferner sei f auf I n+ 1-
mal differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x € I\{zo} ein & := xy + 0(x — zo),
6 € (0,1), so dass

e = ) o~z

pn! T — Xo
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Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktionen ®, ¥ : I — R gegeben durch

e,
O(2) = Z / k'( )(x — 2)¥, U(z) := (z — 2)P.

Beide Funktionen sind auf I differenzierbar mit

(n+1)
e R CIN (O e )
n!
Aus dem zweiten Mittelwertsatz folgt die Existenz einer Zahl £ = xy + 0(z — x)

mit

O(z) — (o) = (W(z) — U(xo))-

Nun gelten
®(z) — ®(wo) = Rn(f, z0)(2), U(z) — ¥(z9) = — (7 — x0)",
woraus die Behauptung folgt.

FOLGERUNG 9.6 (Lagrangesche und Cauchysche Restglieddarstellung)
Unter den Voraussetzungen von Theorem 9.15 gelten die Darstellungen von La-
grange und Cauchy

(n+1)
R (f, o) () ']anl()g‘)(x — z0)"*!

(n+1) o — n
fulfzo)l) = : n! = (x — fo) (z — o)™

Beweis. Die Darstellungen folgen aus Theorem 9.15 fiir p =n + 1 bzw. p = 1.
BEISPIEL 9.10 Fir f: R — R mit f(x) = cosx haben wir
() = (=1)*cosz FEHY () = (=1) "+ sina,

somit gilt to =0 und n =2m + 1

m
COST = E
k=0

Wir betrachten das Verhalten des Restgliedes in der Lagrangeschen Form

(_1)m+1 COS §x2m+2
(2m + 2)! ’

k

((;]1))‘ 2% + Rom 1 (f, 20) (z).

Romi1(f,0)(x) = n = 2m oder n = 2m — 1.
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Aus | cos&| <1 folgt sofort

lim R2m+1(f, 0)(33) = 07 Vr € R,

die Taylorreihe von cosx an der Stelle xy = 0 stellt also fiir alle x € R die
Funktion cosx dar, in Zeichen

cosxT = §° (_1>kx2k z € R
N 2k! ’ ‘
k=0 )

BEISPIEL 9.11 Fir f : D C R - Rmit D = {x : ¢ > —1} und f(z) =
In(1+ x) haben wir

f(z) = In(1+x)

fll@) = (1+a)"
f'l@) = —(1+2)7

ﬂk)@ _ (_‘1)’6—1(/{; ~DI(1+2)7F ke,

woraus

w1 +2) =3 S0 R (0@

folgt.

Im folgenden untersuchen wir das Verhalten des Restgliedes fiir n — oco. Das
Restglied in der Lagrangeschen Form ergibt sich zu

(_1)nxn+1

Bl1.0@) = G+ gy

6 € (0,1).

Sei zunéchst = € [0, 1]. Dann gilt wegen

T

<
0= 1+ 6x

<1, Vzel0,1]

fiir das Restglied n-ter Ordnung

0< lim [F(f,0)(@)] < lim —— = 0.
Also haben wir
(1) =3 oy
T) = - 7T
k; )

k=1
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und speziell fiir x = 1 folgt fiir die Summe der alternierenden Reihe

In2 = f: (_1k)k_1.

k=1
Der Konvergenzradius der Reihe )77, %xk ist p = 1, damit bleibt die Frage
zu kléren, ob die Reihe auch fiir z € (—1,0) die Funktion In(1 + z) darstellt. Da
x
14 6x

fir € (—1,0) und # € (0,1) nicht mehr durch 1 beschrénkt ist, ist die Lagran-
gesche Form des Restgliedes ungeeignet, um das Verhalten des Restgliedes fiir
n — oo zu untersuchen. Betrachten wir die Cauchysche Form des Restgliedes

R10)) = (1" (142 ) g™

1+0z) 1+0z
Aufgrund der Abschéatzung

0= 114:001; <1, 0e(01), ze(=10)
folgt
0< Jim [Ry(£,0)@)] < 2 -l jaf" =0,
Somit gilt .
In(1 + ) = Z% ze(-1,1].

k=1

9.8 Lokale Extremwerttheorie

DEFINITION 9.9 f: D C R — R hatinxg € D ein lokales Minimum (lokales
Mazimum), wenn in einer Umgebung U (xq)

f(@) = f(xo) (f(z) < f(z0))
gilt.

THEOREM 9.16 (Notwendige Bedingung fir Extrema)
Seien xy ein lokales Extrema von f und f im Punkt xq differenzierbar. Dann gilt

f,(.To) = 0
Beweis. Der Differenzenquotient
f(@o +h) — f(x0)
h

hat im Fall eines lokalen Extremwertes in xy verschiedenes Vorzeichen fiir h > 0
und h < 0. Durch Grenziibergang h — 40 erhélt man die Behauptung.
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THEOREM 9.17 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema)

Seien f : B(zg,r) — R auf B(xg,r) zweimal differenzierbar, f'(zq) = 0 und
f'(x) >0 (bzw. f"(x) < 0) fr alle x € B(xo,m)\{x0}. Dann hat f in zq ein
lokales Minimum (bzw. ein lokales Maximum,).

Beweis. Die Taylorsche Formel

' (xo 4+ 0(x — x0))
2

(z — x0)?

f(z) = f(zo) + f(w0)(z — m0) +
ergibt unter Beachtung der Voraussetzungen

f(x) > f(zo) (bzw. f(z) < f(zo) ) Vo € Blzo,r)\{o}-

BEMERKUNG 9.7 Gilt f"(xo) # 0 und ist f” in xo stetig, so hat f"(x) in
Umgebung von o das gleiche Vorzeichen wie f"(xo).

THEOREM 9.18 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema)

Seien f : B(xzo,7) — R auf B(zo,7r) 2n-mal differenzierbar, f'(zo) = ... =
f@ = (20) = 0 und fP(xg) # 0. Ist @ in zy stetig, so hat f in xy ein
lokales Extrema, und zwar im Fall f®(xz¢) > 0 ein lokales Minimum und im
Fall f®(z4) < 0 ein lokales Mazimum.

Beweis. Unter Beachtung der Voraussetzungen erhalten wir aus der Taylorschen

Formel
F@) (2 + 0(z — x0))

f('I) = f(l'o) + (2n)| (l’ - $0)(2n)7
woraus unmittelbar die Behauptung folgt.
BEISPIEL 9.12 Die Abbildung f : R — R mit f(x) = 2™, m N hat fiir
gerade m € N ein lokales Maximum in xo = 0, denn f'(0) = ... = f»D(0) =0

und f™(0) = m! > 0.

Beachte: Eine differenzierbare Funktion, die einen Extremwert in einem Punkt
xo annimmt, muss, wie das folgende Beispiel zeigt, in der Umgebung von z, das
Vorzeichen nicht wechseln.

BEISPIEL 9.13 Betrachte die Funktion

f(ac):{ z*(2 + sin — ) fir x #0,
0 fir x=0.

Wegen



2 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0.005 0.01 0.015 0.02

0 o
Funktion f(x) Funktion f(x) in Umgebung von Null

Abbildung 16: Globales und lokales Verhalten der Funktion aus Bsp. 9.13.

hat f im Punkt xo = 0 ein globales Minimum (vgl. Abb. 16).
Die Funktion f ist auf R differenzierbar mit der Ableitung f': R — R

Fx) = { 2*[42(2 + sin %) — COS %] fiir x # 0,
0 fir x=0.

Fiir xo, = ﬁ mit k > 1 folgt
f'(zor) = 23, (8Tor — 1) < 0

.. .. . 1
wdhrend fUT Lokl = m

f'(@or41) = @41 (872141 +1) > 0

gilt (vgl. Abb. 17).

9.9 Banachscher Fixpunktsatz und Anwendungen

Die Bestimmung von Nullstellen gehort zu den Grundaufgaben. Sie ist wichtig
sowohl fiir die Nullstellen selbst, dariiber hinaus aber auch fiir die Suche nach
lokalen Extrema. Sei z gesucht, so dass f(z) = 0. Wir erinnern zunéchst an
einige Existenzresultate.

(1) Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen
Seien f : [a,b] — R auf [a,b] stetig und f(a)f(b) < 0. Dann existiert
mindestens eine Nullstelle £ € (a, b).

(ii) Fundamentalsatz der Algebra
Sei f : C — C ein Polynom n-ten Grades. Dann hat f genau n komplexe
Nullstellen.

110



80

60

a0

20+

_a0l

-3
0 05 2 -005 0
Ableitung f'(x) Ableitung () in Umgebung von Null

Abbildung 17: Globales und lokales Verhalten der Ableitung der Funktion aus
Bsp. 9.13.

Hinsichtlich der Berechenbarkeit der Nullstellen eines Polynoms n-ten Grades
gibt es geschlossene Losungsformeln fiir n < 4 und es ist bekannt, dass im allge-
meinen keine geschlossene Losungsformel fiir n > 5 existiert. Die komplizierteren
Formeln fiir n = 3 (bekannt nach G. Cardano, 1501-1576, tatsdchlich aber ge-
funden von N. Tartaglia um 1500-1557) und n = 4 (L. Ferrari, 1522-1565) finden
jedoch fiir Berechnungen kaum Anwendung. Somit wird eine approximative Be-
stimmung der Nullstellen notwendig. Dies gilt insbesondere fiir Abbildungen f,
die kein Polynom darstellen.

Wir formulieren die Aufgabe im Banachraum. Seien (E,| - ||) ein Banachraum
und P : A C F — E. Wir suchen Losungen der Gleichung

x = P(z) & f(z): =z —P(x)=0.

DEFINITION 9.10 FEin Punkt x € A heifit Fixpunkt der Abbildung P : A C
E — E, wenn x = P(x).

DEFINITION 9.11 Die Abbildung P : A C E — E heifst auf A kontraktiv,

wenn es ein o € [0,1) gibt, so dass
[1P(z) = Py)l| < alle —yl, Vz,yeA

BEMERKUNG 9.8 Schreibt man die letzte Ungleichung mittels der durch ||- ||
induzierten Metrik in der Form

d(P(x), P(y)) < ad(z,y),

so erkennt man, dass der Abstand der Bilder P(x), P(y) stets um mindestens
einen Faktor o kleiner als der Abstand der Urbilder x, y ist.
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THEOREM 9.19 (Banachscher Fixpunktsatz)
Seien A C E eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes (E, || - ||) und
P: A — A eine kontraktive Abbildung von A in sich. Dann gilt

(i) Die Gleichung x = P(z) hat genau einen Fizpunkt z* € A.

(ii) Der Fizpunkt x* € A ist Grenzwert einer Folge (x,,) der sukzessiven Appro-
zimationen
x, = P(r,_1), meN

fiir jedes Startelement xq € A.

(iii) Fir den Fehler gilt die Abschdtzung

n

[l — ™[ <

[1P(x0) — ol

11—«
Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(a) Die Folge der sukzessiven Approximationen ist Cauchyfolge in FE.
Da P : A — A, ist die Folge der sukzessiven Approximationen wohldefiniert.

Wir schitzen zunéchst den Abstand zweier aufeinander folgender Glieder
ab.

|z — zia|| = [[P(@im1) = P(@ic2)|| < allmioy — zi|| < o?||wi—s — z-3]]

i = zicall < o™ P(xo) — xoll, Vi€N.

Hieraus folgt fiir m >n > 1

Azmytn) = lom—zall = || Y (@i =z < X i — @i
i=n-+1 i=n-+1
< |IP(z0) — o] }mj o = oL T P(ag) — o
- ] 1—«
1=n+1
A(tmzs) < ~2|[P(zo) — o]
Ty L To) — To||,
1—0./ 0 0

also gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Indexschranke ng(e), so dass fiir alle
m >n > ng(e)

an

d(Tpm, T,) < . | P(z0) — zol| <e.

—«
Ein mégliches ng(e) ist gegeben durch

_ Ine —In((1 — @)||P(zo) — xo]|)
Ina

n0(€>
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(b) Die Folge (z,) konvergiert gegen einen Fixpunkt z* € A.
Da (z,) C A Cauchyfolge ist und E nach Vorausetzung ein Banachraum
ist, konvergiert (z,) in E gegen ein Element z*. Aus der Abgeschlossenheit
von A folgt z* € A. Wir zeigen, dass z* Fixpunkt von P ist,

2" = P(")|| < |27 = zniall + [|2n = PO)]| < 27 = 2ppa|| + eflzn — 27

Die linke Seite der Ungleichung ist unabhéngig von n, die rechte Seite strebt
fiir n — oo gegen 0. Damit muss auch die nichtnegative linke Seite ver-
schwinden und es gilt z* = P(x*).

(c) Es gibt hochstens einen Fixpunkt in A.
Angenommen wir haben zwei Fixpunkte z7,25 € A mit 2] # 2} und z} =
P(z?),i=1,2. Dann gilt

[T = 23]l = [ P(z1) = P(e3)|| < efat — 5],

oder
(1 —a)llzy —z5]| <0,

woraus x] = x5 im Widerspruch zur Annahme folgt.

(d) Fehlerabschitzung.
Wir haben

n

[0 — 2| < [l2n = Zml| + [[€m — 27| < 1P (20) — 2ol + [|€m — =7

l-«
Hieraus ergibt sich durch Grenziibergang m — oo fiir jedes (feste n € N)
die gewiinschte Abschétzung.

BEISPIEL 9.14 Gesucht seien die Nullstellen von f(x) = cosz — x. Wegen
f(r/2) = —7/2 <0 und f(—7/2) = +7/2 > 0 gibt es mindestens eine Nullstelle
von f in (—m/2,4+m/2). Die Ableitung f'(x) = —sinxz — 1 ist auf R nichtnegativ
und es gibt kein Intervall, in dem f" verschwindet. Also ist f streng monoton
fallend und es gibt nur die in (—m/2,+n/2) existierende Nullstelle. Zur Berech-
nung der Nullstelle setzen wir A = [-1 + 1], E = R und P(z) = cosz. Die
Voraussetzungen des Banachschen Fizpunktsatzes sind gegeben, insbesondere ist
die Abbildung P : [-1,+1] — [—1,+1] nach dem Mittelwertsatz

|cosz — cosy| = |siné]| |z —y| < oz —vy|, Vz,ye[-1,+1]

kontraktiv mit o = sin 1 < 1. Fiir die Folge der sukzessiven Aproximationen erhdlt
man
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Nr. der Iteration Ndaherungswert x.,

0 0.0

1 1.0

2 0.540 302
3 0.857 553
4 0.654 290
5 0.793 480
6 0.701 369
27 0.739 094
36 0.739 085

Wir betrachten im folgenden ein weiteres iteratives Verfahren zur Bestimmung
von Nullstellen, das Newton-Verfahren. Die Kernidee besteht in der Approxi-
mation von f in Umgebung der Nullstelle durch das Taylorpolynom 1. Grades.
Sei x,, eine Ndherung fiir die gesuchte Nullstelle * von f. Dann ergibt sich die
Bestimmungsgleichung fiir eine verbesserte Ndherung aus

0= f@@") = fzn) + f'(zn) (@ — 2n).

yﬂ

Abbildung 18: Bestimmung der verbesserten Nahrung x,.; aus Nullstelle des
Taylorpolynoms ersten Grades an der Stelle z,,

Fiir die neue Nédherung erhélt man die Iterationsvorschrift

e T T )
n

HENO
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Zur Durchfiihrbarkeit des Newton-Verfahrens muss in jedem Schritt f an der
Stelle x,, differenzierbar sein und f'(x,) # 0 gelten.

THEOREM 9.20 (Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Seien [ : B(z*,r) — R zweimal stetig differenzierbar, f(x*) =0 und f'(z*) # 0.
Dann gibt es eine abgeschlossene Kugel B(z*, 7o) derart, dass das Newton- Verfahren
fiir jeden Startwert xo € B(x*,ro) durchfiihrbar ist und die Folge (x,) gegen x*
konvergiert.

Beweis. Wegen f'(z*) # 0 und f’ in x* stetig, gibt es eine Kugel B(z*,r;),
r1 < r, in der f'(x) # 0. Fiir einen noch zu fixierenden Wert 0 < 7y < 7
betrachten wir die Abbildung

f(z)
f'(z)
Fixpunkte von P sind Nullstellen von f und umgekehrt. Wir zeigen, dass P den

Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes geniigt. Hieraus folgt unmit-
telbar die Aussage des Satzes.

P: B(x*,1r0) — R, P(z) =z —

(i) P: B(z*,19) — R ist kontraktiv.
Die Abbildung P ist differenzierbar und es gilt

Py 1 V@R~ F@F @) f@)f' (@)

' ()]? [f (@)
Fiir die stetige Abbildung P’ gilt P'(z*) = 0, also gibt es eine Umgebung
von x*, in der |[P'(z)| < 1/2. Wir fixieren rq derart, dass 0 < ro < r; und
|P'(x)| < 1/2 fiir alle x € B(z*, 7). Dann folgt nach dem Mittelwertsatz

1 D, *
|P(z) = P(y)| < 5lz —yl. Va,y € Bla*,ro).

(ii) P : B(z*,r9) — B(a*, 7).
In der Tat haben wir

1 T
IPa) — 2*] = |P(x) - P)| < gle =] <2 <o,

BEISPIEL 9.15 Wir betrachten erneut das Beispiel 9.1 und wenden die Ite-

rationsvorschrift

CoS Ty, — T,

Tp+l = Tp + . —, neNo,
1+sinz,

an. Fiir die Folge der Newton-Iterationen erhdlt man
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Nr. der Iteration Ndaherungswert x.,

0 0.0
1 1.0
2 0.750 364
3 0.739 113
4 0.739 085

also bereits in vier Schritten den Niherungswert 0.739085. Obgleich der Aufwand
fiir einen Iterationsschritt bei Newton-Verfahren durch die beiden Funktionsaus-
wertungen etwa doppelt so hoch ist, bendtigen wir nur 1/9 der Iterationschritte
bei gleicher Genauigkeit.

Das folgende Beipiel zeigt, dass das Newton-Verfahren im allgemeinen nur lokal
konvergiert.

BEISPIEL 9.16 Wir mdchten die Nullstelle z = 0 der Abbildung f(x) = arctan x

mit dem Newton-Verfahren berechnen. Die Iterationsvorschrift lautet
Tp =2, — (14+22 )arctanz, 1, n€N.

Fiir die Folge der Newton-Iterationen erhdlt man:

Ndaherungswert x,,

Nr. der Iteration Startwert 1 Startwert 2 Startwert 3

0 +1.00000e+01 +1.40000e+00 +1.30000e+00
1 -1.88584e+02  -1.41362e+00 -1.16162e+00
2 +2.98925e+04 +1.45013e+00  +8.58897e-01
3 -1.40353e+09  -1.55063e+00  -3.74241e-01
4 +3.09429e+18 +1.84706e+00  +38.40189¢e-02
5 -1.508983+37  -2.89358e+00  -2.62409¢e-05
6 —  +8.71045e+00 +0.00000e+00
11 —  -1.32222e+35

Wihlt man einen zu weit von der Nullstelle entfernten Startwert, so divergiert
sogar das Verfahren, obgleich keine weitere Nullstelle von f existiert. Die Vor-
aussetzungen des Konvergenzsatzes sind erfillt, insbesondere gilt f'(x*) =1 # 0.
Somit gibt es eine Umgebung der Nullstelle x* = 0, in der das Newton-Verfahren
konvergiert. Die theoretische Aussage wird mit obigem Beispiel bestitigt.
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