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1. Gegeben sei die Funktion f : [1,∞) → R mit f(x) = 1
x

sin(x). Zeigen Sie, dass hierfür zwar das

uneigentliche Riemann-Integral lim
n→∞

∫ 2πn

1
f(x) dx existiert, aber f auf [1,∞) nicht Lebesgue-

integrierbar ist. Hinweis: Man zeige zunächst für k ∈ N die Abschätzungen

∫ 2(k+1)π

2kπ

f(x) dx <
( 1

2k
− 1

2(k + 1)

)

c1 und

∫ (k+1)π

kπ

|f(x)| dx >
1

k + 1
c1,

wobei c1 = 1
π

∫ π

0 sin(x) dx. (4 Punkte)

2. Sei M ⊂ R
3 der Torus, der durch Rotation der Kreisfläche

K :=
{

(x, 0, z) ∈ R
3 : (x − a)2 + z2 ≤ b2

}

, a > b > 0,

um die z-Achse entsteht. Berechnen Sie das Volumen von M mit Hilfe des Cavalieri’schen Prinzips

für Mengen zu festen z-Koordinaten. (4 Punkte)

3. Gegeben sei die Ellipsenfläche M = {(x, y) ∈ R
2 : 4x2 + y2 ≤ 4}. Man berechne den Wert des

Lebesgue-Integrals

I =

∫

M

y2 d(x, y)

durch Anwendung des Satzes von Fubini. (4 Punkte)

4. Sei

Sn := {x ∈ R
n : xi ≥ 0, i = 1, . . . , n,

n
∑

i=1

xi ≤ 1}

das n-dimensionale Simplex und µn(·) das Lebesgue-Maß im R
n. Man zeige die Rekursionsbezie-

hung

µn(Sn) =
1

n
µn−1(Sn−1)

sowie die Formel µn(Sn) = 1/(n!).

5. Gegeben sei die Funktion f : R
2 → R mit f(x, y) = ye−(1+x2)y2

. Berechnen Sie das Integral

I =

∫

∞

0

∫

∞

0
f(x, y) dy dx und beweisen Sie anschließend, die Formel

∫

∞

0
e−x2

dx =
1

2

√
π ,

indem Sie zwischen diesem Integral und dem Integral

∫

∞

0

∫

∞

0
f(x, y) dx dy einen Zusammenhang

herstellen.


