Elementare Funktionen: Die komplexe Exponentialfunktion
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Wiederholung: Exponentialfunktion als Potenzreihe: exp(z E — 0)’, z e C.
J
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Definition 1: Fiir w € C\ {0} sei logw = exp 1 ({w}) = {z € C | exp(z) = w}.

Bemerkung 2: Fiir z € (0,00) ist Inz eine Zahl, logw ist hingegen eine abzéhlbare Menge komplexer
Zahlen. Ist zg € logw, so ist logw = {29 + 2kmi | k € Z}. Ist ferner w = re®,0 < ¢ < 2m, so gilt
logw = {Inr +ip + 2kmi | k € Z}. Schlieblich ist log1 = {2kni | k € Z}.

Im Sinne iiblicher Mengenoperationen nutzen wir:

Definition 2: Ist ACC,B C C,m € N, so sei:
A+B={a+blaceAbeB}, A—B={a—-bla€Abe B},

A-B={a-blac Abe B}, Am:{Hai|ai€A,i:1,2,...,m}.
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Bemerkung 3: Fiir wy,wy € C\ {0} gilt (im Sinne von Def. 2):

log(wy - we) = logwy + log wa, log w1> = logwi — log wa, logw™ O {m}-logw firm € Z.
w2

Definition 3: Unter einem Zweig von (exp)~! verstehen wir eine in einem Gebiet definierte stetige Funktion

f mit f(w) € logw fiir alle w € D(f).

Bemerkung 4: Um einen Zweig von (exp)~! festlegen zu konnen, braucht man offenbar ein Gebiet G,
in dem man arg z fiir ein z € G eindeutig festlegen kann, sodass durch z — argz eine stetige Funktion
entsteht. Ein solches Gebiet ist z.B. die ldngs der negativen reellen Achse aufgeschnittene Ebene: C<,
siehe Satz 5.10 der Vorlesung.

Bemerkung 5: Jeder Zweig f von (exp)~! ist in D(f) holomorph.

Beweis: Es sei wy € D(f), f(wo) = 2p.

Ferner sei fiir wo + h € D(f) : k(h) = f(wo + h) — f(wo).

Dann gilt k(h) # 0, falls h # 0; und wegen der Stetigkeit von f gilt: }llin% k(h) =
%

Nun ist fiir h # 0:

flwo +h) = flwo) _ k(h) _ k(h) _ {GXP(ZO + k(h)) — exp(20)
h exp(f(wo + h)) —exp(f(wo))  exp(z0 + k(h)) — exp(20) k(h)
Wegen der Holomorphie von exp und exp’ = exp gilt: lim exp(z0 + kli?i)zi — exp(20) = 5 0) = wp.

Demnach ist f an der Stelle wg im komplexen Sinne dlfferenmerbar und es gilt f/(wg) = e



Definition 4: Unter der Potenzmenge mit der Basis a € C\ {0} und dem Exponenten 5 € C verstehen
wir die Zahlenmenge: [a”] = {exp(B2) | z € loga}.

Bemerkung 6: Ist a € C\ {0}, m € Z, so enthilt [a™] lediglich das Element a™.

Um dies einzusehen, sei z1 = loga; es ist z € log a genau dann, wenn z = z; + 2kmi fiir ein k£ € Z gilt. Man
hat dann exp(mz) = exp(mz1 + 2kmmi) = exp(mz1) = exp(z1)™ = a™.

Ist ferner a € (0,00), B € R, so gilt a® € [a”]; es war ja a® = exp(B1na), wobei Ina € loga ist.

Schliefslich gilt fiir z € C: exp z € [exp 2], dies ergibt sich sofort aus 1 € loge.

Bemerkung 7: (Rechenregeln fiir Potenzmengen)
Es seien a,b € C\ {0}, o, € C, m € N. Dann gilt:
[@®]-[p*] = [(ab)?],  [a®]-[a”] 2 [a**F],  [a®]™ 2 [a™].

Beweis: Wir beweisen die zweite Beziehung.

Dazu sei z1 € loga; es ist z € loga genau dann, wenn z = z1 + 2k7i, k € Z, folglich:
0] - [a]

= {exp(az1 + 2kani) - exp(Bz1 + 216mi) | k,l € Z}

= {exp((a+ B)z1 + 2(ka + 18)mi) | k,l € Z}

D {exp((a + B)z1 + 2(a + B)kmi) | k € Z} = [a®TF].

Bemerkung 8: Es sei n € N; dann ist [1%] = {exp(Lz) | z € log 1} = {exp(Z:™) | k € Z}.

Wlegen der Periodizitét der exp-Funktion sind unter den angegebenen Zahlen nur n verschiedene, etwa:
(1] = {exp(2int) |1k =0,1,..,n — 1}.

Die Zahlen von [17] bezeichnet man als n-te Einheitswurzeln; sie liegen auf dem Einheitskreis in gleichen
Absténden verteilt.

Ist jetzt w € C\ {0} und z; € logw, so ist [w%] = {exp(Z + i) | k € 7} = {exp(Z)} - [1%]
Also enthélt auch [w%} genau n Zahlen; sie liegen auf dem Kreis um 0 vom Radius {/|w| in gleichen Ab-
standen verteilt.
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