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1 Einfithrung

Die Funktionentheorie untersucht die Eigenschaften komplexwertige Funktionen komplexer
Variablen (KFKV), d.h. von Funktionen f: D(f) C C — C, bzw. f : D(f) Cc C, — C.

Hier bezeichnet C den Korper der komplexen Zahlen und C, die kompaktifizierte komplexe
Zahlenebene.

Die Anwendungen der Funktionentheorie reichen dabei von partiellen Differentialgleichungen
(der Untersuchung harmonische Funktionen und exemplarisch der Regularitétstheorie ellipti-
scher Gleichungen ), der Funktionalanalysis (Abbildungsgrad und Spektraldarstellung von
linearen Operatoren) bis in die Stromungsmechanik (z.B. Potentialstromungen).

In unserer Vorlesung werden wir im Sinne der Stromungsmechanik konforme Abbildungen und

den Riemannscher Abbildungssatz behandeln.

2 Die Riemannsche Zahlenkugel und C, als kompaktifizierte

GauBsche Zahlenebene

2.1 Der Topologische Raum

Es sei X # 0 eine vorgegebene Grundmenge, 13(X) bezeichne die Potenzmenge von X, wobei
immer 0 € B(X) gelte!

DEFINITION 2.1 (Topologischer Raum). X # 0 sei eine nichtleere Grundmenge und 3(X) die
Potenzmenge von X.

Es sei T ein nichtleeres Mengensystem, T C B3(X), mit den folgenden Eigenschaften:

(ti) 0,.X et

(tii) fiir alle {Cq}aecr C T, bei beliebiger Indexmenge I gilt: | ) Oy € T
acl

N
(tiii) fiir alle {O}}_; C 7 gilt: _ml O,et
J:

Wir nennen T mit (Ti)-(Tiii) eine Topologie auf X und das geordnete Paar (X, T) einen topologischen Raum.

Einen topologischen Raum (X, 7) fiir den zusdtzlich das Hausdorffsche Trennungsaxiom :

(tiv) Vx,y € X;x #ygilt: 30,0, € 1:x€ Oy yc Oyund 0, N0, =0

gilt, nennt man einen Hausdorffschen topologischen Raum.

ANMERKUNG 2.1 (Topologische Riume). Alle bekannten Standardriume der

Analysis, d.h. metrische - , quasinormierte - , normierte - und unitire Rdume sind topologi-
sche Rdume. Dies gilt natiirlich auch fiir die vollstindigen Rdume, d.h. vollstindige metrische,
Frechet-, Banach- und Hilbert-Rdume.
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BEMERKUNG 2.2. Nach oben sind O und X offensichtlich immer offen und abgeschlossen in

(X, 7). Solche Mengen nennt man offen-abgeschlossene Mengen.

DEFINITION 2.2 (Zusammenhang). Ist X die einzige nichtleere offen-abgeschlossene Menge

in (X,7), so nennt man den topologischen Raum (X, T) zusammenhdingend.

ANMERKUNG 2.3 (Zusammenhang). Der Zusammenhang einer Menge (vergleiche spdter auch

wegzusammenhdngende Gebiete) ist damit immer abhdingig von der Topologie!

BEMERKUNG 2.4 (Unterraum-Topologie). Es sei Q C X mit Q # 0 und (X, T) ein topologischer
Raum. Dann wird durch
0 :={0NQ:0 €1}

eine Topologie auf Q erkldirt.

DEFINITION 2.3 (induzierte Topologie). T nennt man die von (X, 7) (oder t) auf Q induzierte
Topologie.

BEMERKUNG 2.5 (topologischer Unterraum). Im Sinne von (Q, 1) C (X, T) nennt man (Q, 7g)

einen topologischen Unterraum von (X, T) und tg eine Unterraum-Topologie.

Beispiel 2.1. E? = (R?, || - ||) ist ein normierter Raum (sogar Banach-Raum), bei

Vx = [xl
X2

Trick: Norm definiert Metrik und Metrik definiert Topologie.

Metrik: p(x,y):=lx—yl Vxye R?
Topologie: Ue(x):={y€ R?: lx—yl| <e} Vxe R2 & € (0,00)
Werkzeug: B :={Ue(x): x e R? £ € (0,00)}

"Umgebungsbasis’

Anwendung von (tii) — (tiii) auf B liefert t.

DEFINITION 2.4. Sei a € X und U € B(X), (X, 1) topologischer Raum. U heifst Umgebung
vonain (X,t), U="U(a), wenn 30 € 7, so dass

ac O CU.

Ist U € 1, so nennt man U offene Umgebung von a (im topologischen Raum (X, T)).

ANMERKUNG 2.6. Ist Q € B(X), so schreibt man bei einem topologischen Raum (X, T) auch
0cC (X,1).
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2.2 Stetige Abbildungen von topologischen Riumen, kompakte topologi-
schen Riume und Mengen

DEFINITION 2.5 (stetige Abbildungen). Es seien (X, T) und (X, %) top. Riume und f: X — X.

f heipt in a, € X stetig, wenn zu jeder Umgebung U (f(a,)) eine Umgebung U (a,) existiert,

sodass f(U) C U(f(a,)) gilt.
Ist f Ya € X stetig, so nennen wir f stetig auf X.

BEMERKUNG 2.7. Die Definition gilt bei D(f) # X ganz analog im Sinne von (D(f), Tp(y))-
Nun sei f: X — X bijektiv.

DEFINITION 2.6 (Homoomorphismus). Es sei f stetig auf X und

f:(X, 1) = (X, %) mit f~! stetig auf X, f~': (X, %) = (X, 7).

Dann nennen wir f einen Homéomorphismus von (X,t) und (X, %) (oder topologische Abbil-
dung von (X,7) und (X,%)).

ANMERKUNG 2.8. Bei homoomorphen Abbildungen (Funktionen) gilt z.B.
VOoer: f(O)eT
(offene Mengen werden auf offene Mengen abgebildet).

DEFINITION 2.7 (kompakter topologischer Raum). (X, 1) sei ein topologischer Raum. Falls

W {ﬁa}ae] CtmitX C U ﬁ(x
acl
ein endliches Teilsystem { O, }]}[:1 C {Oq}aer existiert ({ Oy }qer nennt man eine offene Uber-
deckung von X) , so dass
N
xXclOo il
j=1

so nennt man (X, T) einen (iiberdeckungs-) kompakten topologischen Raum.

DEFINITION 2.8 (kompakte Mengen in (X, 7)). Sei Q C (X, 7) abgeschlossen. Wir nennen Q
(iiberdeckungs-) kompakt in (X, 7), falls (Q, 7o) ein kompakter topologischer Raum ist.

BEMERKUNG 2.9. Aquivalent zu voriger Definition kann man die Kompaktheit von Q in (X, )
erkldiiren durch:

Q ist kompakt, wenn
V{Oatacr Ct: QC U Oq

ael

eine endliche Uberdeckung von Q existiert, d.h.

N
{0 ljy:1 C{Oa}aci: QC U O;.
=1

(Das kennen wir schon als den Heine-Borelschen Uberdeckungssatz.)
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BEMERKUNG 2.10 (Einpunktkompaktifizierung). Hat der Raum (X, 7) die Eigenschaft, dass
Jjeder Punkt a € X eine kompakte Umgebung U (a) besitzt, so nennt man (X, ) lokalkompakt.
Solche Rdiume gestatten eine ,, Einpunktkompaktifizierung “. Durch die Einpunktkompaktifizie-
rung erzeugen wir einen neuen kompakten topologischer Raum. Bei X = C versehen mit der
Euklidischen Topologie T (vgl. Bemerkung 2.12) werden wir fiir unsere Zwecke den kompakten
topologischer Raum (C,,7,) erhalten.

Es sei nun (V,]| - ||) ein normierter Raum.

DEFINITION 2.9. Eine Teilmenge K C 'V nennen wir folgenkompakt, falls jede Folge {x;}7_, C
K eine in K konvergente Teilfolge besitzt, d.h.

El{xkj};-"zl C {xx} 2 mit lim X, =x€K.
j=e

BEMERKUNG 2.11. In (V,|| - ||) sind die Aussagen
(i) K ist folgenkompakt und
(ii) K ist iiberdeckungskompakt

dquivalent.

BEMERKUNG 2.12 (induzierte Topologie). Ist dimV = N < oo, s0 ist K genau dann kompakt,
wenn K abgeschlossen und beschrdinkt ist.

Betrachten wir (V, | - ||) im Sinne von (V,7|.|) bei diimV = N < oo, so ist (V, 7). ) ein lokalkom-
pakter topologischer Raum.

71 ist hier die mittels der Norm || -

, ganz analog zum Beispiel 2.1, induzierte Topologie.

2.3 Die GauBlsche Zahlenebene, chordale Entfernung (chordale Metrik),

stereographische Projektion

NOTATION 2.10. Die Einheitssphdre im E3 bezeichnen wir mit S* bzw. w3, d.h.

NOTATION 2.11 (GauB3sche Zahlenebene). C,R - seien die Korper der komplexen, bzw. reellen
Zahlen. Die Abbildung
Rez

Imz

X

y

zeCr— € R?

ist bijektiv (als reeller Isomorphismus von C und R?). Speziell kinnen wir hier setzen:
z=x-+1iy € C (Hier bezeichnet i =/ —1 die imagindre Einheit)

Den im obigen Sinne mit C identifizierten R> bezeichnet man als die ,, Gaufssche Zahlenebene “.
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BEMERKUNG 2.13. Beachtet man, dass ¥z € C
2> = (Rez)® + (Im2)* = z-2
gilt, so erhdlt man auch
[ H I3: =2+,

womit (C,|-|) und E* = (R?,|| - ||g2) isometrisch und isomorph sind.

In diesem Sinne wird die Gauf3sche Zahlenebene normiert (topologisiert).

DEFINITION 2.12 (Kompaktifizierte Zahlenebene). Es sei (C, 1|.) der oben erkldrte topologi-
sche Raum (wir schreiben abkiirzend t = 1.|). Wir erkldren C, = CU{eo} und 7, als Topologie

auf C, durch
7, =TU{ACC, | C,\A=:K, K kompakt in (C, )}
(Cyp, T,) nennt man die kompaktifizierte Gaufssche Ebene oder Riemannsche Zahlenkugel.

BEMERKUNG 2.14. Aus Definition 2.12 kann man sofort ablesen: Ein U € 1, ist genau dann

eine Umgebung von oo : U = U (), wenn U das ,,Auﬁere eines Kreises* in C enthdilt.
Satz 2.15. (C,,1,) ist ein kompakter topologischer Raum.

Beweis. Sei {Oy}qer C 7, eine Uberdeckung von C,. Dann existiert ein & =: 0, & € I fix,
mit co € &. Wir setzen {05 }aer := {(Oa \ O) } aer (leere Mengen immer zugelassen).
Beachte: (vgl. Def. 2.12) C, \ 6 = K C C, K kompakt in (C, 7).

Damit existiert eine Uberdeckung

{06, Y121 {08} aer mitK C {0g}V,.

j=1
Bs gilt 0U{0G }Y_| = OU{0n}_ | D C,. O

ANMERKUNG 2.16. Der Beweis kann auch iiber Homoomorphismen (stereographische Pro-
jektion) gefiihrt werden.

Wir Bezeichnen nun die Punkte von @3 = S2:

0 0
NOTATION 2.13 (Nordpol, Siidpol). Die Punkte r = ry = |0| und r¢ = | 0 | nennen wir
1 —1

Nordpol, beziehungsweise Siidpol von §* = 3.
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DEFINITION 2.14. Die Abbildung 7t : S*> — C, mit

oo firr=ry

S0 fiirr #ry

7(r) =

nennen wir die stereographische Projektion.

I'n

Ir's

BEMERKUNG 2.17. 7~ !: C, — S? wird erklirt durch

(

ry bei z = oo
7'6_1(2) _ | z2+zZ |
r=1rg i (E-2) beizeC
2?1
\

Insbesondere ist t(rs) = 0 und entsprechend £~ (0) = rq.

BEMERKUNG 2.18. Wir erkldiren eine Topologie auf S* durch T = Tl ns2.
Dann definiert T (beziehungsweise ©~") einen Homsomorphismus von (C,,1,) und (8%, %).

Die direkte Variante hiervon ist die ,,Metrisierung“ von C, mittels der chordalen Entfernung:

DEFINITION 2.15 (chordale Metrik). Vz,z; € C, sei

x(z21) =77 (@) =27 (@) g

BEMERKUNG 2.19. 7, kann man als die von x auf C, induzierte Metrik auffassen. T, = Ty. .

BEMERKUNG 2.20. Die chordale Metrik kann man auch explizit aufschreiben. Speziell erhidilt
man (durch Nachrechnen)
2|z1 — 22

((1+ | P) (1 +[2?))
2

(1+]z1]2)?

bei 71,20 € C und

x(z1,22) =

o=

X(Zlaoo):
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NOTATION 2.16 (Abbildungen von C, auf C,).

1 1
- VzeC, z#0 - VzeC, z#0
Z Z
T(z) =4 o0 beiz=0 T(2) == co beiz=0
0 beiz=o0 0 beiz=o

T,T*: C, — C,. T* nennt man auch Spiegelung an ,,Reziproken Radien“, T nennt man

,Inversion“.

BEMERKUNG 2.21. T und T* sind Homoomorphismen von (C,,1,) (,, und “ (C,,1,)).

Beweis. T, !

sind Homdomorphismen mit
. Q2 -1, 2
n:8—>Coundnt " : C,— S

(sofort mit chordaler Entfernung, zundchst im Sinne von & > x(7(s), 7(s,)) = |51 — 82|l z3(52)»
analog fiir 7~ 1)

1 0 O 1 0 O
Setzen J(s):= |0 —1 O |s und j(g) =101 0|s VseS>cCE?
0 0 -1 00 —1

3.3 (8% lles) = (8% lles).

Wir beachten auch: J(J(r)) =33 (r)) =r Vre S
SchlieBlich erhalten wir:

T=noJor ' und T*=moJorm '
O
BEMERKUNG 2.22. T und T* bilden C, (in X ) isometrisch auf sich ab und
X(z1,22) = x(T21,T22) = x(T721,T"22)
Beweis. Sofort durch einfaches Nachrechnen. [

NOTATION 2.17. Ist {a;}7_| C (Cy,7,) = (Co, x) eine Folge in C,, dann ist {ai};_, in (C,, 7,)

konvergent gegen a, € C,, Schreibweise {ay}y_; — a,, wenn
Ve >0 3k, =ko(€) : Vk > ko(€): x(ax,a,) < € gilt.
NOTATION 2.18 (Verallgemeinerte Kreise). Setzen wir

K(a,r)=U,(a):={z€C: |z—a|<r}fiirac Cund 0 <r < oo,
(a,r):={z€C: |z—a| <r} =K(a,r)US(a,r) und
S(a,r):=dK(a,r):={z€C: |z—a| =r},

NI

dann nennen wir die S(a,r) ,, Kreisperipherien“ und
{zeC: A(z+2)+iB(Z—2) +E =0} U{e} := G(A,B,E)

(Geraden in C vereinigt mit {0} ) verallgemeinerte Kreise in C,. Hier sind A,B,E € C.



RUMMLER, VL Funktionentheorie 2021 10

ANMERKUNG 2.23. In Notation 2.18 kann man bei a € C und 0 < r < oo die Kreise S(a,r) (die
Kreisperipherien) in der Gestalt

ze€S(a,r) e (z—a)(z—a)—r* =0

< A(z4+72)+iB(z—2)+C(zz—1)+D(zz+1) =0
darstellen (allgemeine Darstellung verallgemeinerter Kreise), hierbei sind

A+iB , A’+B*+C*-D?
a= un r-= ,
(C+D)?

C+D
also A,B,C und D bis auf einen eindeutigen Faktor bestimmt.

Dies erklirt insbesondere bei C+ D = 0 und E = D — C, dass man die ,,Geraden“ G(A,B,E)

auch verallgemeinerte Kreise nennt.

BEMERKUNG 2.24. Durch einfaches Nachrechnen kann man zeigen, dass T und T* verallge-
meinerte Kreise in C, auf verallgemeinerte Kreise in C, abbilden.

Betrachtet man im B3 die Kreise

A
D
y(A,B,C,D)::Szﬂ{§€E3:J_cT B -I-D:O} pei — 2! <1
A
C
N g B
Ebene C

E3

(Abstand der Ebene vom Nullpunkt 0 € E3), so werden die n(y(A,B,C,D)) gerade die verall-
gemeinerten Kreise in C,,.
Beiry € Y(A,B,C,D) ist w(7y()) eine ,,Gerade* in C,

3 Komplexwertige Funktionen komplexer Variablen

3.1 Auffassung und Definition

Ideen: (a) komplexwertige Funktionen

Esseien GCE™, meNund f: G—W(f) C (C,|-|) =EL.
Entsprechend der Ideen aus 2.3 kann man Vx € G:  f(x) = u(x) +i-v(x)
schreiben (hier sind wieder u(x) = Re f(x) und v(x) = Im f(x)).

Die partiellen Ableitungen konnen wir hier (bei Existenz) als

du . dv df .
=—, j=1,....m

Vo ax

schreiben. Spezifizieren wir m = 2, also G C E2 und betrachten die Funktionen

[Z] (x), also

“I' G E2
1%
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dann haben wir fiir differenzierbare Funktionen die Jacobimatrix

d(u,v)  du,v)  9(u,v) [3— 37]

I(x,x2)  dx  d(xy) | &

dx dy

zur Verfiigung.

(b) Identifikation

Wie muss % aussehen, wenn wir die Identifikation: z =x-+iyund f =u+iv

zu Grunde legen und wissen wollen, wie f'(z) = Z—]; = ‘?9—]; sinnvoll erklirt werden
kann?

—b
1. Antwort mit Idee i> = —1: lokal: [Z ] =7
a

DEFINITION 3.1. Eine Funktion f: D(f) C C, — C nennen wir komplexwertige Funktion
einer komplexen Variablen. Abkiirzung: f - KFKV.

Wir betrachten die Stetigkeit von f in z, € D(f) (bezichungsweise z, € D(f): Hier bezeichnet
D(f) die Menge aller ,.inneren Punkte) von D(f) C (C,,7,)).

BEMERKUNG 3.1. f: (D(f),’co|D(f)) — (W(f),’c‘le(f)) ist in z, € D(f) stetig, wenn f im
Sinne von Definition 2.5 stetig ist. In diesem Sinne ist auch Stetigkeit von f auf D(f) erkldrt.
(Lokalisation) Sei f KFKV und z, € D(f) N C. f ist stetig in z,, wenn

Ve >038(e,20) : |f(zo+h)— f(zo)| <& Vh: 0<|h| <8 mitz,+heD(f)NC.

LEMMA 3.2. Sei f KFKV mit oo € D(f). f ist genau dann stetig in 7, = o, wenn foT stetig

inw =0 ist.

Beweis. (i) fistinz, = oo stetig mit f(c0) = f(7(0)), das heiit f o7 istin w = 0 stetig, weil
T ein Homoomorphismus ist (Verkettung stetiger Abbildungen).

(ii) foT seistetigin w = 0. Dann gilt: (foT o T~!) = £, hier ist (f o T) stetig in w = 0 und
T~ ist stetig in oo (als Homéomorphismus). Damit ist alles gezeigt.
O]

DEFINITION 3.2 (komplexe Differenzierbarkeit). Sei f KFKV und z, € D(f) NC, z, € D(f).
Wir nennen f in z,, (im komplexen Sinne) differenzierbar mit der Ableitung f'(z,),
wenn Ve > 038 >0, sodassVhe C: 0< |h| < 8 beiz,+h e U(z,) C D(f) gilt:

1

2 (zo+h) = f(z0)) = '(z0) | <&

f nennen wir in z, = o € D(f) differenzierbar, wenn die Funktion g :== foT inw, =0
differenzierbar ist. Hier setzten wir f'(eo) := 0.
Wir nennen f differenzierbar auf M C D(f), wenn f ¥z, € M differenzierbar ist.
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BEMERKUNG 3.3. Wie bei reellen Funktionen folgt aus der Differenzierbarkeit von f in z,, die
Stetigkeit von f in z,,.

.. . y . / _daf
Fiir die Ableitung f'(z,) schreibt man auch f'(z,) = 5= (zo0)-

BEMERKUNG 3.4. Ist z, € C, so gilt standardmdflig:
f ist stetig in z, € D(f) < u,v sind stetig in [x,,y,]" .
Hier ist wieder 7, = x, + iy, und f(z) = u(x,y) +iv(x,y).
Beispiel 3.1. (a) f(z)=ceC, c=const Vze C, = f'(z,) =0Vz, € C,,
(b) f(z) =z, D(f) =C = [f(z) =1z €C,
aber

(c) f(z) =2z, D(f)=C, d.hz EN Z, beziehungsweise x + iy LA iy, also

u(x,y):x, V()C,y):—y, 8()C y) = 0 —1

d(u,v) [1 o]

u
ist im Sinne : B2 — 2 differenzierbar, aber f(z) ist fiir kein z, € C im komplexen
%

Sinne differenzierbar, denn bei z, € C und h € R, h # 0 haben wir:
f(zo+h) — f(z0) . h

lim =lim—-=1, sowie
=0  Zo+h—2, h—0h

h) — h
fim LGt = o) _ i
=0  Zo+ih—2z, h—0 ih

(d) Mit dem gleichen Argument zeigen wir: f(z) = Rez und g(z) = Imz (beziehungsweise
¢(z) = ilmz) sind fiir kein z, € C im komplexen Sinne differenzierbar.

(w,v) (10 . du,y) |01
Gy~ lo o sowie g : 200 lo ol

DEFINITION 3.3 (Holomorphe Funktionen). Es sei f: D(f) — C (KFKV).
Wir nennen f in z, holomorph, wenn 3U (z,) C D(f), so dass f ¥z € U(z,) (im komplexen

5]

f:

QO

Sinne) differenzierbar ist.

¢

Die Menge M := {z, € D(f) : f ist in z, holomorph} nennt man die ,,Holomorphie-menge"
von f (man sagt auch, dass f holomorph auf der Menge M C D(f) ist).

SATZ 3.5 (Komplexe Differenzierbarkeit). Es sei f: D(f) — C KFKV.
Dann sind die folgenden Aussagen bei z, = x, + iy, € D(f) N C dquivalent.

(i) f istin z, im komplexen Sinne differenzierbar und
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(ii) f~ [u,v])T istin [x,,y,]T total differenzierbar (im reellen Sinne) und es gelten fiir u,v die

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:

%(xmyo) = g_;(xm)’o)
(1)
g_;(xmyo) = _%(xmyo)

Beweis. (i) =(ii) Weil f in z, differenzierbar ist, haben wir:
Ve > 030 >0,sodass Vz=2z,+h € U(z,) CD(f) mith=k+ilund 0 < |h| < § gilt:

(0) f(zo+h) — f(z0) = hf'(z0) + R(20, k) mit ‘%(Zf(l),h) ' <€

(beziehungsweise anders geschrieben: R(z,,h) = ¢(|h|)). Wir setzen nun f'(z,) = a+ib
und R() = Rg() + R () mit a,b,k, 1,8, R; € R und schreiben (o) in Real- und
Imaginirteilen z, +h = (x, +k) +i(y,+1):

u(xo +k,yo+1) —u(xo,y0) +i(v(xo +k,y0 +1) — v(x0,¥5))

= ak — bl +i(bk +al) +Rg() +i(R;())

Weil nun |A] := ||[k, )T |[go, gilt V[k, )T € E2: 0 < ||[k, )T [|go < & :

Ey{I(Z07h)
i

Y

o<|

0 ) ’ <e )

Damit ist hier alles gezeigt (mit einfachem Ordnen nach Real- und Imaginirteil). Speziell

erhalten wir neben totaler Differenzierbarkeit in [x,,y,) :

du_ o u_, o
ax_a_Qy’ dy  Ix’
also (1).

(ii) =(i) Wir setzen a = % und b = g—; (im Sinne von (1)). Weil u und v in [x,,y,]” total

differenzierbar sind, wihlen wir § > 0 so, dass V[k,/]T : 0 < ||[k,]]T ||z < &, analog zu
(#) gilt:

9{I(Zouh)
i

Y

o<|

fRR’(;lTyh)‘ <¢ ‘%(207}0‘ < \/E ,

damit ist f in z, differenzierbar.

ANMERKUNG 3.6. Zusdtzlich konnte man auch (ii) umformulieren zu
(iii) [u,v]T ist total differenzierbar in [x,,y,|" und % istin [x5,v0)7) ,, C-linear*.

Dies entspricht dann wieder den Cauchy-Riemannschen-DGL.
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3.2 Differentiationsregeln, Differentiationsoperatoren

DEFINITION 3.4 (,.Differentiationsoperatoren). f sei KFKV und u = Re f,v = Im f seien in
U([x0,y0]7) =U(zo) C D(f)NC , reell” total differnzierbar. Dann setzen wir:

af . 1[ du dv dv  du]
a—Z(Zo) =3 _($+3—y)+ (a—a—y)_ (X0,Y0)

af ._1_8u_8v dv  du]
8_Z(ZO) =3 _(5 8_y)+l($+8_y)_ (X0, Y0)

FOLGERUNG 3.7. Definition 3.4 kann dquivalent in Form von

of 1(d .0 af 1[/d .0
2 (ax la?)f und a—z—z(a“a—y)f

formuliert werden.

h
Beweis. Restglied in Taylor-Entwicklung sei %(ZO,E-:?O) = ¢(|h|). Dann gilt Vz € U(z,):
af af
f(2) = f(zo) + 57(20) - (x = xo)+a—y(zo)'(y—yo)+%()=
Z(} ( Zo Z())) : (x_x()) + <§_§(Z()) + ig_;(z())) ' (y _y()) +%()
= 1z)+ 2L (2)- (e z0>+‘f9—fzf<zo> () + 0

Mit z— 2o = (x—x,) +i(Yy = Y0), 2— 20 = (x —X0) — i(y — Yo).
sowie x —x, = 3((z—20) + (z2— 20)) und y —yo = £((z—2,) — (z— 2o)) erhalten wir

%(Zo) - (g_];(zo) + g_]z_c(zo)) und %(Zo) =1 <3—JZC(20) - 3_];(20))

& %(zo) = % (g—ﬁ(zc) —i%(zo)) und 3—;(20) = % (3& )+’%(Zo)) '

Schreiben wir nun den letzten Ausdruck in # und v, so haben wir damit alles gezeigt. [

FOLGERUNG 3.8. f istin z, € D(f) NC genau dann differenzierbar, wenn

af N
B_Z(ZO) =0 gilt.

Beweis. Folgt sofort aus den Cauchy-Riemannschen DGL (1) O

BEMERKUNG 3.9. Konjugiert man f, so gilt

af . of
8_Z<Zr)) = a_Z(ZO)'

(Der Beweis ist analog zu Folgerung 3.7 und Differentiation der konjugierten Funktion ist ganz

analog zum Rechnen mit Briichen im Komplexen.)
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FOLGERUNG 3.10 (Differentiationsregel 1). Es seien f und g in z, € D(f)ND(g)NC im

komplexen Sinne differenzierbar, dann gilt:

(i) f+gund f— g sind in z, differenzierbar mit (vgl. linearen Vektoraum)
(fj:g)/(zo) = f/(zo) igl(zo)a
(ii) f-gistin z, differenzierbar mit (vgl. linearen Vektoraum bei g = o0 € C)

(f'g)/(ZO) = f/(Zo) 'g(zo) +f(Zo) -g’(zo) und

(iii) bei g(z,) # 0 ist die Funktion (f ) in z,, differenzierbar mit

oQ [—

]_C ' . f/(zo) -8(20) — f(20) 'g/(Zo)
(5) - EA)

Beweis. Direkt mit Folgerung 3.7, beziehungsweise
(iii) g(z0) 0= 3U(z,) C D(g)NC mit g(z) #0Vz € U(z,)

Damit erhalten wir:

(Z) (Zo)
lim % B zjgc(Zo) Zéhlergweitert 1 lim 1 lim f(Z) : g(Zo) — f(Za) 'g(z) _
=20 Z— 2o (Hauptnenner) g(zo) =2 8(2) 7% 7—20
= 1 lim (f(Z) _f(ZO))g(Zo) + f(Zo)(g(Zo) —g(z)) _
(8(20))% 22 =2 72— 20
1
= eV o) 8(0) — (@) z0)).

FOLGERUNG 3.11 (Differentiationsregel 2). Kettenregel:
Seien G,G € Yol = T (offen in (C, ‘L'H)), f: G— Ginz, € G komplex differenzierbar und
g: G—=Cinw, = f(z) € G komplex differenzierbar. Dann gilt:

(iv) (g0 1) (z0) = &'(f(20)) - f'(20)
Beweis. Z.B. verkettete Differentialoperation wie in Folgerung 3.7. 0

BEMERKUNG 3.12. Analog zu Folgerung 3.11 kann man f auch als komplexwertige Funktion
reeller Variablen f : I — G ansehen.
f beschreibt dann ein Kurvenstiick y(I) in G (beziehungsweise in C). Hier hat man.

df

% (801 10) = (g0 ey, =&/ (F(1)- % 1)



RUMMLER, VL Funktionentheorie 2021 16

Beispiel 3.2 (erste holomorphe Funktion).
N
f(z) = const., sowie Polynome P als f(z) = P(z,0) = Z ar(z— 0 {a )N, c C
k=0

und mit Q(z,0) := Yl o be(z— 0), {b 1Ly C C auch rationale Funktionen f(z): C— C

flz) = IQJE?,(()); mit D(f) = {z € C: Q(z,0) # 0}

sind holomorphe Funktionen.

4 Biholomorphe und konforme Abbildungen

4.1 Mobiustransformationen

€ GL(2,C).

a
DEFINITION 4.1. Vorgegeben sei die reguldre Matrix A = [
= c

(Das heifit A € C? x C? und detA #0.)

Eine Abbildung der Gestalt: My(z) : nennen wir Mobiustransformation.

Speziell ist hier

oo beicz+d=0 (z= %1) (beziehungsweise ¢ =0, 7 = o),
My(z) =4 beiz =, c #0,

sonst.
das heif3t My : C, — C,.
Beispiel 4.1. (i) T(z) = % (Inversion ist Mobiustransformation)

(ii) Jr(z) = Rz (Streckung, beziehungsweise Stauchung mit R > 0)

(iii) Jo(z) = €'® -z (Drehung, ¢ € [0,27))

(iv) Ly(z) =z+b (b € C, Translation)
FOLGERUNG 4.1 (Mé&biustransformationen).

(i) Die Matrizen A und aA mit a € C\ {0} erkliren die gleiche Mébiustransformation.

(ii) Die inverse Mobiustransformation M;l wird erkldirt durch:

-1
MA :Mé71 :M[deté}*Ladjé



RUMMLER, VL Funktionentheorie 2021 17

Beweis. (i)
a(az+b) az+b _

M = = =M
a(2) o(cz+d) cz+d 4(2)
(i0)
)
_:[a . detA=(ad—bc)#0
d —b] 1 [a -b
adj A = , A7l =
= |—c¢ a = detA |—c a
und (7).

]

BEMERKUNG 4.2. Die Verkettung von Mobiustransformationen liefert wieder eine Mobiustrans-
formation. Speziell gilt bei

b b
A— an ap| o B— 1 bz ,
= |axy ax = |by bx»
wieder bei A, B € GL(2,C):
MA OMB(Z) :Mé§(2>

GL(2,C) bezeichnet die (multiplikative) Gruppe aller reguliiren 2 x 2-Matrizen mit Elementen
aus C. Die in GL(2,C) erlaubten Matrixmultiplikationen bleiben im Sinne obiger Verkettung

von zugeordneten Mobiustransformationen erhalten (Homomorphismus):

10
E=1, ,neutrales Element “
A€ GL(2,C) & My: C,—C,

,, Verkettungstreu
(spditer noch genauer). Wie die Matrizenmultiplikation im Allgemeinen ist auch die Verkettung

zweier Mobiustransformationen nicht kommutatiy.

BEMERKUNG 4.3. Die Einschrinkung jeder Mobiustransformation M der Gestalt:

My : D(Mp) :=C,\ {Z 1 My(z) = 00} C C, — C ist holomorph als KFKV. Bei oo # —< ist
My(z) holomorph in z = oo, weil offensichtlich M (T (w)) = fi% holomorph in w = 0 ist.
(Benutzen hier 7 = vlv.) Speziell ist My(z) holomorph in U(—%) \ {—‘El} (nahe 7z = —%l).

DEFINITION 4.2 (Doppelverhiltnis). Seien {z j}‘}zl € C,, paarweise verschiedene Punkte in
C,. Das Doppelverhdiltnis der {z j};‘:: | wird erkléirt durch
21 —X13 ) 2 —Z24
11 =24 22—33

DV(Z17Z27Z3,Z4) = bei {Zj}é]!ZI S C’

beziehungsweise mit 0.B.d.A. 74 = oo durch

. 1
D(Z],Z2,Z3,Z4) = lim DV(Z17Z27Z37 - ) =

w—0 w 72— 123
~—
T(w)
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BEMERKUNG 4.4 (reellwertiges Doppelverhiltnis).

Die {zj}‘}:l liegen auf einem verallgemeinerten Kreis von C, < DV (z1,22,23,24) € R
(d.h.zj€ S(a,r)Vje{1,2,3,4}, r€[0,%), a € C, beziehungsweise {zj}‘}:l € G(A,B,E)
(vgl. Notation 2.18))

Beweis. Ausrechnen im Geradenfall, sonst Peripheriewinkelsatz.
O

SATZ 4.5. Jede Mobiustransformation mit A € GL(2,C) ldsst das Doppelverhdiltnis invariant,
d.h. fiir je vier paarweise verschiedene Punkte {z j}‘}: | gilt:

DV (z1,22,23,24) = DV (Ma(21),Ma(22),Ma(23), Ma(24))

Beweis. Einfaches Nachrechnen. ]

BEMERKUNG 4.6. Jede Mobiustransformation bildet verallgemeinerte Kreise in C, auf ver-

allgemeinerte Kreise in C, ab.
Beweis. Einfaches Nachrechnen. O]

BEMERKUNG 4.7. Mit Satz 4.5 kann man A, beziehungsweise My durch das Doppelverhdilt-
nis konstruieren und zwar verlangt man z1,2,,23 paarweise verschieden (A noch unbekannt),

My (z;) = wj (paarweise verschieden) und stellt
DV (z1,22,23,2) = DV (w1, w2, w3, My(2))

einfach nach My um.

Beziehungsweise man setzt formal:

71—23 22—2 wp—w3 Wz—2
MB = . s MB = .
=1 21—2 2—3 =2 Wi—2Z Wwy— W3
A p-l _ -l
und verwendet dann: A= B, 'B,, oder Ms(z) = Mé2 (Mg, (2)).
DEFINITION 4.3 (Spiegelpunkte). Es seien {zj}i’.:l C C, paarweise verschieden und S der
durch die {z f}§=1 eindeutig bestimmte verallgemeinerte Kreis in C,. Wir nennen den Punkt z*

spiegelbildlich zu z € C,, wenn

DV (z,z1,22,23) = DV (z*,21,22,23) gilt.

ANMERKUNG 4.8. Die Korrektheit der Definition ist unmittelbar klar, z.B. durch Nachrechnen
bei Ma(zj) € Ry ={z€ C: z=2}U{co} (reelle Gerade) Vj € {1,2,3}.

Beispiel 4.2 (Spiegelpunkte, Spiegelung am Einheitskreis).
Wir enttarnen die Transformation T*(z) (vergleiche Notation 2.16) als Spiegelung an S(0,1):

) % bei 7 ¢ {0,0},
§=5(0,1), Z=T"(z)=q 0 beiz=-oo,
oo beiz=0.

Alle z € S(0,1) als Elemente des Einheitskreises S(0, 1) nennt man unimodulare Zahlen.
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NOTATION 4.4. H, :={z € C:Imz > 0} nennt man die ,,obere “ Halbebene.

Beispiel 4.3. Sei M := {My : My(H) = H.} die Menge der (im Einschrdnkung-Sinne
betrachteten) Mobiustransformationen, welche H auf H.. abbilden. Dann gilt:

My € My < A € GL(2,R) mit detA > 0.

Idee: Wir wiihlen zj € R, mit Mp wie in Bemerkung 4.6 mit Imz > 0 und berechnen Im(Mp (z)).

NOTATION 4.5. [Cayley-Transformation]

Eine spezielle Mobiustransformation ist die sogenannte Cayley-Transformation My (z) mit

- l

L
A= [1 ,’] (bei det A = 2i).

1| i
Hier ist é_l = — [ ] =
adj A

BEMERKUNG 4.9 (Cayley-Transformation). Die Anwendung der Cayley-Transformation nach
Notation 4.5 liefert das folgende (sogar Rand-treue) Resultat:

My(Hy) =K(0,1) und My~ (K(0,1)) =H.  (Zentral fiir Spektraltheorie!!!)
Explizit sind hier: -

7—1 A+z [ z+1
Ma(z) = 7 und Myv = ig— :’(—z+1)

4.2 Konforme Abbildungen, holomorphe invertierbare KFKV und Biho-
lomorphie

Sei f: D(f)=GcC,—G=W(f) C C(KFKV), bezichungsweise f : G — G C C,,
G, G offen (aus der Topologie 7).
Zunichst sei f KFKV und bilde U(z,) C G bijektiv auf V(f(z,)) C G ab, d.h.

f(U(20)) = V(/(20))-
Nun sei y: [a,b] C E' — G eine komplexe Funktion einer reellwertiger Variablen mit

d .

Syn= q) 0
~—~
komplexe Zahl

(reguldre Kurve) und y(z,) = z, (d.h. f(y(t,)) = w,). Die Tangente an Graphen von ¥ sei:

T(t) = Y(t0)+ '}7<t0) '(t _to)
\z:/ EE\’{-(;}
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1) f(v(@))
U(ZO) V(WO)
Abbildung 1: Weg in U (z,) Abbildung 2: Weg in V (w,)

Dazu Tangente an Graphen von f(y) in w, = f(z,) (vorausgesetzt, dass die Funktion f hier

total differenzierbar ist):

(1) =@+(df)(?(to)) (1 —1o).

Wo

Dabei haben wir speziell wie in 3.2 (als ,,Kettenregel* geschrieben)

0 0
Abki?zung a_]ZC(ZO) V(o) + a_]Z-C(ZO) Vo), 20 =Y(t).

df(7(t))

Fiir moglicherweise verschiedene Kurven y; hat man hier immer ¥;(z,) € C\ {0}. ( Man sagt:

,,die Kurve als Graph von y; ist reguldr®).

DEFINITION 4.6 (Konforme Abbildung). Sei f KFKV und bilde U (z,) (bei z, € C) bijektiv auf
V(wo), f(20) = Wo, ab (das heifit f(U(z,)) =V (f(20))). Wir f nennen konform in z,, wenn

(i) die Funktion f = u-+ivin z, (im Identifizierungssinne) total differenzierbar ist und

(ii) eine feste unimodulare Zahl oo € S(0,1) (also || = 1), sowie eine Funktion R(&) mit
R: D(R) =C\ {0} — (0,c0) existieren, so dass V& € C\ {0}, (§ = 1(t,) #0) gilt:

df(§) = (du+i-dv)(§) = aR(G)S.
(Natiirlich ist auch R(&) = const = R > 0 erlaubt.)

Ergdnzend nennt man dabei f konform in z, € C, (und w, € C,), wenn f wieder U (z,) einein-
deutig auf V(w,) =V (f(e0)) abbildet und die Funktionen

(iiia) f*:=foT beiz,=c, w,eC
(iiib) f*:=TofoT beiz,=w,=co
(iiic) f*:==Tof beiz,€C, w,=0c0

im Sinne von Definition von oben konform im Punkt O € C (iiia) und (iiib), bzw. in z, (iiic) sind.

Ist f Vz, € G konform, so nennen wir f konform auf G.
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BEMERKUNG 4.10. Zum besseren Verstdandnis von Definition 4.6 formulieren wir die Bedin-
gung (ii) im Sinne einer reellwertigen Abbildung: mit k € E?, k # 0 setzen wir
(S = Re§ +iIm§ =K +iKp

und betrachten (df)(€) als F : 2\ {0} — E2. Wir erinnern und dazu an die Mébiustransfor-
mation aus Abschnitt 4.1:

(iii) Jo(2) := ¢ z=a-z ,Drehung“.
=q

(ii) Jr:=R-z, R >0, also ,,Streckung .

Wir berechnen im ersten Schritt:

et 8] -3
2o

[.'q] (©)
. 12,

sowie o -R-& bei a = €' (dieser Schritt ist zundichst rein formal). Es ist R > 0, das heif3t
zundichst

Lox l&y

RePEZR [f:c?S(p fsin (p] [m] _R [-C(?S(p isin(p] .iql . (00)
ising@ icos@ | |[K» isin@ cos@ | |iky
Einfaches Rechnen liefert
1 0 . .
0 | - (o), beziehungsweise -(oo)
—i
(primitive Matrizenmultiplikation).
a (I/t, V) % % Ansatz CcOS (p - SiIl (p
oy 2 2] s
)y ax  dy |Z sing@ cosQ
(dabei wurde die zweite Zeile mit i multipliziert). Das heif3t
P o
det [M] —R>0 und |°? TP cs002).
d(x,y) |ZO sing  cos @
detﬁzl

Damit haben wir erhalten:

Flx) = R [COS(D —sm‘P] K

sin@ cos¢Q

das heifst F (k) ist die gestreckte (gestauchte) Spalte Kk, welche um den Winkel ¢ gedreht wurde,
beziehungsweise

R {(%t dv  du 81 0

S50 390
8x ay ay ax
1 (du _ 1 (v i
und 5 (5y) =rlgy) =coso, .
i 1 (du 1{ ov . Cauchy—Rzemann
sowie — 5 (5%) =gz(5) =sing
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Anders formuliert sind konforme Abbildungen f im Sinne von Definition 4.6 winkeltreu und
orientierungstreu.

FOLGERUNG 4.11. f: G — Cist genau dann in G C C konform, wenn f in G holomorph mit
f/(ZO) % O VZO € G lst

Beweis. Folgt sofort aus Bemerkung 4.10. Wir beachten nur, dass

2—|f’( Boo— g (2 (2 >0 gilt
N o CauchyI{iemann N dx 8y ‘ it

Z2o=Xot1Yo

8_Z(ZO>

BEMERKUNG 4.12. Bindet man die Zusatzvereinbarungen aus Definition 4.6 mit ein, so

konnen wir die Mobiustransformationen

Mp(z) VzeC, (AcGL(2,C))

als konforme Abbildungen My : C, — C, erkennen.

BEMERKUNG 4.13. Jede Mobiustransformation My kann als Komposition der Beispiele aus
4.1 - Inversion T, Streckung Jg, Drehung J o und Translation Ly, dargestellt werden (nur Trans-

lationen bendtigt man im allgemeinen Fall zweimal).
Beweis. Nachrechnen mit Fallunterscheidung. [

DEFINITION 4.7 (Biholomorphie). f: G — G (bei G,G C C, offen) sei KFKV. Wir nennen f

biholomorph, wenn
(i) f: G— G bijektiv,
(ii) f holomorph in G, sowie
(iii) f~': G — G holomorph ist.

DEFINITION 4.8 (Automorphismen). Biholomorphe KFKV f: G — G nennt man Automor-

phismen von G.

BEMERKUNG 4.14. Unter Beachtung von Bemerkung 4.3 aus 4.1 kann man jede Mobiustrans-
formation

im Sinne von Definition 4.8 als Automorphismus von C, ansehen.

Eine weitere anschauliche Eigenschaft biholomorpher Funktionen liefert der folgende Satz zur
Ableitung der Umkehrfunktion.
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SATZ 4.15 (lokale Biholomorphie). Sei f: G — C KFKV in G holomorph und f': G — Cin
G stetig. Weiterhin sei f(z,) # O fiir einen Punkt z, € G.

Dann existieren offene Mengen U (z,) C G sowie V(f(z,))) =V (wo), so dass im Einschrén-
kungssinne f: U(z,) — V(w,) biholomorph ist. Hier gilt zudem:

1
P w)
Beweis. Existenz von U(z,) ist offensichtlich, weil f/(z,) # 0 und f” stetig in G.

Damit gilt Vz € U(z,) : f'(z) # 0. Der Rest folgt aus dem Satz zur Umkehrfunktion zusammen
mit Folgerung 3.11 (iv) aus 3.2 in Gestalt von

(F1'(w) Yw €V (wo) #)

w=f(f"'(w)), dasheiBt 1=s(f""(w)-(f~'(w).

FOLGERUNG 4.16. Ist f : G — G = f(G) KFKV holomorph mit f'(z,) # 0 Vz, € G und
1! stetig auf G, dann ist f biholomorph und im Sinne von Folgerung 4.11 auch konform.

Beispiel 4.4. Automorphismen auf K(0,1):
f=My: K(0,1) = K(0,1) = G mit

b i i
My(z) == i‘ljid und A€ {éﬂw: [iw el W] , BER, |w| < I,WE(C}

sind Automorphismen auf G = K(0,1). Bei w = 0 ist My(z) = e'¥z = Jyz eine Drehung.
Im Falle w # 0, |w| < 1, iiberpriift man einfach den Rand S(0,1) von K(0,1). Hier hat man:

i, _
Wb =
1 -
MO =P =i =,
g =W g L—W -
M = ”9— = ”‘9— :1 ':_'
Mo ()] = ¢ ——2 = (=),
(L= w) B .
My, (—1)| = le 1iw | =1, d.h. alles wieder Punkte von S(0,1),
W
[Mo.(0)] = [ =] <1,

damit ist alles gezeigt.

ANMERKUNG 4.17. Die Cayley-Transformation nach Notation 4.5 aus 4.1 (vergleiche auch
Bemerkung 4.7) ist ein Beispiel eines Biholomorphismus von H,. auf K(0,1). Hier war

MA(H-F) = K(07 1) und MA(Z) = Z;ld
B = Z+1i
Kontrolle: Mé(aHJr) = 5(0,1) (0H; =R, = RU{eo} C C,). Auch als die Einschréinkung im

obigen Sinne ist die Cayley-Transformation konform.
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5 Potenzreihen und elementare Funktionen

5.1 Standardwerkzeuge und formale Potenzreihen

Sei zunidchst G C C offen (d.h. G € 7, C). Wir formulieren ein Standard-Resultat fiir (holo-
morphe) KFKV.

LEMMA 5.1. Die Folge {fi};_, holomorpher Funktionen fi : G — C sei auf G gleichmdfig
konvergent gegen f : G — C. Die zugehorige Folge der Ableitungen { f;}7_, sei gleichmdifsig
konvergent gegen eine Grenzfunktion g, wobei alle f] auf G stetig seien.

Dann ist f holomorph mit f' = g (holomorphe Grenzfunktion).

ANMERKUNG 5.2 (Konvergenz). Gleichmdflig konvergent heift:
{fiteo, = f & Ve >0 Ik =k,(€) derart, dass

Vk > ko(€) gilt: sup|f(z) — fi(2)| <,

zeG

wie in Lemma 5.1 brduchten wir sogar z.B. nur punktweise Konvergenz der Grundfolge, das
heifft 3z, € G = mit {fi(z0)} 7, — f(zo) in diesem z,.
]EC

Beweis. Es geniigen die Kenntnisse aus Analysis 1, wir iiberpriifen nur die Cauchy-Riemannschen
DGL:

Uidier ={m+ivi, — f=u+iv

O oo (Vi oo du  Jv
{a—x}k:1 = {8_y}k=l T ax oy und
duy, vy du _ dJv

{_a_y}kzl =135, =1 oy o

Wir schwichen die gleichmidBige Konvergenz ab zu lokal gleichméBiger Konvergenz:

DEFINITION 5.1. Es seien fi.: G — CVk € N,. Wir nennen { fi.}7_, lokal gleichmdfig konvergent
gegen f,, wenn Nz, € G AU (z,) C G, so dass

{fk‘U(Zo)} U?;o) fO‘U(Zo) ’

BEMERKUNG 5.3. In der Auffassung als Folge von Partialsummen nutzen wir Definition 5.1

ganz analog fiir Funktionenreihen.

BEMERKUNG 5.4. Lokal gleichmdpflige Konvergenz auf G kann man offensichtlich auch im

folgenden Sinne interpretieren:

YU C GmitU C G, U kompakt, gilt: {fk}U} = fO}U
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DEFINITION 5.2. Wir nennen einen Ausdruck der Gestalt
P(2,20) Z a;j(z—2z0)’

bei {aj};f’zo C C; z,z, € C eine (formale) Potenzreihe in C im Entwicklungspunkt z,,.

BEMERKUNG 5.5 (Linearer Vektorraum). Aus Definition 5.2 wird sofort klar, dass
P(20,20) = ao. Sind zwei Potenzreihen P (z,z,) und (z,z,) vorgegeben (verwenden hier
immer den gleichen Entwicklungspunkt z,), so erkliren wir die Gleichheit von Potenzreihen

(mit Q(z,20) = L1 bj(z —20)7) durch
P (2,20) =Q(z,20) ©VjEN, 1a;=b;.

Das Nullelement im Raum der Potenzreihen ist

o0

0(z,20) =0= ZO- (z—2z0)".

j=0

Da Addition und skalare Multiplikation einfach im folgenden Sinne erkldrbar sind:

P(2,20) £Q(z,2,) := Zajib 2—2,)), bzw.
AP (z—1z0) = Z aj( (z—z,) (VA €Q),

kann man die Menge der Potenzreihen in z, als linearen Vektorraum auffassen.

FOLGERUNG 5.6. Zudem kann man Potenzreihen multiplizieren (multiplikativer Ring der
Potenzreihen). Vorschrift:

[} j .
P(2,20)Q(z.20) = Y, (Y, akbj_)(z2—20)’. (Cauchysche Produkiformel)
=0 k=0

Formal aufgeschrieben ist das (multiplikative) Einselement
E(z2,20)=1-(z—20)" =1
DEFINITION 5.3. Y (z,z,) sei vorgegeben. Wir nennen
K5(zo) :={z2€ C: P(z,20) konvergiert}
den Konvergenzbereich von & () und
P2 (z0) :=sup{lz—zo| : P(z,2,) konvergiert}

den Konvergenzradius von & (z,7,).
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SATZ 5.7 (Konvergenz von Potenzreihen). Es sei &?() als Potenzreihe vorgegeben. Dann gilt:

(i) Kop(20) ={z€C: |z2—2,| < prp} =K(20,p2),
(ii) auf der Menge (dem Konvergenzkreis) K 5 (z0) konvergiert &7 absolut und lokal gleich-
mdfig,
(iii) Der Konvergenzradius p o von () wird bestimmt durch

1
pp = ————; lim = limsup
lim/|a;j|  J=7= e

Jee

mit den Konventionen % = oo ynd é =0,

(iv) hat manin P (z,2,): aj# 0 fiir (fast) alle j > j,, so gilt:

lim —— a; gpgz<1i_mM
J~>oo|aj+l‘ J*)w‘aj-'—ll

und bei eigentlicher Existenz:

J=ee |

Beweis. Grundkurs Analysis. [

FOLGERUNG 5.8 (Mit Lemma 5.1 und Satz 5.7). Sind P(z,z,) und 2 (z,z,) Potenzreihen der
speziellen Gestalt

[e]

P(2,20) Za]z ), P(zz)= ZJ+161]+IZ z0),

dann gilt: p gy = p ;. Desweiteren ist & () in K(2o,p2) holomorph bei

0 ~
8_[@ P (2,20) = P(2,20) = PV (z,2,).

Beweis. Offensichtlich. ]

BEMERKUNG 5.9 (Taylor-Reihen). Bei p > 0 hat man speziell & als Koeffizienen der Taylor-
Reihe:

J!

=20

1 ing( ) _l.y(j)( ) VjeN
a]_j! 0z 2520 ’ = Z0+%0 J

(hier sind hohere komplexe Ableitungen wieder einfach induktiv erkldirt).

Beweis. Offensichtlich, d.h. Taylor-Reihe einfach hinschreiben. 0
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5.2 Elementare Funktionen (Auswahl)
Exponentialfunktionen und ,,verwandte Funktionen®:
(a)
exp(z) = i)%(z —0)7, Pexp = oo, das heiBt fiir den Konvergenzkreis: K (0, pexp) = C.
j=
Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion schreiben wir mit z,w € C:
exp(z) exp(w) = exp(z+w).
Dazu formal ,,reelle* Darstellung:

¢ =" = ¢%(eV) = e*cosy +ie'siny, exp(C)=C\{0}.

Neu: Die Eponentialfunktion exp ist periodisch mit der Periode 27, das heif3t

™ = exp(2).

=1

exp(z+27i) = exp(z)

Damit gibt es ein Problem bei der Konstruktion der Umkehrfunktion, weil schon
exp(Q) =C\ {0}, dabeiist Q = {z € C: —7 < Imz < 7} der Hauptstreifen (Fundamen-

talstreifen) der Exponentialfunktion.

(b) Trigonometrische und hyperbolische Funktionen

: R VTS o (=17 5,
sSinz = E —Z , COSZ—= E “A <
j=0 (2j+1)! j=0 (2))!

mit exp(iz) = cosz -+ isinz. Wir beachten, dass (—1)/ = (i)%/:

00 (l-Z)Zj—H

Qi+ = sinh(iz) und cosz = cosh(iz).
j=0\&J 1)

isin(z) =
Konvergenzradien sind hier immer p = oo.
Die sinusoidalen Funktionen haben hier die Perioden 27t bzw. 27i : sin(z) = sin(z+ 27),
cos(z) = cos(z+2m), sinh(z) = sinh(z+ 27i) und cosh(z) = cosh(z + 27i).
Die Funktionen sin(.),cos(.),sinh(.) und cosh(.) haben den Definitionsbereich
K(0,p) = C und Wertebereich C.

Zusitzlich haben wir die bekannten Standard-Beziehungen:
1 _ . 1 _
coshz := E(ez—ke %), sinhz:= E(ez—e 9.

Die Eigenschaften der Exponentialfunktion unreif3t der folgende Satz:
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SATZ 5.10. Die Exponentialfunktion exp(z) = e* hat die Periode 27i mit
W(exp()) = G =C\ {0}.

Vw € G gibt es genau ein 7 € Q (Q Fundamentalstreifen) mit & = w.
Die Abbildung

:Q={zeC: —n<Imz< 7} > C\{E€R: £ <0} =C

ist ein Biholomorphismus (und natiirlich konform). C< ist hier die liings der negativen reellen

Achse aufgeschnittene komplexe Ebene.

Beweis. Wir iiberpriifen (€)' = e # 0, |e*| > 0, Offenheit wird durch Q, Bijektivitit zum
Beispiel durch —7 < Im < 7 gesichert. [

Imz

K<1apL0g =1)

<2

BEMERKUNG S5.11. Serzt man Q) := Q und Q) = Qo) + 2kni, k € Z und , klebt “die C<
entlang der negativen (reellen) Achse mit formal steigendem Argument zusammen, so entsteht

ein Gebilde, die Riemannsche Fldche mit oo vielen ,,Bldttern*. Dann kann man erreichen, dass

Log : (exp(2kmi))C<o — Quy, k€ Z

(als Zweige der Logarithmusfunktion abbildet). C<o — o) nennt man den Hauptzweig der

Logarithmusfunktion.

(©)
o (_1yk+1
Log(z) = Z ( lk)

k=1

(Z_l)k7 P = PLog = L.

(d) Die ,,binomische Reihe*
> [k K kk+1—j [xeNe !
Ir0 =1, (Do (5)= =5 (= o)
Bei k € N, : P(z,0) = (1+2)¥, erhalten wir das bekannte Standardpolynom
P(z,0) = P¢(z,0) = P (z,0) = (1 +2)* und formal p = co.
Auch die Bezeichnung binomische Funktion fiir (1 +2)* = Z(z,0) ist gebrduchlich.
Hier hat man: p = 1 bei k € R\ {N,} bzw. sogar x € C\ {N,}.
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6 Integration von komplexwertigen Funktionen komplexer

Variablen

6.1 Integration in C im Sinne von Kurvenintegralen 2. Art, Komplexe
Wegintegrale

Analog zu4.2sei y: [a,b] - G C C.

Wir schwichen die Differenzierbarkeit von 7y in (a,b) ab zu:

DEFINITION 6.1 (komplexe Wege). Es sei y: [a,b] — G stetig. Wir nennen y(a) den Anfangs-
punkt und y(b) den Endpunkt von . 'y heifsit geschlossen, wenn y(a) = y(b) gilt.
Wir nennen 'y stiickweise stetig differenzierbar, falls 32(, ) € 3|4 ) mit

‘Q’p[a,b} :{a():a)alv"'aaN:b}, aj<aj+] VJZO,,N—l

ist eine Zerlegung von [a,b], so dass y; = y’ 7 stetig differenzierbar ¥j = 0,...,N — 1

jrajr1]
(stiickweise glatt). (Bei Existenz ,,rechts-“ und , linksstetiger “Ableitungen.)

BEMERKUNG 6.1. [a,b] definiert den Durchlaufsinn auf y.

Beispiel 6.1 (Beispiel komplexe Wege).
(a) S(zo,1) = {y(t) = zo+€", t €]0,27]}, ¥(0) = y(27) geschlossen, y: [0,27] — C.
(b) Strecken [z,,71] :={Y(t) =20 +1(z1 —20), t €[0,1]}, y: [0,1] = C
(c) ,,Umorientierter Weg “

Y: [a,b] = C, v : [a,b] = C,
y=17(t), sowie y :=y(a+b—1t),
v (a) = y(b) und v (b) = v(a).

(d) Polygone [z,,...,28] = [20,21]U[z1,22] U...U[zn—1,2n] bei Kompositionsvereinbarung:

it laj,bj] = C, n(b1)="r(a),
nUy: [a,br+ (b —a2)] = C,

erkldrt durch:

’}’1(1‘) Vt € [al,bl]

(nUp)() = Bt —bi+ay) Vi€ [by,bi+ (br—ar)]
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Erinnerung an die Kurvenintegrale 2. Art - hier speziell im E?:
Betrachten das Kurvenintegral 2. Art zundichst mit T : [a,b] — G C B2, T differenzierbar.
1 i (t
IE0] |2 ] |

1 s ()
2@ 2 [~T1(0)

Einheitstangentenvektor an den ,, Weg“ T im Punkt L'(t): z(t) =

und ,, Einheits-Normalenvektor “(Durchlaufsinn):  £n(t) =

Das Kurvenintegral 2. Art schreiben wir mit vorgegebenem Vektorfeld w(x), w : G — E?
bei Existenz in der Gestalt:

b I (¢ .
/V_VT'IdS:/ W G s e,
I a Fz(t)

Einfache Ubertragung ins Komplexe:
Y(0) :=T1() +ila(t), 7(t) =T1(1) +il2(r), [|Lllge = [7(1)]

f=u+iv:

(I)+(Il)l

Sl 0yds i+ [ o "wwas 2 [ = [ i)
(I) Arbeit, um Punkt von y(a) nach y(b) unter Einfluss von w = [ ! ] zu bewegen.
—v

v
(I1) ,,Fluss“durch vy in Richtung n, beziehungsweise ,,Arbeit* im Vektorfeld w = [ ] .
u

DEFINITION 6.2 (Komplexes Integrale). Es sei y: |a,b] — G stiickweise glatt (stiickweise
stetig differenzierbar). Wir erkléiren das komplexe Integral durch:

/ dz—Z de—Z "fn )7j(0)d.

(Hier haben wir y; 1= j=0,....N—1.)

B |[aj7aj+1],
BEMERKUNG 6.2 (Umparametrisierung). Analog zu den Standardeigenschaften von Kurven-
integralen 2. Art, haben wir bei Durchlaufsinn-erhaltender Umparametrisierung:

B: [c,d] — [a,b] bei B(c) =a, B(d) =bund B'(t) >0Vt

(reellwertige Funktion reeller Variablen, monoton wachsend) die Standardeigenschaften:

(i)
F(2)dz = /y F(o)dz,

yoB



RUMMLER, VL Funktionentheorie 2021 31

(ii)
— / f(z)dz= / f(z)dz Y~ mit entgegengesetztem (inversem) Durchlaufsinn,
Y Y

dariiber hinaus ist das Integral linear:
(iii)
[@h@+mp@)d=a [ fiod+a [ fed
Y Y Y

und additiv bei Kurvenkomposition:

(iv)
f@)dz= | f(2)dz+ | f(2)dz
N 7

nun

(v) Ist vy stiickweise glatt und | f(z)| < M Vz € v, gilt:

/y f(z)dz

Hierbei bezeichnet |y| die Linge des Weges v, das heif3t:

<Mly|.

M= Z/ |y;(¢)|dt  (vergleiche Definition 6.2)
(ds),

Beispiel 6.2. ,, Die Zahl der Funktionentheorie “ 2.
Seien 0 < r < oo, z=z,+re", t €[0,27], & = ire' sowie kin Z. Wir berechnen

21 .
/( )(Z—Zo)deZ/ (re"Yrire! dt = ,k+1/ Sk g —
S(zo,r 0 o

R e ilk1)r2m — wenn k # —1

jk1 fOZW ldt =2mi- 0 =27 wennk = —1

SATZ 6.3. Es sei { fi}_, eine auf G C C lokal gleichmdfig konvergente Folge mit Grenzwert
found y: [a,b] — G ein stiickweise glatter Weg.

Dann gilt
lim /fk(z)dz = /fo(z)dz
k—reo Jy Y
Beweis. Folgt sofort mit Bemerkung 6.2 (v) und 5.4. ]

DEFINITION 6.3 (komplexe Stammfunktion). Sei f : G — C (KFKV) stetig auf G.

Eine Funktion F : G — C nennen wir (komplexwertige) Stammfunktion von f in G, wenn
(1) F in G holomorph ist und

(2) VzeG: F'(z) = f(z) gilt.
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BEMERKUNG 6.4. Differentiationsregel (iv)* und Stammfunktion (aus Bemerkung 3.12 (iv)*
geschrieben mit y) liefern:

. . d
Fr@)-7=F'(y(0)- 7= L F(¥(1)).
Isty: |a,b] — G stiickweise glatt, [ : G — C stetig mit Stammfunktion F, dann gilt:
N 4j+l / . .
[r@a=Y [ Famma (0
Y j=0"4j
Hpr NG

und fiir geschlossene Wege y:

/y F(2)dz=0 (i)

ANMERKUNG 6.5. Mit Bemerkung 6.4 und Satz 6.3 kann man das Beispiel zu 27i nutzen:
Es seien a,z, € C mit |a—z,| # r > 0, dann gilt

dz =

/ 1 2mi beila—zo| <r
S(zor) 2 — @ 0 bei la—zo| > r

Erster Fall: |a— z,| < |z—zo| Yz € S(20,7).
Idee: Trick mit Hilfe geometrischer Reihen:

1 1 1 I

z—a  z-Zot—a  z2-z(1—42)
1 i(a—zo)k_i (a—2z,)f
220 g \<L~ %0 k=0 (Z - Zo)k+1 '

Im Fall |z—z,| < |a— z,| erhéilt man analog:

1 & (z—2)
Zo—ai=(a—z)

als reine Potenzreihe.

Der Rest folgt standardmdf3ig (Folge der Patialsummen).

SATZ 6.6 (Stammfunktion). f: G — C sei KFKV, f stetig und G wegzusammenhdngend.

Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(i) f besitzt in G eine Stammfunktion F,
(ii) [,f(z)dz=0 VyC G, ygeschlossen,

(iii) fy f(z)dz ist wegunabhdingig, das heiffit Vy,, 1 C G stiickweise glatt,

mit Yj : [a(j),b(j)] — G, j =0, 1, und gleichen Anfangs- und Endpunkten :

gilt | f(z)dz= | f(z)dz.
Yo N
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ANMERKUNG 6.7 (Wegzusammenhang). G nennen wir wieder wegzusammenhdngend, wenn
es zu jeder Wahl von zwei Punkten 7,7 € G eine stetige Abbildung vy : [a,b] — G mit y(a) =

und y(b) = 7 gibt (wobei das abgeschlossene [a,b] mit der Standardtopologie des E' versehen
sei). Ist G in E(lc wegzusammenhdngend, so ist G auch zusammenhdngend. Die Umkehrung
braucht Zusammenhang von G und lokalen Wegzusammenhang, d.h. aus G zusammenhdngend

und lokal wegzusammenhdngend = G wegzusammenhdngend.
Beweis. (i) = (ii) Bemerkung 6.4 (ii).
(if) = (iii) Wir setzen Y = 7, Uy, als geschlossenen Weg (analog (iii) = (ii)).

(iii) = (i) Wir nutzen, dass G wegzusammenhéngend ist, das heilt zu z,z, € G existiert ein
stiickweise glatter Weg ¥ C G mit Anfangspunkt z, und Endpunkt z. Wir setzen F(z) =
Jy f(8)d& (wohldefiniert, da das Integral wegunabhéngig ist) und betrachten w € U (z) C
G (dicht bei z) und %, = YU [z, w]. Dann gilt:

Fiw)~F) = [ Qe = / @ /[ ROROIT
=102+ [ ()~ 1)ae.

Weil f stetig ist, konnen wir zu beliebigen € > 0 ein 6(€) > 0 finden, sodass
|f(z) — f(§)| < eV € K(z,6) C G. Mit Bemerkung 6.2 (v) erhalten wir bei w € K(z,6):

‘/ (2)dt| < elw—2z].
ZW
lw—z| = |[z,w]| ist die ,,Ldnge des Weges*!
F - F
=VweK(z,0)\{z}: ‘%Z(Z)—f(z) <§,

also F'(z) = f(z).
[

6.2 Goursat-Lemma, Cauchyscher Integralsatz fiir sternformige Gebiete

NOTATION 6.4 (Dreiecke). Seien z1, 7o und z3 paarweise verschiedene komplexe Zahlen mit

. U2
21,722,723 € G C C sowie ¢ R
1 — X3

(liegen nicht auf einer Geraden). /\ sei das abgeschlossene Dreieck mit Eckpunkten z;,z7,23.

Wir setzen
3

IN = [z1,22] U [22,23) U [23,21].

11 <2
Im allgemeinen Fall sei d/\ im mathematisch positiven Sinn durchlaufen (das Innere des

Dreiecks liegt beim Rand-Durchlauf zur Linken).
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BEMERKUNG 6.8. Elementargeometrische Uberlegungen liefern:
(a) |0A| > max |z—w|
JRTUSTAN

und mit /\' als eines von vier kongruenten Teildreiecken von /\:
(b) 3|0A| = [0L| (einfach jede Seite halbiert).

(c) Kongruente Dreiecke haben alle den gleichen Umfang |0 /\|
( - und natiirlich auch die gleiche Fldche).

DEFINITION 6.5 (konvexe Mengen).
M C C heifst konvexe Menge in C, wenn Vz1,z0 € M mit 71 # z gilt: [z1,22] C M.

DEFINITION 6.6 (sternformige Gebiete).
Sei G C C. Wir nennen G sternformig (beziiglich z,,), wenn ¥z € G mit 7 # z,, gilt:

20,2] C G bei z, € G.

SATZ 6.9. Sei G sternformig beziiglich z, und KFKV f: G — C stetig. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:
(i) f besitzt auf G eine komplexwertige Stammfunktion und

(ii) YA C G mit einem Eckpunkt in z,, gilt:

/aAf(z)dz = 0.

Beweis. (i) = (ii) Wie in Satz 6.6.

(if) = (i) Wir setzen wieder F(z) = [, , f({)d und wihlen w zuniichst so, dass [z,w] C G.
Nun verbinden wir, da G sternférmig beziiglich z, ist, w mit z,. Orientierungsbeachtend

schreiben wir (vergleiche Beispiel (d) aus Abschnitt 6.1):

0= FO)dE = F(z)+ /[ (64— () (Polyzonzige)

[Z¢17Z7W720]

und erhalten F(w) — F(z) = [, f(§)d. Nun ist die Argumentation v6llig analog zu

Beweis von Satz 6.6.
OJ

LEMMA 6.10 (Goursat-Lemma). Sei G C C offen, f: G — C holomorphe KFKV. /\ sei ein
abgeschlossenes Dreieck nach Notation 6.4 mit /A C G. Dann gilt:

/a _F(Q)dg =o.
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Beweis. Wir erkldren eine rekursive Folge von abgeschlossenen Dreiecken:

A=A A=A ey e{1,2,3,4).

Induktiv zerlegen wir jedes Agl) weiter (jeweils in vier kongruente Teildreiecke).

Die Steuergrofle der Auswahlmethode erklidren wir durch:
18):= [ f(Q)dL (VA CG).

Bei 0 = k wihlen wir das ASXII), o €{1,2,3,4} mit

max  [[(AWY] = 1AW ,
Lo AR = HA)
der Index ist hier einfach fest (als Index von einem der vier Teildreiecke). Analog erklidren wir

induktiv:
AFD = AGED Ay = max [I(AETD).

T T 0y a1 €112,3.4) O+ 1
Induktiv haben wir dabei (indem wir die linke Seite als Summe der Integrale iiber die vier

Teildreiecksrinder mit der Dreiecksungleichung schreiben):
1(AW)] < 41(a%)) ()

Nach dem Prinzip der Intervallschachtelung 3z, € N7_, A% C G. Die Differenzierbarkeit von
f (auch) in z, liefert bei § € U(z,) (hinreichend klein):

F(8) = f(z0) + f'(20)(§ —20) +M(E)(§ —20),  bei Jim n(¢) =0, (0)
(@) Stammfu?ﬁ(tion existiert ’

bezichungsweise Ve > 036 > 0:
n(G)l<e V¢ eK(z,9),
sowie (vergleiche Wahl von z,) 3k = k,(8) : AW € K(z,,8), Yk > ky(5) :

I(A(k)) - IAK) f

(€)de
- /amf(%)d“/mf’<Zo><€—Zo>d{ [ @O -wg

—

YN

= 0, Stammfunktion existiert () und geschlossener Weg

o€ =zde.

Nun wihlen wir k > k,(8(¢€)) (damit A C K(z,,8) und [n(&)| < €).
Das heiBt mit |{ — z,| < |dAK| (Bemerkung 6.8 (a)) und Bemerkung 6.2 (v) gilt:

Vk>ko(8):  I(AW) < eglan®?,
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Diese Ungleichung nutzen wir nun einfach fiir die Abschitzung von [ f(z)dz= [5x)
AOY Dy A®Y) < grelgn®p
[ o F@dz] = O] <41(aW)] < 4elant] -
Bem. 6.8 (b) 10A0)] ?
=" Vegk o = g|laAO2,

Da ¢ beliebig, folgt [ f(z)dz=0.

FOLGERUNG 6.11. Lemma 6.10 gilt auch bei abgeschwdchten Vorraussetzungen:
f sei nur stetig auf G und f holomorph in G\ {z,}, z, € G.
Dann gilt VA € G mit z, Eckpunkt von A:

| s@dz=o.

Beweis. Wir zerlegen A in drei Teildreiecke (alle mathematisch positiv durchlaufen).

2o

3
A /Imf(Z)dz: j;z/&ﬂf(Z)dZ +/8A1f<z)dz

J
‘ ———
=0 (nach Lemma 6.10)
und ‘ / z)dz

|dA1| — 0 (kbnnen wir beliebig klein machen).

< [024]- max [£(z)],

36

f(z)dz:

]

FOLGERUNG 6.12. Sei G sternformig mit G C C. Dann besitzt jede (auf G) holomorphe Funk-

tion f: G — C eine komplexwertige Stammfunktion.
Beweis. Lemma 6.10 und Satz 6.9.

FOLGERUNG 6.13 (Cauchyscher Integralsatz in sternformigen Gebieten).
Sei f: G— C, G sternformig und f holomorph in G.
Dann gilt Vy C G, 7y geschlossen und stiickweise glatt, dass

/ f(z)dz=0.
14
Beweis. Folgerung 6.12 und Satz 6.6.

FOLGERUNG 6.14. Sei G sternformig beziiglich z, € G.
Die in G stetige KFKV f: G — C sei in G\ {z,} holomorph.
Dann hat KFKV f eine komplexe Stammfunktion.

Beweis. Folgerung 6.11 und Satz 6.9.
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7 Cauchysche Integralformel, Potenzreihen und Differenzier-

barkeitseigenschaften holomorpher Funktionen

7.1 Cauchysche Integralformel und deren erste Verallgemeinerungen

Bedeutung: Holomorphe Funktionen f sind schon durch Vorgabe ihrer Werte auf der Kreispe-
ripherie S(z,,7) in ganz K(z,,r) und damit auf ganz K(z,,r) wohldefiniert.

SATZ 7.1 (Cauchysche Integralformel). f: G — C sei in G holomorph, G offen. Zudem sei fiir
Zo € G bei r > 0 (entsprechend gewdihlt) K (z,,7) C G. Dann gilt ¥z € K(z,,r):

1 f(&)
f(Z) B % /S(z(),r) Edé

Idee:

(&) bekannt

f(z) ,,daraus erklart*

Beweis. Wir halten z € K(z,,r) fest und erklidren die Hilfsfunktion g : G — C durch

10 =1 0, e
' w sonst (§ € G, z# ()

Die Hilfsfunktion g ist offensichtlich in G \ {z} holomorph und in ganz G stetig.
Anwendung von Folgerung 6.14 mit z als Punkt und  K(z,,71) C G bei r < ry liefert:

(2G in Folg. 6.14)
i [ 9-IE
0= /S(Zo,r) s(exe = /Sw) 62 *
(S L
B /S(Zo,r) C _ch f(Z) /S(Zmr) C _ZdC
[ SO, ~
= [ Dlag o). om
(o) € —2 Vgl.?r;nlﬁﬁ

FOLGERUNG 7.2 (Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen).
Sei G C C offen, f holomorph in G sowie K(z,,r) C G. Dann gilt:

1
27

/oznf (zo+re")dt = f(2,)-
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Beweis. Wir nutzen Satz 7.1 mit z = z,, also §{ =z, + re'. Damit erhalten wir:

1 f(¢) 127 f( C )
T f(zo+ ré'
fo) = 2mi /S(Zo,r) C—Zodc - %/ ret! (ire")dr
1 2 )
= ﬁ/0 f(zo+re')dt.

]

SATZ 7.3. G C C sei ein beschrdnktes Gebiet (also offen), dessen Rand dG = U],y:1 Y; aus end-
lich vielen glatten Kurvenstiicken besteht. Die ¥;, j=1,...,N, haben paarweise keine gemein-
samen inneren Punkte. Die ersten yj, j=1,...,0 < N seien keine Schlitzkurven und so orien-
tiert, dass G beim Durchlauf zur ,, Linken* liegt (mathematisch positiv). Weiter sei f : G — C
(KFKV) bei G O G in G total differenzierbar.( d.h. Re f € C'(G) und Imf € C'(G) )

Dann giltVz € G bei z =& +in:

dédn
1 af . dG
[ Folac [ Lo,

Beweis. Wir wihlen r so, dass K(z,7) C G und wenden den GauBschen Integralsatz auf G| mit
G1 := G\ K(z,r) an (auch Stokescher Integralsatz der Ebene genannt), w € C!(Gy) :

owy 8w1} / / T
— dédn d
/G\Kzr [35 an : Z = m xds s

und erkldren die wohldefinierte Funktion

27[1 Z

VC eG = G\E(Z,}’)

8(0) = (@) +in@) = 1°)

C_

Wir arbeiten ganz analog zur ,,Erinnerung an den E>* in 6.1 und setzen zunichst

w= —u] mit rotw = (ﬂﬁ-ﬁ) = —2Ima—§,
an

% & o
beziehungsweise
w= ’ mit rotv_v:@—ﬂzzRea—g.
u &  Jdn o

(Hier haben wir skalare Rotationen.) Wir nutzen den kleinen Trick:

Jd 1
— =0 (da(¢—z)""in G; holomorph),
B C ( C —_ Z) (C ) 1 p
und erhalten nach der Produktregel: a—§ = a—f !
¢ 9¢(E—2)
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Beachten von Definition 3.4 liefert:

20-3|(G-5) (5]

[ dg -
=2 SpOdan=Y | a@ag- [ acra
—

Da f € CL(G) = ’%(C)‘ <M V¢ € G (hier mit Korper K = C), erhélt man mit p = | —z|:

dg
Jiery 561480

Polarkoordinaten r 2 pdod
< lim | M- / pavdp
0 Jo p

r—0
TV

=2rr

=0.

Beachten hier immer bei r — 0 den Start mit G; = G\ K(z, r).
Andererseits erhédlt man (wie in Abschnitt 3.2) wieder standardméafig:

9, L of

Benutzen wir wieder R(-) = ¢(| —z|) = o(&) - |¢

(&) =rf)+ —=(2)- (6 -2) +R(z, 6 —2)

, so folgt:

) g of [ Tz 70 =d,
[ s@ac=ra [ 2= ac()/szr1d<:+ac<>/s(z7r)€_zdc+/S(m ST

=2mi =0 [Intl| < 2mr |Int2|<277:rsup§€5 |G(C)|

Fiir die Abschitzung der Betrige der Integrale nutzen wir hier die Bemerkung 6.2 (v) :

Int1| = / gz ng / |e_2i‘|d(§‘ —27r und
S@zr) € — S(zr)
2| = ‘/ ) dC'<27rr sup |o(C)].
£eS(z,r)

Die Behauptung von Satz 7.3 erhalten wr nun einfach mit oben bei dem Grenziibergang
r—0 . [

FOLGERUNG 7.4. G und dG seien wie in Satz 7.3 . Ist die Funktion f holomorph in G, so
liefert Satz 7.3 wegen

of

¢

eine Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel.

27171 Z
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~

(€

Beweis. Seien dG,G wie in Satz 7.3 und g = u+ iv mit wieder g({) : -

2132+ 3))

—

/ .

] T

V_ du Jdv  formal %1 %2 €3 |
e |, =3E a5 | 4 0 owic
_ % u 0
o l/[_ av 8 u f()]r‘gja] %1 %2 €3
o |, | Z9gtay T g o Y
) —u v 0
Zwischenschritt: -
dg 1 S
o7 = 5 | Tot +irot _
o 2 U )
Damit folgt: |
8 —
2% (¢) =irot || —rot | |
¢ u ,

Einsetzen in das Integral liefert nun schlieBlich:

[ g _
21/Gl£(c)da§dn_/a (m
T . T .
. u Fl(t) ; v FI(Z‘) 1 s
~ Jaa “V (Fz(f)>+ [M] (B(ﬂ)] ||£(f)|d
1

= (url(l‘) —VFQ(I)) +i(vF1 (l‘) +MF2(Z‘)) ||F(t)”ds

u .
+1rot
—v

Jon

aGl
vgl. Def. B - .
= /y:&G1 g(£)d¢ = /7:aGg(C)dC 2mif(z).
Dabei beachten wir wieder, dass 3_% = 3_%(;) F— gilt, weil % ( é ) 00 war

und erhalten:

[ 98
614821 | 2 (@dgan
16)= 3 o209 1 [ 2 Crazan

L&)
f(Z)—Z—m.J;1 ”Ed@

27if(z) :/
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SATZ 7.5. Seien G C C offen und die KFKV f bei f: G — C holomorph in G .
Dann gilt f € C*(G) (im Sinne totaler Differenzierbarkeit).

Beweis. Weil G offen, Elf(zo, r) C G, sowie Dreieck A C G mit z, € A (innerer Punkt).
f(2)—f(z0)
—
f(z

Die Funktion g ist stetig in G und holomorph in G\ {z,}. Wir wenden dreimal Folgerung 6.11

(z) bei z # z,,

bei z = z,.

f
Wir setzen Vz € G : g(z) := 20
0)

an.

Zo ist innerer Punkt: / g(8)dg =0
[eZAN

(nur aufgespalten, jedes Teildreieck hat z,, als Eckpunkt).

Wir schreiben das Integral nun explizit und erhalten:

fe | 2 =

AC—2 N
——
=27i, Satz 7.3 mit f(z)=1

fe) =g [ LY dc:i./cm#dc.

2mi Jon € —z, 2mi — (X0 +iyo)

Damit ist die rechte Seite ein Parameterintegral und somit beliebig oft differenzierbar nach x,

und y,. Stetigkeitsargumente liefern, dass dies auch fiir U(z,) C A gilt.
Alle Ableitungen (unter dem Integral) sind dabei stetig in d A x U. 0

FOLGERUNG 7.6 (k-te Ableitungen holomorpher Funktionen).

Bezeichnen f ®) die k-te Ableitung von f (KFKV) im komplexen Sinne (k € N,), dann liefert
Satz 7.5 das Ergebnis:

Ist fin G C C, holomorph (G Gebiet), dann existieren alle f *) vk e N

(d.h. f ist im komplexen Sinne beliebig oft differenzierbar) und die f *®) sind auf G holomorph.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass f(!)(z) = f'(z) in G holomorph ist.
Zunichst sei z, € G\ {eo}. Dann haben wir, da f holomorph in G (wieder mit f = u+iv):
du v
fl(Zo) = a(xmyo) + la(x07)’o)~
Nach Satz 7.5 haben wir: u,v € C*(G \ {eo}). Differenzieren wir die Cauchy-Riemannschen
DGL nach x, so erhalten wir:

d%u d , d dv d
W()_gcRef N 8y8x() ~ dy
0

Satz von Schwarz

9%y d du d
gl =gsmf =—5-5.0=-5

sowie
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das heift, die Cauchy-Riemannschen DGL sind fiir Re f” und Im f” erfiillt. Da der Punkt [x,,y,]”
beliebig war, das heiBt hier z, = x, +iy, € G beliebig = f’ holomorph (differenzierbar in Um-
gebung).

Bei z, = « € G folgt analog zu oben:

(foT) istin z = 0 holomorph. Anwendung der Kettenregel liefert:

(f'oT)(z) = —2*(f o T)'(z) ist in z, holomorph,
also ist f” in z, holomorph. O

SATZ 7.7 (Cauchyscher Integralsatz in Randform).
Es sei G ein Gebiet, G C C (wie in Satz 7.3) und f : G — C sei auf G C G holomorph.
Dann gilt:

l
Y. [ f(§dg=o.
j=17%i
(Die y; sind hier wieder keine Schlitzkurven.)

Beweis. Wir wihlen z € G beliebig und wenden Folgerung 7.4 auf die Funktion f mit
(&) := f(&)( —z) an. Dann ist offenbar:

J) = J@) [ 1ae =0 bei f0)= p2

BEMERKUNG 7.8. Satz 7.7 kann man unter schwdicheren Vorraussetzungen formulieren.

Es reicht hier sogar: f stetig auf G und holomorph in G.

FOLGERUNG 7.9. Mit Folgerung 6.12 erhdlt man:

Ist G sternformig, G C C und f in G holomorph, dann existiert eine holomorphe komplexwer-
tige Stammfunktion F von f und mit f ist auch F in G unendlich oft (im komplexen Sinne)
differenzierbar. Dabei sind alle Ableitungen beliebiger Ordnung von f bzw. F holomorph in G.

Beweis. Analog zu Folgerung 7.6. [

7.2 Lokale Darstellung holomorpher Funktionen durch Potenzreihen

Wie in Kapitel 5.1 sei & (z,z,) = Z a;(z—2z,)’ mit Konvergenzradius p» = (lim /|a;|)~" > 0.
j=0 o

Mit Satz 7.5 und Folgerung 7.4 wissen wir im Taylor-Sinne:
(a) Mit f sind auch alle Ableitungen f (k) , k € N; von f holomorph, sowie

(b) die Ableitungen f (K) kann man tiber Parameterintegrale (z.B. mit der Cauchyscher

Integralformel) berechnen.
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SATZ 7.10 (Entwicklung holomorpher Funktionen in Potenzreihen). Sei G C C offen,
f+ G — C holomorph, z, € G und K(z,,r) C G.

Dann existiert eine Potenzreihe & (z,z,) mit Konvergenzradius p = r, so dass gilt:
flz)= Z aj(z—1z)!, wobei¥p: 0<p<r.
j=0

Die aj konnen berechnet werden durch:

1 f(&)
Y 2mi /S<zmp> (¢ —Z)f“dc'

Beweis. (Vergleiche Anmerkung vor Satz 6.6)
Bei 0 < p < p < rund |z—z,| < p betrachten wir wieder, bei § € S(z,,p):

o — 7 )
= Z (z Zo). (gleichméBig konvergent als geometrische Reihe).
; 0

Einsetzen dieser Reihe in die Cauchysche Integralformel fiir Kreisperipherie nach Satz 7.1
liefert:

o O, 1 /) -
fla) = %/S(zmp) Edc T 2mi Z [/S(Zmp) mdé (=)

l j=0

Die Koeffizienten sind eindeutig bestimmt. Die Grenziiberginge p — p sowie p — r liefern die
Behauptung, also lokal gleichmiBige Konvergenz in K(z,,r) (Konvergenzradius). [

BEMERKUNG 7.11. Analog kann man die a; durch einfache Differentiation von

1 f& .
%/S(zo,r) Gdé = f(2)

nach z als die iiblichen und wohlbekannten Taylor-Entwicklungs-Koeffizienten ausrechnen.

FOLGERUNG 7.12 (Potenzreihe im Entwicklungspunkt z, = o).

Auch Potenzreihen um oo konnen wir sachgemdf erkldren.
Dazu seien f: G — C (KFKV), G ein Gebiet mit € G und f holomorph in G.
Mit K (0, R) bezeichnen wir den ,,kleinsten* Kreis, so dass C, \ K(0,R) C G.

Dann gilt: V7€ C,\K(0O,R): f(z) = Z l‘-(foT)j(O) = P(z,00).

Die umgeschriebene Reihe

hat den Konvergenzradius rq > R
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Beweis. Satz 7.10 mit der Funktion foT in K(0, ]%) ]

BEMERKUNG 7.13 (Cauchy-Abschitzung).
Fiir die Koeffizienten der Potenzreihe aus Satz 7.10 gilt die Standardabschditzung

. . 1 —
VjeN,: |aj| < 7 hax 1f(0)] = ﬁM(r),

denn wir haben:

1 f(¢) 1 maxgeg(, ) 1 f(C)] 1
—/S df| < — 2mr = —=M(r).

270 Js(z,.r) (€ —z,)/ 11 T 2n ritl rl

BEMERKUNG 7.14. Der Identitdtssatz fiir Potenzreihen liefert:
Die Darstellung der holomorphen Funktion durch &(z,z,), beziehungsweise & (z,0) ist ein-
deutig. Das heif’t, alle Koeffizienten sind durch die holomorphe Funktion f(z) in eineindeutiger

Weise bestimmt. (Hier sind die Entwicklungsstellen immer fix!)

DEFINITION 7.1 (Nullstellenordnung).

Es sei eine Potenzreihe einer holomorphen Funktion & (z,z,) = f(z) vorgegeben.
Wir nennen z, eine Nullstelle der Ordnung k, wenn fiir #(z,z,) = ¥7_oa;(z— 20)7,
beziehungsweise & (z,zo =) = Y. ga;z "’/

k=min{j eN,: a; #0} gilt.
(Es sind hier natiirlich auch Nullstellen O-ter Ordnung zugelassen).

DEFINITION 7.2 (diskrete Teilmenge). Es sei M C (C,, x). Wir nennen M diskrete Teilmenge
von (Cy, %), wenn¥ze M 3U € 1,: MNU ={z}.

ANMERKUNG 7.15. Hdufungspunkt von einer diskrete Teilmenge M kann nur (hdchstens) z, =
oo sein. Diskrete Teilmengen werden wir nutzen, um jeweils Nullstellen und sogenannte isolierte

singuldire Stellen gesondert (lokal) zu betrachten.

BEMERKUNG 7.16 (Prinzip isolierter Nullstellen). Es sei f: G — C holomorph und z, € G
mit K(zo,7) C G (r > 0), f(z0) = a, = 0.
Gilt f| K(eor) # 0, dann existiert U(z,) C G, so dass

VzeU(zo)\{z0}: [fl(z) #0. gilt

Beweis. Wir schreiben

[ = P(ez0) = Y a(c—z0).
J=0

Wiiren alle a; = 0 Vj € N, dann wire f(z) =0 bei z € K(z,,7) (2, ist in diesem Falle eine
Nullstelle der Ordnung o).
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Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Voraussetzung, das heift 3k < oo als Ordnung der Nullstelle

Z, und _ .
Z (z=20) = (z2—20)" Y aryj(z—20)
=k =0 .
=:9(2,20), n;lrt Q(20,20)#0
= Der Standardtrick g(z) := Q(z,z0), §(z0) # O liefert die Behauptung. O

BEMERKUNG 7.17 (Verallgemeinerte Cauchysche Abschitzung). (Vergleiche Bemerkung 7.13.)
Wir betrachten die holomorphe Funktion f: G — C, K(zo,r) C G, r > 0.
Dann gilt fiir z € K(zo,r) mit M(r) := max |f({)]-

€8(z0,7)
() < I I’-M(r)' Vie N,
|f (Z)’—.] (r_lz_zo|)J+1 .] o
Beweis.
_ 1 f(&)
f(z) = i /S ) C_ch (Cauchy-Formel),
das heif3t

() :]_'/ f() d :J_'/ f(&) d
S0 = 2 Szor) (& —2)77! © = 2ni Szor) (€ =20 = (2—20))7"" 3
Mit der Standardabschitzung aus Bemerkung 6.2 (v) folgt:

8 Grundeigenschaften holomorpher Funktionen

8.1 Satz von Liouville, Identitiitssatz

SATZ 8.1 (Satz von Liouville).
Jede auf C holomorphe und beschrinkte Funktion f: C — C ist konstant.

Beweis. Weil f beschriinkt ist, existiert eine Zahl M mit 0 < M < oo und |f(z)| <M Vz € C.

Wir betrachten f(z) im Sinne von
f2) = 2(z,0) =} aj(z—0)/
=0

Radienunabhingig kann man fiir lokal gleichmiBig konvergente Potenzreihen M(r) = M setzen.
Mit Bemerkung 7.13 gilt:

M
|aj| Sﬁv

dasheiBtbei je Nundr - : a;=0VjeN= f(z) =
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SATZ 8.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Ein komplexes Polynom N-ten Grades, N € N:

v (2,20) Za]z Z0)’

hat genau N (komplexwertige und in Vielfachheit gezdhlte) Nullstellen.

Beweis. (Rekursiv)
Wir zeigen: Py(z,0) = ¥ =04 7,2/ hat eine Nullstelle in C, wobei hier Py(z,0) : C — C.
Wire Py(z,0) # 0 Vz € C, dann wire auch die Funktion

1
Py(2,0)’
holomorph. Wir schreiben dies betragsmiflig in der Form

1 1
|2"] ‘): iz

jO]N
ZaJN

das heiBt: hier wire |f(z)| < M, also beschréinkt. Nach Satz 8.1 wire f(z) = const, dies ist
ein Widerspruch zum Polynomgrad bei N > 1. Somit ist die Annahme falsch und es folgt die

flz)= f: C—C

[f (@) =

1
mit im — =0 und lim

-
] oo 2] ] o0 )

Behauptung. 0

SATZ 8.3 (Satz von Morera). Sei f: G — C (G C C,) KFKV und in G stetig. Fiir alle
geschlossenen, stiickweise glatten Wege v, zu denen es einen Kreis K(z,,r) mit :y C K(zo,7) CG
gibt, sei

| 1@z =o
Dann ist f in G holomorph.

Beweis. Zunichst sei z, # . Vz € K(z,,r) werde die Funktion F(.) erklért durch:
@)= [ fQat.
[Z(MZ]

Die komplexe Funktion F(z) ist komplexe Stammfunktion von f(z) und dabei (analog zu Satz
6.6) holomorph in K(z,,r). Der Rest ergibt sich aus Folgerung 7.6. Hier gilt F € C%)(G) im
komplexen Sinne Vk € N.

Analog: z, =0 = foT istin sternféormiger Umgebung von 0 : V(0) holomorph nach oben.
Alle Uberlegungen resultieren wieder analog aus Folgerung 7.6. U

SATZ 8.4 (Identititssatz fiir holomorphe Funktionen). Sei G C C einfach zusammenhdingend
und f: G — C holomorph. Es sei {z;}7_, C G mit

{2k} oes ]; Zo» wobeiVk €N zp # z, undVk € N: f(zx) =0
C

Dann gilt f =0 auf G.
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Beweis. (Unterraumtopologie-Beweis) Wir setzen
G,:={z€G: U(z) CG: f‘U(Z) =0}

und nutzen das Prinzip der isolierten Nullstellen nach Bemerkung 7.16.
Gemil der Voraussetzung gilt z, € G, das heilit G, # 0 und G, ist offen (beziiglich G).

Da G zusammenhingend ist, ist alles gezeigt, falls G(,T“’mc

G, gilt, weil dann G = G, sein
muss.
Wir zeigen, dass

V{w;}721 C Gy Elhmwj wo €G
j=

fiir die Grenwerte immer w, € G, gilt, was wieder sofort mit Bemerkung 7.16 folgt. Damit
gehoren alle Haufungspunkte von G, zu G,, was heiit: G, ist abgeschlossen (beziiglich G).
Mit diesem (Abschluss-)Trick ist G, beziiglich G offen-abgeschlossen, also G = G,,. 0

ANMERKUNG 8.5. Satz 8.4 kann man auch einfach so formulieren:
Hat die Menge der Nullstellen von f einen Hdaufungspunkt in G, dann gilt f = 0 auf G.

SATZ 8.6 (WeierstraBscher Konvergenzsatz). fj: G — C, j € N seien holomorph und { f;}7_,
konvergiere lokal gleichmdpflig (vergleiche Definition 5.1) gegen f : G — C. Dann ist auch f
holomorph mit (lokal gleichmdfig konvergenter Ableitung)

Y =1

Beweis. Holomorphie von f:

li Ydz = li = dz beiACG.

]E;Igo/ fj = ]E)Eo lokal glm. konv. /9 A f(Z) £ “
(Auch den Satz von Morera (Satz 8.3) konnten wir analog nutzen).
Wir zeigen noch lokal gleichmiéBige Konvergenz der Folge der Ableitungen: Hier ist die Funk-
tion f” zunichst als komplexe Ableitung der holomorphen Funktion f wohldefiniert!
Dazu sei K(z,,r) C G, fiir z € K(zo,%) haben wir entsprechend der verallgemeinerte Cauchy-
schen Abschitzung nach Bemerkung 7.17:

r
Sup 1fi(@) = (2)] < BE (Sax |i(6) — f19)]
z > 0,1 N——
ek (zo:3) 2 Jj hinreichend grof3

und damit eine beliebig kleine ,,Majorante*. 0

DEFINITION 8.1 (lokal gleichméBige Beschrinktheit, lokal gleichgradige Stetigkeit).
Vorgegeben sei die Funktionen-Folge { f k},":zl mit f,: G CE" —E" Vk € N bei G offen.

f k};le heifit lokal gleichmdfiig beschrinkt, falls Vx, € G eine Umgebung U (x,) C G und
eine Konstante M = M(U (x,)) existieren, so dass ¥x € U(x,):

If @)llen <M VkeN gil,

{f  }x=1 heift lokal gleichgradig stetig, wenn Vx, € G 3U (x,,) C G, so dass Ve >036(g) >0
mit dem bei beliebigen x, X' € U(x,) mit |x — x'||g» < &(€)

If ()~ ()lln <& WKEN gl
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SATZ 8.7 (Arzela-Ascoli).

{ S k}keN sei eine Funktionen-Folge lokal gleichmdpflig beschrinkter und lokal gleichgradig
stetiger Funktionen (nach Definition 8.1).

Dann existiert eine Teilfolge { f kj} jenvon {f }ren:

. C ,
{J_C kj}]EN {]_Ck}kGN
die lokal gleichmdflig gegen eine stetige Grenzfunktion f, konvergiert.

Beweis. Analysis II, vergleiche z.B. Giinther, Beyer, Gottwald, Wiinsch: Grundkurs Analysis
Band 2, Seite 88ff, beziehungsweise 157/158. O

LEMMA 8.8. Es sei { fi }ren eine Folge holomorpher Funktionen, fi: G — CVk € N,. Sind die
{fi}ken lokal gleichmdifsig beschrcnkt, dann sind die { fi }ren auch lokal gleichgradig stetig.

Beweis. Wir wihlen z, € Gund r > 0: K(z,,2r) C G.
Da K(z,,2r) kompakt, existiert ein M > 0, so dass Vk € N, sowie Vz € K(z,,2r) : |fi(z)] <M.
Mit der Cauchyschen Integralformel gilt nach Satz 7.1 mit 7',z € K(z,,r):

N fi(§)  fi(E) _ b fi(€)-(d—2)
@A = 52| [ (c—z c—z/)dc‘ = 52| o 16619 <

O]

FOLGERUNG 8.9 (Satz von Montel).

Zu jeder lokal gleichmdif3ig beschrinkten Folge holomorpher Funktionen { fi }rew, fi: G — C
existiert eine Teilfolge { fkj} jeN C {fitken, welche lokal gleichmdifig gegen eine holomorphe
Grenzfunktion f, : G — C konvergiert.

{fkj};oZI Tj fO

Beweis. Kombination von Lemma 8.8 (ginge auch mit gleichméfig beschrinkter Ableitungs-
folge), Satz 8.7 und Satz 8.6.
O

8.2 Gebietstreue, Maximumprinzip
SATZ 8.10 (Existenz von Nullstellen).

Sei f: G — C holomorph und K (z,,r) C G. Gilt

|f(z0)] < : m(in )|f(§,')|, so hat f eine Nullstelle in K (z,,r).
€S(zp,r

Beweis. Den Beweis fithren wir indirekt.
Weil nach Voraussetzung 0 < ming¢g(,, | f(&)| gilt, hat f keine Nullstellen auf S(z,, 7).
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Annahme: (o) f hat keine Nullstellen in K(z,,r).
Mit (o) hat dann die Funktionf keine Nullstellen in K (z,,7) = K(zo,7) US(z,,7), woraus folgt,

1 —
dass die Funktion g = 7 wohldefiniert in U(z,) D K(z,,) ist. Zudem ist die Funktion g auch

holomorph in U(z,) D K(zo,7)-
Mit Folgerung 7.2 (Mittelwerteigenschaft), angewandt auf g:

1 21 i )
8(z0) = ﬁ/o g(zo+re)dt, gilt:

1 21
TG~ 86)

< — max
| —2n £eS(zo,7)

1 .
| 1 min 7@

Primitive Abschétzung

Da dies ein Widerspruch zur Voraussetzung von Satz 8.10 ist, war unsere Annahme (o) falsch
und f hat eine Nullstellen in K(z,, 7). O

SATZ 8.11 (Satz von der Gebietstreue).
Es sei G C C ein Gebiet. Die Funktion f : G — C sei holomorph und nicht konstant.
Dann ist f(G) als Bild von G unter f ein Gebiet.

Beweis. Zu zeigen: f(G) € 1, f(G) und hier offen-abgeschlossen (als die einzige offen-

abgeschlossene Menge neben 0).

(o) Offenheit (halbklassisch): Wir betrachten die Frage:
Existiert Vz, € G ein € > 0, so dass K(f(z,),€) C f(G)?

Mitw: |w— f(z,)| < 6 (hinreichend klein) untersuchen wir die Funktion

fw(z) = f(z) —w.

Bei w = f(z,) gilt (mit Satz 8.4): 0= fre)(2) | < min |f(8)—f(z,)]=:2¢.
— £E€S(zp,r) S —
:f(Zo)_f(Zo) :ff<Z())(C)

(Hier nutzen wir auch das Prinzip der isolierten Nullstellen nach Bemerkung 7.16!

Ein solcher Radius r muss existieren, man kann sogar sichern, dass r fix aus einem Inter-
vall entnommen werden kann.)

Wir setzen € = 0 und betrachten w € K(f(z,),€):

min |f,({)|= min )|fw(§)if(zo)|

£eS(zo,r) £eS(zo,r

> i - o) — 0) —
= min 1F(8) = f(zo)| = £ (z0) — W]
>2e—e=¢€>|f(z0) —w|=|fi(z0)|-
Mit Satz 8.10 folgt: f,,(z) hat eine Nullstelle in K(z,, €). Das heifit:
VW € K(f<Z0)78) HZ S K(ZOJF) : f(Z) = W7

beziehungsweise K(f(z,),€) C f(K(zo,r)) C f(G).
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(0o) Abgeschlossenheit:  Sei V Teilmenge von f(G) mit f(G) DV # 0 und zudem offen-
abgeschlossen in 7, N f(G). Die Stetigkeit von f liefert hier V = f(G).

O]

SATZ 8.12. Sei f: G — C KFKV holomorph, f # const, G C C,. Dann gilt fiir alle U (z,) mit
beliebigem z, € G:

IweU(z0):  |f(zo)l <[f(W)].

Beweis. O.B.d.A. sei z, € GNC (ansonsten verwenden wir wieder foT), z,,U(z,) fest. Wir
wihlen K(z,,7) C U(z,) und nutzen die Potenzreihen-Entwicklung von f:

Vz € K(zo,r) : Zajz Z0)). (o)
Sei |z—2z,| = p < r, das heiBt z = z, + pe”, t € [0,27). Damit schreiben wir (o) als:

(absolut und gleichmiBig konvergent). Wegen der Orthogonalitit der {eik’}Z"ZO im Sinne des
L,(0,2m) gilt:

1 21 .
) g fy WP, = Y lalp

Parsevalsche Gl.

Wie beim Satz 8.10: Sei |f(z)| < |f(z0)| Vz € K(20,7), dann gilt:
lao* = |f(z0)* = ¥ |aj|?p* =a;=0VjeN.
=0

Aus dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen (Satz 8.4) folgt f(z) = f(zo) Vz € K(zo,7).
Dies ist ein Widerspruch, da f nicht lokal konstant ist, also folgt die Behauptung. [

ANMERKUNG 8.13 (Lebesgue-Hardy-Klassen).

Ausdriicke der Gestalt (%) nutzt man bei Beschriinktheit des Termes der Form:

p o [ 170+
sup — re
0<r<1 27

als Normquadrat-Definition von Lebesgue-Hardy-Rdume(Klassen) von holomorphen Funktio-
nen auf dem Einheitskreis K(0,1) = {z € C: |z] < 1}.

FOLGERUNG 8.14 (Starkes Maximumprinzip). Sei G C C, und f : G — C holomorph.
Gibt es ein z, € G (und r > 0) derart, dass

V2€K(z0,r) NG [f(2)] < [f(20)]

(beziehungsweise ¥z € GN (C\ K(0,R))), dann gilt f = const (auf G).
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Beweis. Folgt sofort aus Satz 8.12. [

FOLGERUNG 8.15 (Schwaches Maximumprinzip). Sei G C C,, f in G holomorph und stetig
auf G mit G\ G = dG # 0. Dann gilt

max |f(z)| = max | f(2)].

zeG

( G" ist kompakt als abgeschlossene Teilmenge von C,.)

Beweis. (i) f ist eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge, d.h. nach Weierstral3

. . . —7T
wird das Maximum in (bzw. auf) G ° angenommen.

(ii) Bei |f(zo)| = max |f(z)], zo € G = f(z) = const.
z€G”

Damit kann ein (echtes inneres) Maximum: als z, € G nicht existieren.

Analog formuliert man im Sinne der Idee: g = —:

FOLGERUNG 8.16 (Starkes Minimumprinzip). Sei G C C,, f: G — C holomorph. Gibt es ein
Zo € G (und r > 0, beziehungsweise R > 0) derart, dass

Vz€K(20,r)NG: [f (@) =1/ (z0)]
bzw. ganz analog bei o € G: Yz€ GN(C\K(O,R)) : |f(2)| > |f(zo = )|,

dann gilt:f(z,) =0 oder f(z) = const.

FOLGERUNG 8.17 (Schwaches Minimumprinzip).
Sei G C C,, f in G holomorph und stetig auf@ro, dG # 0. Dann gilt:

f hat in G mindestens eine Nullstelle, oder

min |f(z)| = min |f(z)].

2€G 7€dG

FOLGERUNG 8.18 (Nullstellenkriterium).
Sei G C C, G beschrdinktes Gebiet, f - G°=C stetig und auf G holomorph. Gibt es ein z, € G
mit

|/ (20)| < min |£(z)],

z€dG
dann hat f eine Nullstelle in G (vergleiche Satz 8.10).

8.3 Das Schwarzsche Lemma und Automorphismen von K (0, 1)

Erinnerung an 4.2:
iV iv
e’ —e'w e ( )
éﬁ,ﬁ[_ ] M) = S #)

¥ €[0,2m), we K(0,1).
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NOTATION 8.2. Wir setzen
Aut(K(0,1)) :={f: K(0,1) = K(0,1), f biholomorph}.
In Analogie zu Definition 4.8 schreiben wir mit G = K(0,1): Aut(G).
Mit Abschnitt 8.2, Folgerung 8.18 haben wir:
Vf € Aut(K(0,1)) existiert z, € K(0, 1), so dass f(z,) = 0 (oder einfach 0 € f(K(0,1))).
Wir konstruieren zu f eine Funktion g, :
2+z
g,()= =% (w=-2,0=0).

Zoz+ 1

———

8z0 (0)=20
Dann ist fog, € Aut(K(0,1)) mit fog, (0) =0.

BEMERKUNG 8.19. Mit den obigen Ausfiihrungen reicht es aus, Automorphismen zu betrach-
ten, die den Kreismittelpunkt fest lassen, also den Punkt 7; = 0 als Fixpunkt haben.

SATZ 8.20 (Schwarzsches Lemma).
Sei f: K(0,1) — K(0,1) holomorph mit der Fixpunk-Eigenschaft: f(0) = 0. Dann gilt

IFO<1 und VzeK(0,1): [f(z)] <|zl.

Gilt hier | f'(0)| = 1, oder fiir ein z, mit 0 < |z,| < 1: |f(z0)| = |20},
dann ist f eine Drehung, d.h.

Vz e K(0,1): f(z) =€z.

Beweis. Wir setzen

@) bei 0 < |z < 1,
<

8(z) =
£(0) beiz=0.
Dann ist g(z) holomorph auf K(0,1). Bei 0 < r < 1 nutzen wir das Schwache Maximumprinzip
nach Folgerung 8.15 :

= 1
Vze K(0,r), r<1: Z)| < max |g(z)| < -

0.1 6a)| < _max [@)| < 1
(Trivialabschitzung f(z) < 1, |z| = r).

Bei Grenziibergang r — 1 erhalten wir Vz € K(0,1) : |g(z)| < 1 und daraus |f(z)| < |z|.
f(2o)

0

Seinun |f(0)] =1, 0der 3z, : 0 < |zo] < 1: |f(z0)| = |20, dannist [g(z,)| = | | =1, also
nimmt |g| sein Maximum in K (0, 1) an, das heift
|g(zo)| =const=1= f(z) = 0y,

Ist andererseits

f(0)= l@)w = ;g%@ = lim¢(z) = ¢(0),

also |f/(0)| = |g(0)| < 1, mit der obigen Argument folgt wie bei f'(0) = 1 wieder
fla)=e"z. O
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SATZ 8.21. Ist f € Aut(G) mit der Fixpunk-Eigenschaft: f(0) =0, dann ist f eine Drehung.

Beweis. (Mit Satz 8.20.) Es gilt f~!, f € Aut(G), sowie f~!(0) = 0.
Die Anwendung des Schwarzschen Lemmas auf f, ! liefert:

VzeG=K(0,1): |f(z)| <|z|, sowie Vw= f(z) € G: |f1(w)| < |w|.

Durch Einsetzen ergibt sich: Vz € G : [z| < |f(2)| = Vz € G: |f(2)| = |z].
Der Rest folgt wieder aus Satz 8.20. [

FOLGERUNG 8.22. Jedes f € Aut(G) ist eine Mobiustransformation der Gestalt (#).

Beweis. Satz 8.21 und 8.19 (beziehungsweise Vorbemerkungen). Das heif3t

eiﬁ _eiﬂw
Aut(G=K(0,1)) = { My (2) : ¥ € R, \w\<1undé:éﬂw: B :

9 Isolierte singulire Stellen holomorpher Funktionen und die

Laurententwicklung

9.1 Erklirung und Konvergenz der Laurententwicklung
Wir erinnern uns an die diskrete Teilmenge M aus Definition 7.2.

DEFINITION 9.1 (Isolierter singulérer Stellen). Es sei G € 1,, G # 0, sowie f: G\{z,} = C

holomorph, also z, ¢ D(f). Dann nennen wir z, eine isolierte singulire Stelle von f.

DEFINITION 9.2 (Arten isolierter singuldrer Stellen).

Z, sei eine isolierte singuldire Stelle nach Definition 9.1. Wir nennen

(i) zo hebbar oder eine hebbare isolierte singuldiire Stelle der Fkt. f, falls 3f* : G — C,
holomorph mit f* = f auf G\ {z,}. Diese Fortsetzung f* von f nennt man auch ,,ergiinzte

Funktion*.
(ii) z, Polstelle von f, wenn z, nicht hebbar ist und ein N € N derart existiert, dass die Fkt.
2(2) = f(D)(z—2)" VzeG\{zo} ,bzw g(z):=f(z)z N Vz€ G\ {oo} beiz, = oo,

in z, eine hebbare isolierte singuldre Stelle hat (x).
Wir nennen k := min{N € N mit (x)} die , Ordnung der Polstelle z,“ von f und setzen
hier als Indikator ord(f,z,) := —min{N € N mit (x)} = —k.

Polstellen nennt man auch auflerwesentliche isolierte singuldire Stellen.

(iii) z, wesentliche isolierte singuldire Stelle, falls (i) und (ii) nicht zutreffen.
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BEMERKUNG 9.1 (Nullstellen- und Polstellenordnung).

In der Definition 7.1 hatten wir die Nullstellenordnung erkldirt. Im Sinne von Definition 9.2 (ii)
kann man fiir die Nullstellenordnung der Nullstelle z, von f bei

f(2) = P(2.20) = L0aj(z—20)7, baw. f(2) = P (2,20 =) = Liga;z’, auch schreiben:

ord(f,z,) :=min{N € N, : ay # 0}
Diese Schreibweise nutzt man spdter insbesondere beim Satz vom logarithmischen Residuum.

Beispiel 9.1. Zu

(9 E:fl(z),czc,zozo filk)=1
sin(z) _ _ v (=D
= 5(2), G=C, 2 =0 f2<z>—j220(2j+1),zf

(vergleiche Beispiel b) aus 5.2).

1
(ii) f3(z) = (¢ —1), G=C, z, =0, Polstellenordnung 1, ord(f3,z,=0) = —1.
<

1 :
(iii) fa(z) =sin 2 G=C,z,=0; f5(z) =sinz, G=C,, z, =oo.

BEMERKUNG 9.2. Sei z # . Bei |z—zo| < |§ — 20| ist

und fiir |§ — z,| < |z — 2| gilt

1 _ i (8 —z)’
C —Z =0 (Z_Z())j—H
(Trick: geometrische Reihe).
SATZ 9.3. Es sei
R(zo,p1,02) = {2 € C: p1 <|z—20| <p2} (%)

ein Annulus (Kreisringgebiet) mit ,, Mittelpunkt* z, € C bei 0 < py < py < oo und
f: R(z0,p1,p2) — C holomorph.
Dann gilt Vz € R(z,,p1,p2) im Sinne lokal gleichmdifSiger und absoluter Konvergenz:

(i) 0o o
flz)= Zaj(Z_Z())j = ;)aj(Z_ZO)j+ Z aj(z—2z0)

J€zZ. j=—1

mit aj = 1/S Lg)dc VieZ

270 Js(zoi) (€ —20)97]

(ii) Die {a;}jcz sind hier unabhdngig vom gewdhlten r: p; <r < pa.
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Beweis. Wir zeigen zunichst die Radienunabhiingigkeit der Koeffizienten a;.

Dazu betrachten wir einen Annulus um z,: R(z,,71,72) mit p; < r; < rp < p3 (0.B.d.A.) (analog
zu (%)) und IR = S(2o,71) US(z0,72).

Da die Integranden in den a; Vj € Z wegen z, ¢ dR offensichtlich holomorph sind, folgt aus

dem Cauchyschen Integralsatz in Randform, Satz 7.7, sofort

(S h Ay
0=~ fom Tt sy T

damit ist (ii) gezeigt (Radienunabhéngigkeit).
Wir arbeiten nun mit der Cauchyschen Integralformel in der Gestalt von

&)= Zim (/S(zmrz) ]g(_C)ZdC N /S(Zmrl) ?Eidé) 7

bei z € R, das heifit r; < |z—zo| < rp (Folgerung 7.4).

Bei { € S(zp,72) und bei { € S(zo,71) nutzen wir die Tricks mit geometrischen Reihen nach
Bemerkung 9.2. Wir erhalten (wegen der jeweils gleichmiBigen Konvergenz lassen sich Integral
und Summe vertauschen):

_1 (¥ f(&) -
f(Z) - % (JZO </S(z(,,r2) (C _Zo)j+1 dC) (Z_ZO)J

X ([, O€—ac) (;) = 1(2,%).

72— 20)/

Mit von r unabhingigen Koeffizienten ist somit (i) als Darstellung gezeigt.
Einfache Betrachtung der Konvergenzradien liefert:
Mit f(z) = Ln(2,20) + Lu(2,20) hat

In(z.20) = Y. aj(z—20) = Pn(z,2)

den Konvergenzradius rg, > p, und

[

Lu(z,20) = Z a_; v = Py (1,0), bei T =
k=1 (Z_ZO)

1
r;’ﬂH(T,O) S p] < |Z_Z()|-

Also konvergiert f(z) in R(z,, p1, p2). Hieraus folgt unmittelbar lokal gleichmiBige Konvergenz

den Konvergenzradius r g, (7 o) > pil’ das heiB3t

und absolute Konvergenz (geometrische Reihe).

Eindeutigkeit der Darstellung: Sei zweite Darstellung gegeben, dann sind die Koeffizienten
eindeutig (identisch: a; = d; in jedem Index j € Z). Hier nutzt man einfach Beispiel 6.1 und
Bemerkung 6.2 aus 6.1. [

Bei dem obigem Satz 9.3 war z, € C vorausgesetzt worden. Die folgende Bemerkung erklirt
das Vorgehen bei zg = oo.
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BEMERKUNG 9.4 (Laurententwicklung von f in o).

Satz 9.3 kann auch auf die Situation angewandt werden, bei der 7, = o isolierte singuldire Stelle
der in G holomorphen Funktion f ist.

Wir wiihlen hier ein minimales py (als minimalen Radius) so, dass C\ K(0,p;) C G gilt.

Die Funktion f besitzt dann in R(0,py,0) die Darstellung

f@)=Y bz 7+ Y biz/ (iif)
j=0 j=—1
1 .
= =1
mit b 2ﬂl/(0r) f(&)E/dl VjeZbeir>p

DEFINITION 9.3 (Laurententwicklung von f in der isolierten singuldren Stelle z,, Residuum).
Die Darstellungen (i) und (iii) nennt man die Laurententwicklung von f in der isolierten singu-
liiren Stelle z, € C, beziehungsweise 7, = oo.

Bei (i) nennt man

N(2,20) Za,z Z0)’

und bei (iii)
=0

den Nebenteil der Laurententwicklung, sowie

1(2,20) : Z aj(z—2z0)’ bezzehungswezse Ly(z Z bjz ,
j=-1 j=-1

den Hauptteil der Laurententwicklung.
Die Koeffizienten a_1 = (Res f)(z,) im Falle (i) und —b; = (Res f) (o) im Falle (iii) nennt man

das Residuum von f in z,, beziehungsweise das Residuum von f in oo,

ANMERKUNG 9.5. Bei z, = oo wird das Residuum aus dem Nebenteil der Laurententwicklung

genommen. Das Vorzeichen erkliirt sich durch den Durchlaufsinn auf S(0,r).

FOLGERUNG 9.6. Mit der Laurententwicklung kann man sofort anhand der Koeffizienten fol-

gende Aussagen treffen:

Zo hebbar < Ly = 0 (alle Koeffizienten des Hauptteils verschwinden),
Zo Polstelle < Im Hauptteil sind nur endlich viele Koeffizienten von 0 verschieden,

Zo wesentlich & oo viele Koeffizienten in Ly verschwinden nicht.

Fiir die folgende Betrachtungen fixieren wir nochmals die Ideen zur Nullstellen- und Polstel-
lenordnung aus Bemerkung 9.1. Ziel ist hier eine einheitliche Kenngrofle fiir Nullstellen und
Polstellen.
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NOTATION 9.4 (ord(f,z,)).

Es sei z, eine Nullstelle, oder isolierte singuldire Stelle von — f: U(z,) \ {zo} — C.
Wir setzen

(i) ord(f,z,) =N, falls

flz) = i aj(z—20) V2 €U(z,), bw f(z) = i biz Yz €U(zp = ).
j=N J=N

(ord(f,z,) = N € N, ist die Nullstellenordnung von z,, vergleiche Definition 7.1.)

(ii) ord(f,z,) =0, falls z, hebbar und f*(z,) # 0,
sonst, also bei z, hebbar und f*(z,) = 0, nach (i) ord(f,z,) := ord(f*,z,).

(iii) ord(f,z,) = —N, falls z, Polstelle der Ordnung N (vergleiche Definition 9.2 (ii)).

SATZ 9.7 (Laurententwicklung von Quotienten holomorpher Funktionen).

Die Funktionen f und g seien in U(z,) holomorph, z, € C,. z, sei eine Nullstelle von f der
Ordnung N: ord(f,z,) = N € N, und Nullstelle von g der Ordnung M: ord(g,z,) = M € N,.
Dann gilt:

(i) BeiN > M =0 ist ]—C in U(z,) holomorph und hat in z, eine Nullstelle der Ordnung N:
8

ord(f,zo) = ord(g,zo) =N.

(ii) Bei M > 0 hat man die Fille:

(a) N>M > 0=z, hebbar und <J—C) als ergdnzende Funktion hat in 7, eine Nullstelle
8
der Ordnung

0rd(<§)*,z0) —N-M.

(b) N <M =z, Polstelle der Ordnung M — N, das heifst
fo\_ _
ord(=,zp) =—(M—N)=N—M.
8

Beweis. Folgt aus Division von Potenzreihen und der Cauchyschen Produktformel fiir Potenz-
reihen nach Folgerung 5.6 durch direktes Ablesen (wie Polynomdivision, nur ,,einfacher ).
l

9.2 Weitere Kriterien zur Charakterisierung isolierter singulirer Stellen

DEFINITION 9.5 (Ganze Funktion).

Eine auf ganz C erklirte und holomorphe Funktion f : C — C nennen wir eine ganze Funktion.
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NOTATION 9.6 (Ganze rationale und ganze transzendente Funktion).

f sei eine ganze Funktion, wir nennen f ganze rationale Funktion, falls f = Py(z,z,) ein

Polynom N-ten Grades ist.

Andernfalls nennen wir f eine ganze transzendente Funktion (z.B. f(z) = sinz, exp(z),...).

SATZ 9.8 (Riemann).

zo € C, ist genau dann eine hebbare isolierte singuldire Stelle der Funktion f, wenn
AU (zp), M: 0 <M <oo: VzEU(z0)\ {20} gilt, dass |f(z)| <M ist
(f istinU(zo) \ {zo} beschrinkt).

Beweis. Sei z, € C hebbar. Wir setzen U (z,) = K(z,,7) (U(z,) C U(z,))
= (1) = Ln(z,20) = Z aj(Z_ZO)j Vz € U(z)-
j=0

Es ist f* stetig auf U(z,) und U(z,) kompakt = f*(z) ist in U(z,) beschrinkt, also f(z) in
U(z,) \ {zo} beschrinkt (analog bei z, = o).

Sei andererseits | f(z)] <M Vz € U(z,) \ {20}

Wir schreiben lokal f mit der Laurententwicklung:

flz)= Z aj(z— ZO)j + Z aj(z _ZO)j
J=0 j=-1
und haben fiir die Koeffizienten im Hauptteil

1 . |
s o JO€ =z g vjen

I g
(hier 0 < p < r, bei |z —z,| < 1), das heilit
1 . ,
la_j| < %Mp/‘127rp =Mp’ VjeN.

Da nun p — 0 moglich wird, gilt ja_;| =0Vje N
Ganz analog arbeiten wir bei z, = oo. [

FOLGERUNG 9.9 (Satz von Liouville fiir ganze Funktionen).
f sei eine ganze Funktion. Ist hier o = 7, hebbare isolierte singuldre Stelle von f, dann gilt
f =const Vz € C,,.

Beweis. Well f stetig ist, haben wir:
Vr>0: |f(z)| <K@ VzeK(0,r)
7o = oo als hebbare isolierte singulédre Stelle von f bedeutet
< 3K |f(z)| < Kx Vze C\K(0,F)

= |f(z)| ist auf C beschriinkt = (Satz von Liouville) f = const Vz € C. O
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FOLGERUNG 9.10. Die Beschrinktheit von f in U(z,) bei z, € C ist dquivalent zu

lim (z—2z,)f(z) =0 (andere Schreibweise: f(z) = ¢ ( ! )),

=20 — 2o
e lim f(z) ! 0
i -=0.
sowie lim f(z .
SATZ 9.11 (Polstellensatz). Sei z, eine isolierte singuldre Stelle der Funktion f.

Dann ist z, genau dann eine Polstelle, wenn

lim | f(z)] = e

2o

(im Sinne bestimmter Divergenz) gilt.

Beweis. st z, eine Polstelle, so liefert die Laurententwicklung um z,, sofort

lim |£(2)] = e

=20

(Bei z, € C und Polstellenordnung N setzen wir |z—z,| = p soklein, dass f(z) = (z—2o) N P(z,20)
mit |
|P(2,20)] > C1 >0 Vz€K(z,p) = |f(2)] > o (p—0).)

Ist andererseits lim |f(z)| = oo, z, € C, dann existiert
Z—Z20
p>0:VzeK(z,p)\{z0}: |f(2)|>C>0

1
= g = — istin K(z,,p) \ {20} holomorph und beschrinkt. Mit Satz 9.8 ist z, hebbare isolierte

singuldre Stelle von g.

Annahme: N
g(z) = Z bj(z— zo)j mit b, # 0,
j=0

dann hitte f(z) in z, eine hebbare isolierte singuldre Stelle (einfach wieder Reziprokes einer

Potenzreihe). Dies ist aber ein Widerspruch zu

lim |f(z)| =0 = b,=0

2o

(also Polstellenordnung N > 1).
1
z
schon analog zu oben. [

Bei z, = oo muss g(z) = f(=) eine Polstelle in z; = 0 haben. Damit folgt die Behauptung hier

BEMERKUNG 9.12 (Chordale Stetigkeit).
Sei z, € C, Polstelle einer in U(z,) \ {zo} holomorphen Funktion f, dann kann man mit

f(Z) beiz € U(Z()) \ {Z{)}J

o bei 7 = z,,

[ (@)=

eine ergdnzte Funktion definieren. Wir formulieren:
f*(z) ist im Sinne von f*: U(z,) € C, — C, chordal stetig.
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SATZ 9.13 (Casorati-Weierstral). f hat in z, genau dann eine wesentliche isolierte singuldire
Stelle, wenn f(U(zo) \ {zo}) dicht in C ist.

Beweis. Sei z, eine wesentliche isolierte singuldre Stelle.
Wire f(U(z,) \ {2z }) nicht dicht in C, das heit 3¢, € C und € > 0, so dass

VzeU(zo)\{z0}: |f(z)—col>€>0 #

= (f(z) —c,) "' =: g(z) hat in z, eine hebbare singulire Stelle (g ist holomorph in U(z,) \ {z,}
und dort beschréinkt: |g(z)| < 1).
Also gilt

[}

Z (z2—20) = (z2—20)N P(2,20)

mit Q(Z07Z()) §é O, N e Ng.

= f(z) —co = M (hochstens Polstelle fiir l)
T P(22) g
Damit ist 1
(Z — Zo>Nf(Z) = CO(Z — ZO)N + m

also eine Polstelle, oder hebbare isolierte singuldre Stelle und die Annahme (#) folglich falsch.
Das heif3t

Ve, €C, €>03z€U(z0) \ {20} 1 |f(z) —co| <€ (Definition von Dichtheit).

Andererseits ist f in U(z,) \ {zo} weder beschrinkt (also bei f(U(z,) \ {zo}) dicht in C), noch

kann lim |f(z)| = e im Sinne bestimmter Divergenz gelten.
220

= 7, 1st wesentliche isolierte singulédre Stelle von f (analog fiir z, = o). 0

Beispiel 9.2 (Wesentliche isolierte singulidre Stellen).

Die Funktionen sm( ) bei z, = 0 und sin(z), beziehungsweise exp(z) bei z, = oo,

haben die Eigenschaft, dass die Funktionswerte dieser Funktionen in U(z,) \ {zo} dicht in C
liegen.

Insbesondere existiert bei z, = oo eine Folge

{zctier CU(o0) \ {eo}
mit {exp(zx)}7; — 0.

DEFINITION 9.7 (Meromorphe Funktionen). M sei eine diskrete Teilmente nach Definition 7.2
und M C C, weiter sei f: C\M — C holomorph. f habe V7 € M (betrachtet als isolierte

singuldre Stelle) in 7 eine Polstelle. Dann nennen wir f eine meromorphe Funktion.

BEMERKUNG 9.14. Fiir meromorphe Funktionen ist aus der Definition von M klar, dass die
Polstellen von f keinen Hdufungspunkt in C haben.
Meromorphe Funktionen gestatten eine ,, Partialbruchentwicklung “, die oft besser konvergiert

als jede Potenzreihenentwicklung.
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Beispiel 9.3. M =7Z: f = (ncot(n-)) : C\Z — C hat hier ¥z € D(f) die Darstellung:

.
wom =+ T ()=t Lt

< kez\{o}

BEMERKUNG 9.15 (Automorphismen auf C).
Bei G = C gilt:

Aut(G)={f: G—=G: f(z)=az+bVz€C,a#0}
(hier ist Aut(G) analog zu Notation 8.2 erkliirt).

Beweis. (i) Jeder Automorphismus von C ist eine ganze Funktion, das heif3t
Ve Auw(G): f(z)= Zajzj
j=0

mit Konvergenzradius . Wiren nicht nur endlich viele der a; # 0 bei j € N, so wire
Zo = o eine wesentliche isolierte singulidre Stelle von f.
Mit dem Satz 9.13, dem Satz von Casorati-Weierstral3, und r > 0 gilt:

f(U(=)\{e}) = F(C\K(0,r))

ist dicht in C und @ # f(K(0,r)) ist ein Gebiet, also offen.
= f(K(0,r))N f(C\K(0,r)) # 0, dies ist aber ein Widerspruch zur Injektivitit von f.

(if) Analog folgt wieder mit der Injektivitdt von f, dass f in o eine Polstelle 1. Ordnung hat,
das heiBt f(z) = az+b=ajz+a,.
O]

BEMERKUNG 9.16 (formale Ausdehnung zu ,,Automorphismen* auf C,).

Im Sinne von chordal-stetiger Fortsetzung gilt:
Aut(Cy) ={My : C, — C, mit A € GL(2,C)}.

(Vergleiche auch mit Bemerkung 4.14: VA € GL(2,C) ist M (z) biholomorph.)

Beweis. Fiir f(o0) = oo ist die Aussage mit Bemerkung 9.15 offensichtlich.
Bei f(z,) = o und f(e0) = w, ist die Funktion

g'(z) = m Vze C\{z}, &' (z0)=0

aus Aut(C), das heibt g*(z) = cz+d Vz € C. Umstellen nach f liefert die Behauptung. O
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9.3 Der Residuensatz

DEFINITION 9.8 (Wiederholung von Definition 9.3).

Sei z,, eine isolierte singuldre Stelle von f, dann ist

1
(Resf)(z) =a-t und a-yi= 5 /S<ZU,,>cu<zo>f<C)"C7
beziehungsweise bei 7, = oo:
b; 1 /
L 7<><J = = — N R oo :—b = —— d
el =f@=F 7 ¢ Repe)=-bi=-so [ Ea

das Residuum von f in z,.

BEMERKUNG 9.17. y = JG sei eine stiickweise glatte Kurve und Rand des Gebiets G C C,,.
Auf GUIG sei | holomorph mit Ausnahme der isolierten singuléiren Stelle z, € G.

Weiterhin sei 'y so orientiert, dass G zur Linken liegt.

1

Dann gilt: (Resf)(zp) = i /y:aGf(z)dz.

(Man vergleiche hierzu auch den Cauchyschen Integralsatz in Randformulierung, Satz 7.7.)

Beweis. (i) Seiz, € Cund K(z,,r) C G, dann liefert der Cauchysche Integralsatz fiir

G\ K(z,,7) : Oz/yf(z)dz—/s(Z r)f(z)a’z.

Damit folgt die Behauptung sofort aus der Definition.

(if) Sei nun z, = oo, dann folgt die Behauptung aus (i) mit C, \ K(0,r).
Eine zweite Moglichkeit ist das Nutzen der gleichméBigen Konvergenz von L(z,z,) auf

S(zo,r). Durch Vertauschen von Integration und Summation folgt:

dg
1 =27i) .
a—i (/S(zo,r) = i)

(Ablesen aus Laurententwicklung.)

BEMERKUNG 9.18. Einfache Grenzwert-Tricks zur Berechnung von Residuen bei z, € C:
Sofort ablesbar: Hat f in z,, eine Polstelle 1. Ordnung, dann gilt

(Res f)(z0) = lim (z—2,) f(2).
Z—20
Analog gilt bei Quotienten

_8
f_h, g(Zo)%O,

falls z, eine Nullstelle 1. Ordnung von h ist:

(Res )(e) = im (e—) 80 i (50 ) (e = £

2720 h(z) %
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SATZ 9.19 (Residuensatz). Sei G C C, ein Gebiet mit Rand dG = Ul};l Y; (analog zu Satz 7.3).
Dabei seien die ersten y;, j=1,...,4 <N glatte Kurvenstiicke und keine Schlitzkurven.
Weiterhin liege G zur Linken beim Durchlauf der y;, j=1,... L.
fseiinG>D G” holomorph mit Ausnahme der isolierten singuldiren Stellen {zp}’;f:l und bei
o€ Gseio€{z,}7 | CG.
Dann gilt:

Zé:/ dz—2mz Res f)(zp),

=1 =1

wobei natiirlich z, ¢ dGVp € {1,...,m} vorausgesetzt sei.

Beweis. Wir wenden den Cauchyschen Integralsatz in Randform, Satz 7.7 auf

G =G\ E(zp,rp)

1Cs

an, wobei fiir alle z, € C: K(zp,rp) C G mitz, ¢ K(zp,7p) Vg # p gelte.
Bei z, = oo sei dies analog erfiillt. Hier sei formal wieder K(e,r,) = C,\ K(0,p) C G
Wir beachten die Orientierung und erhalten, da f in G| holomorph:

0§ s B ([, m00) ]

mit der Definition des Residuums folgt hieraus sofort die Behauptung des Satzes.

0 beiz, # oo,

Zpy>® .
1 beiz,=oo.

BEMERKUNG 9.20 (Uneigentliche Integrale).
Sei G C C, ein Gebiet mit G D (R, = 0H U{eo})UH, und f: G\ {z/}_; — C holomorph
mit {zl}jlvzl C Hy. f habe in z, = o eine Nullstelle mindestens 2. Ordnung. Dann gilt:

o N
/ f(x)dx =2mi Z(Resf) (z1).
—e° =1

SH(()?p)
KH(O7P)

—p 0 p

Abbildung 3: Halbkreis
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Beweis. Sei p hinreichend groB, dann liefert der Residuensatz, Satz 9.19, fiir Ky (0,p):

P N
/ Fl0)dx + F(2)dz =271} (Res f)(z,).
-p Su(0,p)

=1
Wir zeigen noch, dass

I dz =0.
Jim SH(O,p)f(Z> z

Dazu schreiben wir f als Potenzreihe in co: (Beachte: oo ¢ H.,.)

1
flz) = Z—zgz(z,oo), wobei Vp > p, : | P(z,00)| <M VzE€G: |z] > p, das heiBt

/ z)dz| =
SH ap

Mrn
< — = 0.
p p=e

‘/ if(pe")pedr

Beispiel 9.4.

S| V271
/ dx =
oo 1 x4 2

1
f@zm:;(l—

1
—+t=5—- .)  Nullstelle 4. Ordnung in .
1+i i1
71 = , L) = )
T2 2

1 V2 )-i—1 I=1
’ ( eSf)(Zl) vgl. Bem 9.18 4 ? 8 1—1i 1 =2

Polstellen von f in H, :

Durch Ausrechnen folgt die Behauptung.

9.4 (Unmittelbare) Anwendungen des Residuensatzes

Die Ordnungen von Null- und Polstellen sind bereits bekannt (vergleiche zum Beispiel Notation
9.4 und Satz 9.7)

ord(f,zj) >0, fallsz; eine echte Nullstelle von f und

ord(f,zj) <0, falls z; Polstelle von f ist.
SATZ 9.21 (Satz von logarithmischen Residuum).

Es sei G wie in Satz 9.19, wieder mit G 5 G D G, sowie f(z) #0Vz € G\ G.
f: G — C, sei chordal stetig, dG # 0,

dG = U Vi Y U Vi
Jj=l+1
und die ersten { yf}§=1 seien keine Schlitzkurven. Dann gilt:
f'@, [ @)
——=dz = ——=dz
0 70 = By 70

wobei z), jeweils eine Pol- oder Nullstelle von f ist.

m
=27i Y ord(f,zp),
p=1
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Beweis. f kann in G nur endlich viele Nullstellen haben (in Satz 9.19 hatten wir endlich viele
isolierte singuldre Stellen, welche in G liegen), die chordale Stetigkeit schlieft wesentliche
isolierte singulére Stellen aus.

Argumentation:

Ist z5 = o € G, so kann f in z3 = oo nur eine Polstelle (oder Nullstelle) endlicher Ordnung
haben, das heifit 3U (o) \ {eo} in dem Hauptteil der Laurententwicklung ein Polynom endlichen
Grades ist.

Fiir ein solches Polynom endlichen Grades gibt es in U (e°) hochstens endlich viele Nullstellen
und das verbleibende Restgebiet ist beschrinkt.

Hiitte f dort unendlich viele Nullstellen, so wire f = 0 ein Widerspruch zu |f(z)| # 0 auf G
(vergleiche Voraussetzung).

Nun sei z, € G, z), # o0. Dann gilt Vz € U(z,) \ {2, }:

f(z) =(z—2p)*g(z) mit g(z,) #0, und g ist holomorphin U(z,).
/
Bei k = 0 ist z;, weder eine Polstelle noch eine Nullstelle von f und die Funktion i istin U(zp)

holomorph (im schlimmsten Fall ist z,, hebbar = mit f* alles wie oben, hier ist ord(f*,z,) = 0).
Nun sei k # 0 mit |k| < eo. Wir setzen

$1(2) = 2(0) + (.~ )28 (2

und erhalten Vz € U(z,) \ {2}

(@) =k(z—z)""g1(z) bei gi(zp) #0

(einfach Ableitung umgeschrieben), g1(z) ist holomorph in U(z)).
Wir nutzen diese Darstellung und erhalten (mindestens in U(z,) C U(zp)), dass in U(z,) \ {z,}
gilt:

FQ_, s

f@) 8@ (z—zp)

wobei (vergleiche oben) g—l(zp) = 1und (g_1> holomorph in U(z,) (Grenzwert-Trick, Polstelle
8 8
1. Ordnung).

/
Das Ergebnis ist: 7 hat in z,, eine Polstelle erster Ordnung mit

!

(Res ) =k

Ist z,, eine Nullstelle von f, dann ist k > 0 und ist z,, eine Polstelle von f, so ist k < 0.

Bei z, € G, 7, = = ist alles analog mit
fR)=7"g(2), g(=)#0, f(2)=—ka " Vgi(z) inU(e0)\{}

und g1 (z) = g(z) —2¢'(2)3-
Ergebnis: Vz € U(0) \ {e0}:
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g—l( o) =1 und ( > holomorph in U (o).
8 8
(Res f J(o) =k mit k>0, falls o Nullstelle von f und
f k <0, falls o Polstelle von f.
Das Zusammenfassen der Uberlegungen liefert nun das Ergebnis. [
SATZ 9.22 (Rouché).

Sei G wie in Satz 9.19, f,g holomorph in G. Fiir z € G\ G sei f(z) # 0, sowie |g(z)| < |f(z)|-
Dann gilt
m n
Z Ord(fazp> - Z Ord(f—i_gazq)a
p=1 g=1
wobei die {z,}"_, die Nullstellen von f in G und die {z4}}_, die Nullstellen von f+g in G
bezeichnen. (Storungsinvarianz!)

Beweis. Wir erklidren mit Satz von logarithmischen Residuum, Satz 9.21, die Funktion

2N (A Z/y( )+ Ag(z )))dz fir A € [0,1]. (o)

Argumentation wieder ,,echter Rand*, die Anzahl der Nullstellen von f ist endlich.
Der Integrand in (o) ist stetig in (G \ G) x [0, 1] und N(0) ganzzahlig. Aufgrund der Stetigkeit
ist N(A) ganzzahlig, also N(0) = N(1), beziehungsweise

Y ord(£.2,) = F(0) = Y. ord(f+8.).
p=1

q=1

BEMERKUNG 9.23 (Abbildungsgrad).
Der Satz von Rouché, Satz 9.22, ist ein erstes Werkzeug fiir die Erkldrung und Begriindung der
(Homotopie)-Invarianz des ,,Abbildungsgrades “.

BEMERKUNG 9.24.
Den Satz von Rouché, Satz 9.22, kann man vollig analog fiir zwei Funktionen f und g (anstelle

der Funktionen f und f + g) formulieren. Hier benutzt man dann die Voraussetzung

f(2) = g(2)| < [/ (2)]

auf G\ G.
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10 Der Riemannsche Abbildungssatz

10.1 Homotopie, Zusammenhang, einfache Fortsetzungsstrategien

DEFINITION 10.1 (Homotopie, homotope Wege).
G C C, sei ein Gebiet, Y,,7 : |a,b] — G seien zwei Wege in G mit Y,(a) = v1(a) = z, und
Yo(b) = 71(b) = zp, (Anfangs- und Endpunkte stimmen iiberein).
Wir nennen vy, und 5 homotop in G, wenn 3H : [0,1] X [a,b] — G, H stetig, mit
(i) H(O,) = "o, H(17) =N
(ii) Vs € [0,1] gilt H(s,a) =z, und H(s,b) = zp.

H: [0,1] X [a,b] — G nennen wir eine Homotopie.

BEMERKUNG 10.1 (Homotopie als Aquivalenzrelation).
Offensichtlich wird durch Homotopie eine Aquivalenzrelation erklirt. Homotopie sichert eine

stetige Deformation von Y, in .

DEFINITION 10.2 (Einfach zusammenhingendes Gebiet).
Wir nennen ein Gebiet G C C,, einfach zusammenhdngend, wenn jedes Wege-Paar %, und 7,

die irgendwie zwei Punkte z,,7p in G verbinden, in G homotop ist.
Beispiel 10.1. Einfach zusammenhdingende Gebiete:

(i) C, und C sind einfach zusammenhdiingend.

(ii) Sternformige Gebiete G sind einfach zusammenhdngend.

(iii) Alle G C C, die homdomorph zu einer in C konvexen Menge G sind (vergleiche Defini-

tion 6.5), sind einfach zusammenhdngend.

(iv) Jedes Gebiet G C C, mit dG # 0 sowie dG # {{} € C und dG zusammenhiingenden -
oder sogar geschlossenen dG bei beschriinkten Gebieten, ist einfach zusammenhdingend.

BEMERKUNG 10.2 (Einfach zusammenhiéngendes Gebiet, und in G geschlossene Wege).
Andert man in der Definition 10.2 den Durchlaufsinn von Yy zu Yy, so ist ¥, Uy geschlossen,
beziehungsweise sogar nur der ,,Nullweg“ v : [a,b] — 7z, = 2.

Die stetige Deformation aller Wege nach Definition 10.2 in G (einfach zusammenhdngend) ldisst

sich damit auch fiir in G geschlossene Wege formulieren. (Der Nullweg ist sicher nicht injektiv!)

DEFINITION 10.3 (Freie Homotopie).
Zwei geschlossene Wege ¥,, 71 : [a,b] = G mit yj(a) =¥;(b), j=0,1; nenntmanin G frei homotop,
wenn H : [0,1] X [a,b] — G als stetige Abbildung (freie Homotopie) existiert, so dass

(i) H(O,-) =Y, und H(1,-) = 7, sowie

(ii) Vs € [0,1]: H(s,a) = H(s,D) gilt (geschlossen).
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DEFINITION 10.4 (Nullhomotopie, nullhomotope Wege).
Einen geschlossenen Weg yin G, y: [a,b] — G nennen wir nullhomotop, wenn y frei homotop
zu einem Nullweg 7 : [a,b] — z, € G ist.

FOLGERUNG 10.3 (Einfach zusammenhingende Gebiete).
Ein Gebiet G ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn jeder geschlossene Weg in G

nullhomotop ist.

Yo N
Yo i

Abbildung 4: homotope Wege Abbildung 5: frei homotope Wege

Beweis. Hier als Skizze: (vgl. auch oben). Sei G einfach zusammenhéngend nach Definition
10.2. Kontraktion nach freier Homotopie (weil durch Homotopie in G alle Kurven stetig inein-
ander iibergehen und G, Gebiet mit Rand dG, = ¥, Uy ausfiillen). U

Wir zeigen einige Beispiele aus Beispiel 10.1:
Beweis. Beispiel 10.1:
Zu (ii) G sternformig beziiglich z, € G, ¥ C G geschlossen. Dann erkldren wir durch:
H: [0,1] x [a,b] = G mit H(s,t):=2zo-s+7Y(t)-(1—3s)
eine freie Homotopie, das heif3t alle geschlossenen Wege ¥ sind nullhomotop.

Zu (iii) G konvexe Menge, G| C C, 74,7, € G beliebig, aber fest. ¥, und ¥, als z; und z,
verbindende Wege, nutzen wir zur Erkldrung von:

H: [0, x[a,b] G mit H(s,t):=(1-5)7)+s 7(),

alles bei festem ¢ Strecken in G1. Damit ist alles gezeigt, weil G konvex.
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DEFINITION 10.5 (Benachbarte Potenzreihen).
Es seien (z,z,) und 2(z,71) Potenzreihen mit den Konvergenzradien p > 0 und py > 0.
Wir nennen &2 und & benachbart, wenn K (z,,p) NK(z1,p1) # 0, sowie:

Vz € K(z0,p) NK(z1,p1): P(2,20) = P1(z,21)  gilt.

Beispiel 10.2 (Benachbarte Potenzreihen, Umordnung). Sei &?(z,z,) vorgegeben, 71 € K(z,,p)-
Die umgeordnete Potenzreihe &1(z,z1) ist sicher zu &(z,2,) benachbart.

DEFINITION 10.6 (Potenzreihenkette).

Eine endliche Familie paarweise benachbarter Potenzreihen {;(z,z j)}]jyzl nennen wir eine
Potenzreihenkette (PRK).

Wir nennen eine PRK ,,PRK entlang eines Weges v, y C C, wenn y: |a,b] — C mit

Y(a) = z1, Y(b) = zy und eine Zerlegung Zj,p € 345 (Menge aller Zerlegungen von |a,b])

derart existiert, dass

Z[a,b] Z:{toza,tl,...,tN:b} (l‘j<tj+1, jZO,l,...,N—l),
sowie Y([tj—1,t;]) CK(zj,pj) j=1,...,N

(hier seien p; die Konvergenzradien der & j(z,z;)).

SATZ 10.4 (Einzigkeitssatz Potenzreihenketten).
Es seien {Wj(z,zj)}jjyzl und {Qy(z,z;)}i-| zwei PRK liings eines Weges v in C.
Sind dabei Z(z,71) = Q1(z,21), so gilt auch Pn(z,2v) = Qr(z,21).

Beweis. Nach der Definition der Zerlegung existieren mit der Bezeichnung
Z[a,b} = {l‘,, =f,=a,... i = b} S B[a.,b]

Intervalle mit [t;_1,¢;]N[f;_1,7] # 0. In diesen Indexkombinationen sind &?; und £; benachbart.
(Wire dies falsch fiir ein j und ein /, was nur bei 0 < j,/ auftreten konnte, so fiihrte diese
Annahme zu einem Widerspruch zum Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen, Satz 8.4.)
Damit sind die PRK ldngs v sogar in der Weise verwoben, dass zunichst Q; = Py gilt.
Zudem kann man beide PRK in der Weise mischen, dass man sie in dem Sinne vereinigt, dass
die die Ketten moglichst wenige, das heilt M < min{N,L} (,,VergroBerung*), beziehungsweise
moglichst viele, das heifit M > max{N, L} (,,Verfeinerung*) Elemente enthalten. O

DEFINITION 10.7 (Unbeschriankte Fortsetzbarkeit in G1).

Seien Gy, G, Gebiete in C mit G, C Gy und f, : G, — C sei holomorph.

Wir nennen f, unbeschrinkt in Gy fortsetzbar, wenn entlang jeden Weges v, der in G, beginnt
und in Gy verlduft, eine PRK ldngs 7y existiert.

Man bezeichnet hier das letzte Glied (bzw. die letzten Glieder) der PRK auch als Fortsetzung
von f, in Gi.
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BEMERKUNG 10.5.
Bei PRK lings 'y kann man sich natiirlich auch von den Anfangs- und Endpunkten von 7y in dem
Sinne losen, dass nur 3p,, pp gefordert wird, bei

K(z1,p1) NK(¥(a), pa) # O und K(zy, pn) NK(Y(D), ps) # 0.

SATZ 10.6 (Homotopieinvarianz der Fortsetzung).

Sei f, in G| unbeschrdnkt fortsetzbar, weiter seien Y, und Yy, homotope Wege, mit
2a = Yo(a) = vi(a) und ,(b) = 71 (b) = 2.

Dann gilt: In U(zp) sind die jewiligen Fortsetzungen von f, identisch.

Bezeichnen wir hier die Fortsetzung von f, mit f1, so erhalten wir
fi: H([0,1] x [a,b]) = C mit f1(z) = f,(z) Vze H([0,1] x [a,b])NG,.

Beweis. In G, enthilt jede PRK léngs ¥, mit s € [0, 1], nur verschiedene Darstellungen von f,
in Potenzreihen.

Der Zusammenhang von H ([0, 1] x [a,b]) NG, (stetiges Ubergehen) liefert, dass alle PRK lings
aller Wege aus jeweils benachbarten PRK bestehen. (Probleme konnten nur in G auftreten.)
H: [0,1] X [a,b] — G| ist sicher gleichmiBig stetig (vergleiche Definition von Homotopie).
Wir verwenden nun Zerlegungen Zjg 1] [4,5] € 3[071%[07,7}. Wegen der gleichmiBigen Stetigkeit
von H existieren ¢ > 0, so dass eine PRK lidngs ¥ auch eine PRK lidngs ¥; ist, wenn nur
|s—3| <o <1gilt. O

SATZ 10.7 (Monodromiesatz).
Die Funktion f, sei in G, holomorph und unbeschrinkt in G| fortsetzbar. Ist das Gebiet G
einfach zusammenhdngend, so ist f| als Fortsetzung von f, in G| holomorph.

(f1 nennt man auch die analytische (oder holomorphe) Fortsetzung von f, in Gy.)

Beweis. Mit z, € G, und z;, € G| wihlen wir ¥ als Weg von z, nach z;, in Gj.

Uber PRK lings y setzen wir fi(z;) 1= f(zp) = Z(zp,2,). Nach dem Satz zur Homotopie-

invarianz der Fortsetzung, Satz 10.6, ist fi(z5) = f(z») unabhingig von der Wahl des, z, und

zp verbindenden, Weges 7.

Mit hinreichend kleinem p erkldren wir K (z;,p) C K(zp, pn) und bei § € K(zp,p) 1 P (z,§) als

Umordnungs-Potenzreihen im Sinne der Entwicklung von Z(z,z;,) in { als Entwicklungspunkt.

Damit kann man die PRK bis { verlidngern (vergleiche Bemerkung 10.5). Der neue Weg sei

yYUlz, §] =: v C Gy.

Damit ldsst sich eine neue PRK von z, nach { ldngs y* erkldren. Mit Satz 10.6 und { als

Entwicklungspunkt einer f; darstellenden PR ist f; holomorph in £, dabei ist { € G| beliebig.
]

FOLGERUNG 10.8 (Holomorphe Stammfunktion).
Ist f in G holomorph und G einfach zusammenhdngend, so existiert die holomorphe Funktion

F als komplexe Stammfunktion von f in ganz G.
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Beweis. Wir wihlen beliebigen Punkt z, € G und einen abgeschlossenen Kreis K (z,,7) C G
#). K(zo,r) ist offensichtlich sternférmig. In K(z,,r) existiert F(z) als Stammfunktion von f.
Diese Strategie ist unabhédngig von der Wahl von z, (und im Sinne (#) von r).

Fiir einen beliebigen Punkt z; € K(z,,r) gilt dies analog (z, # z1). Die jeweiligen Stammfunk-
tionen unterscheiden sich nur um additive Konstanten. Damit konnen wir, beginnend mit z, € G,
iiber den Weg 7 jeden Punkt z; € G erreichen. Setzt man nun %, (z,,2,) = 0 und gleicht man
die PRK lings y auf diese Konstante ab, so ist schlieBlich Satz 10.7 anwendbar. O

10.2 Hurwitzsche Siitze, schlichte Funktionen

SATZ 10.9 (Folgen-Nullstellen-Satz).

Es sei G C C ein Gebiet und { f j} ~_, eine Folge von auf G holomorphen Funktionen, wobei die
{fits =1 lokal gleichmdfSig gegen die in G holomorphe (Grenz-)Funktion f # 0 konvergieren
(Weierstraf3). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f hat in z, € G eine Nullstelle der Ordnung k, : ord(f,z,) = k, und

(ii) 3U(z,) C G, so dass fiir fast alle j € N und Ve > 0 3K(z,,€), die Funktionen f; haben
in K(z,,€) CU(z0) C G genau k, (in Vielfachheit gezihlte) Nullstellen.

Beweis. (i) = (ii)
Der Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen, Satz 8.4 liefert:

de,: Vz € K(ZO,SO) CG: f(Z) #0 auff(zmgo) \ {ZO}'

Fir0 <& <eg, 38(e) >0: |f(z)| > 8 Vz € S(z0,€) d.h. bei |z—z,| = &.
S(zo,€) ist kompakt und (wegen lokal gleichméBiger Konvergenz) 3 j, = jo(@) mit:

W2 o il 11(2) D < 5 (V2 S(ewe))

Der Satz von Rouché, Satz 9.22, sichert nun die Behauptung.

(i) = ()
Wir sichern zunéchst die Nullstelle von f in z,. Dazu sein in (ii) € jeweils neu und als
streng monotone Nullfolge gewihlt {g,}~_, — 0.
Wir betrachten die Folge von jeweils aus K(z,,&y,) fix gewihlten Nullstellen {z 1
(, hier nehmen wir immer genau eine der moglichen &, Nullstellen!)

0 m—y 0
{Zj(gm)} — Zos

Offensichtlich ist hier {z?( &) 71 damit Cauchy-Folge mit Grenzwert z,.

Da f stetig ist, gilt nach Auswahl im Sinne des Grenzwertes geschrieben in j(&):

lim zo

](Sm)_>°°

o =7 und lim {5 ) = f(z,) sowie lim fi(d, ) = filzo) ¥ EN

J(&m)—reo J(&m)—reo
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Wir nutzen nun die Stetigkeits- und Konvergenzeigenschaften zur Betrachtung von | f(z,)|.
Dazu seien mit beliebig vorgegebenem 6 > 0: ¢, j(&,) > ¢,(6) und wir erhalten:

£ @)l = 1£(20) = Fiten) (&e,))] <
< f(20) = folzo)l + 1fe(z0) = Fe(@e, )|+ i) = Fitem) @ie,) < 6

dieser Ausdruck wird bei 8 — 0 beliebig klein, d.h: f(z,) = 0 und z, ist eine Nullstelle
von f.
Ganz analog zum 1. Schritt des Beweises ist die Nullstelle z, von f isolierte Nullstelle.
Der Satz von Rouché, Satz 9.22, sichert auch hier die Behauptung. Hier nutzen wir: f, )
hat die Nullstellenordnung k, und somit gilt auch ord(f,z,) = k,.

]

DEFINITION 10.8 (Schlichte Funktion).

Eine KFKV f: G — C nennen wir schlicht, falls f holomorph und injektiv ist (nicht biholo-
morph (surjektiv)).

SATZ 10.10 (Injektivititssatz von Hurwitz).

Es seien G,G C C Gebiete, die Folge {fj};":l schlichter Funktionen, f;j:. G — G, sei lokal
gleichmdfig konvergent gegen f: G — C.

Fiir die Grenzfunktion f gilt dann: f = const, oder f ist schlicht bei f(G) C G.

Beweis.

Die Holomorphie von f folgt unmittelbar aus dem Weierstra3schen Konvergenzsatz, Satz 8.6.
Wenn fiir die Grenzfunktion f = const gilt, haben wir natiirlich keine Injektivitit (auch nicht zu
erwarten).

Nehmen wir deshalb f # const an. Wire f nicht injektiv, so existieren z,,z; € G mit z, # zj
und f(z,) = f(z1) = w,. Wir formulieren den Satz von Rouché, Satz 9.22, als w,-Stellen-Satz
( Satz von Rouché — w,-Stellen-Satz):

Wir betrachten f: G — C mit f(z) = f(z) — w,. Die Nullstellen von f liegen diskret, also
3e,,81 >0 K(z0,8,) NK(z1,€1) = 0 mit K(z,,€,),K(z1,€) C G (ord(f,z,),0rd(f,z;) > 0).
Mit Satz 10.9 (in disjunkten Mengen liegen immer Nullstellen der f;(z) := f;(z) —w,) erhalten
wir unmittelbar einen Widerspruch zur Injektivitéit der f;, somit ist die Annahme falsch und f
ist injektiv.

Ganz analog zeigt man f(G) C G, denn wire ein w; ¢ G mit f(z) = w fiir ein z € G, so
schlieBen wir daraus, analog zu oben, dass wy € f;(G) fiir fast alle j € N, eventuell j > j,, also
ist die Annahme falsch. [

SATZ 10.11 (Biholomorphie schlichter Funktionen).
Es sei G C C offen, f : G — C schlicht. Dann haben wir

If'(z)| >0 VzeG.
Zusatz: G = f(G) ist offen und f~' : G — G ist holomorph mit

(FH(w) = [f/(f_l (w))] - (Standardableitung der Umkehrfunktion). #)
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Beweis. Es ist nur noch |f'(z)| # 0 zu zeigen. (Vergleiche den Satz von der Gebietstreue, Satz
8.11, sowie Satz zur lokalen Biholomorphie, Satz 4.15.)
£~ ! ist wohldefiniert und stetig (auch Satz 8.11).

Wir bezeichnen die Nullstellenmenge von f’ mit

Nf'1={z€G: f'(2) =0}

N[f"] ist diskret (sonst Widerspruch und f = const) und in G relativ abgeschlossen.
Wir wihlen nun z, € N[f'], das heiBt f’(z,) = 0 mit f(z,) = w,. Dann hat

f2):=f(z)—wo Vz€K(z,r)CG
in z, eine zweifache Nullstelle, ord(f,z,) = 2. Hier ist N[f'] K (zo,7) = {z0}-
Wir konnen r so wihlen, dass zu vorgegebenem z; € K(z,,r) mit f(z;) = w; gilt:
0<|wi—wo| < min |f({)].
o=l < min [(0)
Der Satz von Rouché, Satz 9.22, liefert (weil f(z1) # 0):

Der Wert w; wird in zwei verschiedenen Punkten z; # z, aus K(z,,r) angenommen. Das ist
offensichtlich ein Widerspruch zur Injektivitit. [

10.3 Der Riemannsche Abbildungssatz

THEOREM 1.1 (Der Riemannsche Abbildungssatz).

Jedes nichtleere, einfach zusammenhdngende Gebiet G C C, G # C, kann biholomorph auf
K(0,1) abgebildet werden.

BEMERKUNG 10.12 (Eigenschaft der Abbildung im Riemannsche Abbildungssatz).

Die Abbildung ist nach Theorem 1.1 ist konform, G # C (notwendige Bedingung), weil sonst
nach Liowville | f(C)| < 1, also f = const wiire.

Sogar die Randzuordnung dG <> S(0, 1) kann (mindestens stetig) erzielt werden.

DEFINITION 10.9 (Q-Gebiete).

Es sei G C C. Wir nennen G ein Q-Gebiet (Gebiet mit Quadratwurzel-Eigenschaft), falls 0 € G
und fallsN'f : G — C, f holomorph mit f(z) # 0Vz € G eine Quadratwurzelfunktion g: G — C
existiert, das heift Vz € G : f(z) = g*(2).

ANMERKUNG 10.13 (0 € G-Bedingung).

0 € G ldasst sich immer durch simple Translation erreichen:
7€G: y(z)=z—-7=>0<c y(G).

SATZ 10.14 (Einfach zusammenhingende Gebiet - Q-Gebiete).
Jedes einfach zusammenhdngende Gebiet G mit 0 € G ist ein Q-Gebiet.
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/
Beweis. Sei f: G—C,Vze G: f(z) #0. f7(z) ist holomorph in G mit der Stammfunktion

h(z) (weil G einfach zusammenhingend, vergleiche Folgerung 10.8).
Sei z, € G fest mit f(z,) # 0, also existiert w, : exp(w,) = f(zo)-
Wir setzen nun 4(z,) = w, und berechnen:

9 (exp(h(z))\ _exp(h(z)) (., @Y _
(o) -t (re-53) o

=0 =0, weil 2 Stammfunktion

= exp(h(z)) = (const) - f(2)
exp(h(zo)) = exp(wo) = f(zo) = const = 1.

Somit setzen wir schlieBlich g(z) = exp(%h(z)). O

BEMERKUNG 10.15 (Konstuktionsidee).
Weéihlt man f = z—Z mit 2 ¢ G, so gelangt man von G mit der biholomorphen Funktion g,
g: G— Gy, und einer geschickten Mobiustransformation zu My (g(z)) mit beschrdnktem My (g(G)).

LEMMA 10.16 (Abbildung von Q-Gebieten).
Ist G C C ein Q-Gebiet und h: G — G C C biholomorph mit h(0) = 0, so ist auch G ein
O-Gebiet.

Beweis. Nach dem Satz von der Gebietstreue, Satz 8.11 , ist G ein Gebiet.

Mit einfacher Verkettung nutzen wir aus, dass G ein Q-Gebiet ist.

Dazusei f: G — C: f(%) # 0 und mit der Biholomorphie von & gilt (foh)(z) = g*(z),da G
Q-Gebiet ist. Somit hat die Quadratwurzel von f die Darstellung

das heiBt Vz € G: f(2) = (g(h~1(2)))>. O

SATZ 10.17 (Q-Gebiet und K (0, 1)).
Jedes Q-Gebiet G # C kann biholomorph auf K (0, 1) abgebildet werden.

ANMERKUNG 10.18.
Mit Satz 10.14 liefert Satz 10.17 die Aussage des Theorems 1.1 ( Riemannsche Abbildungssatz).
Der Beweis von Satz 10.17 erfolgt iiber die Nutzung der nachfolgenden Lemmata.

DEFINITION 10.10 (Menge Bg ). Mit Bg bezeichnen wir die Menge
BG:={f: G—K(0,1) | f schlicht, f(0)=0}.
LEMMA 10.19. B # 0.

Beweis. (Konstruktiv) Prinzip: Verschieben, Wurzel, Kontrahieren.

Speziell wihlen wir (vergleiche Idee vor Satz 10.14) ¢(z) = z— z, mit z, ¢ G, das heifit
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¢(z) # 0 Vz € G (G # C). Wir erkliren g, analog zu Satz 10.14 und erhalten (ob des einge-
schriankten Argument-Bereiches):

38, = &' C\(22,(G)) D —8,,(G) #0, —g.,(G) Gebiet,

das heiBt Iw,,r: K(w,,r) C —g;,(G) (also im Komplement von g, (G)).

SchlieBlich setzen wir

won) =3 (= ) wen(6) r= g ),

w—w, B 2z,(0) —w,

das heiBit f := yo g, o @ ist Element von B Vz € G. [

LEMMA 10.20 (Dehnungslemma).
Ist G # K(0,1) mit Q-Gebiet G C K(0,1), so existiert eine Dehnung 3 : G — K(0,1), dabei
nennen wir B Dehnung, wenn 3 schlicht mit B(0) = 0 ist, sowie |B(z)| > |z| Vz € G\ {0} gilt.

Beweis. (Konstruktiv)

1.) Schritt: Wir bauen eine Art Gegenstiick zu 3, eine sogenannte ,,strikte Kontraktion“: 8 :
K(0,1) = K(0,1) mit £(0) = 0 und |8&(z)| < |z] Vz # 0.
Wir verwenden My € Aut(K(0,1)) beiAy =A_ ., explizit:

I—K
M = K(0,1).
K'(Z> Kz — 17 K€ (03 )
Hier gilt:
z=(MxoMy)(z) VzeK(0,1), x fix. (o)

Wir setzen g : C — C: ¢(z) := z? (reine Definition) und mit fixem k:
Ri(z) := (M2 0qoMy)(z) (analog) und erhalten sofort:

z=0: MK(O) = K, Q<Z> = K2> MK'2<K2) =0,

also R (0) = 0.

Wir beachten dabei, dass M,M,» € Aut(K(0,1)) und das Schwarzsche Lemma, Satz
8.20: | R (2)| < Iz].

Wire hier in z, # 0 Gleichheit erfiillt, so wire Ky eine Drehung und g € Aut(K(0,1)).

Dies ist ein Widerspruch (da g nicht injektiv), also ist K eine strikte Kontraktion.

2.) Schritt: Wir wihlen x und bauen f3.
Weil G # K(0,1) 3k € K(0,1) mit k> ¢ G. Weil also k> ¢ G: M2(z) # 0Vz € G.
Wir nutzen die ,,Wurzel“ g (vergleiche Satz 10.14) und beachten, dass

(8(0))* = M,2(0) = k> = (£K)*.
Wir wihlen den ,,Zweig* von g so, dass g(0) = k (#) und setzen nun

B =Bk: Bxl(z):=(Mcog)(z) Vz€QG,
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dann gilt Vz € G:

[Definition: M, (z) = q(g(z)) = g°(z)]

2= (R0 Pr)(2) = (My2 0 g0 My 0 My 0g)(z) = (My20g08)(2), (##)
Identitit (J) M
mit (#) gilt

Br(0) = (M 0g)(0) = M (k) =0 (weil g(0) = k (#))

und mit (##) ist By injektiv ((J) klappt nur bei Verkettung bijektiver Abbildungen).
SchlieBlich haben wir noch

1. Schritt

ol =1(RxoBe) (@) < [Bx(2)]:

nach dem Schritt (i). O

LEMMA 10.21 (Menge B¢ - Biholomorphiebedingung).
Sei G # C ein Q-Gebiet und z, € G, z, # 0. Gilt fiir

h € Bg : |h(z0)| = sup{|f(z0)| : f € Bg},
dannist h: G — K(0, 1) biholomorph.

Beweis. Es ist h € Bg, also ist h injektiv. Das Biholomorphiekriterium (Satz 10.11) liefert:
h: G — h(G) C K(0,1) ist biholomorph. Nach Lemma 10.16 ist #(G) ein Q-Gebiet.
Es bleibt nur noch zu zeigen:

G = h(G) =K(0,1). (~)

Wire (~) falsch, dann existierte nach Lemma 10.20 eine Dehnung S, B schlicht.
Wir setzen /1 := B oh (mit h € Bg). Wegen Lemma 10.20 haben wir:

11(z0)| = 1B (h(z0))] > |(zo)l,

dies ist offensichtlich ein Widerspruch zur Auswahl von 4, also folgt die Behauptung. [

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir nun den Riemanschen Abbildungssatz in Form von Satz

10.17, beziehungsweise des Theorems 1.1, beweisen:

Beweis. [Satz 10.17]

Es seien G # C ein Q-Gebiet (jedes einfach zusammenhingende Gebiet ist ein Q-Gebiet),
Zo € G\ {0} beliebig, aber fest und Bg # 0.

Wir setzen

A= sup{|f(z)[: f € Ba},
das heit 3{f;}7_; C Bg (als Supremumfolge) mit

lim | fj(z,)| = 2.
Jj—reo
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Die Folge { f; 7.1 ist als Folge gleichmiBig beschrénkt, weil f i(G) CK(0,1)VjeN.
Nach dem Satz von Montel, Folgerung 8.9, existiert eine Teilfolge {fi};_; C {f;}7.; mit
{fi}_; — h (lokal gleichmiBig in G).

Die Grenzfunktion % ist holomorph mit 2(0) = 0 und & # const (nach Konstruktion).

Nach dem Hurwitzschen Injektivititssatz, Satz 10.10 ist & schlicht, i € Bg sowie h(G) C

K(0,1). Mit dieser Konstruktion liefert Lemma 10.21 die Behauptung:

h(G) = K(0,1).
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11 Erganzungen

Windungs-, beziehungsweise Umlaufzahl
Idee:

Cauchysche Integralformel:

=

/ @d 27mif(z) ,falls z € K(zo,7)
r=Sieon) 6 =2 0 Jfalls z ¢ K(z,,7)

bei z € K(zo,7):

&) v iy
/YU)/U...UyC—ZdC_(me(Z)) N, NeN.
—_—

Nmal

Analog die Umkehrung der Orientierung:
/ S gr — (1) 2mif(2).
y -2

DEFINITION 11.1. Sei y: [a,b] — C geschlossen (mehrfache Umschlingung von Punkten er-
laubt) und z, ¢ y(|a,b]). Wir setzen

. 1 1
ind(7,20) == Z_M/,/C—z dg

als Windungszahl (Umlaufzahl), beziehungsweise Index von vy beziiglich z,,.

BEMERKUNG 11.1. ind(y,2,) € Z, y: [a,b] — C\ {z,}.

Beweis. O.B.d.A. sei g stetig differenzierbar. Wir Erkldren die Hilfsfunktion

o) = exp (— [ Y(V#d) (1(0) ~20).

S) _ZO

g: [a,b] = C (g = const), denn:

¢ =ep (- [T i) (70 +70) =0

(Differentiation Parameterintegral). Vergleiche Definition 11.1:
1 =exp(—2xmiind(7,2,))-

Hieraus folgt die Behauptung (einfach oben mit Faktor — [... =0, eV =1). 0



