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Ubungsaufgaben: Partielle Differentialgleichungen I
Serie 10

Prof. Dr. H.-Ch. Grunau , PD Dr. B. Rummler
Wintersemester 2020/21

Beweisen Sie, dass ein stetiger linearer (Spur-)Operator v : Wi(B;(0)) — L;(9B1(0))
existiert, so dass

Yu € CY(B1(0)) : Ulpp, 0 = V(1) gilt .

Hinweis. Beweisen Sie die Behauptung

W, 0 111 @81 @) < Cllullwis, )

mit Hilfe des GaufBischen Integralsatzes zunichst fiir u € C'(B;(0)) und wenden Sie
anschlieend ein Dichtheitsargument an.

(Abgabe-Aufgabe) Gegeben seien ein beschranktes Gebiet 2 C E™ und eine Funktion
f € Ly(Q). Eine Funktion u € HZ(Q) = W3 (Q) heiBt eine schwache Losung des
Problems

Ay =f in Q,
u=>0 auf 052, (%)
% =0 auf 09,

falls fiir alle Testfunktionen 1 € H2(Q) gilt:

/QAqudgz/wadg.

Man beweise, dass zu jedem f € Ly({2) genau eine schwache Losung u € H2(2) des
Problems (x) existiert.

Hinweis. Betrachten Sie auf dem linearen Vektorraum W3 () das Skalarprodukt

(U, V) g ::/AuAvdg
’ Q

und zeigen Sie, dass dieses eine zu || . ||g2(q) dquivalente Norm induziert.

Sei 2 C E" ein beschriinktes Gebiet. Wir nennen u € H. () eine schwache Oberlésung
fir —Au > 0 in Q, u = 0 auf 99, falls fiir alle nichtnegativen Testfunktionen ¢ €
H!(Q) gilt:

u € HX(Q), /Vu-VzbngO.
Q
Man zeige, dass fiir solche schwachen Oberlésungen stets gilt:

w>0 fi. in Q.

BITTE WENDEN!!!




4) Man beweise, dass die Funktion 7 : (0,00) x E" — E!

1 |||

t,x) = —e a
V(tz) Art)2

2
\

—~

eine Losung der Warmeleitungsgleichung
v — Ay =0
ist.
5) Sein =1 und u(t,x) :1)(%) fir t > 0, x > 0.

(a) Man zeige, dass
Up = Uy, firt>0,2>0

genau dann, wenn
420"(2) + 2+ 2)0'(2) =0 fiir 2> 0
(b) Man zeige, dass die allgemeine Losung von (k)

v(z) = ¢ / e/ tsT2 ds + ¢y
1

lautet.

gilt .

(¢) Man leite v <””—:) beziiglich > 0 ab und man wéhle eine spezielle Konstante ¢,

ou
T

so, dass man fiir 3* = wu, die eindimensionale Fundamentallésung erhalt.
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