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1) Beweisen Sie, dass ein stetiger linearer (Spur-)Operator γ : W1
1(B1(0))→ L1(∂B1(0))

existiert, so dass

∀u ∈ C1(B1(0)) : u|∂B1(0)
= γ(u) gilt .

Hinweis. Beweisen Sie die Behauptung

‖u|∂B1(0)
‖L1(∂B1(0)) ≤ C‖u‖W1

1(B1(0))

mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes zunächst für u ∈ C1(B1(0)) und wenden Sie
anschließend ein Dichtheitsargument an.

2) (Abgabe-Aufgabe) Gegeben seien ein beschränktes Gebiet Ω ⊂ En und eine Funktion
f ∈ L2(Ω). Eine Funktion u ∈ H2

o(Ω) ∼= W2
2,o(Ω) heißt eine schwache Lösung des

Problems 
∆2u = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω,
∂u
∂ν

= 0 auf ∂Ω,
(∗)

falls für alle Testfunktionen ψ ∈ H2
o(Ω) gilt:∫

Ω

∆u∆ψ dx =

∫
Ω

fψ dx.

Man beweise, dass zu jedem f ∈ L2(Ω) genau eine schwache Lösung u ∈ H2
o(Ω) des

Problems (∗) existiert.

Hinweis. Betrachten Sie auf dem linearen Vektorraum W 2
2,o(Ω) das Skalarprodukt

〈u, v〉H̃2
o

:=

∫
Ω

∆u∆v dx

und zeigen Sie, dass dieses eine zu ‖ . ‖H2
o(Ω) äquivalente Norm induziert.

3) Sei Ω ⊂ En ein beschränktes Gebiet. Wir nennen u ∈ H1
o(Ω) eine schwache Oberlösung

für −∆u ≥ 0 in Ω, u = 0 auf ∂Ω, falls für alle nichtnegativen Testfunktionen ψ ∈
H1
o(Ω) gilt:

u ∈ H1
o(Ω),

∫
Ω

∇u · ∇ψ dx ≥ 0.

Man zeige, dass für solche schwachen Oberlösungen stets gilt:

u ≥ 0 f.ü. in Ω.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - – - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Bitte wenden!!!



4) Man beweise, dass die Funktion γ : (0,∞)× En → E1

γ(t, x) :=
1

(4πt)
n
2

e−
||x||2
4t

eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

γt −∆γ = 0

ist.

5) Sei n = 1 und u(t, x) = v
(
x2

t

)
für t > 0, x > 0.

(a) Man zeige, dass
ut = uxx für t > 0, x > 0

genau dann, wenn

4zv′′(z) + (2 + z)v′(z) = 0 für z > 0 gilt . (∗)

(b) Man zeige, dass die allgemeine Lösung von (∗)

v(z) = c1

∫ z

1

e−s/4s−1/2 ds+ c2

lautet.

(c) Man leite v
(
x2

t

)
bezüglich x > 0 ab und man wähle eine spezielle Konstante c1

so, dass man für ∂u
∂x

= ux die eindimensionale Fundamentallösung erhält.


