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1) (Abgabe-Aufgabe) u sei eine glatte Losung der homogenen Wérmeleitungsgleichung

% — Au=0 1in (0,00) x E".

(a) Man beweise, dass fiir A € R
ux(t, z) := u(Nt, Az)
ebenfalls eine Losung der homogenen Warmeleitungsgleichung ist.
(b) Mit (a) beweise man, dass

ou(t, x)

v(t,z) == z-Vu(t,z) + 2t T

eine weitere Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung ist.

2) ¢ : [0, 7] — E! sei eine stetige Funktion mit ¢(0) = ¢(7) = 0. Zeigen Sie die Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung u fiir das Anfangs-Randwertproblem der homogenen
Waérmeleitungsgleichung

ou  0%u
o o= 0, auf (0, 00) x (0,7),
u(O,x) = CP(I ) LS [077T]7

u(t,0) = u(t,7) =0, te (0,00),

mit u € CY([0,00) x [0, 7]) NC>((0,00) X [0, 7]) im Sinne rdumlicher Einschrinkung.
Hinweis. Man setze das Anfangsdatum ¢ ungerade und 27-periodisch als stetige
Funktion nach R fort und benutze den Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf (0, 00) xR.
Man zeige, dass fiir diese Losung gilt: w(t,0) = u(t,7) = 0.

3) Sei Q C E™ ein beschriéinktes reguléires Gebiet, Qp = (0,77 x €2 ein entsprechender
Raum-Zeit-Zylinder und u € CH?(Q7) eine Losung des Anfangs-Randwertproblems:

BITTE WENDEN!!!




Betrachten Sie das zweite Moment der Temperatur des Korpers €2 zur Zeit ¢:

E(t) = Ilult, I
Beweisen Sie, dass fiir jedes 0 < t; <t <ty <T gilt: £(t) > 0 und

to—t t—t1

E(t) < E(ty) =1 E(ty) . 2)

Hinweis. Man studiere £'(t) und £”(t) und zeige

£(t) = 4 / (up)? da
Q
Benutzen Sie die Holdersche Ungleichung, um zu zeigen:
(&'(1)* < EWE" ().

Fiir ¢ > 0 nahe 0 hat man £(t) > 0; fiir diese Zeiten existiert ¢ — log £(t); man zeige
die Konvexitét dieser Funktion und folgere daraus (2) fiir diese Zeiten. Nehmen Sie
nun an, dass eine minimale Zeit to > 0 existiert mit £(t2) = 0 und leiten Sie daraus
mittels (2) einen Widerspruch her.

Uberlegen Sie sich, dass man so fiir das Anfangsrandwertproblem (1) in der beschriebe-
nen Funktionenklasse zumindest Eindeutigkeit riickwérts in der Zeit hat. Ansonsten
ist das Riickwirtslosen der Wiarmeleitungsgleichung schlecht gestellt und meist auch
unmoglich.

Sei ¢ : E® — E! eine beschrinkte stetige Funktion. Sei u : [0,00) x E* — E! eine
beschrénkte Losung des Cauchyproblems
Ou — Au=0 in (0,00) x R* =: R,
u(0,.)=¢ inE"

wobei u € C([0,00) x R™) N C2((0,00) x R™). Man zeige ohne die Verwendung von
Satz 7.8 der Vorlesung:

sup u = sup ¢, inf  u = infe.
[0,00) xR™ R~ [0,00) xR™ R™

Hinweis. Man wihle M > 0, so dass |u| < M. Fiir beliebiges, aber festes R > 0
arbeite man auf [0,00) x Bg(0) mit der Vergleichsfunktion

AMn ([, Jlel?
vhn) = T \ P, ) e



