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1) Betrachten Sie die Funktion ψ ∈ C∞(R) ∼= C∞(E1),

ψ(t) :=

{
e−1/t

2
falls t > 0,

0 falls t ≤ 0.

Zeigen Sie, dass für alle k ∈ N0 und t > 0 die Abschätzung gilt:∣∣∣∣∣
(
d

dt

)k
ψ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ k!

(
2

t

)k
e−1/(4t

2).

Hinweis. Betrachten Sie z 7→ ψ(z) für Re(z) > 0 als holomorphe Funktion. Für
t > 0 betrachten Sie den Weg [0, 2π] 3 s 7→ γ(s) := t + (t/2)eis. Verwenden Sie die
Cauchysche Integralformel. Zeigen Sie, dass

∀x ∈ [−1, 1] :
3 + 4x+ 2x2

(5
4

+ x)2
≥ 1.

2) Betrachten Sie wie in Aufgabe 12.1 die Funktion ψ ∈ C∞(R) ∼= C∞(E1),

ψ(t) :=

{
e−1/t

2
falls t > 0,

0 falls t ≤ 0,

sowie für (t, x) ∈ [0,∞)× E1

u(t, x) :=

{ ∑∞
k=0

(
∂
∂t

)k
ψ(t) x2k

(2k)!
falls t > 0,

0 falls t ≤ 0.

Zeigen Sie:

(a) u ∈ C0([0,∞)× R) ∩ C∞((0,∞)× R). Es gilt sogar C∞((−∞,∞)× R)!

(b)
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 in (0,∞)× R, u(0, x) ≡ 0.

3) Bestimmen Sie in Abhängigkeit vom Anfangsdatum u0 ∈ R das maximale Existenz-
intervall (T−, T+) für das Anfangswertproblem

du

dt
+ u = |u|2u für t ∈ (T−, T+), u(0) = u0.
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Bitte wenden!!!



4) Sei −∞ < t0 < t1 ≤ ∞, ψ : [t0, t1)→ E1 sei stetig. Es gebe Konstanten a ∈ R, b ≥ 0,
so dass

∀t ∈ [t0, t1) : ψ(t) ≤ a+ b

∫ t

t0

ψ(τ) dτ.

Dann folgt:
∀t ∈ [t0, t1) : ψ(t) ≤ a · eb(t−t0).

Hinweis. Zeigen Sie mit Hilfe eines Widerspruchsbeweises, dass für jedes ε > 0 gilt:

∀t ∈ [t0, t1) : ψ(t) < (a+ ε) · eb(t−t0).

5) (Abgabe-Aufgabe) Sei T > 0, f ∈ C1(E1), ϕ ∈ C0
b(Rn). Weiter seien u, v ∈ C0

b([0, T ]×
Rn)∩C1,2((0, T ]×Rn) Lösungen des Cauchyproblems, wie in Satz 9.2 der Vorlesung
konstruiert:{

∂u

∂t
− ∆u = f ◦ u in Rn

T ,

u(0, . ) = ϕ in Rn;

{
∂v

∂t
− ∆v = f ◦ v in Rn

T ,

v(0, . ) = ϕ in Rn.

Zeigen Sie mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas Eindeutigkeit, d.h.

u = v in Rn
T .

6) Sei m > 1 eine feste reelle Zahl. Man bestimme Lösungen u ≥ 0 für die nichtlineare
Gleichung

m
∂u

∂t
−∆(um) = 0, in (0,∞)× Rn,

mit Hilfe des Separations- und Selbstähnlichkeitsansatzes

u(t, x) = h(t)f(ξ), ξ =
‖x‖2

tσ
,

wobei die positive Zahl σ geeignet zu bestimmen ist. Man mache den Ansatz h(t) =
t−nσ/2, leite die gewöhnliche Differentialgleichung für f her und löse diese so, dass
man bekommt:  um(t, x) = t−

n
κ

{
1− γm

(
‖x‖2
t2/κ

)} 1
m−1

+
, t > 0,

γm = m−1
2κ
, κ = n(m− 1) + 2.

In welchem Sinne existiert ∆(umm)?

Man beweise, dass um für m → 1 + 0 lokal gleichmäßig in (0,∞) × Rn gegen ein
Vielfaches der Fundamentallösung der Wärmeleitungsgleichung strebt.


