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1) (Abgabe-Aufgabe) Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet  C E". Sei u eine auf Q
stetige Funktion; wir bezeichnen mit:
1
1 P
B, (u) = (—/|u”dg> |
=g Jo

(a) [1,00) 2 p— D,(u) ist (i.A. nicht strikt) monoton wachsend.

Man beweise, dass:

(b) lim ®,(u) = sup |ul.
pP—o0 QO

2) Gegeben seien ein regulires C2-glattes Gebiet Q C E™ und eine Funktion u € C?(Q)
mit u = 0 auf 9Q2. Man beweise die folgende Ungleichung:

1
Fiir beliebiges € > 0 gilt: / |Vl dz < 5/(Au)2 dx + — / u? dz.
Q 0 45 [¢)

Gilt diese Ungleichung auch fiir u € W3 ,(€2)?

Hinweis. Nutzen Sie die Idee des Beweises der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung in 0.11 .

3) Man beweise, dass eine Funktion u in einem beschréankten Gebiet Q2 schwach differen-
zierbar ist genau dann, wenn sie in einer Umgebung eines jeden Punktes schwach
differenzierbar ist. Hinweis. Benutzen Sie eine geeignete Zerlegung der Eins.

4) Sei —0o < a < b < oo. Zeigen Sie , dass fiir alle u € C'([a, b]) gilt:

1
Hélderkonstante von u zum Holderindex — : [W]coarzayy < U ]Locan),

wobei [u]00,1/2([a b)) 1= sup M
) Zy |CL’ _ y|1/2
7Y

den Holderraum C%'/2([a, b]) eingebettet ist, wobei die Norm auf C%'/2([a, b]) (als lin.
VR) erkldart werde durch:

. Schlieflen Sie hieraus, dass Wi(a, b) stetig in

[ullconrzap = lwllcoqas) + [Wlcorrz(a)-

Hinweis. Zeigen Sie die Ungleichung zunéchst fiir klassisch differenzierbare Funktio-
nen, und arbeiten Sie dann mit Hilfe eines Dichtheitsarguments.

5) Zeigen Sie, dass fiir alle u € Wy ((R?) gilt:
[ullLy@2) < [V ulen (L, @2

Hinweis. Arbeiten Sie zunéchst mit glatten Funktionen, und wenden Sie zweimal den
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung an.



