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Ubungsaufgaben: Partielle Differentialgleichungen I
Serie 5

Prof. Dr. H.-Ch. Grunau , PD Dr. B. Rummler
Wintersemester 2020/21

Wir betrachten noch einmal das folgende Anfangsrandwertproblem fiir die eindimen-
sionale Warmeleitungsgleichung;:

Up — Upe = 0 t>0,z¢€(0,m),
u(t,0) = u(t,m) =0 t>0,
u(0,z) = ¢(x) z € [0, 7).

Sei p € C?([0,7]) und erfiille die Kompatibiltdtsbedingungen ¢(0) = p(7) = ¢”(0) =
¢"(m) = 0. Zeigen Sie, dass das Anfangsrandwertproblem eine Losung

u € C°([0,00) x [0, 7]) N C>((0,00) x [0,7])

besitzt.
Hinweis: Beachten Sie, dass bei k € N die Funktion

v(t, ) := exp(—k*t) - sin(kzx),

die Differentialgleichung und die Randbedingungen erfiillt. Setzen Sie ¢ zuné&chst
ungerade und dann 2m-periodisch als C%-Funktion auf ganz R fort. Betrachten Sie
die Fourierreihe dieser Funktion und finden Sie so eine geeignete Folge (ay)gen, SO
dass die Funktion

u(t,z) = Zakvk(t, x)
k=1
die gewiinschten Eigenschaften hat.

Sei Q C E"(n > 3) offen, z, € 9Q sei Randpunkt und v € C?(Q) N C°(Q) sei
subharmonisch, d.h. —Au <0 in . Aulerdem nehmen wir an, dass

(i) < 0in Q und u(z,) =0, w ist in z, differenzierbar,

(ii) es existiert eine Kugel Br(y) C Q2 mit z, € dBg(y).

Zeigen Sie, dass unter den obigen Voraussetzungen gilt:

ou
a—z@o) > 0.

Hinweis: Man betrachte auf A := Bg(y) \ B,(y) (0 < p < R) die Funktion v.(z) =

8<|£_y1|n,2 — Rnl,2> mit hinreichend kleinem ¢ > 0 und wende das schwache Maxi-

mumprinzip auf w = u + v. an.

BITTE WENDEN!!!
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Sei 2 C E" ein beschréinktes Gebiet, welches im Streifen {z € E": 0 < 21 < d} liegt.
Fiir u € C*(2) N C°(Q) gelte —Au + ¢(z) - u < 0 mit einer Funktion ¢(.) < 0.

(a) Zeigen Sie fir ¢ = —1 unter der Bedingung d € (0,log2) die folgende Ab-
schétzung

sup |ul.

sup u < yi
Q — €7 90

(b) Konnen Sie eine dhnliche Abschéitzung auch fiir ein allgemeines ¢(.) < 0 geben?
Begriinden Sie!

Hinweis zu (a): Betrachten Sie die Félle supg v < 0 und supg u > 0 getrennt.
Im zweiten Fall setze man v = u — supyq u — (€4 — 1) sup,, u und zeige —Av < 0.

Sei @ C E™ beschrénkt und offen. Fiir 7" > 0 bezeichne Q7 den Zylinder (0,7 x 2.
(Zeit-Raum-Zylinder) Gegeben seien eine positiv definite Matrix A = [a;]},—, und
die Fkt. u € C*(Qr) N C°(Qr) mit

- 0%u
V(tz)€Qr:  w(tz)— Y ajrz—a—(tz) > 0. (+)
Zeigen Sie, dass u sein Minimum auf dem parabolischen Rand 0,Q7 := ({0} x Q) U

([0,7] x 0R2) annimmt, d.h.

min_ u(t,z) = min  u(t, x).
(tx)eQr (t.z)€dpQr

Hinweis: Nehmen Sie zunéchst an, dass in (%) die strikte Ungleichung gilt.
Betrachten Sie im allgemeinen Fall u.(t,z) = u(t,z) — e exp(zy).

Betrachten Sie fiir ein beschréinktes Gebiet €2 C E™ und ein Randdatum ¢ : 92 — E!
eine Losung u € C*(Q) des Dirichlet-Problems fiir die Minimalflichengleichung

—div Yu =0 fir x € Q,
V1 19l
U= fiir z € 09.
Schreiben Sie den nichtlinearen Operator L(u) := — div Vu formal als
L+ |IVul [z
linearen Operator L(u)(z) = — > 711 @ k(2)Uqs,q, (x) mit Koeffizienten a;.(z)( die

natiirlich von der unbekannten Losung v abhéngen.) Finden Sie Elliptizitdtskonstan-
ten fiir L(u), die Sie aus der Vorlesung mit den Bezeichnungen A bzw. A kennen.
Zeigen Sie:
Ve e Q: inp < < :
T € min e < u(z) < maxe



