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1) Sei Q C E? ~ C ein Gebiet und es sei u € C*(Q) eine harmonische Funktion.
Gegeben sei auch eine reguldre Kurve v C €2, die ein stetiges Normaleneinheitsvek-
torfeld v(z,y), [z,y]" € v hat. Schlielich gelte:

0
u(z,y) = 8_Z<I’y) =0 firalle [z,y]" €.

Zeigen Sie, dass fiir alle [z, y|T € Q gilt: u(x,y) = 0.
Hinweis. Aufgabe 3.3 und ein Zusammenhangsargument.

2) (a) Sei u : E" — E! zweimal stetig differenzierbar und radialsymmetrisch, d.h. es
existiert eine Funktion 4 : [0,00) — E!, so dass

VeeR":  u(z) = a(||zle).

Beweisen Sie, dass @ € C*([0,00)) und dass mit r = ||z||g~ gilt:

(Au)(z) = (88—:2 + ”’; 1%)@(@.

(b) Sei u : E? — E! zweimal stetig differenzierbar. Man definiere
v(r,p) = u(rcosp,rsing), r>0,¢¢€R.

Zeigen Sie, dass
) 0%v 10w 1 0%
(Au)(r cos @, rsin p) = ﬁ(r, ©) + FE(T’ ®) + T—Qa—(pz(r,w)-

3) Fiir die Bearbeitung von Aufgabe 4.4 diirfen Sie das folgende Resultat ohne Beweis
verwenden.

Satz 4.3 Sei 1 < p < oo und 2 C E™ eine nichtleere konvexe beschrdnkte offene

Menge. Dann existiert eine positive Konstante C, die nur von p und abhdngt, so
dass fiir alle u € C(Q) gilt:

lu = |, @) < ClVull, @)

dabei bezeichnet

BITTE WENDEN!!!




4) Sei ) C E" eine nichtleere konvexe beschriankte regulire offene Menge mit d&ulerer Ein-
heitsnormale v. Fiir ¢ € C*(Q) sei u € C?*([0, 00)x Q) eine Losung der Wirmeleitungs-
gleichung unter Neumannrandbedingungen:

ur — Au =0 in [0,00) x €,

%(t,g) =0 fur (¢,z) € [0, 00) x 01,
v —

u(0,2) = p(z) fir 2 € Q.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle t > 0 gilt:

/QU(t,&) dzz/ﬂ@@(&) dz.

@zﬁ/gso@dg

den Mittelwert von ¢ auf 2. Zeigen Sie, dass es eine nur von ) abhéngige
Konstante C' = C(€2) > 0 gibt, so dass fur alle t > 0 gilt:

(b) Wie oben bezeichne

u(t, .) =2l 0 < e () - 2l

5) Sei f € C°(R") radialsymmetrisch und integrierbar mit [, f(z)dz = 1. Zeigen Sie,
dass fiir jede harmonische Funktion u € C?(R") gilt:

VeeE":  wu(z) = lim u(y) f(z —y) dy.

R=o0 JBp(2) o
Hinweis. Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen.
6) Sei Q C E" offen.
(a) Seiu € C?(Q) eine harmonische Funktion. Zeigen Sie, dass fiir jedes x, €  und
0 < R < dist(z,, 08) gilt:
n

[[Vu(z,)||gn < T sl lu(z) — u(z,)|.

Hinweis. Differenzieren Sie die Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktio-
nen und verwenden Sie den Satz von Gaufl.

(b) Sei u € C*(R™) eine harmonische Funktion. Zeigen Sie: Ist u zudem in ganz R"
beschréankt, so ist « konstant.

(¢) Verwenden Sie die Argumente aus dem Beweis von Teil (a), um zu zeigen: Jede
harmonische Funktion u € C?(Q) ist beliebig oft differenzierbar.



