Teil
Einfiihrung

Klassische Herkunft partieller Differentialgleichungen:
o Naturwissenschaften:

Physik: Mechanik, Elektrodynamik/statik, Quantenphysik, Relativitatstheo-
rie, ...

Chemie: Reaktionsdynamik,

Biologie: Biochemie-Stoffwechsel, Populationsdynamik, Nervensysteme, ...
e Medizin: Modellierung und Simulation von Krankheitsverlaufen.
e Ingenieurwissenschaften (z.B. Materialwissenschaften).
e Mathematik selbst: Differentialgeometrie.
e In neuerer Zeit auch: Wirtschaftstheorie, Finanzmathematik.

Intensive innermathematische Beziehungen bestehen zwischen Differentialgeome-
trie und Partiellen Differentialgleichungen. Diese Differentialgleichungen sind samt-
lich nichtlinear, meist von , kritischem Wachstum®, und erfordern somit schon ein
gewisses Grundwissen und eine Grundvertrautheit mit diesem Gebiet. Entspre-
chend kann der Fokus erst in weiterfithrenden Veranstaltungen auf geometrische
Anwendungen gerichtet werden; hier kénnen wir nur die Minimalflachengleichung
kurz streifen.

In dieser Veranstaltung stehen physikalisch-naturwissenschaftlich motivierte
Modelle im Vordergrund. Entsprechende Kenntnisse werden aber nicht voraus-
gesetzt; der Modellierungshintergrund wird in Abschnitt 1 allgemein verstandlich
erldutert. Viele der dort angesprochenen Modelle ordnen sich direkt in einen ganz
alltdglichen Erfahrungshintergrund ein: Ausbreitung von Schall und Wérme, ein-
fache Grundprinzipien der Elektrizitdtslehre (z.B. Faradayscher Kéfig), Gleichge-
wichte elastischer Flachen (z.B. Trampolin, Musikinstrumente), Minimalflachen
(Seifenhdute), Eigen- (Resonanz-) Schwingungen und Vieles mehr.

0 Der Gaufische Integralsatz

Ein Hilfsmittel, dass schon bei der Herleitung und dann sténdig bei der theoreti-
schen Behandlung von Partiellen Differentialgleichungen eine fundamentale Rolle
spielt, ist der GauBlsche Integralsatz.

Da dieser mitunter wenig vertraut ist, auch als schwierig empfunden wird, und
um schliefflich grundlegende Notationen zu fixieren, soll dieser zunéchst rekapitu-
liert werden.

Sei ) C R™ geeignete, beschrankte offene Menge:



Ziel: partielle Integration fiir geeignete Funktionen f, ¢ : Q — R, mit

af

Q Ox;

gdr =7

Die aus dem Eindimensionalen vertraute Auswertung an Randpunkten wird hier
durch Integrale iiber 0N zu ersetzen sein. Dazu ist der Rand 0 (eine , glatte
Hyperfliche®) zunéchst der analytischen Beschreibung zugénglich zu machen.

0.1 Definition. Sei G C R"™! eine (Jordan-messbare) beschrinkte offene Menge
(der Parameterbereich), so dass 0G eine Nullmenge ist. Die Abbildung

.G >R

sei (gleichméiBig! auf G) Lipschitz-stetig, in G stetig differenzierbar und injektiv.
Weiterhin sei

P(G)NP(IG) = 0.
SchlieBlich gelte die Nichtdegeneriertheitsbedingung

0P
Vte G: Rang(a(t)) =n—1. (0.1)
Dann heift ' = ®(G) abgeschlossene Hyperfliche, F' = ®(G) (relativ in F)
offene Hyperfldche.

Bemerkung: G ist nicht als zusammenhéngend vorausgesetzt, lings 0G bzw. (0G)
konnen zusammen auch verschiedene Teilstiicke verklebt werden.

Somit fallen auch ,stiickweise* glatte Hyperflichen unter Definition 0.1. Man
denke an G, das aus sechs disjunkten Quadraten besteht, die vermittels eines
geeigneten ¢ zu einem Wiirfel zusammengesetzt werden.

Auch ®(G) muss nicht zusammenhéngend sein.

0.2 Definition. Seien zs,...,x, € R”, dann definieren wir das Kreuzprodukt
Z2=2x9 X ... X x, €R" durch

z = (=1)y"*tdet(xy, ..., z,) i-te Zeile streichen

= det(e;, za, ..., z,) i=1...n.
Bemerkung: Fiir alle x € R™ gilt nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz
T (T X oo X wy) = (2,9 X ... X ) = det(z,xq,...,2,).

Hierdurch ist das Kreuzprodukt eindeutig charakterisiert. Insbesondere ist xy X
coo X Xy Lospan(zo, ... xy).

Es gilt: xo, ..., x, linear abhéingig < z = 0. Fir S € SO(n) gilt: Szyx ... x Sz, =
S(xgX...xxy,). Man kann zeigen, dass |z| die Bedeutung des (n—1)-dimensionalen
Volumen des von x,, . . ., x, aufgespannten Parallelepipeds hat. z, xo, ..., z, bilden
ein Rechtssystem, sofern xs, ..., z, linear unabhéngig. Das Kreuzprodukt ist mul-
tilinear und alternierend, aber nicht assoziativ. (n = 3, z.B. Jacobi-Identitét).
AuBerdem gilt (Ubung, liegt nicht auf der Hand):

2 = det((@, )T 0 (2, ., 22))
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0.3 Definition (Tangentialhyperebene, Einheitsnormalenfeld). Sei ® : G — R®
wie in Definition 0.1, ' = ®(G) eine Hyperfliche. Die Tangentialhyperebene

anxz = ®(t) € F (t € G) wird durch g—fi(t), ce affil (t) aufgespannt:

n—1
P
r+T,P(G):=x+ {Zaig—t(zﬁ)]ai eRyi=1,...,n— 1}
i=1 L

Ein Einheitsnormalenvektorfeld v : ' — R™ an F' in z = ®(t) wird gegeben

durch
1 a—(I)(t) X X oo
(t) x ... x 22 (t)| Ot T Oty

615”71

(t).

v(z) = )
oty

Bemerkungen: Die Nichtdegeneriertsheitsbedinung (0.1) stellt die lineare Unab-

héngigkeit der Tangentialvektoren und damit g—fz(t) X ... X a?,,qil (t) # 0 sicher.

Hinsichtlich Umparametrisierungen gilt: Ist ¥ : D — G bijektiv, Lipschitz-

stetig, ¥ : D — G ein Diffeomorphismus, so erhédlt man mit ¢ o ¥ eine andere
Parametrisierung derselben Hyperfliche. Die mit Hilfe von ® o ¥ bestimmten Tan-
gentialvektoren werden sich i.A. dndern, aber es gilt:
Der Tangentialraum z + T, (® o V) (D) = x + T,,(®(G)) ist invariant; das definierte
Einheitsnormalenfeld ist evtl. bis auf Vorzeichen invariant. Man erhélt dasselbe
Vorzeichen, wenn ¥ orientierungserhaltend ist, d.h. wenn fiir alle s € D gilt:
det(%%(s)) > 0.

Spezialfall eines Graphen:

D(xy, ... 1) = (21, Tp1, 0(21, - - ,xn_l))T.

Tangentialvektoren:

9
@+@ﬁWWQ5§F,i:1mn—L

Einheitsnormalenfeld:

_ (! 2 ) T
v(r) = N wnfl)\2(_3_ﬂi(xl’ ey L), S (T1,. .y Tp1), 1)

Beranden Hyperflichen beschréankte Gebiete 2 C R”, so erhélt man in der
Regel”“ mit dem ,,dufleren Einheitsnormalenvektorfeld eine natiirliche , Orientie-
rung® fiir die Hyperflache 0€2. Diese Orientierung wird sich als grundlegend fiir die
Flussintegrale im Gauflschen Satz herausstellen.

0.4 Definition. Sei {2 C R” eine beschriankte offene Menge, xo € 0f2. Nahe x sei
0N) eine Hyperfliche, d.h. es gebe ® : G — 90 gemif Definition 0.1, G > ty —
xo = P(to). Wir nennen einen Vektor v(zy) duleren Einheitsnormalenvektor
an 0f2 in z, falls gilt:

o |v(xo)l =1;

o v(rg)lT,,00,dh.Vj=1,...,n—1: v(xg)- g%:(to) = (v(xo), %(to» = 0;
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e 75 > 0:

- s€(0,0) = 20 + sv(zo) ¢ €,
- s€(=6,0) = xo + sv(xg) € Q.

0.5 Definition. Wir nennen ) C R” ein regulires Gebiet, falls gilt:
(1) €2 ist ein beschrianktes Gebiet;

(2) 09 ist eine abgeschlossene Hyperfliche, d.h. es existiert @ : G — R" gemiB
Definition 0.1, so dass ®(G) = 9€;

(3) es existiert ein stetiges (globales) dufleres Einheitsnormalenvektorfeld v :
®(G) — R™ im Sinne von Definition 0.4.

Bemerkung. Auf ®(0G) muss v nicht existieren; hierbei handelt es sich aber auch
um eine ,,(n — 1)-dimensionale“ Nullmenge.

Existenz eines dufleren Einheitsnormalenvektors bedeutet, dass 0€) dort glatt
ist und 2 auf einer Seite von 02 liegt. Bis evtl. auf Vorzeichen stimmt der dufere
Einheitsnormalenvektor mit dem v(zy) aus Definition 0.3 iiberein. Wir werden in
der Regel nur reguldre Gebiete, d.h. insbesondere Gebiete mit einem globalen ste-
tigen duBeren Einheitsnormalenvektorfeld betrachten.

Zur Integration auf Hyperflichen:

0.6 Definition. Sei ®(G) mit ¢ : G — R™ eine Hyperfliche wie in 0.1, weiter sei
f: ®(G) — R eine stetige Funktion. Dann definiert man das Oberflacheninte-
gral von f auf ®(G) durch

[ s = [ s \/det((%i)(t))%(%—f(t»)dt

0P
= [ @G0 x o x (ol

wobei det((%—?(t))T o (%—‘f(t))) die Gramsche Determinante ist.

Bemerkung: Die Wohldefiniertheit gegeniiber Umparametrisierungen ¥ : D — G
zeigt man mit Hilfe der Transformationsformel. Hierfiir ist die erste Definition
geeigneter.

Im Spezialfall von Graphen ®(xy,...,2,1) = (1, ..., Tp_1,0(T1,. .., Tp_1))
erhélt man mit der Abkiirzung =’ = (x4, ..., 2,_1) insbesondere:

/de /fxw N VIT V(@) Pde.

0.7 Satz (GaufBischer Integralsatz). Sei Q) C R" ein regulires Gebiet mit dufe-
rer Finheitsnormale v. Sei f : Q0 — R™ ein (in einer offenen Umgebung von $2)

stetig differenzierbares Vektorfeld. (Schreibweise: f € C1(Q,R™).) Dann gilt
| @) v@)ase) = [ (fav@)dsta) = [ divifa) do
80 o(G) Q
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0.8 Folgerung. Sei Q C R™ requlires Gebiet, v dufSere Einheitsnormale an 0S2:
(a) Sind f,g € CY(Q,R), so gilt firi=1,...,n:

| sz @atads = [ fgmte)ise) - [ @@ dn

8%’,’

(b) Sind f,g € C*(Q,R), so gilt die Greensche Formel:

Af@e@ dr= [ (L) - L@y ) dse)
/Q /39 (81/ ov
-+/£f@ﬁAg@ﬁdm

Daber bezeichnet of
5, @) = (Vf(2),v(2)) (2 € 2(G))

die duflere Normalableitung von f in x.

Verschwinden die Integranden in einer Umgebung von 0f), so kann man die
Beweise der vorhergehenden Regeln mittels des Satzes von Fubini in Quadern
direkt auf eindimensionale partielle Integration zuriickfithren. Auflerdem entfallen
die Randintegrale und damit die Glattheitsanforderungen an 0€2. Um diese Regeln
geeignet formulieren zu konnen, sei kurz errinnert:

Sei 2 C R" offen; fiir f € C°(Q) heiBt

supp(f) := {x € Q|f(z) # 0}

Trager von f,

Co(2) = {f € C°() : supp(f) kompakt ,supp(f) C 2}
= {stetige Funktionen mit kompaktem Tréger in Q}.

Man schreibt auch: f € CJ(R2) & f € C%(Q) und supp(f) cC Q. Fiir f € CJ(Q)
hat man durch triviale Fortsetzung auch f € CJ(R"). Entsprechend definiert man
die C%(Q) und C5°(92)-Réume.

0.9 Satz (Trivialvariante des Gauflschen Satzes). Sei 2 C R™ offen.

(a) Fiir f € C§(Q,R™) gilt:
!Amwﬂ@ymzo

(b) Fiir f € CHQ,R),g € C*(Q,R) gilt:
of

q 0z

g(x)dr = — /Q f(x)gxgZ dzx.
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etc.,etc. ...

0.10 Beispiel (Faradayscher Kifig). Sei Q C R" ein regulires Gebiet, u € C?(Q)
erfiille:

—Au(z) = 0 (x € Q),
ulx) = 0 (x € 09).
Dann gilt: u(z) =0 in Q.
Beweis. Geméfl den Voraussetzungen und dem Gauflschen Satz erhalten wir:

0 Ou
0 = —/ﬂAu(m) u(z) Z/@%@xz (x)dx

Energletrlck'

ou au
N _Z o0 axz ) dS +Z/ axzamz

>0, stetig

Fiir diese Umformungen ist wesentlich, dass man die euklidische Norm | . | verwen-
det. Es folgt Vz € Q: Vu(x) = 0. Da 2 ein Gebiet ist, ist u in  und damit in
konstant. Da wjpq = 0, ist somit u(x) = 0 in €. O]

Bemerkungen. Mathematisch ist der vorhergehende Satz eine Eindeutigkeitsaus-
sage fiir das Dirichletproblem —Au = f in Q, u = g auf 99 in C?(Q). Hiitte man
némlich zwei solcher Lésungen u; und ug in C2(Q), so wiirde fiir die Differenz
u = up — ug folgen: —Au = 0 in 2, v = 0 auf 9€2. Der vorhergehende Satz ergibt
u =0, d.h. u; = us.

Physikalisch kann man den Satz als das Prinzip vom Faradayschen Kéfig inter-
pretieren. Das elektrische Potential u in € wird, sofern in  C R? keine Ladungen
vorhanden sind, durch —Awu = 0 in € beschrieben. Mit v = 0 auf 92 modelliert
man, dass der Rand von €2 aus Leitern besteht, die — bei mehreren Komponen-
ten von 0f) — leitend miteinander verbunden werden. Der Satz besagt dann, dass
nach €2 von auflen kein Feld eindringen kann. Elektrische Felder kann man ab-
schirmen; diese Erfahrungen hat jeder schon einmal mit Mobiltelefonen, Radios
etc. in Stahlbetongebduden gemacht. Die elektrische Feldstéirke E ergibt sich aus
dem elektrischen Potential durch £ = —Vu und ist ein MaB fiir die wirkenden
elektrischen Krifte.

Es folgt eine weitere grundlegende Anwendung des Gaufischen Satzes, in der
fiir eine Funktion f : 2 — R mit Nullrandbedingungen fjapo = 0 aus der Kenntnis
der Ableitung in €2 eine Abschéatzung fiir f selbst folgt:

0.11 Satz (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). Sei Q C R™ ein regulires Gebiet,
1 <p < co. Dann existiert eine Konstante C = C(n,p,diam(S2)) derart, dass fiir
alle stetig differenzierbaren Funktionen f:Q — R mit floq = 0 gilt:

| fllze @< C || Vf o= C | IVf] lLr )
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Beweis. Wir beschrénken uns auf den Fall p > 1; 0.B.d.A. f(z) #0, 0 €

p — 1 - a . p
e = [ U@k a=03 [ Graep

fur p>1 st.diff’bar

1 - p—2 af
o ) ) e

{II

0.8

p -1

< 2 PV f|d

< 2l W@rvsids

Csu <diam(Q)
p . -1

< 2 diom(@) || £ 5oy 1971 o

Holder T

Kiirzen von || f ||’£;(1Q)7é 0 zeigt die Behauptung. O

Fiir spétere Zwecke formulieren wir noch einen gegeniiber (0.5) verschérften
Glattheitsbegriff fiir Gebiete:

0.12 Definition. Sei 2 C R” ein reguldres Gebiet, m € N. Wir sagen, dass
01 € C™ ist, falls zu jedem xq € 02 eine offene Umgebung U von g, eine offene
Menge V' C R™ und ein C"™-Diffeomorphismus ® : U — V existieren mit:

dUNQ) = Vn{zeR" z, >0}
UNIN) = Vn{xeR" x, =0}
oU\Q) = VNizeR"z, <0
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1 Modelle

Man beachte, dass die unbekannte Funktion oft - unabhéngig von ihrer physikali-
schen Bedeutung - mit u bezeichnet wird.

1.1 Massenerhaltung, Kontinuititsgleichung

Die Dichte eines i.A. kompressiblen Gases oder einer Fliissigkeit werde durch
beschrieben; der Einfachheit halber:

u: R xR 53R
Zeit Ort

stetig differenzierbar. u(t, x) - Dichte zur Zeit t am Punkt x. Wir betrachten ein
beliebiges, aber im Folgenden festes ,, Testvolumen® € C R3, dabei sei € im Sinne
des vorhergehenden Abschnitts ein reguldres Gebiet. Masse, die zur Zeit t in €2

enthalten ist:
/ u(t, z) dz.
9]

Die Anderungsrate hiervon soll auf zwei verschiedene Weisen bestimmt werden.

0 0
a \/KVZ U(t, ZE) dZL’ parameterab:h, R-Integral /g; aﬂ(t, IL‘) dlE (11)

Zum Anderen ist der Teilchenstrom (Masse pro Zeit), der in € eintritt:

/u(t,m)(v(t,x), —v(x) )dS(x). (1.2)
o0 ~——

innere Normale

Dabei miissen wir annehmen, dass die Stromungsgeschwindigkeit v(¢, z) der Teil-
chen, die sich zur Zeit ¢ im Punkt x befinden (Euler-Koordinaten), durch eine
stetig differenzierbare Abbildung

v:R xR = R
beschrieben wird. Das Gesetz von der Massenerhaltung ergibt:

Anderung der Masse in Q = Massenfluss durch 99
Term (1.1) = Term (1.2)

= fo Grult o) de = = g (ult.2)o(t.7) v(a)) dS(a) = = f,div(un) de

Massenflussvektor
= [o(%(t, ) + div(uv)) dz = 0.

Da diese Identitéit fiir beliebiges regulires 2 C R? gilt und da der Integrand als
stetig vorausgesetzt wurde, folgt daraus (!I!):

V(t,z) € R x R?: %(t,x) + div(uv) = 0. (1.3)
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Dieses nennt man eine Kontinuititsgleichung. Man vgl. auch 1.6. Diese Glei-
chung ist ,,nicht geschlossen“: 4 Unbekannte, 1 Gleichung! Eine Moglichkeit, dieses
System abzuschlieflen, ist die Kenntnis eines , konstitutiven Gesetzes*:

v=f(u)

mit einer
- geeigneten Funktion: f: R — R? (lokal);
- geeigneten Abbildung: [:C'R xR} R) — CY(R x R? R?) (nichtlokal).

In realistischen Situationen wird Letzteres der Fall sein und die Abbildung f ist
gegeben als Losungsabbildung z.B. des Navier-Stokes- oder Euler-Systems. Wir
betrachten im Folgenden einige Modellfille, in denen man die erstere Situation
annimmt.

1.2 Die einfachste partielle Differentialgleichung erster Ord-
nung

Wir gehen von der Kontinuitétsgleichung (1.3) aus und nehmen an, dass ein fester
Vektor b € R3 existiert, so dass

V(t,r) e R x R?: v(t,x) =b.
Dann wird aus (1.3):
Ut(t, l’) + <b7 VU’(t? Z‘)> =0,

alle Teilchen bewegen sich mit derselben konstanten Geschwindigkeit. Diese Glei-
chung kann man in R™ schreiben, man kann inhomogene Terme hinzufiigen (Teil-
cheninjektion/Absaugung, theoretisches Interesse); auflerdem ist von den gewthn-
lichen Differentialgleichungen her bekannt, dass Probleme erst durch Hinzunahme
z.B. von Anfangsbedingungen , wohlgestellt“ werden. Formulieren wir also unser
einfachstes Anfangswertproblem:

Gegeben seien b € R™, , hinreichend glatte“ Funktionen

FiRxR" R

und
p:R" = R.

Gesucht ist u € C'(R x R",R) als Losung von:

u+ (b,Vu) =f inRxR",
uw(0,.)=¢ inR™
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1.3 Die reibungsfreie Burgers-Gleichung

Einfachste nichtlineare Modellgleichung, bei der man ,,Schockbildung® studieren
kann. Wir basieren wieder auf der Kontinuitédtsgleichung (1.3).

Idee: Eindimensionales Gas, Bewegung nur nach rechts.

Annahme fiir konstitutives Gesetz: v = a - u bzw. (0.B.d.A, Skalierung!!!) v = Ju,
Teilchen entfliehen einander in Regionen geringer Dichte.

Beachte (u?), = uu,; mit dieser Annahme wird (1.3) bei Vorgabe eines geeigneten
Anfangsdatums ¢ : R — [0,00):

up + u, =0 in (0,00) x R,
(1.5)

u(0,z) = ¢(x) fir x € R.

1.4 Gleichung der eingespannten schwingenden Saite, Wel-
lengleichung

Wir betrachten die Schwingung einer elastischen Saite in der Ebene, die an ihren
Endpunkten fest , eingespannt* wird. Der Querschnitt sei so diinn (= 0), dass man
sie idealerweise mit Hilfe eines Graphen zur Zeit t € R

w:Rx[0,L] > R,

mit zweimal stetig differenzierbarem u beschreiben kann. Das Einspannen model-
lieren wir so, dass fiir alle t € R gilt:

u(t,0) = u(t, L) = 0.

Auflerdem nehmen wir eine Vorspannung oy > 0 an.
Spannung = Kraft (eigentl. Kraft pro Querschnitt, hier idealisiert).
Vorgabe einer dufleren vertikalen Spannungsdichte (Spannung pro Lénge):

f:Rx[0,L] - R stetig.

, Vertikal“ bedeutet die zur , horizontalen“ Ruherichtung u = 0 orthogonale Rich-
tung.

Einige physikalische Annahmen (so dass wir ein vereinfachtes lineares Modell
erhalten werden):
Die Auslenkungen seien so klein und das Material derart, dass

(i) die Spannung am rechten Saitenende fiir alle Zeiten durch oy gegeben ist,
(i) |u| < 1 sowie |u,| < 1 und somit fiir © > 1: |u|® < |ul, |u.|® < |us|,
(iii) keine horizontale Bewegung stattfindet,

)

(iv) Biegewiderstand nicht beriicksichtigt wird.

Auflerdem nehmen wir an, dass:
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(v) die Dichte ¢ konstant ist und nicht etwa o(t,z) oder sogar o(t,x,u) (keine
nichtlinearen Effekte).

Man beschreibt die Kréfteverhéltnisse innerhalb der Saite durch eine innere
stetig differenzierbare Spannungsfunktion o(t,z). Die Annahme (iv) fithrt dazu,
dass die Richtung des Spannungsvektors tangential an u ist:

Der Spannungsvektor zur Zeit ¢ im Punkte x ist dann gegeben durch

u

vertikal
«l— } |
horizontal T \/L T

Abbildung 1: Schwingende Saite, lokal wirkender Spannungsvektor.

a(t,x)m(l, %(t,x)).

Auf Grund des Prinzips der Kriftepaare erkennt man: Dieser Spannungsvektor
wirkt in = auf das linke Stiick (0, z), der dazu negative Spannungsvektor auf das

rechte Stiick (z, L).
Wir greifen ein beliebiges Probeintervall (x1,2z5) C (0, L) zur Zeit t und das
entsprechende Saitenstiick heraus und stellen die Kréftebilanz auf:

(a) in vertikaler Richtung:
- Kriéftedifferenz:

(1, (1,
U ( ‘TQ) —U(t,l?l) U ( ‘Tl)
1 +U%(t,.ﬁlﬁ2) 1 +U%(t, 1’1)

Z2
— / g U(t7 l')um(t,l') dl’,
- dazu kommt die &ulere Kraft (vertikal zur Ruherichtung!) fxxf f(t, z) dz,

- diese zusammen ergeben nach dem Newtonschen Grundgesetz die Ver-
tikalbeschleunigung

/xl Zgp () _/ml ((%( 1+ug(t,g;)>+f(t’ )) o

14
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Nachdem das Testintervall beliebig gewéhlt werden kann und der Integrand
geméfl unserer Annahmen stetig ist, folgt fiir (¢,2) € R x (0, L):

o? ) <o(t, 2)ug(t, )

- t —_

) + f(t,x) (1.6)
(b) in horizontaler Richtung:
Auch hier betrachten wir wieder ein beliebiges Testintervall (x1, x2) C (0, L)

zur Zeit t. Aufgrund von Bedingung (iii) sind die Kréfte am Intervallende im
Gleichgewicht, man hat keine horizontale Beschleunigung.

o(t,x1) _ o(t, xs)
\/1—|—u§(t,:v1) \/1—|—u§(t,x2)'

Wir verwenden nun, dass x1, 2, beliebig gewéhlt werden konnen und dass

geméB Annahme (ii) \/% ~1—u?/2 ~ 1, u? ist gegeniiber linearen
1+u2(t,z)

Termen zu vernachléssigen:
olt,e) ot L)
Vit Ji+tell)

Im letzten Schritt wurde Annahme (i) verwendet.

V(t,x) : ~o(t,L)=o0y.

Setzen wir das letzte Ergebnis in (1.6) ein, so erhalten wir das lineare Modell der
schwingenden Saite:

2 2
—u(t,x) = QQ%U(L t)+ f(t,x)/o fiir (t,z) € R x (0, L) (1.7)
mit a® = 0y/0, a > 0. Auf Grund von Annahme (v) handelt es sich hierbei um eine
Konstante, die wir spéter als Ausbreitungsgeschwindigkeit werden interpretieren
kénnen. (dim(%2) = £3% = 7:—22)

Wir setzen der Einfachheit halber a = ¢ = 1, exakt lédsst sich das auch durch
Entdimensionalisieren bzw. Skalieren erreichen. Wir vervollsténdigen die Differen-
tialgleichung (1.7) durch Angabe von Rand- und Anfangsbedingungen und erhalten
so das folgende Anfangsrandwertproblem fiir die Gleichung der schwingenden Saite

(eindimensionale Wellengleichung):

Gegeben seien geeignete ¢, : [0,L] — R, f : R x [0, L] — R. Gesucht ist
u € C%*(R x [0, L]), so dass gilt:

U (t, ) — uge(t, ) = f(t, 2) in (t,z) € R x [0, L],
u(t,0) =u(t,L) =0 t eR, (1.8)
u(0,z) = o(x), u(0,2) =1(x) z€]l0,L]
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1.5 Hoherdimensionale Wellengleichung

Sei {2 C R"™ ein hinreichend glattes Gebiet bzw. 2 = R". Verfolgt man z.B. in
[DB, Chapter 0.4] fiir n = 2 die Herleitung dann fiir die schwingende Membran,
so erkennt man, dass u,, aus (1.8) durch Au zu ersetzen ist. Wie stets beziehen
sich die Operatoren V, A... auf die Raumverénderlichen.

Au(t,z) = Z wu(t,x).

i=1 g

Man betrachtet folgendes Anfangsrandwertproblem (ARWP): B
Gegeben seien geeignete ¢, : Q - R, f: R x Q — R, gesucht ist u € C*(R x Q)
als Losung von:

u(t, ) — Au(t, ) = f(t,x) in (t,2) € R x Q,
u(t,z) =0 (t,z) € R x 09, (1.9)
u(0,7) = (), u(0,2) = Y(z) x €.

n = 2: schwingende Membran; u vertikale Auslenkung aus horizontaler Ruhelage,

f vertikale Kraftdichte.
n = 3: schwingendes ideales Gas; u Schalldruck, f = div(F) = Quelldichte des

aulleren Kraftfeldes.

1.6 Wairmeleitungsgleichung

Ein wirmeleitender Koérper werde durch  C R? dargestellt, seine Temperatur
durch:

[0,00) x Q > (t,z) — u(t,z) € R; gesucht als zweimal stetig differenzierbare
Funktion.

Wir machen folgende vereinfachende physikalische Annahmen, aus denen sich ein
lineares Modell ergeben wird:
Konstante Dichte o (Masse/Volumen)

Ficksches (Fouriersches) Gesetz : Wiarmeenergiestromdichte J = —kVu (1.10)

[J] = [Energie/(Zeit«Fliche)]|= 2
r=Wirmeleitungskoeffizient (Materialkonstante)

[k]=[Energie/(Zeit«Flichex(Temperatur/Linge))] =

Energieunterschied [ ] Ws

konstante SpeZ1ﬁSChe Wirme €' = Temperaturunterschied * Masse ’

f:]0,00) x Q@ — R, duBere Energiezufuhrdichte.
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[f]= [Energie/(Zeit * Volumen)] = X

Wir leiten zunéchst ganz analog zu 1.1 eine mathematische Erhaltungsgleichung
her. Grundlage ist der physikalische Energieerhaltungssatz.

Sei D C () ein reguldres Testvolumen. Warmeenergie zur Zeit ¢ in D wird, evtl.
bis auf Festlegung der Energie- und Temperaturnullpunkte, gegeben durch:

C’g/ u(t, ) d.
D

Anderungsrate der Wirmeenergie ist:

- zum Einen: C’QfD (t,x)dz =Co [, aug;z dzx;

- zum Anderen:
/f(t,x)dx+/ (J(t,x), —v(x))dS(x)
D oD
< /D (f(t,z) = div(J(t,2))) da.

Satz von Gauss in D

Der Energieerhaltungssatz liefert:

CQ/D%CZJU:/D(]”(@.%) —div(J(t,x))) dx.

Wir nehmen f als stetig, u, J als stetig differenzierbar an. Da D C ) beliebig
gewihlt werden kann, erhalten wir fiir alle (¢,2) € [0,00) x §:

—  ——divJ=—f. (1.11)
0

Man vgl. auch (1.3). Wir setzen fiir den Energieflussvektor das Ficksche Gesetz

(1.10) ein und erhalten:
ou K

el

Man kann wieder skalieren und der Einfachheit halber Co = k =1 erreichen. Zur
Formulierung eines abgeschlossenen Problems sind noch Anfangs- und Randwerte
vorzugeben:

e vorgegebene Wérmeenergieflussdichte g auf 02 nach :
g=1{(J,—v) = —r(Vu, —v) = 3%
Speziell: isolierender Rand: 63 = 0 auf 00Q.
Neumann-Randbedingung

e bzw. vorgegebene Temperatur h auf 02 mit v = h auf 0.
Dirichlet-Randbedingung
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Formulieren wir also das Anfangsrandwertproblem:

Gegeben seien geeignete Funktionen ¢ : Q — R, f : [0,00) x Q@ = R, g : [0, 00) x
O — R bzw. h : [0,00) x 9Q — R, gesucht ist u € C?([0, 00) x Q) als Losung des
Neumannproblems:

uy(t, r) — Au(t,z) = f(t,z) fiir (¢,2) € [0,00) x Q,
Qu(t,x) = g(t,x) t>0,x €09, (1.12)
u(0,2) = ¢(z) z€Q,

bzw. des Dirichletproblems:

wy(t, r) — Au(t,z) = f(t,z) fiir (¢,2) € [0,00) x Q,
u(t,z) = h(t,x) t >0,z € 09, (1.13)
u(0,x) = ¢(x) z € Q.

1.7 Reaktions-Diffusions-Gleichungen

Findet innerhalb eines warmeleitenden Korpers gleichzeitig eine chemische Reak-
tion statt, so ist der a-priori bekannte Quellterm f durch eine von u abhéngige
Nichtlinearitat f : R — R,u — f(u) zu ersetzen. Die Differentialgleichung in
(1.12) ist also zu ersetzen durch:

up — Au = f(u), t>0,2 €. (1.14)
Typische (phdnomenologisch motivierte) Nichtlinearitdten sind:

f)=ANulTu (p>1), flu)=A1+u) (p>1), f(u)=Nexp(u),...,
(1.15)

wobei A ein Kontrollparameter sei. Dabei sucht man typischerweise positive Losun-
gen (oberhalb des Nullpunktes bzw. auch oberhalb einer konstanten Gleichge-
wichtskonstellation).

Die Anfangs- und Randbedingungen kann man wie in (1.12) bzw. (1.13) formulie-
ren. Ebenso wie bei gew6hnlichen Differentialgleichungen besteht hinsichtlich Exi-
stenz einer Losung fiir alle t > 0 ein grundlegender Unterschied zwischen linearen
und nichtlinearen Differentialgleichungen; bei letzteren muss man bei ,superlinea-
ren“ Nichtlinearitéiten i.A. mit ,blow-up“ in endlicher Zeit rechnen.

1.8 Poisson-Gleichung, stationire Zustinde

Héngen die Losungen in 1.4, 1.5, 1.6 nicht von der Zeit ab, oder konvergiert z.B.
die Losung in 1.6 gegen einen stationdren Zustand, so gelangt man zum Dirichlet-
bzw. Neumann-Problem fiir die Poisson-Gleichung;:

Sei 2 C R™ ein regulires Gebiet, es seien geeignete Funktionen f : @ — R und
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h:9Q — R bzw. g : 9Q — R gegeben. Gesucht ist u € C?(Q) als Losung des
Dirichletproblems:

—Au = in
u=f (1.16)
u=~nh auf 0€2;
bzw. des Neumannproblems:
—Au = in
o Join (1.17)
% =9 auf 0€).

Interpretation von (1.16):

e n = 1,2: Stationdre Auslenkung einer eingespannten Saite/Membran unter
,vertikaler” zeitunabhéngiger Last.

e n = 3: Stationdre Temperaturverteilung in einem Korper bei zeitunabhéngi-
ger Warmequelle und bekannter Temperaturverteilung auf dem Rand.

e n = 3: Elektrostatik: f=Ladungsdichte, z.B. h = 0 bedeutet dann, dass {2
von Leiter = Aquipotentialfliche umgeben wird; u ist entsprechendes elek-
trisches Potential.

Interpretation von (1.17):

e n = 3: Temperaturverteilung bei vorgegebenem Warmefluss g durch of2.
Neumannrandbedingungen sind auch bei Modellen in der rdumlich inhomo-

genen Populationsdynamik adédquat: z.B. Q=Insel, 0Q2=Ufer, u Population,

% = 0 auf 02: Population kann nicht schwimmen.

Die Reaktions-Diffusionsgleichung (1.14) wird im stationéren Fall zu:
—Au = f(u) (1.18)

mit Nichtlinearidten wie in (1.15). Eigenschaften dieser Losungen sind grundlegend

fiir das Verhalten auch der zeitabhéngigen Gleichung (1.14) (z.B. Stabilitét).
Gleichungen (1.16)-(1.18) sind Prototypen ,elliptischer” Probleme; diese erge-

ben sich aus zeitabhéingigen Problemen auch noch durch einen weiteren Zugang.

1.9 Separationsansatz, Helmholtzgleichung

Gehen wir z.B. von der Wellengleichung (1.9):
uy — Au =0 teR,ze (1.19)

aus, und versuchen(!), die Losung u in der separierten Form einer stehenden Welle
zu finden:

Ansatz: u(t,z) = v(t)w(z). (1.20)
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In dieser Form 16st u (1.19) genau dann, wenn
V' (w(x) —v(t)Aw(z) =0

Ist u eine nichttriviale Losung, so wird v fiir fast alle ¢ und w fiir fast alle x ungleich
0 sein. Fiir derartige ¢,z hat man also (1.19) < ”v(g) = Aw“(’g)
Da man ¢ und x unabhéngig von einander variieren kann, ist diese Identitét

also gleichwertig zur Existenz einer Konstante A\ € R, so dass
v'(t)  Aw(z)

Vt,Vx o) wi) = =)\,
bzw.
—Aw(x) = dw(z) (1.21)
und
—0"(t) = v(t). (1.22)

Man nimmt zu (1.21) noch die Randwertvorgabe aus (1.9) hinzu und erhélt
das Eigenwertproblem fiir den Laplace-Operator unter Dirichletrandbedingungen,
die sogenannte Helmholtzgleichung;:

{—Aw(m) = \w(z), w#0, in

(1.23)
w =10 auf 0.

Bei beschrinktem  werden wir unten in § 18 sehen, dass (1.23) genau fiir
eine Folge Ay > 0, limy_,o, A\, = 0o nichttriviale Losungen wy besitzt. Fiir diese Ax
bilden cos(v/Axt), sin(v/Axt) ein Fundamentalsystem von (1.22).

Mit Lésungen der Form (¢, z) = (ay, cos(v/Art) + by sin(v/Axt))w () erreicht
man Anfangsdaten

u(0, ) = apwi (), ug (0, 2) = bk\/)\_kwk(a:),

aber nicht allgemeine ¢, 1!

Ausweg wird sein: Reihenentwicklungen nach Orthonormalsystemen (wy,)gen C
L?(2) von Eigenfunktionen von (1.23).

Ganz analog gelangt man mit dem Separationsansatz (1.20) von dem Anfangs-
randwertproblem (1.13) fiir die Warmeleitungsgleichung mit f = 0 und homoge-
nen Dirichletrandbedingungen h = 0 zur Helmholtzgleichung (1.23), wobei man
anstelle von (1.22)

V'(t) = —\o(t) (1.24)
zu losen hat. Die mit diesem Ansatz gewonnenen Losungen sind also von der Form
ug(t, x) = ap exp(—Mgt)wg(z).

Hinsichtlich allgemeiner Anfangsdaten gilt obige Bemerkung entsprechend. Man
beachte, dass Reihenentwicklungen mittels Eigenfunktionen i.A. auf lineare Glei-
chungen beschriankt sind und z.B. bei Reaktions-Diffusionsgleichungen wie bei
(1.14) keine Rolle spielen.
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1.10 Die Minimalflichengleichung

Sei {2 C R" ein reguldres Gebiet. Zu vorgegebenem stetigen g : 92 — R sucht
man ein u : 0 — R, dessen Graph unter der Randhohenvorgabe u|gqy = ¢ das

,Fliachenfunktional
= / V 1+ |Vu(z)]?de (1.25)
Q

minimiert. Genauer miisste es ,n-dimensionales Volumenfunktional“ heiflen.

Wir nehmen an, wir hétten ein hinreichend glattes derartiges minimales w :
Q — R gefunden. Fiir alle ¢ € C3°(2) und ¢ € R erfiillt u +typ die Randbedingung
(u+tp)|an = g. Gemif unserer Annahme besitzt also die differenzierbare Funktion
R >t +— F(u+ty) im Punkte ¢t = 0 ein Minimum. Notwendigerweise gilt dann:

d d
0 = —F(uttp)li=o = —/ \/1 + |Vu(z) + tVe(z)|? deli=o
dt dt /g

auf Grund der gemachten Glattheitsannahmen zeigen Sétze iiber

parameterabhéngige Riemann-Integrale:
d
= E\/l + [Vu(x)|? + 2tVu(x) - Vo(z) + t2|Ve(z)|? do|i—o
Q

_ / 2Vu(z) - V(x) + 2tV (z)?
0 2¢/1 4 [Vu(z)|2 + 2tVu(z) - Vi(x) + 2[Ve(z)[?

d-’fU‘t:o

_ Vu(z) 2 do =

Uml
o VT VaE Z/«/l—HVU TR

Satz von GauB, beachte ¢ € C;°(£2

L o Uy, (%) oz de
N E/an( 1+|Vu(:1c)|2> pla)d

= — iv Vu(x) - p(x) dx
N /ﬂd ( 1+|Vu(x)|2> plw)de.

Da ¢ € C§°(f2) beliebig gewéhlt werden kann und man div <V“—(x)) als

x)dz

14+|Vu(z)|?
stetig annehmen kann, muss der letztere Term also identisch verschwinden. Aus
der Minimaleigenschaft von u fiir das Funktional (1.25) unter der Randbedingung
u|gn = ¢ erhalten wir als notwendige Bedingung, dass u eine Losung des Diri-
chletproblems fiir die Minimalflichengleichung ist:

Vu(z) _
0 mQ,
v ( T ]Vu(x)P) " (1.26)
u=gq auf 0€).

Man nennt dieses Randwertproblem auch die zum Funktional (1.25) gehorige
Euler-Lagrange-Gleichung, die man durch Berechnung der ,, Ableitung® des Fléichen-
funktionals erhélt. Umgekehrt kann man Losungen von (1.26) als Nullstellen der
Ableitung bzw. als , kritische Punkte“ des Flichenfunktionals selbst interpretieren.
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Was werden wir erreichen kénnen?

Nur in den seltensten und allerspeziellsten Féllen wird man explizite Losungen
bestimmen konnen, auch wenn man Reihenentwicklungen mit in Betracht zieht.

Zunéchst einmal werden wir viel erreicht haben, wenn es uns gelingt, die geméafl
Hadamard formulierte Wohlgestelltheit von Problemen zu zeigen:

e Existenz,
e Eindeutigkeit,
e stetige Abhéngigkeit von den Daten.

Man beachte jedoch, dass insbesondere bei stationédren nichtlinearen Problemen
mitunter Nichteindeutigkeit sinnvolle und hochinteressante Phinomene widerspie-
gelt.Die Eindeutigkeitsforderung betrifft insbesondere zeitabhéngige Probleme. Fiir
einige Gleichungen gelingt es uns, auch weitergehende qualitative (z.B. Vorzeichen)
und quantitative (z.B. Abklingverhalten fiir ¢ — co) Eigenschaften von Losungen
nachzuweisen.
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Teil I
Elliptische Differentialgleichungen

Prototyp fiir in diesen Bereich fallende Randwertprobleme (stationére Probleme):
Gegeben: € C R™ hinreichend glattes regulédres Gebiet, hinreichend glatte Daten
[:Q =R, p: 90— R. Gesucht ist u € C*(Q) als Losung von

(1.16)
U= auf 0€).

{—Au =f inQ,

Explizite Losungen sind nur in ganz wenigen Féllen zu berechnen. Explizite Lo-
sungsformeln mittels Integralkernen sind schon oft recht aufwéndig, und lassen sich
nur in speziellen Gebieten wie z.B. der Kugel herleiten. Dennoch sind sie wichtig,
weil sie den Ausgangspunkt fiir eine allgemeine Existenz- und Abschéitzngstheorie
darstellen.

Eine allgemeine Losungstheorie erfordert Einiges an technischer Arbeit, ein
Indiz dafiir ist z.B. die Beobachtung: f € C°(Q),¢o € C?(Q) fiihrt i.A. nicht zu einer
C?(Q)-Losung (Petrini, 1908). U.a. sind also zunichst geeignete Losungsklassen /
Datenklassen zu formulieren.

Methodisch steht aber hinter den meisten Losungsstrategien: Man nimmt zu-
néchst an, es gebe eine Losung u und leitet Eigenschaften von u her, insbesondere
a-priori-Schranken fiir u. Allein aus der Kenntnis der Daten €, f, ¢ findet man
eine Schranke C, so dass mit einer geeigneten Norm || . || fiir jede moglicherweise
existierende Losung u gilt:

[ ul<C.

Aus dem Vorliegen solcher Schranken kann man héufig die Existenz von Losungen
folgern! (Kontinuitatsmethode, Methode der a-priori-Schranken). Um diesen Zu-
gang zu betonen, aber auch, um schnell und ,leicht® einige attraktive Resultate
zu erhalten, beginnen wir nicht mit der Losungstheorie, sondern mit:

2 Maximumprinzipien

Hierbei handelt es sich um das Charakteristikum elliptischer Gleichungen zwei-
ter Ordnung, Vergleichbares findet man nur noch bei parabolischen Gleichungen
zweiter Ordnung (Wéarmeleitungsgleichung). Bei allen anderen Typen bestenfalls
extrem abgeschwiichte Varianten.

Beginnen wir mit harmonischen Funktionen. Man erinnere sich an die Funk-
tionentheorie und den Zusammenhang zwischen holomorphen und harmonischen
Funktionen.

Im Folgenden sei stets 2 C R” offen. Eine Funktion u : 2 — R heifit har-
monisch, wenn u € C?(Q) und Vo € Q : —Au(z) = 0. AuBerdem bezeichnet
en = f|y| <1 dy stets das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel.
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2.1 Satz (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen). Seiu € C?*(Q). Dann
ist u harmonisch genau dann, wenn fir alle x € Q und fir alle r > 0 mit r <
dist(x,08) gilt:

1
= 2.1
) = o | wte s (2.)
bzw. fir alle x € Q und fir alle r > 0 mit r < dist(z,0):
1
u(r) = —— / u(z +y) dy. (2.2)
Enl Jly|<r

Bemerkung. Die Riickrichtung lédsst sich noch wesentlich verschérfen, u.a. reicht es
dafiir, Stetigkeit von u vorauszusetzen. Dazu vgl. unten Satz 3.10. Auch ist dafiir
die lokale Giiltigkeit der Mittelwerteigenschaft ausreichend, vgl. dazu Hilfssatz 2.3.

Beweis. Wir zeigen zunéchst eine niitzliche Identitét, die allgemein fiir u € C?(9Q),
x € Q, r e (0,dist(z,00)) gilt:

0 /|:1 u(z +rn)dS(n) = /| 2u(ac +rn) dS(n)

or par.-abh. Integral nl=1 or

Kettenregel

/| (e ). ) ds)

1
Kett;regel ; 471 (Vn(u(x + 7’7])), 77> dS(n)
1
Gaub-Satz r /|n<1 n(u(z + 7)) dn
- r Au(x + rn) dn.
Kettenregel <1 ( ?7) n

Nimmt man noch das Transformationsverhalten von Oberflichenintegralen ge-
geniiber Homothetien hinzu:

1 1
[ wtremason = - [ e s st

ne,rn—1 ne,
so folgt:
0 1 r
o (nenrnl Aﬂ:r u(z +n) dS(n)) = e /n|<1 Au(z + rn) dn. (2.3)

,=: Damit zeigen wir zunéchst: v : 2 — R harmonisch = (2.1). Formel (2.3)
ergibt:

(0, dist(x,09)) > r —

el G

ist konstant. Da u stetig ist, gilt fir |n| =7\, 0 : u(z +n) = u(z) 4+ o(1):

: 1 . u(z) Sy 0(1)dS ()
lim ul(x dS(n) =lim ds lim
| e+ mast | s+

r™NO ne, "1 ™NO ne,rn1 ™0 ne,r"—1

=u(x) + ll{l% o(1) = u(x). (2.4)
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Insgesamt erhalten wir also (2.1). Um den Beweis von ,,=* abzuschlieflen, zeigen
wir noch: Sei u € C°(Q), z € Q fest, ry € (0, dist(z, 0Q)]. Dann gilt:

Vr e (0,79) gilt (2.1) < Vr € (0,79) gilt (2.2) .

»,= hiervon“: Sei r € (0,79), dann gilt fiir alle ¢ € (0, r]:
ne,0" tu(r) = / u(x +n)dS(n).
Inl=e

Integration nach o € (0, r] liefert:

enru(x / / u(z +n)dS(n)do / u(z + y)dy
Inl=e ly|<r

und damit (2.2).
»<= hiervon“: Fiir r € (0,7¢) gilt geméf (2.2):

e () — /y )y /O ' A oS do

Differenzieren dieser Identitéat nach r ergibt:
ne,r™ tu(z) = / u(z 4+ n)dS(n)
n|=r

und damit (2.1). Damit ist ,,=“ von Satz 2.1 vollstdndig bewiesen. Bevor wir zum
Beweis der Riickrichtung kommen, soll die Formulierung von (2.1),(2.2) besonders
mit Blick auf spédtere Anwendungen im obigen Sinne abgeschwécht werden. (Vgl.
unten Satz 3.12 und auch das Schwarzsche Spiegelungsprinzip (Ubungen).)

2.2 Definition. Sei u € C°(2). Wir sagen, dass u der schwachen Mittelwert-
eigenschaft geniigt, falls zu jedem = € Q ein 1 € (0, dist(z, 9Q)] existiert, so dass
Vr € (0,79) (2.1) bzw. (2.2) gilt.

Die Richtung ,,<=* in Satz 2.1 folgt dann direkt aus
2.3 Hilfssatz. Sei u € C?(Q) und geniige der schwachen Mittelwerteigenschaft.

Dann ist u harmonisch.

Beweis. Man beachte, dass die Existenz von Au :  — R per Voraussetzung
gesichert ist. Annahme: Jxy € Q : Au(zg) # 0. Ohne Einschrinkung koénnen
wir Au(zg) > 0 annehmen, sonst gehen wir zu —u iiber. Es gibt dann ein p €
(0, dist (o, 02)] derart, dass Au|p,(z,) > 0. Formel (2.3) zeigt dann fiir r € (0, p):

0 1
g (nenrnl /|7]|=7" u(z +n) dS(n)) >0

und zusammen mit (2.4)

1

ne,rm1

W) < o [ wte ) aso),

so dass (2.1) auch in der abgeschwéchten Formulierung verletzt ist. ]
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2.4 Bemerkung. Die vorhergehenden Uberlegungen zeigen fiir u € C?(Q):
o VxeQ: —Au(x)>0= (2.1), (2.2) gelten mit u(z) > Mittelwerte;
eV eQ: —Au(zx)<0= (2.1), (2.2) gelten mit u(z) < Mittelwerte.
Man nennt diese Funktionen deshalb:
e VrecQ: —Au(z) >0 superharmonisch,
o Vzec: —Au(z) <0 subharmonisch.
2.5 Satz (Starkes Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen). Sei Q2 C R™

ein Gebiet, u € C*(Q) sei harmonisch, dann gilt: Nimmt u in einem xo € § ein
globales Minimum oder Mazimum an, so ist u konstant.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung unter der abgeschwéchten Voraussetzung: u €
C°(92) erfiillt schwache Mittelwerteigenschaft gem#f Definition 2.2. Sei zy € € ein
Punkt so, dass fiir alle z € ) gilt:

u(x) < uwp).

(Bei > gehe zu —u iiber.) Wir verwenden in diesem Fall von der Mittelwertglei-
chung (2.2) ausschliefllich die Ungleichung ,, <“.

Wir wihlen rg < dist(zg, 02) geméafl Definition 2.2. Fir alle r € (0,7g) gilt
insbesondere:

1
u(o) n/ u(zo +y) dy
Enl™ Jly|<r
1
< — dy.
>0 = -3 /|y|<r(y(xo+y) U(wo}> y

TV
<0 gem. Vor.

Da u stetig, folgt u|p, (z) = (o), u ist konstant nahe .

Sei @ = {x € Q : u(z) = u(xg)}. Die Wiederholung des soeben gebrachten
Arguments zeigt: € offen (in ). Ferner ist ' # () und wegen der Stetigkeit
von u abgeschlossen in 2. Da € zusammenhangend ist, folgt ' = Q und somit
ulo = u(xo). O

2.6 Bemerkung. (a) Dieser Beweis zeigt auch fiir u € C%(Q) (2 Gebiet!):

— wu subharmonisch, in zyp Maximum =- u konstant;

— wu superharmonisch, in g Minimum =- u konstant.

(b) Mit dem ,Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit® (< w analytisch, vgl.
unten Satz 3.4) kann man zeigen: Ist  ein Gebiet, u € C?(2) harmonisch
und besitzt u ein lokales Extremum, so ist u konstant.
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Abbildung 2: Nichtkonstante subharmonische Funktionen kénnen in €2 keine glo-
balen, wohl aber lokale Maxima besitzen.

(c) Nichtkonstante subharmonische Funktionen kénnen hingegen lokale Maxima
besitzen (allerdings keine ,strikten*). Man vgl. Bild 2.

Indem man das starke Maximum-/Minimumprinzip auf Wegzusammenhangs-
komponenten einer allgemeinen offenen und beschrinkten Menge anwendet, folgt:

2.7 Satz (Schwaches Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen). Sei Q C R”
beschrénkt und offen; u € C?(2) N C°(Q).

Ist Vo € Q2 —Au(x) <0, so folgt: Vo € Q: u(z) < maxgg u.
Ist Vo € Q2 —Au(x) >0, so folgt: Vo € Q: u(x) > mingg u.
Ist w in Q harmonisch, so gilt: Vx € Q: mingg u < u(z) < maxyg u.

Damit erhalten wir sofort ein Eindeutigkeitsresultat fiir das Dirichletproblem
fiir die Poissongleichung (vgl. Beispiel 0.10 und die Voraussetzungen dort).

2.8 Folgerung. Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet, f € C°(Q), o € C°(09).
Seien u,v € C*(Q) N CY(Q) Lisungen von:

—Au=f inQ, —Av=f inQ,
U= auf 0€); v=1( auf 0€).
Dann gilt fiir alle x € Q) u(z) = v(x)

Wie bereits angedeutet, werden Existenzbeweise fiir das Dirichletproblem
—Au=f in Q, u = @ auf 0€; (2.5)

gefiihrt, indem man ,,a-priori-Abschétzungen in geeigneten Normen herleitet. Die-
se zeigen beziiglich dieser Normen dann auch die stetige Abhéngigkeit der Losun-
gen von den Daten, da (2.5) ein lineares Problem ist.

Wir zeigen mit dem folgenden Satz, wie man mittels des Maximumprinzips
einen ersten Schritt in diese Richtung gehen kann:
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2.9 Satz. Sei Q C R" beschrinkt und offen, f € C°(Q),p € C°(99). Sei R > 0
so, dass Q@ C Bgr(0). Dann gilt fiir jede Lésung u € C*(Q2) N C°(Q) des Dirichlet-
problems (2.5) fiir die Poissongleichung:

R2
[ull coe) < |’g0HCO(8Q)+%HfH00(§).

Beweis. Idee: Vergleiche mit geeigneter Barrierenfunktion, die auf 02 oberhalb ¢
liegt und stérker als mit f nach oben gedriickt wird. Wir gehen von der folgenden
Beobachtung aus:
~A(R? — |z]*) = 2n.
Setzen wir 1
v(@) = o=l flleo (B = [2°) + ll¢lleoon),

so gilt Yz € Q C Bg(0):
—Av = [[fllcom= —Au.

sowie fiir z € 9Q C Bg(0)

v(x) > ||ellcoa)> ¢(x) = u(x).
Wir erhalten:
—A(u—v) <0in Q, u—ov <0 auf 0.

Entsprechend leitet man her:
—A(u+wv) >0in Q, w4+ v > 0 auf 0.
Das schwache Maximumprinzip Satz 2.7 zeigt:

Vr € Q u(z) —v(x) <0, wu(r)+v(z)>0;
R2
= Ju@)l < v(@) < ol flloo@ tielleoen-

]

Bevor wir Maximumprinzipien auf allgemeine elliptische Gleichungen ausdeh-
nen, nehmen wir noch einmal die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen
auf und verschirfen das Maximumprinzip auf quantitative Weise:

2.10 Satz (Harnacksche Ungleichung). Sei u € C?*(Q) harmonisch und positiv:
Ve € Q: u(z) > 0. Sei ' CC Q ein Gebiet, dann existiert eine Konstante
C = C(n,Q, dist(Q,00)) > 0, die nur von n, Q' und dist(Q',0Q) abhdingt, so
dass gilt:

supu < C'inf u.
Q/ Q/
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Beweis. Wir betrachten zunéchst zg € 2, R > 0 so, dass Byg(xg) C € gilt. Seien
x1, Ty € Br(xo) beliebig. Die Mittelwerteigenschaft aus Satz 2.1 ergibt zusammen
mit v > 0 und der Monotonie des Integrals:

1 1
_ dy < d
u(xy) e /BR(M)U(y) y < ean/ )U(y) Y,

1 1
— dy > dvy.
uw) = o / oz g / oy

Es folgt u(zq) < 3"u(zs) und, da zq, x9 beliebig:

sup u < 3" inf wu. (%)
Br(wo) Br(xo)

Sei nun ' CC Q ein Teilgebiet. Wir wihlen R € (0, 1 dist(€Y,99)) sowie auf
Grund der Kompaktheit von ' eine Anzahl N von Kugeln Bg(n;) mit Byr(n;) C
Q, die ' iiberdecken: Q' C U;VZI Bgr(n;). Seien x1,xo € Q' beliebig. Man kann
diese zundchst mit einem Weg in €2’ verbinden. Falls dieser Weg Kugeln mehrfach
durchlauft, ersetzt man ihn durch einen Weg in der Vereinigung der R-Kugeln
so, dass dieser aus maximal N Teilwegen besteht, die jeweils ganz in einer Kugel
verlaufen. Obiges Argument ist also hochstens N-mal zu wiederholen, und aus (x)
erhalten wir:

u(zy) < 3V"u(wy), supu < 3V ig,f“'
Q/

]

Das Maximumprinzip eignet sich ausgezeichnet, mit moderatem Aufwand einen
Ausblick auf allgemeine elliptische Differentialoperatoren 2. Ordnung zu geben.

n

Lu(z) ==Y a;j(2)tg,0, (z) + Z bi(2)ug, () + c(z)u(x), z€Q.  (2.6)

3,j=1

Im Modell etwa einer eingespannten Membran kommen den Koeffizienten dabei
folgende Bedeutungen zu:

a;j: r-abhéngig: inhomogenes Material; nicht Vielfaches von ¢;;: anisotropes Ma-
terial;

b;: Driftterm (siehe 1.1);
c: linearer Riickstellterm (¢ > 0) (elastische Bettung).

Wir stellen die fiir das Folgende wesentlichen Voraussetzungen an €2 und den
Differentialoperator L zusammen:

2.11 Voraussetzungen. Sei 2 C R" beschrénkt und offen, die Koeffizienten von
L seien beschrinkt, d.h.

M :Vx e Q: Vi,j=1,...,n: lai;(z)| < M, |bj(z)| < M, |e(x)] < M.
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Die Matrix der fithrenden Koeffizienten a;; ist symmetrisch:
Vo €2 Vi,j=1,...,n: a;;(x) = aji(z).

Der Differentialoperator L sei gleichméflig elliptisch, d.h. es gibt positive Kon-
stanten 0 < A < A, die Elliptizitditsmoduln, so dass fiir alle z € Q, V¢ € R”
gilt:

MEP <Y ai(2)&8 < AP (2.7)

ij=1

Die Elliptizitatsbedingung (2.7) besagt, dass fiir alle Eigenwerte Ay, ..., A, der
symmetrischen Koeffizientenmatrix (a;;); j=1,.. ., stets gilt:

Mittelwerteigenschaften kann man natiirlich nicht mehr erwarten! Maximum-
prinzipien behalten aber ihre Giiltigkeit. Wegen des wesentlich geringeren techni-
schen Aufwands beschranken wir uns auf die schwachen Versionen.

2.12 Satz (Schwaches Maximum-/Minimumprinzip). Fiir den Differentialoperator
aus (2.6) gelte Voraussetzung 2.11. Weiter sei ¢ = 0. Fiir u € C*(Q)NC°(Q) gelte:

VeeQ: Lu(x)>0 bzw. Lu(zx) <0, bzw. Lu(z) = 0.

Dann gilt fiir alle x € Q:

o
u(z) > minu,

bZ’lU.

bzw.

minu < u(zr) < maxu.

o0 El9)
Bemerkung. Hat man u, u;, us € C2(Q) N C%(Q) mit ulpq = ui|oq = us|sq, Lu; >
0in Q, Lu =0 in Q, Lus < 0 in £, so zeigt der Satz: us < u < uy in . Aus diesem
Grund heifit u; Oberlésung und u,; Unterlésung zu Lu = 0.

Beweis. Wir betrachten hier den Fall Lu > 0. ,Lu < 0“ erhélt man, indem man
—u betrachtet und ,,Lu = 0 durch Kombination der beiden Félle. Wir nehmen
zunéchst zusétzlich an:

Vo e Q: Lu(z) >0 (*)

und zeigen, dass in diesem Fall sogar ein starkes Minimumprinzip gilt.
Annahme: u hat in zy ein lokales Minimum. Dann gilt dort (notwendiges Kriteri-
um):

Vu(zg) =0; B := (Usa,;(70))ij=1..n = Hess(u(zg)) positiv semidefinit.
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Es bezeichne B2 die positiv semidefinite Wurzel von B und A = (a;;(z0))ij=1,...n
die fithrende Koeffizientenmatrix:

n

Z @35 (20)Usyz, (To) = Spur(AB”) = Spur(AB)

ij=1
= Spur((AB%)B%) = Spur(B%AB%) > 0.

Insgesamt gilt:

0 < Lu(zg) = — Z Qij (T0)Ug,e; (T0) + Z bi(xo) Uy, (z0) < 0;
i.j=1 i=1 5
>0

ein Widerspruch!
Falls (x) gilt, hat u also kein lokales Minimum, insbesondere:

Vo e ) u(z) > minu.
09

Sei nun u wie im Satz. Gesucht ist ein v, so dass (u +¢v) fiir beliebig kleines € > 0
die Bedingung (x) erfiillt. Wir benétigen also Lv > 0. Fiir v > 0 betrachten wir:

Lexp(yzy) = (—(11172 +biy)exp(yzr) < (=Ay+ M)vyexp(yzy) <0,

ai; >

sofern man v > M /X wahlt. Wir setzen v = — exp(yz1),
ue(x) = u(z) — e exp(yx1)
und erhalten fiir x € (2
Lu.(z) = Lu(x) — eLexp(yzy) > 0,
u. erfiillt also (x). Es folgt demnach:

Ve e Q: us(x) > min u. = u(x) > u.(z) > min u — 6?égéexp(7x1).

Mit € N\, 0 erhalten wir:

Vo € (2 u(z) > min u.
€00

O
Wir gehen noch kurz auf den Fall ¢(x) # 0 ein. Im Allgemeinen wird man hier

kein Maximum-/Minimumprinzip erwarten kénnen, denn es existieren Eigenwerte
1 und nichttriviale Losungen v # 0 des Eigenwertproblems

—Au = pu in Q, ulan = 0.

(Hier ohne Beweis, dazu vgl. man § 18.) ,Testet* man die Differentialgleichung
mit u und integriert partiell, so erhédlt man aber y > 0. Fiir L = —A — pu etwa
wird Satz 2.12 nicht gelten kénnen.

Fiir ¢ > 0 hat man jedoch:
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2.13 Satz. Fiir den Differentialoperator L aus (2.6) gelte Voraussetzung 2.11.
Weiter sei VY € Q : c(z) > 0. Fiiru € C*(Q) N C°(Q) gelte:

Vo € Lu(x) >0
bzw.
Lu(z) <0
bzw.
Lu(z) =0

Dann folgt fiir alle x € Q)

w(z) > min(—u~) = rg}zn(min{u, 0})

o0
bzw.
< +
u(z) < r%%x(u )
bzw.
in(—u") < < ),
min(—u") < u(r) < max(u);
wobei u~ := max{—u,0}.

Man stelle sich fiir ¢ > 0 den Term cu als Riickstellkraft vor. Oberlosungen
kénnten wie in Abbildung 3 aussehen.

Abbildung 3: Mogliche Oberlésungen bei ¢(z) > 0.

Beweis. Wir betrachten wieder den Fall Lu(z) > 0. Der folgende Trick ist funda-
mental fiir Gleichungen zweiter Ordnung. Auf Niveaumengen erhélt man wieder
ein Dirichletproblem. Sei

Q" ={zx e Q:ux) <0}

Ist Q7 =0, so ist u > 0 in Q und nichts mehr zu zeigen. Ist Q= # (), so bezeichne
Ly=L—c=—30450,,0,, + Y b;0y,; in Q hat man folgendes Dirichletproblem:

Lou(z) > —c(z)u(x) >0 x e,
u(z) = 0 x €00 NQ,
u(z) = uloa(x) x € 00 NON.
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Satz 2.12 liefert in Q7: w > min(u) > min{0, min(«)} = min(—u"),
o0~ 00 o9

in Q\ Q° gilt trivialerweise: u > 0 > Iralgzn(—u*).

Somit erhalten wir: Vo € Q : u(x) > Halgi)n(—u_). O

Es folgt unmittelbar ein Findeutigkeitssatz fiir das Dirichletproblem zu L:

2.14 Folgerung. Fiir den Differentialoperator L aus LQ 6) gelte Voraussetzung 2.11,
weiter sei Vo € Q: c(x) > 0. Fiir u,v € C*Q) N C°(Q) gelte:

Ve e Q: Lu(z) = Lv(z); Vred: u(x)=uv(x).
Dann folgt u=v in Q.

Man beachte, welch geringen Aufwand dieses Eindeutigkeitsresultat erfordert;
das ist ganz anders hinsichtlich der Existenz klassischer Losungen des Dirichletpro-
blems fiir L. Diese Einfachheit ist neben der Giiltigkeit von Maximumprinzipien
in der Linearitdt von L begriindet.

Man koénnte an die Maximumprinzipien 2.12, 2.13 erste a-priori-Abschitzungen
im Sinne von Satz 2.9 anschliefen; eine geeignete Barrierenfunktion ist dann mit
Hilfe von z — exp(yz1) zu konstruieren. (Vgl. [GT, Theorem 3.7 /Corrollary 3.8].)
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3 Greensche Funktionen

Sei € C R"™ reguléres, glattes Gebiet. Wir werden mit dem Studium des Dirichlet-
problems

{—Au =f inQ, (3.1)

U= auf 092,

beginnen. Zwar werden wir uns hier weitgehend auf die Kugel {2 = B beschrénken,
doch ist selbst dieses scheinbar so spezielle Resultat grundlegend fiir Vieles wie zum
Beispiel:

e Verschiarfung von Hilfssatz 2.3 (Mittelwerteigenschaft = harmonisch) auf
stetige Funktionen.

e Perronsche Methode subharmonischer Funktionen, vgl. Satz 4.8: Damit ge-
lingt im Falle f = 0 immerhin ein Existenzresultat fiir sehr allgemeine Ge-

biete €.

e Die ganzen , Schauderabschitzungen® und die klassische Losungstheorie ba-
sieren auf Resultaten in Kugel bzw. Halbkugel.

Beginnen wir die Suche nach Lésungen von (3.1) mit der Bestimmung radialsym-
metrischer harmonischer Funktionen. Dazu sei erwéhnt:
Ist @:[0,00) — R und u(x) = a(|z]), so gilt mit r = |z|:

2= L) = ron (et ().

Au(z) =a"(r) +

r

Die Unterscheidung von u und @ werden wir fortan nicht mehr explizit vornehmen,
sondern sie wird sich aus dem Kontext ergeben.
Gesucht ist also radialsymmetrisches harmonsiches wu:

0 = Tl—n(,r,n—lul(,r,))/
u=cor* " +c3 (n#2),
u=colog(r)+cs (n=2).

!/

= " =¢ :>{

Der regulére konstante Anteil ist natiirlich bedeutungslos, umso wichtiger dagegen
der singulére Teil:

3.1 Definition. Wir definieren die singuldre Grundl6sung des Laplace-Opera-
tors —A in R™ durch

o(r) {—%log(r), n=2,

L__p2-n = pn A2

(n—2)nep

Diese Namensgebung wird durch den folgenden, noch unter sehr starken Vor-
aussetzungen formulierten, Existenzsatz in R™ gerechtfertigt:
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3.2 Satz. Fir f € CZ(R") definieren wir das Newton-Potential

ulw)i= [ @ = o))y = [ (sl - )iy

Dann gilt: w € C*(R™) und
Vo e R": —Au(z) = f(z).

Beweis. Wir verwenden die zweite Darstellung und wenden darauf den Lebes-
gueschen Satz iiber parameterabhingige Integrale an. Wir wéhlen ein beliebiges
Ry > 0, halten dieses aber im Folgenden fest und betrachten |z| < R;. Weiter
seien supp f C Bg,(0) und M so, dass

Lo -2
Ox; "7 00z
Dann ist das Integral nur iiber Bg, g,(0) zu erstrecken und y — M®(|y|) ist

hierauf eine integrable Majorante fiir das formal differenzierte Integral. Da R;
beliebig gewihlt werden kann, erhilt man so u € C*(R") und fiir alle z € R™:

e = [ ey fa -y o [ auhg-s - vy

Vi, 5,V o | f ()], \ ()] < M.

Kettenregel R
0? H2 52
=/ @ —y)d = o —y)dy.
) = [ @) (=) v [ @i e =y
ettenrege
Insbesondere:

Nuta) = [ Bl se =)y

Fiir x € Bpg, (0) ist dieses Integral nur iiber By, +r,(0) zu erstrecken. Es soll der Satz
von GauBl / Greensche Formel angewendet werden. Auf 0Bg, 1 g, (0) verschwinden

y+— flr—y)und y — 8‘97’;(95 — y) (da kompakter Tréger). Allerdings ist nur

o(|.|) € C*(R™\ {0}).
Um dennoch den Gauflschen Satz anwenden zu kénnen, schneiden wir zunéchst
B.(0) aus R™ heraus. Auf Grund der Integrierbarkeit nahe 0 gilt (z.B. mit Satz

von Lebesgue):

R 0
- dute) =~ 13 [ |>€<I>(|y|)a—y§f(x ~ y)dy

_hmz{ f\yl |y| Ijli 3%1' ( +f|y\>€ Oyi |y| ( —y)dy}
~—

e\0 4

Vi

(das erste Oberﬂéichenintegral ist von der Ordnung ¢ bzw. ¢|log¢|)

=lim{f ( L) (<) S = 9)dS() — fiye. A(y]) flx — y)dy)

e\0

flz —y)dS

lyl=e f stetig

. 1
= lim -
eNo0 ne,en~



Im Oberflachenintegral treten ,stark singulére® Integralkerne auf (¢ N\, 0). Damit
wird, obwohl A®(|y|) = 0 f.i., —Au(x) = f(x). In einer funktionalanalytischen
Sprache bedeutet dies, dass

—A®(|y|) = by, Delta-Distribution.

Mit denselben Methoden zeigt man die folgende Darstellungsformel:
3.3 Satz. Sei Q) C R™ ein regulires Gebiet, f € C°(Q), p € C°(09). Seiu € C?*(Q)

eine Losung von
Ve e Q: —Au(x) = f(z); Vo € 09 : u(z) = p(x).
Dann gilt Vx € Q)

o) = [ oottt [ (=50l = et + oo - a0 ) dSto)

Bemerkungen. Man beachte, dass hier keine Losungsformel gegeben wird, insbe-
sondere ist f € CY i.A. nicht ausreichend, damit das Volumenintegral € C*(2) ist!
Gezeigt wird nur v Losung = u besitzt diese Darstellung.

Ein weiteres Argernis besteht im Randintegral iiber %! Die Kenntnis dieses
Datums sollte zur eindeutigen Bestimmtheit von w eigentlich nicht erforderlich
sein! Um diesen Mangel zu beheben, werden wir in Definition 3.5 unten den Begriff
der Grundlosung zu dem der Greenschen Funktion ausbauen.

Vorher ziehen wir aus dem scheinbar so unzuldnglichen Satz 3.3 eine wichtige

Folgerung: (Wie iiblich sei 2 C R" offen.)

3.4 Satz. Seiu € C%*(Q) harmonisch. Dann ist sogar u € C*(Q) (man kann sogar
zeigen: reell analytisch).

Beweis. Es reicht zu zeigen: Fiir xy € € beliebig aber fest, r € (0, dist(zg, 002))
gllt u e COO(BT/Q(I()»
Da B, (z¢) C Q, u € C?(B,(x0)), zeigt der vorhergehende Satz fiir z € B, j5(xo):

= ( =0 — ylyuly) + (e - y|>%<y>> 45()

—1 |y — @o| Oy

Der Integrand ist beziiglich x beliebig oft differenzierbar und jede z-Ableitung liegt
in C°(B,2(xg) x 0B, (x0)). Die Theorie parameterabhéngiger (sogar Riemann-!)
Integrale zeigt dann, dass u € C*°(B,2(x0)). O

Wir wollen nun die singuldre Grundlésung so modifizieren, dass das %—Rand—
integral in Satz 3.3 entfallt.
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3.5 Definition. Sei 2 C R" ein reguléres Gebiet, es sei
H:OxQ—R
eine Funktion derart, dass fiir jedes x € Q gilt:
H(z,.) € C*(9Q), VyeQ: AyH(z,y) =

Fiir z € Q,y € Q\ {2} setzen wir dann

G(z,y) = ®(|lz —yl) + H(z,y).
Kann man H so bestimmen, dass Vz € (Q:

Yy € 092 : G(z,y) =0

gilt, so heifit G Greensche Funktion zu —A in 2. Zur Verdeutlichung schreibt
man in diesem Falle mitunter G_x q.

Man stellt fest: Satz 3.3 bleibt unveréndert richtig, wenn man ®(|z — y|) durch
ein G(z,y) wie in der Definition ersetzt. Insbesondere gilt:

3.6 Bemerkung. Sei 2 C R" ein regulires Gebiet derart, dass —A in 2 eine
Greensche Funktion G_a g besitzt. Seien f € C°(Q), o € C°(0Q) gegeben. Es sei
u € C*(Q) eine Losung von

—Au = fin €, u = @ auf 0.

Dann gilt:

Vo e Q: u(x) = /QGAyg(x,y)dy + /89 <_8inyA’Q(x’y)> ©(y)dS(y).

Man beachte: Auch hier wird nur eine Darstellungsformel, aber keine Lédsungs-
formel gezeigt. Um tatsdchlich Losungen zu erhalten, sind die Voraussetzungen
(vor allem) an f zu verschirfen. Dazu vgl. man unten Satz 4.15, der in dieser
grundlegenden Vorlesung nicht bewiesen werden kann.

3.7 Bemerkung. Wie bestimmt man Greensche Funktionen?
Fiir festes x € 2 ist zu 16sen:

{—Aﬁﬂﬂw =0 yeQ,

Hiy) = —(e—y) yeo (3.2

Eindeutigkeit ist auf Grund des Maximumprinzips klar: vgl. Folgerung 2.8. Im
Allgemeinen ist das Existenzproblem fiir (3.2) aber ebenso schwer wie das ur-
spriingliche fiir (3.1).
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Im Spezialfall Q2 = B := B;(0) (durch Skalieren und Translation auch Bg(a))
gelingt mittels eines physikalisch motivierten Kunstgriffs eine explizite Bestim-
mung der Greenschen Funktion. Das Potential

y = el —yl)

der Einheitspunktladung in x € B soll auf dB kompensiert werden durch das
Potential einer geeinget starken negativen Ladung im Spiegelpunkt x* = ﬁﬁ

Mit diesem Ansatz kann man dann tatsédchlich die Greensche Funktion zu —A
in B bestimmen:

3.8 Satz. Die Greensche Funktion G = G_a g zu (dem Dirichletproblem fiir) —A
in der Einheitskugel B = B1(0) ezistiert, ist eindeutig bestimmt und wird gegeben
durch die Formel:

Falls n # 2:
e (lo = o= [ty — ) st 0
e \ 1T~ Y _"—‘xy—%’ ) alls 7 4 0,
m (Jy>~™—1) falls x = 0;
fallsmn = 2:
G(x,y) = _% <log(|l‘ —y| —log ‘|x!y — % ) falls © # 0,
_% logy] falls x = 0.

Die Greensche Funktion ist symmetrisch:
V(z,y) € Bx B\{z =y}: G(z,y) = G(y, r)
und strikt positiv:
V(xz,y) € Bx B\ {zx=y}: G(z,y) > 0.

Sind f € C°(B),p € C°(OB) gegeben und ist u € C*(B) eine Losung des Dirich-
letproblems

—Au = f in B, u = auf 0B,
so gilt die Darstellungsformel
weB: )= [ G+ [ Kepewist).  (3)
B B

wobei der Poissonkern durch die folgende Formel gegeben ist:

1— |af?

Dieser ist ebensfalls strikt positv:

V(z,y) € Bx 0B : K(z,y) > 0.
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Beweis. Die Harmonizitat von

Xz

BByH@(]m\y —y +

Jz]

_ (b N
)= (kl]-v+ )
liegt auf der Hand. Die Rechnung
2
=z —yl* = |2Plyl* — 22, y) + 1 = [xf* + 2z, y) - [y]*

= |z (lyl* =D+ 1= |yl* = 1= |21 = [y

i
x|y — —
|z]

zeigt:

e Vo € B,Vy € 0B : G(z,y) =0, so dass G in der Tat die Greensche Funktion
ist (Eindeutigkeit: Folgerung 2.8).

e V(x,y) € Bx B\ {r=y}: G(z,y) > 0.
e Die Symmetrie von G.

Laut Bemerkung 3.6 gilt die Darstellungsformel mit (x € B,y € 0B):

K(z,y) = (—%) G(z,y) = _Zyi%G(x Y)

%

—Z o 1 (Il — ) I2]

" nep, \x—y[” ne )|x| _%n
1’

weil Vy € 0B : |z —y| = ||z|ly — z/|x||!

= (Z yily: — @i — |2y + $z‘))
n€n|x - y|n

1 1—|z|?

= |y| (1= [2f*) =

nenlr — y|m =~ nep|r — y|™

Der Kiirze wegen haben wir nur den Fall x # 0 dargestellt. Der Fall z = 0 ist
analog und einfacher. O]

Die Darstellungsformel in diesem Satz legt die folgende Strategie nahe, um die
Existenz von Losungen zu zeigen: Gegeben seien f € C°(B),p € C°(0B), wir
definieren u geméfl der Darstellungsformel. Aber:

e Nur unter stiirkeren Voraussetzungen an f,¢ wird man auch u € C?(B)
zeigen konnen.

e Selbst fiir f € C'(B) ist die Behandlung des Volumenintegrals sehr aufwiindig!

Es fehlt noch ein Eristenzsatz fiir eine Losung u € C2%(B)! Sobald man einen
solchen Existenzsatz hat, hat die Losung u € C?(B) die Darstellung (3.3).

Wir beginnen mit einem speziellen und vergleichsweise einfach zu beweisenden
Existenzsatz. Fiir Allgemeineres siehe § 4 und § 6.
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3.9 Satz (Existenzsatz). Sei ¢ € C°(09Q), wir setzen fiir v € B:

el
| Sop K(z.9)e(y)dS(y) =z € B;

dabei ist K der Poissonkern aus Satz 8.8. Dann ist u € C®(B) N C°(B) die
eindeutig bestimmte Liosung des Dirichletproblems

—Au(z) =0 fiir x € B, u(z) = () fir x € 0B.

Beweis. Zur Eindeutigkeit: siehe Folgerung 2.8. Zur inneren Glattheit:

1—|z]?
B 053 (0.9) o Kloyoly) =~ ()

ist beziiglich x beliebig oft differenzierbar, und alle x-Ableitungen sind stetig in

B x 0B. Indem man B := |JB,_ 1 (0) ausschopft, zeigt die Theorie parameter-
k

abhédngiger Riemann-Integrale u € C*°(B) und die Vertauschbarkeit von Ablei-
tungen und Integral. Schliellich ist der Poissonkern wegen

0

ALK (z,y) = A, Z(—yia—in@? Y))

)

- 0
— A —
;:1 Vg G(2,y) =0

auch harmonisch, denn A,G(z,y) = A,G(y,x) = 0. Es bleibt, die Stetigkeit fiir
beliebiges zg € B zu zeigen. Indem man u(z) = 1 in die Darstellungsformel (3.3)
in Satz 3.8 einsetzt, erhéilt man die niitzliche Identitét:

Ve e B: - K(z,y)dS(y) = 1. (%)

Sei nun = € B ,nahe“ x¢, da @|sp stetig, reicht es, x € B zu betrachten. Mittels
(%) erhélt man:

u(r) = u(zo) = . K (z,y)(p(y) — ¢(20))dS(y),

wobei K (z,y) fir x — xy und y nahe xy explodiert und ¢(y) — ¢(xo) fiir alle y
nahe z klein ist.

Sei € > 0 gegeben, bestimme ¢ > 0 so, dass y € 0B, |zg —y| < § = |p(y) —
¢(z0)| < 5. AuBerdem sei M := [[¢[|co@p) und wir beschrinken uns auf x mit
|z — 20| < 2. Fiir y € 0B mit |y — zo| > § ist dann

ly — x| > | | = | >5-2=2 ly — ™" < 2)'
- —To| — |To — @ —-—=== - -] .
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Damit folgt:

fu(z) — uwo)] < / K (z,9)|0(y) — p(x0)| dS(y)
OBN{y,|ly—xo|<d}

+ / K(z,y)le(y) — (o) dS(y)

dBN{y,|ly—xo|>6}

< [ K(z,y)= dS(y)
[

1 —-n
s-f) [ ey ast)
0BN{y,|ly—zo|>4}

€

- S [ (5) e

<2 <lz—zol

(x), benutze |y — x|™" < (2/)" auf Grund von |x — x| < §/2
€ 2n+2
< Z
= 9 T
<

|z — x| < e,

sofern man |z — zo| < min{6/2, 5%} wihlt. O

Mit Hilfe dieses Existenzsatzes gelingt nun eine substantielle Verschérfung der
Charakterisierung harmonischer Funktionen mittels der schwachen Mittelwertei-
genschaft, vgl. Definition 2.2.

3.10 Satz. Sei u € C°(Q). Genau dann ist u im klassischen Sinne harmonisch,
wenn u die schwache Mittelwerteigenschaft gemdfs Definition 2.2 besitzt.

Beweis. ,,=“: Satz 2.1.
,<="“ Im Beweis von Beweis von Satz 2.5 hatten wir festgehalten: Jede stetige
Funktion, die eine schwache Mittelwerteigenschaft gemafl Definition 2.2 besitzt,
geniigt dem (starken) Maximum-/Minimumprinzip.

Sei g € Q beliebig, Br(r) C Q2. Wir 16sen durch @ € C°°(Bg(z¢))NC°(0Bgr(x))
gemaB Satz 3.9 (— skalieren!) das Dirichlet-Problem

—Au=0 in Br(xg), U =1u auf 0Bg(xo).

Da u—u gemafl Satz 2.1 und der Voraussetzung eine schwache Mittelwerteigenschaft
besitzt, folgt auf Grund des (schwachen) Maximumprinzips: u = @ in Br(x), da-
mit v € C*° und Au = 0 nahe xg. O

Auch der folgende Satz hat seine Entsprechung in der Funktionentheorie, den
Weierstrafischen Konvergenzsatz:

3.11 Satz. Seien uy : 2 — R harmonisch, die Folge konvergiere lokal gleichmdfSig
gegen u : 2 — R. Dann ist auch u harmonisch.
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Beweis. Satz 3.10. O

Eine weitere Folgerung aus Satz 3.10 ist das Schwarzsche Spiegelungsprinzip,
das in den Ubungen behandelt wird.
Und beziiglich monotoner Konvergenz haben wir:

3.12 Satz (Harnackscher Konvergenzsatz). Die Folge uy : Q — R harmonischer
Funktionen sei punktweise monoton wachsend:

VkeN VreQ: U+1(x) > ug(z)
und punktweise beschrdnkt:

Vo e sup ug(z) < 00.
k

Dann konvergiert uy, lokal gleichmdfig gegen eine harmonische Funktion u : ) —

R.

Beweis. Die punktweise Konvergenz der u; gegen ein u : £ — R liegt auf der
Hand. Wir zeigen lokal gleichméflige Konvergenz. Sei xy € €2 beliebig, R > 0
so, dass Bygr(zg) C Q. Sei ¢ > 0 gegeben. Wir bestimmen ko, so dass fiir alle
k>0 > ko gilt: 0 < up(x0) — ue(wo) < 57 und der Beweis der Harnackschen
Ungleichung Satz 2.10 zeigt:

sup (ug —up) < 3" inf (up — up) < 3" (ug (o) — we(xo)) < 3 =

Br(zo) Y Br(zo) 3n

E.

Man beachte dabei, dass die Monotonie (ux —us)(z) > 0 zeigt. Diese Abschitzung
zeigt die gleichméBige Konvergenz in Br(x). Dass v harmonisch ist, folgt nun aus
Satz 3.11. O

Wir fahren fort, Sétze parallel zur Funktionentheorie zu beweisen. Das néchste
Resultat hat Beziehungen zu den Cauchyschen Abschitzungen:

3.13 Satz (Innere Gradientenabschitzungen fiir harmonische Funktionen). Sei
Q' ccQ, u:Q— R sei harmonisch. Dann gilt

Vul < —2 [
Su u ——————— Sup |u|.
o = st 09) TgY

Beweis. O.B.d.A.: sup Ju| < oo. Sei x € ' beliebig, R < dist(Y',09), so dass
Q

1 1
Vu(z) =, V—0b- / u(z +y)dy = ~ / Vou(x +y)dy
2.1 enR lyl<R parameterabh. Int €nR lyl<R
1 1
= Vyu(z +y)dy = / u(z +y)v(y) dS(y)
enlt" Jiyi<r ’ EQE enlt® Jiy=r
= Vu(z)] < ﬁsup|u|.
R q
Mit R 7 dist(Q,092) folgt die Behauptung,. ]
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Durch Iteration lassen sich natiirlich Ableitungen beliebiger Ordnung lokal
durch sup |u| abschétzen.
Q

Wie in der Funktionentheorie erhélt man aus Satz 3.13 als unmittelbare Folge-
rung:

3.14 Satz (Liouville). Sei u : R — R harmonisch und beschrinkt. Dann ist u

konstant.

Beweis. Fiir Q' kompakt, Q = R zeigt Satz 3.13: Vu|p =0 O]
Eine weitere Folgerung aus Satz 3.13 ist das Pendant zum Satz von Montel:

3.15 Satz. Die Folge harmonischer Funktionen uy : Q — R sei lokal gleichmdfig
beschrinkt. Dann ezistiert eine Teilfolge ko, so dass uy, lokal gleichmdfig gegen
ein harmonisches u : ) — R konvergiert.

Beweis. Satz 3.13 liefert die lokal gleichgradige gleichméfige Stetigkeit, der Satz
von Arzela-Ascoli eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge. Beachte Satz 3.11.
O
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4 Die Perronsche Methode subharmonischer
Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir zum ersten Mal ein relativ allgemeines Dirichlet-
Problem erfolgreich behandeln koénnen.

Sei 2 C R™ im Folgenden stets ein beschrénktes Gebiet, sofern nicht ausdriick-
lich etwas Anderes vorausgesetzt wird. Wir wollen das Dirichlet-Problem

—Au=0 in €, U= auf 00 (4.1)

fiir vorgegebenes ¢ € C°(99Q) behandeln. Die Lésung wird unter vergleichsweise
moderaten Bedingungen an €2 gelingen und einen enormen Fortschritt gegeniiber
unserem ersten Existenzsatz 3.9 bedeuten. Allerdings wird die Methode genau auf
diesem Resultat und der intensiven Verwendung des Maximum-Prinzips aufbauen.
Basierend auf Letzterem haben wir zunéchst den Begriff der sub- / superharmoni-
schen Funktionen zu verallgemeinern (in Richtung hin auf Distributionslésungen
/ Viskositétslosungen):

4.1 Definition. Sei @ C R" offen. Eine stetige Funktion u € C°(Q) heifit sub-
harmonisch bzw. superharmonisch, falls fiir jede Kugel B, (z9) CC € und jede

harmonische Funktion h € C?(B, (o)) N C%(B, () mit hlop, @) = Ulop, () bzw.
h|8Br(a:o) < U|aB,.($O) gilt:

Vo € B,(xo) : u(z) < h(z);
bzw. Vz € B,(z9) : u(z) > h(z).
Bemerkung.
e y subharmonisch < —u superharmonisch.

e Die Definition kann dquivalent auch mit ,hlsp = ulgp® statt mit den Un-
gleichungen formuliert werden: Dieses kann man mit Hilfe des klassischen
schwachen Maximum-Prinzips fiir harmonische Funktionen zeigen.

Fiir den Erfolg der Perronschen Methode wird folgendes Verfahren grundlegend
sein:

4.2 Definition. Sei 2 C R" offen, u € C°(Q) sei subharmonisch, B, (z,) CC €.
Sei u € C*(B,(xg)) N C°(B,(xy)) die gemiB Satz 3.9 existierende Lésung von
—Au =0 1in B,(z¢), u = u auf 0B, (o). Dann heift:

harmonische Liftung von u bzgl. B, (z).

Wir stellen einige Eigenschaften subharmonischer Funktionen und der harmo-
nischen Liftung zusammen. Fiir superharmonische Funktionen betrachte —u.

44



4.3 Satz (Starkes Maximumprinzip). Se: Q@ C R" ein Gebiet, u € C°(Q) sei
subharmonisch und nehme sein Maximum in einem xo €  an, d.h. Yr € Q
u(z) < u(xzg). Dann ist u konstant.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass u in einer Umgebung von z, konstant ist, vgl.
auch den Beweis von Satz 2.5.
Sei M = supu = u(xg), By,(79) CC Q, 0 < r < 1o, sei h € C*(B(xg)) N
Q

C°(B,(z0)) die gemifl Satz 3.9 existierende Lsung von
—Ah =0 in B, (xg), h=u auf 0B, (xo).

Dann gilt einerseits auf Grund der Subharmonizitét von u: v < h in B,(x), an-
dererseits in h|sp, (z0) = ©|oB,(zo) < M und damit nach dem schwachen Maximum-
Prinzip 2.7 h < M in B,(xg). Es folgt M = wu(zg) < h(zo) < M, h nimmt sein
Maximum in zg € B,(x¢) an. Das starke Maximumprinzip fiir harmonische Funk-
tionen (Satz 2.5) zeigt:

h(z) = M in B, (zo) = u(z) = M auf 0B, (zy).

Da r € (0,79] beliebig ist, folgt w = M in B,,(x). O

4.4 Hilfssatz. Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet, seiu € C°() subharmonisch,
v € C°(Q) superharmonisch, es sei u < v auf 0Q. Dann gilt:

entweder Ve e u(z) < v(x),

oder Vo € (2 u(z) = v(x).

Beweis. Man bemerke, dass Definition 4.1 mit ,u|gp = h|sp“ formuliert werden
kann. Da u subharmonisch, —v subharmonisch, kann man so direkt folgern: u—v =
u+ (—v) ist subharmonisch. Das starke Maximum-Prinzip 4.3 zeigt nun direkt die
Behauptung. O

Damit gelingt nun der Nachweis der zentralen Eigenschaft harmonischer Lif-
tungen:

4.5 Satz. Sei Q C R"™ offen, u € C°(Q) sei subharmonisch, B,.(xo) CC Q, U sei
die harmonische Liftung von u bzgl. B.(x¢). Dann ist U ebenfalls subharmonisch
in €.

Beweis. Sei B’ cC  irgendeine Kugel, h € C°(B’) N C?(B’) harmonisch mit
hlop > Ulap:. Ist B'NB,.(xo) = 0, so ist nichts zu zeigen. Der Fall B’ C B,.(x() (im-
pliziert sogar B’ C B, (z0)) ist ebenfalls klar. Sei also im Folgenden B'N B,.(xg) # ()
sowie B’ \ B,(xq) # 0.

Zunichst zeigen wir, dass

h>u in B’ (+)
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Abbildung 4: Harmonische Liftungen subharmonischer Funktionen sind
subharmonisch: Satz 4.5.

gilt: Auf 0B’ N B,.(xp) haben wir h > U =7 \Z/ u, auf OB’ \ B.(zg) : h > U = u.
u subh.

Also ist A > u auf 0B’. Da u subharmonisch ist, folgt geméafl Definition 4.1: u < h

in B’. Damit ist (x) gezeigt und folglich h > U = u in B"\ B,(x).

Es bleibt Q' = B, (x¢) N B’ zu betrachten; hier soll das schwache Maximum-
Prinzip fir harmonische Funktionen Anwendung finden. Auf 0’ N B,.(xy) haben
wirh>U=w,auf 0V NB: h > u = u.

~~ ~~
(%) 0OQNB’'COBy (o)

Also ist A > @ auf 9€Y. Da beide Funktionen harmonisch sind, folgt h > @ in

2. Damit haben wir insgesamt: h > U in B’. Der Beweis wird in Abbildung 4

illustriert. O

Schliefflich liegt auf Grund unserer allgemeinen Definition die folgende bemer-
kenswerte Eigenschaft auf der Hand:

4.6 Hilfssatz. Sei Q C R" offen, uy,...,uy € C°(Q) seien subharmonisch. Dann
15t
w: Q— Ru(x) = max{u(z),...,un(x)}

ebenfalls subharmonisch in €.

Wir kommen nun zur Behandlung des Dirichlet-Problems (4.1). Es sei an die
Generalvoraussetzung erinnert: {2 ist ein beschrianktes Gebiet“ (sofern nicht aus-
driicklich anders vereinbart). Vorbereitend definieren wir:

4.7 Definition. Sei ¢ € C°(9Q). Eine Funktion u € C°(Q) heifit Unterfunktion
(bzw. Oberfunktion) beziiglich ¢, falls u|sg < ¢|gq und w subharmonisch in 2
ist (bzw. u|sn > ¢|sq, u superharmonisch in Q).
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Es bezeichne bei gegebenem ¢ € C°(9Q)
S, ={v e C’Q): vist Unterfunktion bzgl. ©}.

Sicher ist Halgzngp € S,, also S, # (). Die konstante harmonische Funktion max

ist geméafl Hilfssatz 4.4 eine obere Schranke:

YweS,: VreQ: v(x)gr%%xcp.
Diese Beobachtung, zusammen mit Hilfssatz 4.6, legt die folgende Konstruktion
nahe:

4.8 Satz (Perronsche Losung). Die punktweise gebildete Funktion

u: Q) — R, u(z) := sup v(x)

vES,

1st harmonisch in €.

Beweis. Geméafl der auf Hilfssatz 4.4 beruhenden Vorbemerkung ist v : 2 — R
wohldefiniert und

Q: ' < < :
Vo € ming < u(z) < max ¢

Sei xy € ) beliebig, wir betrachten eine Folge (vi)gen C S, mit klirn vg(xg) =
—00
u(xg). Indem man ggfs. zu max{wy, Ig}zn ¢} iibergeht, kann man gem#f Hilfssatz 4.6

erreichen:
vk, V- mingp<v Xz <maX<p.
’ o0 k( ) o0

Sei Br(zg) CC €, es seien Vj die harmonischen Liftungen von vy bzgl. Br(xo).
Geméf Satz 4.5 ist V, € S, also offensichtlich fiir alle z € €2

ming < vg(z) < Vi(z) <ulx) < max .

Gemafl dem Konvergenzsatz 3.15 kénnen wir nach Auswahl einer Teilfolge anneh-
men, dass Vj, in Bg(z) lokal gleichméBig gegen ein harmonisches V' : Bg(xy) — R
konvergiert. Offenbar ist V' < win Br(xg), V(x¢) = u(xg), wir wollen zeigen: V = u
in Br(xg). Wegen der Beliebigkeit von z; ist damit dann der Satz bewiesen.

Annahme: Jdzy € Bg(xo) : Vizy) < u(zy).
Also existiert ein w € S, : w(zy) > V(zy).
Sei wy(z) = max{vg(z), w(z)} € S, gemiaB Hilfssatz 4.6, W), seien die harmo-
nischen Liftungen, gemaf Satz 4.5 ist W;, € S,. Wiederum nach Auswahl einer
Teilfolge kann man gemifl dem Konvergenzsatz 3.15 erreichen:

Wy — W lokal gleichméflig in Bg(zy), W : Bg(zo) — R harmonisch.
Offenbar ist in Q: Vi, < Wi < u also:
Vo € By (o) : Viz) < W(z) < u(z).
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Auflerdem gilt:
V(xg) = W(xg) = u(xo),

V(zy) < w(zy) < Wi(zq) < u(xq) = V(zy) < W(xy).

Nun sind V, W zwei harmonische Funktionen in Bg(xg), V < W in Bg(zo), V (zo) =
W (zo). Das starke Maximum-Prinizp zeigt V(z) = W(x) in Bgr(zo) im Wider-
spruch zu V(z1) < W(zy).

Also ist obige Annahme absurd und es gilt: © und die harmonische Funktion
V' stimmen in Bg(xg) iiberein. O

Bemerkung. Die fiir Q = B in Satz 3.9 mittels des Poissonkerns konstruierte Losung
u' stimmt mit obigem u iiberein.
In der Tat hat man auf Grund von Hilfssatz 4.4:

/

YveS,: v<u = wu<d.
Andererseits v’ € S, = v’ < u. Zusammen folgt: u = .

Satz 4.8 klédrt nur die inneren Eigenschaften von u, am Rande hat man bisher
nur u|spn < ¢. In der Tat kann man stetige Annahme der Randwerte nicht in jedem
beliebigen Gebiet erwarten. Besonders kritisch sind z.B. ,innere Randpunkte® in
Raumdimensionen n > 2.

4.9 Beispiel. Sei B C R" (n > 3) die Einheitskugel, 1 > ¢ > 0. Wir zeigen, dass

1 2—n
— Tl_ 5 S SL
u.: B—=R, u(r)={° (= [2T), e <
_1a |I’|§€,

in B subharmonisch sind. Sei B’ CC B eine Kugel, h € C°(B’) N C*(B’) in B’
harmonisch, h > u, auf 0B’. Sicher gilt, indem man ggfs. ein hinreichend kleines
Loch um 0 aus B’ herausschneidet:
2—n
h > 52*”——1(1 — [z|*™)
in B’: Man vergleiche beide harmonischen Funktionen in B’ \ B;s(0).
Die Ungleichung h > —1 ist wegen h|gp: > uc|gp > —1 aber evident. Insgesamt
haben wir h > u, in B’.
Betrachten wir nun Q = B\ {0}, ¢ : 9Q — R:

ist sicher stetig. Gemé&fl Obigem sind u.|q Unterfunktionen zu . Fir € N\ 0 ist
aber punktweise fiir x # 0:

l{% us(x) = 0.
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Das heifit: Das in Satz 4.8 bestimmte wu ist

0, r € B\ {0},
—1, x=0.

Die Randdaten ¢ werden im Randpunkt 0 nicht stetig angenommen.

Mit dieser Methode kann man sogar die Unlosbarkeit dieses Dirichletproblems
zeigen: Eine solche Losung miisste ndmlich oberhalb der Perronschen Losung u
liegen!

Ahnlich kann man in R? mit = —li’f—g@ ein Gegenbeispiel finden.

Problematisch sind auch Gebiete, deren Rénder einspringende Ecken enthalten:

vgl. Abbildung 5.

Abbildung 5: Einspringende Ecke.

Stetige Annahme der Randdaten ¢ lédsst sich aber unter recht allgemeinen
Bedingungen an 0f zeigen:

4.10 Definition. (a) Eine stetige Funktion w € C°(Q) heifit Barrierenfunk-
tion bzgl. des Randpunktes zy € 012, falls gilt:

(i) w ist superharmonisch in €2,
(i) w(wo) = 0,
(iil) w > 01in Q\ {zo}.

(b) Ein Randpunkt zy € 02 heifit regulir (bzgl. des Laplace-Operators), falls
eine Barrierenfunktion bzgl. x, existiert.

Fiir eine grofle Klasse von Gebieten kann die Regularitét aller Randpunkte sehr
leicht gezeigt werden:
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4.11 Beispiel. Man sagt, dass Q in zy € 02 eine duflere Kugelbedingung

erfiillt, falls es eine Kugel Bg(z;) gibt mit Br(z1) NQ = {x¢}. In diesem Fall gibt
die Grundlosung mit Pol in z; eine geeignete Barrierenfunktion:

w<x) — ﬁ (RQ_R - ‘x B x1|2_n) N 7é 2,
log |z — x| — log R, n=2.

Konvexe Gebiete erfiillen sicher in jedem Randpunkt eine duflere Kugelbedingung.
Mit etwas Aufwand lisst sich das auch fiir regulire Gebiete mit C2-Rand zeigen.

Nimmt man den folgenden Satz mit der vorhergehenden Diskussion zusammen,
so ergibt sich eine recht weittragende Diskussion des Dirichlet-Problems (4.1).

4.12 Satz. Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet, o € C°(00Q). Es sei u die in
Satz 4.8 konstruierte harmonische Funktion. Dann gilt:
Ist xq € 0N) ein requlirer Randpunkt, so gilt

ol o) = ol

Beweis. Sei € > 0 beliebig; es bezeichne M := r%%x]ﬂ. Sei zunéchst n > 0 so
gewahlt, dass fiir alle x € 0€) gilt:

13
|z — 20| <1 = |o(z) — o(0)] < 3"

Zu diesem 7 sei k > 0 so gewihlt, dass mit der voraussetzungsgemifl zu z( exi-
stierenden Barrierenfunktion w :  — R gilt:

x € 00, |x — xo| > n = kw(zx) > 2M.
Fiir z € 09 ist dann

o(zg) —e/2 — kw(ml <) < f(fo) +e/2+ kw(xl

~

subharm. superharm.

Mithin ist z — ¢(xg) + /2 + kw(z) eine Oberfunktion bzgl. ¢, x — ¢(xy) —e/2 —
kw(z) eine Unterfunktion bzgl. ¢. Laut Hilfssatz 4.4 ist jede Oberfunktion iiber
jeder Unterfunktion. Mit der Menge S, aus Satz 4.8 konnen wir uns dann bei der
Bestimmung von u auf diejenigen v € S, beschrénken, fiir die gilt:

VreQ: Sy 3 (xg) —e/2 —kw(x) < v(z) < p(xy) +¢/2+ kw(x),
o.E.
=V eQ: o(xg) —e/2 — kw(x) < u(x) < p(xg) +¢/2 + kw(x).
Wiéhlt man nun 0 > 0 so, dass € Q, |z — 29| < § = |kw(x)| < 3, so folgt fiir
|z — o] < 9§ |u(x) — p(xo)] < e. O

Hinsichtlich klassischer Losbarkeit des Dirichlet-Problems (4.1) haben wir somit
folgendes notwendige und hinreichende Kriterium:
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4.13 Satz. Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet. Das Dirichlet-Problem (4.1)
besitzt fiir jedes stetige Randdatum ¢ € C°(0R) eine Lisung u € C°(Q) N C*(Q)
genau dann, wenn alle Randpunkte x € 0S) reguldr sind.

Beweis. ,<*“: Satz 4.8 und Satz 4.12.

,=“: Sei zy € 0O beliebig, p(x) = |v — x¢|. Sei u € C°(Q) N C%(Q) die dazu
als existent angenommene Losung des Dirichlet-Problems. Schwaches und starkes
Maximum-Prinzip zeigen: ulg\ {z0} > 0 Somit kann u bzgl. x4 als Barrierenfunktion
dienen, xg ist reguldrer Randpunkt. O

4.14 Bemerkung. Bisher konnten wir das Dirichlet-Problem
—Au = f in Q, u = ¢ auf 00 (4.2)

in allgemeinen Klassen von Gebieten nur fiir den Fall f = 0 behandeln - und das
erforderte schon einigen Aufwand!

Fiir f # 0 kénnte man unter der Voraussetzung, dass f € C?(Q) und sich zu
einem f € CZ(R™) fortsetzen lisst, zunéichst gemifl Satz 3.2 eine Losung u; der Dif-
ferentialgleichung —Aw; = f bestimmen. Anschliefend konnte man Satz 4.13 auf
das Randdatum ¢ —uq|sq und dazu eine in €2 harmonische Funktion wus finden. Mit
u = u;+ug hat man dann eine Losung von (4.2). Dieser Zugang erfordert allerdings
erhebliche Voraussetzungen an f bzw. 02 sowie ggfs. einen Fortsetzungssatz.

Die Diskussion des Falles f # 0, wenn man solche unrealistisch starken Aufla-
gen an f vermeiden will, erfordert jedoch ganz erheblichen technischen Aufwand.
Hier kommt noch erschwerend hinzu, dass C°(Q) fiir f und C?(Q) fiir u nicht
die richtigen Klassen sind. Hat man z. B. in {2 = B eine Greensche Funktion und
differenziert man in der Darstellungsformel aus Satz 3.8 formal unter dem Integral:
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so erhélt man Terme %ﬁiﬁ;%), d.h. von der Ordnung |z — y|™", die nicht mehr

absolut integrierbar sin(ﬁ Geeignet sind ,,Holderklassen*:
feC™Q), ¢eC*(Q), C**glatter Rand O
= Existenz einer Losung u € C**(Q).

Diese Richtung soll hier nicht verfolgt werden, wir geben nur zur Kenntnis,
wobei wir die Holderklassen vermeiden und dementsprechend auf Optimalitat ver-
zichten:

4.15 Satz. Sei Q2 C R" ein regulires Gebiet, auferdem sei OS2 diberall C?)_-glatt m
Sinne von Definition 0.12. Dann existiert zu jedem f € C*(Q),p € C*(Q) genau
eine Lisung u € C?(Q) des Dirichlet-Problems (4.2).
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Bemerkung. Ist Q C R™ regulir, 9Q € C?, L ein elliptischer Differentialoperator
gemiiB Voraussetzung 2.11. Gilt dariiber hinaus, dass a;;,b;,c € C*(Q),c¢ > 0, so
kann man zeigen:

Fiir alle f € CY(Q) und alle ¢ € C3(Q) existiert dann genau eine Losung
u € C*(Q) des allgemeinen elliptischen Dirichletproblems:

Lu = fin Q, u = @ auf 0f.

Anstatt diese klassische Theorie voranzubringen, soll ein Ausblick auf modernere
funktionalanalytisch orientierte Losungsmethoden gegeben werden. Dazu ist die
Einfiihrung neuer Funktionenrdume (=Hilbertrdume) unerlésslich.
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5 Sobolevriaume

Hier soll nur das Allernétigste in aller Kiirze und weitgehend ohne Beweise zusam-
mengetragen werden. Eine ausfiihrliche Diskussion erfolgt in der Veranstaltung
iiber ,Funktionalanalysis®. Zur Natiirlichkeit von Funktionenrdumen, die mittels
Integralen normiert werden: Bei der Herleitung der Modellgleichungen erhielt man
oft zunéchst eine integrale Formulierung. Und physikalisch relevante Gréfien sind
oft ,,Energieintegrale® wie [, u®dz, [, \Vu|2 dz.

Sollte man nicht die entsprechend normierten vollstindigen Funktionenrdume
betrachten?

Ein anderer Gesichtspunkt fithrt zu demselben Ergebnis: Héufig schon mussten
wir den Satz von Gaufl verwenden, insbesondere in Kapitel 3. Wir werden nun
schwache Ableitungen so einfithren, dass mit diesen der Satz von Gaufl weiterhin
verwendet werden kann.

Stets bezeichne €2 C R™ eine beschrinkte (!) offene Menge.

5.1 Definition. Sei f € L] (Q),« € NI'. Wir sagen, dass g € L}, .(Q) schwache

loc loc

Ableitung zum Multiindex « ist, falls Vi € C(‘)M(Q) gilt:

[ oo dr = ) [ Do) dn
In diesem Falle schreiben wir g = D*f (im L;, -Sinne). Fiir m € N ist

W™Q):={f €L, (Q: VacN} mit|a| <m existiert D*f € L, (Q)}

loc
der (Vektor-)Raum der m-mal schwach differenzierbaren Funktionen.
Bemerkungen.

(a) Ist f klassisch differenzierbar, so zeigt die Trivialversion des GauBschen Inte-
gralsatzes (partielle Integration mit Null-Randwerten), dass f auch entspre-
chend schwach differenzierbar ist.

(b) Im Fall der Existenz ist die schwache Ableitung eindeutig bestimmt (im L!-
Sinne, d.h. punktweise f.ii.). Dahinter steckt die L}, -Version des Weierstraf}-
schen Approximationssatzes, deren Beweis mehr Aufwand als die klassische

C"-Version erfordert.

Zur Handhabbarkeit schwacher Ableitungen ebenso wichtig wie die explizite De-
finition 5.1 ist die folgende Charakterisierung mittels einer Approximationseigen-
schaft.

5.2 Satz. Seien f,g € L.(Q),a € Ni. Genau dann ist g = D*f schwache
Ableitung, wenn eine Folge (fi,) C C>®(Q) existiert mit fr — f in L, .(Q), D* fr —

loc
g in L} .(Q).

loc

Beweisidee. ,=*“: Ganz dhnlich wie beim Weierstrafischen Approximationssatz,
man vgl. auch Dichtheit von C§° in LP. Faltung mit Glattungskernen, vorher noch
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,Abschmieren* in immer kleineren Streifen nahe 0f2.
,<=“: Da (fx) C C*, sind auf Grund der Elementarversion des Gaufischen Satzes
die fi auch schwach differenzierbar. Fiir alle ¢ € C(l)a‘(Q) gilt:

/Dafk x)dr = ( 1)“'/ka(a:)Dagp(x)d:c
N / ) dz = (—1) /Q F@) D% () dx

Die erste Gleichung gilt auf Grund des Gauflschen Satzes und supp ¢ CC €2. Die
zweite Gleichung folgt auf Grund der L} -Konvergenz und entspricht genau der
Definition von g = D®f als schwacher Ableitung. m

Als Folgerung erhéilt man eine Produktregel auch fiir schwache Ableitungen;
gemafy der Holderschen Ungleichung muss man aber die Integrierbarkeit des Pro-
duktes sicherstellen. Wir geben eine mdogliche Formulierung:

5.3 Folgerung. Scien f,g € W1(Q)NC(Q), dann ist f-g € WL(Q) und es gilt

9 af

a—%(fg) oz, +f

auch im schwachen Sinne.

Beweisidee. Man konstruiert mit &hnlichen Ideen wie oben skizziert Folgen

(fx), (gr) € C=(Q)

mit f, — f in LY(Q), gﬂ — g—f in LYSY), fr — fin CO(SY) wobei Q' CC Q

beliebig; entsprechend fiir die gg. Damit bekommen wir

fkgk — fg n Llloc

und o o 5
k 9k .
a_xjgk — 8_a:jg in Lj,., fk f— in L,
und deshalb
O f ogr  Of 0
axj (fkg ) klassische Produktregel a_x‘]gk fk 8xj — 81}]' g + faxj ’

Satz 5.2 zeigt: fg € W'(Q) und 3 g + fag ist schwache T—Ableitung von
fg. O

Ganz dhnlich zeigt man bei requldrer Transformation der unabhdngigen Verénder-
lichen:

5.4 Folgerung. Seien €, Q C R™ beschrinkte Gebiete, @ : Q — Q ein Diffeomor-
phismus. Sei f € WY(Q), dann ist f o ® € WY(Q), und es gilt die Kettenregel:

A = L@ ) S in
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Beweis. Sei (fx) eine Folge wie in Satz 5.2:
fo € C°(Q), fr » fin L} 9 _ 9L 4y [l

loc) 9z, Oxy loc*

klassische Kettenregel: f, o ® € C1():

k o @ afk 8@4 .=
Z (93:5 &yj —(y) in Q.

Fir die f; gilt natiirlich die

Sei ' cc Qund Q' := ®(Y) cc Q.

[Vowm = rovlar, = [ 1) = | der (%G| do
Sclufk—fHLl(Q/) —0 (k — 00);

Ofio®) NN Of . 0
é—ﬁrm—lﬁmm@@@
=[§j@£uw>§§<w)%ﬂow

0 k 8 8(1)5 _1 (9<I>_1
oo 5 (2 1) ] e ()

J/

<¢1 von oben

Ok (1 01 | |02

< P
_ﬁL;%ﬁ L) [t o o
<c2
< e Of _ 9F —0 (k — 00).
0z Oy L)

Satz 5.2 (leicht modifiziert (mit C' statt C*)) zeigt nun: f o ® € W(Q), die
Kettenregel gilt.

Man beachte: Da die Transformationsformel hier unverzichtbar ist, kann man
die Voraussetzungen an die Transformation ® der unabhingigen Verdnderlichen
nicht wesentlich abschwéchen! O]

Nun zur Transformation der abhingigen Variablen; um hier jeweils Integrabi-
litdt sicherzustellen, sind die Voraussetzung noch restriktiver als im vorhergehen-
den Satz zu formulieren. Auch hier liegt beim Beweis der Approximationssatz 5.2
zu Grunde.

5.5 Satz. Sei g € C'Y(R,R), mit einem geeigneten M > 0 gelte Vy € R :
|g'(y)| < M. Dann gilt fiir jedes f € W'(Q), dass auch go f € W(Q) und

f

Ly

aa (gof)=g'of-

Entsprechendes kann man auch bei R™-wertigen Abbildungen f € W(Q) und
g € CY(R™,R) mit beschrinkten Ableitungen zeigen.
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Im Beweis sind noch der Satz von Riesz-Fischer, der die Auswahl p.w.f.ii. kon-
vergenter Teilfolgen gestattet, sowie der Lebesguesche Satz von der majorisierten
Konvergenz zu benutzen.

Bei der Verallgemeinerung von Satz 5.5 auf hohere Ableitungen ist grofle Vor-
sicht hinsichtlich der Integrabilitéit aller auftretenden Terme geboten! Die folgen-
den Bemerkungen und der folgende Satz gilt ausschlieflich fiir schwache Ableitun-
gen erster Ordnung.

Indem man nun die Betragsfunktion durch C'-Funktionen f — /€2 + f2 ap-
proximiert, erhdlt man folgendes bemerkenswerte Resultat iiber |f|, f*, f~, das
allerdings ausschlieflich in W' Giiltigkeit besitzt. Bei zweiten und héheren Ab-
leitungen treten d-Distributionen auf. Diese Tatsache ist verantwortlich nicht nur
fiir den groflen Unterschied im Ausbaustand der modernen Theorie elliptischer
Gleichungen zweiter und héherer Ordnung, sondern auch fiir unterschiedliche qua-
litative Phénomene.

5.6 Satz. Sei f € WY(Q), dann sind auch |f|, fT, f~ = max{—f,0} € W(Q),
und es gilt (p.w.f.i.):

Vit(z) = {vm)’ falls f(z) >0,

0, sonst;

0, sonst;

Vi(x) = {‘Vf (), falls f(x) <0,

Vf(zx), falls f(x) >0,
VIfl(x) = 4=V f(z), falls f(z) <0,
0, falls f(zx) = 0.

Ist ' C Q messbar und f = const. f.i. in Q, so gilt Vf =0 fi. in €.
5.7 Satz und Definition. Seim € N, 1 < p < co. Dann ist
W) = (f € WP(Q); V]a| <m: DOf € LX)}

versehen mit der Norm

=

I llwmr@ = | D 1D ooy

la<m

ein separabler Banachraum. C®(Q)NW™P(Q) liegt dicht in W™P(Q). Ist 0 glatt,

etwa 02 € C™, dann ist sogar C*(2) N C™(QY) dicht in WP ().
Hinweise zum Beweis. e Dreiecksungleichung in LP(£2) sowie in (Rzla\ﬁm Ul |p>.

e Vollsténdigkeit: Basiert auf der Vollstiandigkeit der LP-Raume; LP-Limites
und schwache Differenzierbarkeit vertauschen, vgl.  <=“-Teil im Beweis von
Satz 5.2.
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e Separabilitit: LP(Q)) separabel (Weierstrafischer Approximationssatz mit Po-
lynomen, bei p = 2 alternativ Fourierreihen), also auch <H‘a| <m LP(Q)>, also

auch W™P(Q) als abgeschlossener Teilraum davon.
e Dichtheitsaussagen: Vgl. Satz 5.2. Bei glattem Rand hat man Fortsetzungs-

operator W™P(Q2) — W™P(R™) : 9 gerade biegen, fortsetzen, zuriicktrans-

formieren. In W™P(R") dann Faltungsprozedur mit Glattungskern.
[l

5.8 Definition. Unter ;" () verstehen wir den Abschluss von C§°(€2) in W™?(Q)
beziiglich der W™?(Q2)-Norm:

WoP(Q) = {f € W™P(Q);  3(fr) € C5(Q) : If = frllwma@) = 0 (k= 00)}.

Bemerkung. Ist 02 € C™, so kann man mit erheblichen Aufwand (— Spuropera-

toren) zeigen:
Ist f e C™(QQ), so gilt

fEWST(Q) & Vla| <m—1, D*flog=0.

Mit Hilfe der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung 0.11 kann man ;™" allein mit Hilfe
der schwachen Ableitungen hochster, d.h. m-ter Ordnung normieren.

5.9 Satz und Definition (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). Sei Q C Bg(0) C
R" meN, 1 <p<oo. Fir f € Wi sei

LA

1 lwgee () = 1D f 170
@)

|al=m
Dann existiert eine Konstante C = C(n,m, R,p) > 0 derart, dass
Ve WP(Q) : “fHW(;""’(Q) < | fllwmr) < C||f||wg"4)(sz)-

Bewers. Nur die zweite Ungleichung ist zu beweisen. Mittels etwas miihsamer, aber
einfacher Induktion und der Ungleichung in R¥

|z}, < C(k,p)|x],

findet man die Behauptung fir f € C°(Q2) direkt aus Satz 0.11. Sei nun f €
WP(Q), definitionsgemif existieren f;, € C§°:

Vie| <m: D*f, — D*f in LP(12).

Nach dem ersten Argument haben wir fiir alle £ mit einer festen Konstante C' =
C(n,m, R,p):

D tatzm 1P fillze < €732 012 1D fill o)

Grenziibergang fiir k£ — oo zeigt die Behauptung. m
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5.10 Bemerkung. In H™(Q) := W™2(Q) baw. HJ"(Q) := W"*(Q) werden die
entsprechenden Normen durch Skalarprodukte gegeben.

iy = 3 AP D ey = 3 [ D f(@)Dg(a)da

lo|<m la|<m

bzw.

gy = 30 ADL.D"0) 0y i= 3 [ D*f@)Dgla)da

lal=m la]=m
Man erhélt so separable Hilbertraume.

Abschlieend halten wir noch Einbettungssétze fest:
Hat man LP-Integrierbarkeit der (ersten) schwachen Ableitungen, so verbessert
diese Information die Qualitdt der Funktion selbst.

So, wie der folgende Satz formuliert ist, ist es wichtig, dass €2 beschréankt ist.

5.11 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Sei  C R™ beschrinkt, offen mit
0N eC SeimeN, 1<p<oo.

Ist % > m, so hat man fir alle q € [1 e }

’ n—mp

WP (Q) — L), Vf e W™P(Q): [|fllea@) < C- [Ifllwma@

mit einer Konstanten C = C(n,m,p,q, ).
Ist 2 =m, so hat man fiir alle q € [1,00):

WmP(Q) = LU(Q), Vfe W™ (Q): [[fllo@ < C- | fllwmr).

Ist % < m, so gilt sogar (bei geeigneter Auswahl der LP-Reprdsentanten bzw. nach
Abdnderung auf jeweils geeigneten Nullmengen):

WmP(Q) — C%Q), Ve W™ (Q): |[flloom < C - [ fllwmr@
mit C' = C(n,m,Q,p).

In WP (Q) gelten die entsprechenden Aussagen ohne Glattheitsanforderungen
an 0f).
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6 Hilbertraummethoden

Unter Verwendung der im vorhergehenden Abschnitt bereit gestellten Sobolevréiu-
me soll nun demonstriert werden, mit welch eleganten Methoden es gelingt, die
Existenz schwacher Losungen zu zeigen. Der technisch unangenehmere Teil (den
wir hier nur ansatzweise darstellen) betrifft die ,Regularitétstheorie® schwacher
Losungen, unter welchen Zusatzbedingungen diese , klassische® Losungen im ge-
wohnten Sinne sind.

Im Folgenden bezeichne stets {2 C R™ ein beschrinktes Gebiet. Fiir geeignete
Daten f: Q — R, ¢ : Q — R legen wir zunsichst folgendes Dirichletproblem zu

Grunde. A f o
—Au=f in €,
{ U= auf 0€). (6.1)

6.1 Definition. Seien f € L?(Q), ¢ € H'(Q). Dann heiit u € H'(Q) eine schwa-
che Losung des Dirichletproblems (6.1), falls fiir alle Testfunktionen ¢ € H} ()
gilt:

/ (Vu, Vib) dxz/f%ﬁdx, u— € Hp. (6.2)
Q Q
Bemerkungen.

(a) Ist Q ein regulires Gebiet und u € C?(Q), ¢ € C*(Q), dann sind auf Grund
des GauBischen Satzes und Bemerkung 5.8 die Formulierungen (6.1) und (6.2)
dquivalent. Ohne die Zusatzannahme an v kann man allgemein nur folgern:

u klassische Losung = u schwache Losung.
(b) Wegen der Dichtheit von C5° in W, () (def-gem.!) und der Poincaré-

Friedrichs-Ungleichung 5.9 kann man gleichwertig die Giiltigkeit von (6.2)
fiir alle Testfunktionen ¢ € C§° fordern.

Die Klasse schwacher Losungen ist nicht so gro geworden, als dass Eindeutigkeit
nicht weiterhin auf der Hand ldge.

6.2 Satz. Seien f € L*(Q), ¢ € H'(Q) und u,v € H'(Q) schwache Lisungen von
(6.1). Dann gilt w = v (in W', insbesondere p.w.f.i. ).

Man vgl. auch Beispiel 0.10 - Faradayscher Kéfig.

Beweis. Sei w = u — v. Zunéchst liefern die schwachen Randbedingungen u — ¢ €
H(%? v—=@ € H(%a

w=(u—¢)—(v—1) € Hy,
und w ist zuléssige Testfunktion in (6.2):
0= [,(f=f) wdx=[,(Vu—Vv,Vuw) dr = va”?ﬂ(ﬂ)
~ il

GemiB Satz 5.9 ist |- || 3 eine zu ||-|| g1 dquivalente Norm auf Hy(Q2) (— Poincaré-
Friedrichs-Ungleichung). Insbesondere: w=01in H}(Q). O
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Wir stellen nun einige sehr elegante und geometrisch motivierte Losungsver-
fahren fiir schwache Losungen von (6.1) dar.

Dirichletsches Prinzip

Hier betrachten wir die homogene Differentialgleichung, d.h. f = 0 in (6.1). Gege-
ben sei ¢ € H'(2), gesucht ist eine (schwach) harmonische Funktion u € H*(Q)
mit Randdaten ¢, d.h. eine Lésung von

Vip € Hy(Q) /Q (Vu, Vip) dz = 0, u—p € HY(Q). (6.3)

Idee: Suche u im affinen Raum ¢ + H}(€). Minimiere dazu den Abstand zum
Ursprung, Abstandsbegriff HU||12L15 = [, |Vu(x)[* dz Dirichlet-Integral.

6.3 Satz. Sei p € H'(2), dann existiert genau eine schwache Lisung u € H'(Q)
des Dirichletproblems (6.3).

Beweis mittels des Dirichletschen Prinzips. Sei
K={veH'(Q): v—9peH)Q)}=¢+H)Q),

diese Menge ist sicher konvex und abgeschlossen C H'(2).
Auf I soll das ,,Abstands“-Funktional

F: K-—R, v F(o) = [, | Vol do
minimiert werden. Es sei
a:=inf{F(v): vek} >0, (6.4)
und (vg) C K eine Minimalfolge:
limy o0 F(vg) = .

Ohne Weiteres kann man Beschréinktheit der Hj-Normen und durch Anwendung
der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung 5.9 auf v, — ¢ die Beschrinktheit der H'-
Normen zeigen. Mit Hilfe der Funktionalanalysis konnte man daraus eine ,,schwach
konvergente“ Teilfolge konstruieren. Das wére zwar genug, aber in unserer spezi-
ellen Situation gelingt mittels eines einfachen Tricks (Parallelogrammgleichung in
Hilbertraumen) direkt der Nachweis starker Konvergenz.

Fiir alle k, ¢ gilt auf Grund der Konvexitét von K:

1 1 1
5(1]1.3 +u)ekl = Z]:(Uk + ) = .7-"(5(1);.C + ) > a

Sei nun € > 0 gegeben, bestimme kg so, dass fiir k, ¢ > k, gilt:

Flog) Sat+§, Flo) <o+t

WM
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Fiir k, ¢ > kg gilt auf Grund einer ,,Parallelogrammidentitat®:
Jow = ey = [ Vo= Vorl* do
Q

:2/ ]VUdea:—l—Q/|va|2dx—/|VUk+VUg]2dx
Q Q Q

= Qf(vk) + 2F<Ug) — f(’l)k + Ug)
§2a+g+2a+g—4a:€.

Da vy, — vy € H (), zeigt die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung 5.9, dass eine Kon-
stante C' = C'(n, diam §2) > 0 existiert, so dass stets

loe — WH%{l(Q) <C%-g

(vg,) ist eine Cauchy-Folge im Hilbertraum H'((Q).
Also existiert u € H'(Q) mit ||vy, — u|| 1) = 0 (k — 00). Deshalb und da K
in H' abgeschlossen ist, haben wir:

uelk, Flu)=a. (6.5)
Wir haben in der Tat ein optimales Element fiir das Variationsproblem (6.4) ge-
funden. Zuniichst haben wir u € K, also u — ¢ € H}(f2), die Randwerte werden
im schwachen Sinne angenommen.
Wir leiten aus der Minimaleigenschaft (6.5) noch die ,, Euler-Lagrange-Gleichung*

und damit die schwache Formulierung (6.3) des Dirichletproblems fiir u her.
Seien ¢ € H}(Q), t € R beliebig, dann ist u +t¢ € K

o < Flu+ ) :@m/ (Vu, Vi) dm+t2/ Vol da
Q Q

«

0< 2t/ (Vu, V) dz + t2/ V| da.
Q Q
Dividiert man zunéchst durch ¢ > 0 und lasst ¢ \ 0, so folgt
0< [ (Vu,0) de
Q
dividiert man dann durch ¢t < 0 und lasst t 0, so erhélt man auch:
0> / (Vu, Vi) dx.
Q
Insgesamt haben wir fiir beliebiges ¢ € HJ (£2):
0= / (Vu, V) dx.
Q

Die Eindeutigkeit der schwachen Losung folgt aus Satz 6.2. m
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Die Diskussion der Randregularitit schwacher Losungen unter méglichst schwa-
chen Bedingungen ist aufwiandig und etwa der Perronschen Loésungskonstruktion
vergleichbar. Sie soll hier nicht aufgefiihrt werden. Hinsichtlich innerer Regularitét
aber kann man mit moderatem Aufwand zeigen:

6.4 Satz (Weylsches Lemma). Sei u € L*(Q), fiir alle v € C§°(QQ) gelte [, u -
Ay dx = 0. Dann existiert eine harmonische Funktion u* € C*(Q2) derart, dass

Beweis. Fiir noch geeignet zu wéhlendes 6 > 0 bezeichnen wir
Qs :={reQ: dist(x,00) >0d}.
Fﬁr0<5<%5sei

1, —oo<t<E,

Xe € Coo(Ra [07 1])7 XE(t) - {() t>e.

Um Testfunktionen mit kompaktem Trager erhalten zu kénnen, definieren wir eine
modifizierte Grundlosung zu —A:

H.(z) = _% Xe(|7]) log |z, n=2;
€ = 9 n
e Xellzl) 27" n >3,

Sei f € C§°(Qs) beliebig, wir betrachten:

Y(x):= | Ho(x—y)fly)dy= [ H(y)f(x—y)dy.

R™ R7

Auf Grund der Theorie parameterabhéngiger (Lebesgue-)Integrale und supp H. C
B.(0), e < %, folgt

P € 5 (Q:) C G (Q) C Cg°(R").

Wortlich wie im Beweis von Satz 3.2 erhalten wir

Ap(e) = | H@)Auf(z—y)dy= | H(0)Af(w—y)dy
= | AH)f (= y)dy = f()
-/ AyHo(z —y)f(y)dy — f(x)
= —f(z) + . Ke(z,y) f(y)dy,

wobei wir

Ke(z,y) == AyH:(x — y)
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gesetzt haben. Wir haben:
K.(z,y) =0 falls |z —y| < g oder |z —y| > ¢

und deshalb K. € C*(R" x R"), ‘D;‘Kg(x,y)‘ < C(a,e).

Wir betrachten nun beliebiges, aber festes zy € 2 und fixieren § < %dist(xo, o0N);
f € C(Bs(xg)) C C°(€s) sei beliebig. Aulerdem sei ¢ fixiert, ¢ wie oben. Die
schwache Formulierung der Laplace-Gleichung liefert, wobei u auflerhalb €2 trivial
durch 0 fortgesetzt wird:

0= [ uw)svterds = [ ule) (—f<o:> + [ K y)f(y)dy) dr
- [ 1) (- + [ Kloputora) an

Es bezeichne u? = Jon K- (x)dx, dann ist wieder nach der Theorie para-
meterabhéingiger (Lebesgue—) Integrale

uf € Co°(R"), uf|pya0) € L*(Bs(x0)).

VoraussetzungsgeméB ist u| g, (o) € L*(Bs(wo)), wir haben fiir alle f € C§°(Bs(xo))
gezeigt:

0= [ f)-uty) + o)y
Bs (o)
Da C§°(Bs(zo)) dicht in L?*(Bs(xg)) liegt, folgt
—u+ul =0, w=ul inL*(Bs(x)),

aber u? € Cg°(R™).
Wir zeigen, dass u} in Bs(x) klassisch harmonisch ist. Sei dazu w € C§°(Bs(zo))
beliebig:

0 = /Bé(xo)(Aw(x))u(x)d:p :f"~/35(x0) Aw(z) ul(x)dr

Vor.

= w Aul(x)dx.
Gauf3-primitiv B (o)

Wiederholung des Dichtheitsarguments zeigt Au} = 0 in Bs(xo).
Indem man nun € = |J Q1 ausschopft und d1e Kompaktheit der Q1 1 ausnutzt,
erhélt man zunéchst auf €2 1 und dann auf Q die Behauptung. O

Losung mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes

Wir rekapitulieren einige einfache Begriffe und Tatsachen aus der Funktionalana-
lysis. In diesem Unterabschnitt bezeichne H stets einen reellen Hilbertraum, Ska-
larprodukt (-,-), Norm || - [|.
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6.5 Definition. Ein lineares Funktional L ist eine lineare Abbildung H — R.
Dieses heifit beschrankt, falls ein C' > 0 existiert derart, dass fiir alle v € H gilt:

[L(v)] < C-jo].

Fir beschrankte lineare Funktionale L : H — R erklart man deren Norm durch:

L
1) = sup 20D <
2 Tl

Stetigkeit und Beschranktheit linearer Funktionale sind dquivalent.

6.6 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Zu jedem beschrinkten linearen Funktio-
nal L : H — R existiert genau ein Element u = uy, € H, so dass:

YveH: L(v) = (v,ur) .

Dabei gilt:
IL]| = [luc]l-

Dieser Satz wird relativ direkt aus dem Projektionssatz gefolgert und erlaubt
einen verbliiffend einfachen Existenzbeweis fiir das Dirichletproblem (6.1). Dabei
nehmen wir ¢ = 0 an, was zumindest in der Klasse relativ ,guter” Randdaten
¢ keine Einschrinkung bedeutet. Ist etwa ¢ € H?(Q) und v € H}(Q2) schwache
Losung von

—Av=(Ap+ f) € L*(Q), vlog =0,
so lost u = v + ¢ € H'(Q2) schwach

~Au=finQ, u—pcH(Q).

6.7 Satz. Sei Q C R"™ ein beschrinktes Gebiet. Zu jedem f € L*(Q) besitzt das
Dirichletproblem

—Au=finQ, wu=0 auf 02

genau eine schwache Lésung u € H'(Q) im folgenden Sinne:
Vi € HL() - / (Vu, Vi) d = / F@) - ba)de, ue H(Q).  (6.6)
0 0
FEs gibt eine Konstante C = C(n, diam SY), so dass stets gilt:

ull gy < Cllfllr2@)-
(A-priori-Abschitzung, stetige Abhéingigkeit von Daten.)

Beweis. Als Hilbertraum wihlen wir H} mit Skalarprodukt

(6 8) = (6 D)oy = | (V) d

Q
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vgl. auch Bemerkung 5.10. Wir betrachten das folgende durch f induzierte lineare
Funktional:

HYQ) 3 ¢ o L) = /Q Fla)b(e)de

Dieses ist beschrinkt, da €2 beschrinkt ist:

0] < / 7@ W@ide < 171 ]
(Ol diom 9) - 112 1l e

Pomcare Friedrichs

folglich ist ||L]| < C - ||f||z2- Zu jedem derartigen L (d.h. f) existiert nun geméif
dem Rieszschen Satz genau ein u € H} (), so dass Vi € HJ():

<¢7U>H3(Q) = L(v),

konkret:
[ vuve) do [ (90,90 do = [ s
Q Q Q
d.h. (6.6) gilt. Dabei ist laut dem Rieszschen Satz

[ull gz = L] < C(n, diam Q)| f||z2(0)-

O

Der Satz von Lax-Milgram und allgemeine elliptische Rand-
wertprobleme

Indem man den Satz von Riesz durch ein (mit moderatem Aufwand zu erhal-
tendes) allgemeineres funktionalanalytisches Hilfsmittel ersetzt, kann man schnell
schwache Losungen allgemeiner elliptischer Randwertprobleme

Lu = fin Q, u = 0 auf 0% (6.7)
mit elliptischen Differentialoperatoren in Divergenzform
Z oz, (aijva,) + Z bivg, + cv (6.8)
i,7=1
konstruieren. Dabei legen wir im Folgenden stets zu Grunde:

6.8 Voraussetzungen. () C R" ist ein reguléres Gebiet. Die Koeffizienten a;; =
aji, b, ¢ : © — R sind messbar und beschrénkt; Vo € Q : |a;;(x)], |bi(x)], |c(x)] <
M, M > 0 eine geeignete Konstante. Der Differentialoperator L ist gleichmé&fig
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elliptisch, d.h. es gibt Konstanten 0 < A < A derart, dass fiir alle z € Q und alle
¢ e R” gilt:

MNEP <Y ai(2)&8 < AP

ij=1
SchlieBlich seien die b; :  — R stetig differenzierbar, und es gelte:
1
Ve e Q: c(x) — ) div b(z) > 0.

Letztere Bedingung ist nicht optimal, andererseits ist aber eine Vorzeichenbe-
dingung an die Terme niedriger Ordnung unvermeidlich. Man vgl. Satz 2.13 und
die Erlauterungen dazu.

Um schwache Losungen fiir das Randwertproblem (6.7) zu definieren, nimmt
man an, man hétte eine klassische Losung von (6.7), multipliziert die Differenti-
algleichung mit einer beliebigen Testfunkion ¢ und integriert partiell (Satz von

GauB).

6.9 Definition. Fiir den elliptischen Differentialoperator L gemifl (6.8) sei Vor-
aussetzung 6.8 erfiillt. Sei f € L*(Q). Dann heifit u € H'(Q)) schwache Lésung
des Randwertproblems (6.7), falls gilt:

n

Vi € Hy () /Q <Z(aij(x)wmiuxj) + Z(@bbl(x)ux) + c(:c)qﬂu) dr  (6.9)

- / b f(x), ue HYQ).

Wir referieren nun das adédquate funktionalanalytische Hilfsmittel, den Satz
von Lax-Milgram als Verallgemeinerung des Rieszschen Darstellungssatzes; H ist
wieder ein reeller Hilbertraum.

6.10 Satz (Lax-Milgram). Sei B : HxH — R eine Bilinearform mit den folgenden
Figenschaften

(a) B ist beschrdnkt, d.h. es gibt eine Konstante Cy > 0 derart, dass fir alle
v,w e H gilt:

|B(v,w)| < Cyljv]] - [Jw].
(b) B ist koerzitiv (positiv), d.h. es gibt eine strikt positive Konstante Cy > 0
derart, dass fiir alle v € H gilt:
B(v,v) > Cyl|v]*.
Dann gibt es zu jedem beschrinkten linearen Funktional L : H — R genau ein
u=ur € H, so dass fir alle v e H gilt:
B(v,u) = L(v).

Dabei gilt stets:

1
Jull < I
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6.11 Satz. Sei Q) C R" ein regulires (beschrinktes) Gebiet, fiir den Differential-
operator L gemdf (6.8) sei die Voraussetzung 6.8 erfiillt.

Dann existiert zu jedem f € L*(Q) genau eine schwache Lisung u € Hy(Q)
vom Randwertproblem (6.7) in dem Sinne, dass (6.9) erfillt ist. Es gibt eine Kon-
stante C' = C(n, diam Q, \) derart, dass stets (fir alle f und entsprechendes u, C
von [ und u insbesondere unabhingig) gilt:

lull zay < Cll fllre.
(A-priori-Abschitzung, stetige Abhdingigkeit von Daten.)

Beweis. Auf Grund von Definition 6.9 schwacher Losungen liegt auf der Hand,
dass wir H} als Hilbertraum mit ||v||12qé = [, |Vv|*dz und

B<1/)a U) = zn: (aij(l‘)wﬂﬁiv%) + zn:<¢bz(x)vxl) + C(x)wv dx
Q -

1,j=1

zu wahlen haben.
Beschranktheit von B.

IV - (ai;) - Vol | < A|VY| - [Vl

B¢, v)] < /Q (A!VM VOl (MY o, +M|¢||U|> dx
1=1
< Al - Wllag + MyVallglle@llvlleg + MYl vl
< (A+ CoMvn+MCq) - [¢llmy - ol < Cillllmgllvllm

Poincaré-Friedrichs

mit einer geeigneten Konstanten C) = C}(A, n, M, diam ); dabei bezeichnet Cy =
Co(n,diam ) die Konstante aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung.
Koerzitivitit von B.

Da b; stetig differenzierbar, haben wir nach Folgerung 5.3

biv € Hy (), %(biv) = b, »,v + bvy,.

Da C§°(Q) definitionsgemafl dicht in H} () liegt, kann man, aufbauend auf der
Definition schwacher Differenzierbarkeit, in Hj(€2) uneingeschrinkt partiell inte-
grieren. Also

ZZH; /Q vbi (@) vy, dv = zn; /Q v(biv)g,dx — /Q (div b)v*(z)dx
- —g /Q o brvde — /Q (div bye?(z)dz

- 1
:>Z/ﬂvbivxid$ = —§/Q(div b)v?(z)dx.
i=1
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Damit folgt: Vv € H}(Q)

B(v,v) = /Q <Zn:: aij(x)vmvxj> d + /Q (c(x) ~ S div b(m)) o2 (z)da

1,j=1

(& J/ Vv

~~ >0: Vor. 6.8
>A|Vv|2: Vor. 6.8

> )\/Q Volde = Moly, o= A

J/

Beschranktes lineares Funktional.
Wie in Satz 6.7: Ly = / Y(z) f(x)dx, || L] < CollfllLe
Q

mit Poincaré-Friedrichs Cy = Cy(n,diam Q). Der Satz von Lax-Milgram zeigt
nun, dass es zu jedem f € L?(2) genau ein u € H}(Q) gibt, welches Vi) € H} () :
B(,u) = L(v) < (6.9) erfiillt. Dabei gilt:
1 Co
lull g < SNET < A1l ze-

Eindeutigkeit.
Folgt ebenfalls aus dem Satz von Lax-Milgram. ]
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Teil I1
Parabolische Probleme

Manches wird sich hier als recht dhnlich zum elliptischen Fall herausstellen. Da
dieser sehr ausfiihrlich behandelt wurde, beschranken wir uns in diesem Kapitel
auf einige grundlegende Aspekte und verschieben Manches in die Ubungen.

Insbesondere betrachten wir hier bzgl. der Ortsvariablen nur den ganzen Raum,
was hier technisch wesentlich einfacher ist. Elliptische Ganzraumprobleme sind hin-
gegen fiir n = 1, 2 problematisch, die Handhabung der Sobolev-Einbettungen wird
heikel. In diesem Zusammenhang sollte man bedenken, dass elliptische Probleme
moglichen Limeszustdnden fiir unendliche Zeit bei parabolischen Anfangswertpro-
blemen mit konstanter rechter Seite entsprechen.

In gewisser Hinsicht kann man parabolische Probleme als in einer — ndmlich der
Zeit— Koordinate degenerierte elliptische Probleme auffassen. Ein anderer Aspekt
dieser Degeneration: Losen riickwirts in der Zeit ist bei vy — Au = 0 i.A.
unmoglich. Transformiert man ¢ — —t so sind u;—Awu = 0 fiir t < 0 und w;+Au =
0 fiir t > 0 dquivalent. Deshalb nennt man Letztere auch die Riickwartswérmelei-
tungsgleichung, die gleichermaflen ,,schlecht gestellt® ist.

7 Die Wirmeleitungsgleichung in R"
Bezeichnung. Sei ¢ > 2k.

CH((0,T) x R") = {u: ((0,T) x R") = R;Vj € {0,...,k}, Vo € NI mit
la| <¢—2j:DID% € C°((0,T) x R") existieren}.

Dabei T € (0, 0. Analog fiir Zeitintervalle [0,7), (0, 7], [0,7], Gebiete €2 statt
R™, bzw. deren Abschluss €.

Cauchyproblem fiir die homogene Wirmeleitungsgleichung

Gegeben sei ein hinreichend glattes ¢ : R™ — R, gesucht ist u € C1? ((0,00) x R")
NC? ([0, 00) x R™) (gedacht als Minimalanforderung, herausbekommen werden wir
viel, viel mehr !!) als Losung von

{ut—Au:O fir t > 0,2 € R™, (7.1)

u(0,2) = p(z) fir z € R™

Minimalanforderung an ¢ ist also: ¢ € C°(R").

Wie auch beim Laplace-Operator spielen hier singuldre Grund- oder Fundamen-
tallosungen eine zentrale Rolle. Deren Herleitung soll hier auf einem heuristischen
Niveau skizziert werden; heuristisch deshalb, weil die Fouriertransformation als
Hilfsmittel hier zwar benutzt, aber nicht theoretisch fundiert werden soll.
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Eine (neben L?*(R™), wo es nur einige technische Detailprobleme gibt ) geeignete
Funktionenklasse ist z.B.
{f € C®(R");Va € N : D*f fallt fiir |z| — oo gegen 0

schneller als jedes Polynom }.

S: =

Fiir f € § definieren wir die Fouriertransformierte

ey - i)
Fi©) = oz [ " @) e

und erhalten folgende grundlegenden Rechenregeln im Zusammenspiel mit der Dif-

ferentiation:
— 1 e Of 1 : ;
. _ ciga OF (oL [ e po g
GO = Gor | i@ e = o [ (ig)e e p e do
= i 7(©);
AfE) = - 1@
Das Fouriersche Umkehrtheorem, welches z.B. in § und modifiziert auch in L?(R")
giiltig ist, besagt:
1 . ~
fla)=—= / & f(€) de.
©)= oy . <“F)

schliefllich kann man mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes (— Funktionen-

theorie) und des Satzes von Fubini zeigen:

2
2]

Fiir f(z) = exp (—%) ist f(é) = exp (—%) :

Gehen wir nun von einer Losung v von

ug — Au =10

in (0,00) x R™ aus, so ergibt die Betrachtung von ¢ als Parameter und Fourier-
transformation bzgl. der rdumlichen Verénderlichen:

ot

Betrachtet man nun £ als Parameter, so bleibt eine gewthnliche Differentialglei-

(o8 . J . .
570(1€) + €70t €) = 0 baw. (k. €) = — |¢[ a(t, €).

chung in ¢ zu 16sen! Wir geben

(die Fouriertransformierte der d-Distribution)

U(O, é) = (271_)%
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als Anfangsdatum vor:

6(t6) = 5 s (- €9);
ult, z) = m / exp (i - €) exp (— |€[* 1) de
it € = %g
i Juo (76 o (1)

1 1| z ? 1 Els
= — €X — |- - n €X - .
@nt)s P\ T2 |V dnt)s P\ T a

Damit haben wir in der Tat die Grundlosung der Warmeleitungsgleichung gefun-
den:

7.1 Definition und Hilfssatz. Die Funktion v : (0,00) x R™ — R

1 jaf*
~y(t,x) = ()2 exp <_E) (7.2)

heifst Fundamentallésung oder singuldre Grundlésung der Wirmeleitungs-
gleichung. Firt > 0,x € R™ qilt

v — Ay =0.
Beweis. Nachrechnen! — Ubung. O

Durch das nachtragliche Verifizieren von (7.1) fiir v ist der Mangel des Heuristi-
schen bei der Bestimmung von v weitgehend geheilt. Es bleibt die Diskussion und
Verifikation der Tatsache, dass v — &y fiir ¢t \, 0 gilt. Man beachte die Ahnlichkeit
der Fundamentallosung mit den Glattungskernen aus dem Beweis des Weierstraf3-
schen Approximationssatzes. Dort haben wir den Integralkern und das zu glattende
Datum miteinander gefaltet; ganz dhnlich wie beim Laplace-Operator in Satz 3.2.
Diese Ideen werden tatséchlich zum Erfolg fithren, dazu s.u. Satz 7.2.
Bezeichnung.

CP(R™) := {f : R" — R, f stetig und beschinkt};
fix f € COR) £ | Fllengery 1= sup |7(2)] < o
TzER™

7.2 Satz und Definition. Wir definieren die Wdrmeleitungshalbgruppe, in-
dem wir fiir p € CY(R™) und t > 0,z € R™ setzen:




Dann st

u(t,z) = (e"¢)(x)

in C*°((0,00) x R™) und lost die homogene Wirmeleitungsgleichung in (7.1). Das
Anfangsdatum o in (7.1) wird im folgenden Sinne angenommen:

u(t, .) = ¢ lokal glm. firt \,O0.

Setzt man also u(0, ) = ("2p)(x) := p(x), so ist u € C°([0,00) x R"). Es gilt
die Abschdtzung

VE>0: lult, . )llcowny < [lellcomn (7.4)

In dieser Klasse, d.h. in CY([0,00) x R™) N C>=((0,00) x R") ist die Lisung von
(7.1) mit Anfangswertannahme wie oben eindeutig bestimmt. Auferdem gelten fir
die Ableitungen von u die folgenden Abschditzungen:

Sei a € N ein Multiinder, k € Ny; dann ezistiert eine Konstante C' =
C(a, k,n), so dass fir alle t > 0 gilt:

N el
IDEDfu(t, . Ycowny < C 752+ [lo]|con) (7.5)

7.3 Bemerkungen. (a) Man beachte qualitativ und quantitativ (siehe (7.5))
den extrem glattenden Charakter der Wéarmeleitungsgleichung. Das zeigt
auch: wenn iiberhaupt, dann kann man die Riickwértswérmeleitungsglei-
chung bestenfalls fiir C*>°-Daten l6sen. Losungen existieren sogar nur fiir
analytische Anfangsdaten, und dann nur lokal. Und selbst hierfiir ist das
Cauchyproblem schlecht gestellt.

(b) Bei im Unendlichen ggfs. stark anwachsenden Losungen (stérker als expo-
nentiell) geht die Eindeutigkeit i.A. verloren, vgl. DiBenedetto [DB, V.5.1].
,Randwerte im Unendlichen“ sind fiir die Eindeutigkeit erforderlich.

(¢) Zum Begriff ,Halbgruppe“: Das bedeutet, dass
\V/t, s>0: €(t+s)Ag0 — etA(GSA(p); e(tJrs)A — etA o esA

Zur rechten Seite: Man 16st (7.1) mit Anfangsdatum ¢ bis zur Zeit s. u(s, .)
nimmt man dann als Anfangsdatum und 16st bis zur Zeit ¢, bzw., da (7.1)
gegeniiber Zeitverschiebungen invariant ist, auf [s, s + ¢]. So erhélt man ei-
ne Losung von (7.1) auf [0,¢ + s]. Wegen unseres Eindeutigkeitsresultats ist
diese gleich 52,

Beweis des Satzes 7.2.

Ju € C®((0,00) x R™), Vertauschbarkeit von Integral und Ableitungen“

Sei p € CP(R™) im Folgenden beliebig, aber fest. Fiir beliebiges, aber im Folgenden
festes R > 1 reicht es, den Bereich

1
te |:EaR:|v |$‘§R>
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zu betrachten. Sei weiter ky € N fest, o € N, k € Ny beliebig mit || + 2k < 2k.
Um den Lebesgueschen Satz iiber parameterabh'angige Integrale zur Vertauschbar-
keit von Differentiation und Integration auf u(t, x) fRn (t,z —y)p(y)dy miissen
wir fiir

| D2 D (t,x —y)| le(y)

eine integrierbare Majorante als Funktion in y finden, deren Wahl zwar von R, kg, ¢
abhéngen darf, aber ansonsten unabhéngig von ¢ und z erfolgen muss.
Zunichst beobachtet man, dass mit geeigneten Polynomen P, j gilt

1
Dng/}/(tv r— y) = Poz,k:(?wra y)v(t,x - y) (76)

Unter den getroffenen Annahmen findet man in Abhéngigkeit von n, R, ky ein
Polynom (@), so dass Vt € [%, R} ,Vo € Bg(0),Vy € R™

2
| DY DAt x = y)e(y)] < Q(lyl) - exp (—%) lellco

Fiir |y| < 2R schitzen wir trivial ab

|z —y|?
ECEn NN RO
eXp( iR )=

Fiir |y| > 2R haben wir: |z —y| > |y| — || > |y| = R > |y| —

exp _—|$—y|2 < exp —M
4R - 16R |

Mit der Setzung

liefert

y = QuD7W)llellcomn)

eine Majorante fiir den Integranden in (7.3), die wegen des exponentiellen Abklin-
gens von 7 im Unendlichen integrierbar ist. Das zeigt u € C*°((0,00) x R™) sowie
in (7.3) die Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration.

LU lost die Wirmeleitungsgleichung®

Mit den soeben erledigten Vorarbeiten fallt dieses nun leicht:

(%_A> ult, ):(%—A) /nv(t,w—y)sﬂ(y)dy

:/ (%_A> (t’x_y)‘p(y)dy:/no-s@(y)dyzo.
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Vorbereitend berechnen wir dazu fiir beliebiges ¢ > 0,z € R™ mit Hilfe der Sub-

sSupremumsabschitzung (7.4) fir u*
stitution y = = + 2v/tn:
1 | —y|”
Ytz —y)dy = T P T dy
4t)3 1 n
= S e lPyin = = ([ v (—aiiin:)
(Art)2 Jgn 72 \ Jgn
—/r
Es folgt
/ Ytz —y)dy = 1. (7.7)
Yt x —y)dy

n

Damit erhélt man nun fiir global beschriinktes ¢ € Cp(R™):
2tz = ) o)l dy < Nl |

n

Wt > 0,z € R : u(t, 2)| < /
=Vt>0 ||U(t, . )HCO(R”) S ||('0||CO(R’VL).
Zu zeigen ist lokal glm. Konvergenz u(t, .) — . Wir beginnen mit einer auf (7.7)

SAnfangswertannahme firt 0
basierenden Beobachtung und der Substitution y = 2 + 2v/1n:
(7.8)

utia) = [ Aftx = pp()dy

[ At =)o) - o)y
[ exp (= Pt + 2vE) — ola)dn

u(t, z) — ()

1

= &
T2

Wir withlen Ry > 0 beliebig aber fest, wir betrachten |z| < Ry, ferner sei 0.B.d.A.

DO ™

t < 1. Seie > 0. Wir bestimmen R; > 0 so, dass
2||pllcon
4/ exp (— |n|*)dn <
2 In|>R1
(7.9)

exp (— [n|*) ‘w(fc +2Vtn) — p(x)| dn

und erhalten so aus (7.8):
3 1
<-4+ —=
20 w2 S

Ju(t, x) = o(x)
Sei K = Bp,12r,(0), diese Menge ist kompakt. Unter den gemachten Annahmen
(7.10)

gilt: [n] < Ry = x,2 + 2Vtn € K. Auf K ist ¢ gleichmiBig stetig. Also existiert

DN ™

(&) — w(&)] <

0 > 0, so dass
£, K. E-¢1<6 =
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2
Sei zuséatzlich 0 < t < (%) , dann ist }x + 2v/tn — x‘ = |2\/1_57]‘ < 27| % <9,

2
sofern |n| < R;. Somit ergeben (7.9) und (7.10) fir 0 < ¢ < min {1, (%) } und
[ < Ry :

€ 1 €
ult,2) —p(2)l < 5+ — exp (— Inl2)§dy
T2 Jn|<Ry
e €
< St5=e¢

Bemerkung. Ganz ,nebenbei“ haben wir damit einen weiteren Beweis des Wei-
erstrafischen Approximationssatzes gegeben! (Ohne diesen implizit irgendwo mit
hereingesteckt zu haben!)

LAbschdtzung fiir die Ableitungen von u“

Durch die Betrachtung erster und zweiter raumlicher Ableitungen

0 . 1 Yi — Ty |z — y|2
axiu(t’x) © (47t): / w2t eXp( 4t #ly)dy

0” 1 (yi — ) (y; —x5) Oy |z —y|?
aagaxj“(t”r)"(4ﬂ¢)% ]&n ( 42 "'55) exp | —— = |e(y)dy

kommt man auf die Vermutung, dass fiir @] = m mit einem Polynom P, vom
Grade < m gilt:

o 1 —m y—x CL’—y2
D:r:u(ta 37) = W/ 1 2P, (7> exp <—%> @(y)dy;

die Verifikation erfolgt durch eine einfache Induktion nach m. Damit folgt fiir
|a| = m mit Hilfe der Substitution y = x + 2v/tn:

llellcomny, m y—x |z — y|?
|Dou(t,z)| < ———t" 2 / P,|—=||exp | — dy
_ ||90||CO(Rn)

(4mt)2
=t 2 [ |P,(2n)|exp (—|n|*)dn.
T2 Rn

Mit einem geeigneten Polynom P,, vom Grade m gilt fiir |o| < m:

@ _lal 1 D
IDgu(t, . )comn) <t 2 (W—g/ Pm(!nl)exp(—|n|2)d77> [ollcon)
C(nm)
_lal
< C(n,m)t™ = [[f|con).- (7.11)

Das ist Behauptung (7.5) fiir rein rdumliche Ableitungen, d.h. k£ = 0.
Hieraus und aus der Differentialgleichung

u — Au =10
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erhélt man direkt auch die Ableitungen fiir zeitliche und gemischte Ableitungen:
w = Au,  uy = (Au)y = Alwy) = A*u, DFu= AFu, DFD% = DIAFu;

eine zeitliche Ableitung wirkt wie zwei rdumliche Ableitungsordnungen. Damit
zeigt (7.11):

2k+ ||

|DE DS u(t, )llcogny < Clnlal k)™= [[@llcogan).

yEindeutigkeit von u in CP“:
Dieser Punkt erfordert noch griindlichere Vorarbeiten zum parabolischen Maxi-
mumprinzip und wird deshalb erst unten in Folgerung 7.9 behandelt. O

7.4 Bemerkungen. (a) Solange man die homogene Wirmeleitungsgleichung
(7.1) — d.h. keine dufleren , Krifte“= Wirmequellen — betrachtet, wird die
Losung — unabhéngig von der Qualitdt von ¢ - sofort beliebig glatt. Das
ist ganz analog zur inneren Regularitit z.B. bei der homogenen Laplace-
Gleichung, vgl. Satz 3.4.

Sobald aber eine nichttriviale rechte Seite f hinzutritt, hat man ganz &hn-
liche Phénomene, wie wir sie im elliptischen Fall im Zusammenhang mit
Bemerkung 4.14 und Satz 4.15 angesprochen haben. Dazu s.u. Satz 8.1.

(b) Unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.
Man betrachte 0 # ¢ > 0, supp ¢ kompakt. Die Losungsformel zeigt: Vt >
0 Vz: wu(t,z)>0.

Das ist parallel zum elliptischen Fall, wo —Au = f in €, ujp0,0 Z f > 0
auf Grund des starken Maximumsprinzip sofort u > 0 in €2 impliziert. Dieses
Phé&nomen kontrastiert scharf zum hyperbolischen Fall, dazu s.u. 11.2, 12.7,
13.3. Auch bei ,quasilinearen degenerierten“ parabolischen Problemen hat
man u.U. endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Den Rest dieses Abschnitts widmen wir der noch offenen Eindeutigkeitsfrage
fiir das Cauchyproblem (7.1).

Dazu miissen wir zunéchst auf beschriankten Gebieten 2 C R™ arbeiten. Sei
T € (0, 00] beliebig. Es bezeichne

Qr:=(0,7] x Q
den Raum-Zeit-Zylinder und
PQr = ({0} x Q) U ((0,T] x 99)
dessen parabolischen Rand.

7.5 Satz (Schwaches Maximumprinzip). Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet. Fiir
u e CY2(Qr) NC%Qr) gelte uy — Au < 0 in Qp. Dann gilt:

Sup u = sup u.
ar PQr
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Beweis. Es reicht, T" < oo zu betrachten; hieraus folgt die Behauptung fiir 7' = oo
durch einen einfachen Grenziibergang. Wir kénnen also ,,max® statt ,sup® schrei-
ben. Das Vorgehen ist ganz &hnlich wie bei Satz 2.12 im elliptischen Fall, allerdings
gestattet hier die Zeit ein technisch einfacheres Vorgehen. Fiir € > 0 sei

us(t,z) = u(t,z) — et,

dann ist in Qp 1wy — Au. = —e+u, — Au < — < 0.
Wir zeigen, dass u. kein lokales Maximum in 7 haben kann. Wére dieses
namlich in (¢y, zo) € Q der Fall, so hitte man dort

Hess u.(to, 70) <0, Auc(to,z0) <0, uey(to, z0) >0
= U (to, o) — Auc(to, zo) > 0, ein Widerspruch!

Das zeigt:

(maxu) — T < maxu. = maxu, < maxu.

Qr Qr PQr PQr

Mit e N\ 0 folgt maxg-u < maxpg, u. Da ,>* auf der Hand liegt, ist damit der
Satz bewiesen. O

Genauso zeigt man

7.6 Satz. Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet. Fiir u € C22(Qr) N CO(Qr) gelte
uy — Au >0 in Qp. Dann:

infu = inf u.
QT PQT

7.7 Folgerung (Eindeutigkeit beim Anfang@ndwertproblem). Seir 0 C R™ ein
beschrinktes Gebiet. Fiir u € CY2(Qr) NC°(Qr) gelte uy — Au =0 in Qp, u =0
auf PQr. Fs folgt:

u=0 in Q.

Letzteres Resultat soll auf R™ ausgedehnt werden. Dazu zeigen wir mittels
geeigneter Vergleichsfunktionen zunéchst das folgende Vergleichsprinzip, bei dem
die Beschranktheitsvoraussetzung an die Losung ganz wesentlich ist:

7.8 Satz. Fiiru € CY2(RE)NCY(RE) gelte uy — Au > 0 in RS, u(0, .) > 0. Dann
18t

u >0 Ry.

Beweis. O.B.d.A. sei T < 00. Sei 8 > 0 so, dass = > T. Wir betrachten fiir

48
t§T<ﬁ:

1 _n B|x|2
v(t,z) = (1 —4pt) 2 exp a5t |
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Es ist

48) - ﬂ(—w))

( 1— 4&( (1 — 45t)>
2np 452 ks
1— 451& (1 — 453¢)2
. ZBmZ
Vo =0 1— 48t
4B%a; 23
P = { —aptp (- 4&)}
= vy — Av = 0.

Sei € > 0 beliebig. Wir betrachten
Ue = U + EV.
Sicher ist
Uey — Aue > 01in Ry, w (0, .) > 0.
Da fiir jedes x : ¢+ v(t,x) wachsend ist, hat man
v(t, ) > v(0,2) > exp (Ba*),

Da u € Cf(R%), kann man in Abhiingigkeit von u, e, 3,7 ein py > 0 finden, so dass
fir p > po mit Q = B,(0) gilt

Uy — Aus >0 in Qrp,
u. > 0 auf PQr.

Satz 7.6 zeigt u. > 0 in Qp; mit p 7 co:
u. > 0in R, u > —ev in R7.
Mit € \ 0 folgt:
u > 01in Ry.
O

Das liefert nun direkt die in Satz 7.2 behauptet Eindeutigkeit fiir (7.1) in Klas-
sen beschrdnkter Funktionen:

7.9 Folgerung. Firu € CY2(R3) N CY(RY) gelte

— Au =0 n Ry,
u(0, .) =0 in R".

Dann folgt:
u=0 in Ri.
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8 Das Cauchyproblem fiir die inhomogene Wéir-
meleitungsgleichung

Fiir geeignete Daten f : [0,7] x R" — R und ¢ : R® — R wollen wir versuchen,
eine Losung u des Cauchyproblems

{ w(t,x) — Au(t,z) = f(t,z) fir (t,z) € R} = (0,7] x R™, 8.1)

u(0,z) = p(x) fir x € R
zu finden. Dabei ist 7" > 0.
Wie schon die Bezeichnung e*® in Satz 7.2 andeutet, ist es sehr gewinnbringend,
sich (auch bei hyperbolischen) Evolutionsgleichungen von der — natiirlich technisch
wesentlich einfacheren — Situation bei gew6hnlichen Differentialgleichungen leiten

zu lassen. Sei a < 0 eine reelle Zahl, fiir einen Moment ¢ € R, wir betrachten das
Anfangswertproblem

u'(t) — au(t) = f, u'(0) = (8.2)

mit einer Funktion f: R — R.

Eine allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist gegeben durch
t — be®, eine spezielle Losung erhélt man durch den Ansatz ,, Variation der Kon-
stanten*

Diese Funktion 16st die Differentialgleichung genau dann, wenn

V(t)e™ + ab(t)e™ — ab(t)e™ = f(t)
& V() =e "f(t)

< b(t) = b(0) +/D e f(s)ds
& () = b(0)e” + /t e®t=9) f(s)ds.

Die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (8.2) ist dann gegeben

durch
¢
u(t) = ey +/ et £(s)ds.
0

Indem man formal a durch A ersetzt und alle Funktionen als von (¢, z) abhéngig
interpretiert, gelangt man auch fiir (8.1) zu einem zunéchst formalen Losungsan-
satz, der im Folgenden rigoros gerechtfertigt werden wird.

8.1 Satz. Es bezeichne et die Wirmeleitungshalbgruppe wie in Satz 7.2. Sei 0o >
T >0, p€CYR"), feCHRE) und so, dass fiir t > 0 die riumlichen partiellen
Ableitungen 88—57_ existieren und dass 687’; € CP([6,T) x R™) fiir alle § € (0,T).
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Dann st

u(t,z) == (emgp) (x) +/0 (e(t_S)Af(s, )) (x)ds

in CP(RE)NCH2(RE) und lost in der Tat das Cauchyproblem (8.1) fiir die inhomo-
gene Wiarmeleitungsgleichung mit rechter Seite f und Anfangsdatum ¢. In dieser
Klasse ist die Losung eindeutig bestimmdt.

Beweis. Zur Eindeutigkeit s. Folgerung 7.9. Wir brauchen uns also nur mit der Exi-
stenzaussage zu befassen. Auf Grund von Satz 7.2 und der Linearitdt der Wérme-
leitungsgleichung reicht es, hier den Fall ¢ = 0 zu behandeln.

Sei gg € (0,T) beliebig, fiir ¢ € [g9, T und € € (0, g¢) sei

us(t,x) = /0 B (e(t_s)Af(s, ) (z)ds.

Damit vermeiden wir den unangenehmen Zeitpunkt s = ¢, wo die gleichméfligen
Stetigkeits- und insbesondere die Differenzierbarkeitsaussagen zusammenbrechen.
Der Integrand ist bzgl. (¢, ) beliebig oft differenzierbar; fiir (¢, z) aus einer relativ
kompakten offenen Teilmenge von [gg,T] x R™ und s < ¢t — ¢ sind alle Ableitungen
gleichméfig beschrénkt. Wir haben u. € C*°([gg, T] x R™) insbesondere also u. €
01’2([80, T] X Rn)

Wir zeigen nun, dass u. — u gleichméBig auf [gg, 7] x R™ konvergiert:

u(t,z) —u(t,z) = /t_ ("2 f(s,.)) (x) ds;

t
[ult, .) = u=(t, )llco@n) < / 12 £ (5, )l oony ds

t—e

Satz 7.2, Supremumsabschétzung (7.4)
t
< [ Wllenqoiesn s < - flogepy
t—e
Diese Abschitzung ist gleichméafig in ¢ € [gg, T'], deshalb folgt:

[ = uellco(eo,rxrmy < € || fllcomm)-

Mit € N\, 0 folgt die gleichméflige Konvergenz, also die Stetigkeit fiir t > ¢¢. Ganz
analoge Argumente zeigen: v ist auch in ¢t = 0 stetig,

w®, ) =0, lullco@gy < T [ fll oy (8.3)
also u € CP([0,T] x R™).

Wir zeigen nun ganz dhnlich, dass auf [eg, T] die ersten rdumlichen partiellen
Ableitungen aiue fiir € \( 0 eine gleichméfige Cauchyfolge bilden. Seien 0 < ¢ <

Ty
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g’ < g9, dann gilt gleichméBig in t € [gg, T:

iua(t, x) — iuaf(t, x) = /t S92 (e(t_S)Af(s, ) (z)ds

(?xj (?xj _e! aZL‘j

0 0 t—e 0
_5t.__5/t. n< - (t_S)A . nd
H@xju (t, .) amju (t, IMleomny < /tg/ H@xj (e f(s, )) | cornyds

t—e

_1
< ¢ (= )72 |f lco @y ds
(7.5) t—e’

< 20| f ooy (V2 = VE) = 0 fiix e, = 0,

Somit haben wir, da gy beliebig, u € C%'(R%). Ganz dhnlich erhdlt man auch
u € C%(R2) und auch

e, | coggy < C - VT flleoegy- (8.4)

Wiirde man nun naiv weiter so verfahren, erhielte man fiir die zweite rdumliche
(und erste zeitliche) Ableitung die nicht integrierbare Singularitit (t — s)~'. Wir
beobachten aber, dass fiir festes 0 < s < ¢ gilt

9 )
Y (t=s)A _ 9 B B
0z, f(s, (@) oz, / V(t—s,2—y)f(s,y)dy
0
Satz 7.2 / 3_%7@ —s,x—y)f(s,y)dy
0
Kette:nregel B RN 8_%7(75 - 5T y) f(sa y) dy

~~ ~ beschrénkt fiir y— o0 (s>0)
schnell fallend fiir y—oc0

= /nv(t—s,x—y)if(&y)dy

Satz von Gauf 8@/]

=t (s ) (o)

Seien nun 0 < ¢ < &’ < 2. Nun kann man analog zu oben fortfahren; fiir ¢ € [go, T
ist:

02 02
;e ) ~ ;e o

t—e 8 a
< __ (t—s)Ar ~ ‘ .
< L Vo (G o0 ) N

—g!

t—e 1, O
gc./t (¢ = ) Hllo—F (5, Yleoganyds

—g! i

<C- ||f||00,1([5707T]XRn) (\/_/ - \/E) — 0 fiir 8,6/ — 0.

Damit haben wir u € C*2(R%) und [; und Ableitungen vertauschen in diesem
Sinne. Zur Kontrolle der zeitlichen Ableitungen benutzen wir die Losungseigen-
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schaften der Warmeleitungshalbgruppe. Man beachte, dass bei u. selbst alle Ver-
tauschungsprozesse uneingeschrénkt moglich sind.

8 a t—e .
S wlt ) = o / 02 £ (s, ) ()ds

= eeAf(t—s, )(LL') +/0_6% (e(t_s)Af(S, )) (w)ds

= EAf(t—e, N(x)+ /0 B A (e(tfs)f(s, ) (z)ds

Satz 7.2.
= f(t—e, ) (x) + Auc(t, z). (8.5)

Fiir e \ 0 konvergiert der zweite Term gleichmafig auf [q, T'| x R" gegen Au(t, x).

Bei der Diskussion des ersten Terms gehen wir ganz parallel wie beim Beweis
der lokal gleichméfiigen Konvergenz fiir ¢ N\, 0 in Satz 7.2 vor. Wir beschrianken
uns fiir beliebiges, aber dann fixiertes Ry > 0 auf |z| < Ry:

flt,x) — 2 f(t—e, . )(2)
:/ny(s,a:—y) (f(t,x) = ft—e,y)) dy

= L[ ep (Cln) (F(tx) — F(t— ez + 20E0) dn.

T2 JRrn
Sei 7 > 0 gegeben. Wir bestimmen R; > 0 so wie im Beweis von Satz 7.2, dass

A loncepy / exp (—|n|?)d <
In|>Ra B

Bo |

5
und erhalten:
‘f(t,.’ll') - eEAf(t - & )(ZE)’

T 1
<gtor | e (=P |f(te) = J(t - ex+ 2vEn)| dy.
T2 Jn|<R:

Auf [0, T] X Bryyar, (0) ist f gleichmiBig stetig (wir betrachten nur e < 1). Wihlt
man ¢ klein genug, so hat man fiir ¢ € [g, T], x € Bp,:

Vn€Br :  |f(t,x) = f(t —e,x+2v/En)| < %
es folgt
Fta) —e2f(t—e, )@)| < 5+ =7

Das zeigt: Fiir t € [gg, T] konvergiert auch der erste Term der rechten Seite von
(8.5) lokal gleichméiBig, und zwar gegen f(t,z), so dass u € CH?(R%), und wir
erhalten

" ‘ 0 0
filr e \( O : aua(t, x) — au(t,x),

—u(t,x) = f(t,z) + Au(t, x).
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9 Eine nichtlineare Wirmeleitungsgleichung

Wir kommen auf die Reaktions-Diffusions-Gleichung aus Beispiel 1.7 zuriick:
Gegeben sei eine geeignete Nichtlinearitdt f : R — R sowie ein Anfangsdatum
© € CP(R™). Gesucht ist T > 0 und u € CP(R%) N CH?(R%) als Lésung von

{ w(t, ) — Au(t,x) = f(u(t,x)) fir (¢, z) € R},

u(0,2) = p(x) fir x € R™. ©-1)

Als Modell-Nichtlinearitat kann man etwa an
fw)=uf ", p>1,

denken. Im Vergleich mit (8.1) aus § 8 stellt man fest: die rechte Seite ist nun
nicht mehr explizit als Funktion von (¢, z) gegeben, sondern in Abhéngigkeit von
der gesuchten (!) Losung u. Das Problem ist nun nichtlinear!

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen kann man nun nicht mehr mit der
Existenz einer Losung fiir alle positiven Zeiten rechnen, sondern die Bestimmung
eines Existenzintervalls [0, 7] wird Bestandteil des Problems. Ebenso wie bei ge-
wohnlichen Differentialgleichungen wird man aber die nichtlineare Losungstheorie
auf den linearen Losungsformeln aufbauen.

Formulieren wir das Cauchyproblem (9.1) mit Hilfe der Formel der Variation
der Konstanten aus Satz 8.1 (in geeigneten Funktionenrdumen dquivalent) um, so
erhalten wir

u(t, z) = (e )(x) —I—/O (92 f(u(s, .))) (z)ds. (9.2)

Statt einer Losungsformel wie im linearen Fall haben wir nun eine Fixpunktglei-
chung fiir u zu betrachten.

Idee: den Banachschen Fixpunktsatz verwenden (wie beim Beweis z.B. des
Satzes von Picard-Lindeldf), den wir kurz in Erinnerung rufen:

9.1 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei V' ein Banachraum, A C V' eine abge-
schlossene Teilmenge. Sei

F: A=A
eine strikte Kontraktion, d.h. es gibt ein q < 1, so dass fir alle u,v € A gilt:
1F(u) = F(u)[| < gllu— .
Dann besitzt F' genau einen Fixpunkt ug € A, so dass also
F(ug) = up.

Insbesondere ist also F' als Lipschitz-stetig vorausgesetzt!
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Formulieren wir also einen abstrakten Rahmen geméfl diesem Satz fiir das
Fixpunktproblem (9.2), das wir nun (an Stelle von (9.1)) betrachten wollen. Fiir
geeignetes, noch zu fixierendes T' > 0, wahlen wir

Vi=Vr:= C;(,)(RT%), |wllv = ||w||00(@)

als Banachraum. Seien ¢ € C)(R"), f € C*(R,R) im Folgenden fest; als (nichtli-
neare) Abbildung definieren wir

w(t, z) = (Fo)(t,z) = (") () +/0 (e f (s, ) (z)ds. (9.3)

Geméfl dem Beweis von Satz 8.1, dort insbesondere Abschitzung (8.3), und der
Stetigkeit von f haben wir

F: V=YV

Bei der Definition der Menge A ist der ,, Anfangswertanteil“ besonders in Betracht
zu ziehen; die rechte Seite wirkt fiir kleines 7" untergeordnet.

Wir fixieren eine Konstante C; > 0, so dass ||¢[/co < C} und wéhlen beliebiges
CQ > 0:

A=A ={veV: |ot)—e?p|comn < Cs fiir t € [0,T]}. (9.4)
Sicher ist A C V abgeschlossen, nun ist 7" > 0 so (klein) zu wéhlen, dass
F: A— A und dort eine strikte Kontraktion wird.
Zu diesem Zwecke bezeichne
M= max |f()l,
M, := max |f'(v)]. (9.5)

[v|<C1+C2

Um F(A) C A zu erreichen, betrachten wir fiir v € A; man beachte: v € A =
|v(t)]|comny < Cy 4 Co. Wir haben fiir alle ¢ € [0, T7:

t
| Fo(t) — el comny = ||/ IR f(v(s))ds|| oy
t
/||e”Af Nlleognds < /Ilfovllcomn)ds
Satz 7.2, (7.4) Jo T

<T- M ﬁC’z, so dass FveA,

sofern

T< (9.6)
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gewdhlt wird. Unter Beachtung von (9.6) haben wir also: F': A — A. Um auch
noch die strikte Kontraktionseigenschaft zu erhalten, betrachten wir fiir u,v € A,
te0,7]

I1Fo(0) = Pul®lcogey = I | e~ (F(0(5)) = Fu(s)) dsllogen

t
< 106 = ) lovgnds
Satz 7.2,(7.4) Jo
< T Myllu— UHCO(@)-

Wahlt man zusétzlich zu (9.6) T so, dass

T <35 (9.7)

dann hat man mit
q:=TM; <1,
dass
wveAd = ||F)=Fu)ly <qlv—ulv.

Damit liefert der Banachsche Fixpunktsatz: Wéhlt man 7" gema8 (9.6) und (9.7),
so haben wir fiir jedes Datum ¢ € C(R") mit |¢[/cown) < Ci ein

u€ ACCP(RE), wuldst Fixpunktgleichung (9.2).

Man iiberlegt sich direkt: Fiir alle f, die dieselben Schranken M;, M, einhalten,
hat man dasselbe garantierte Existenzintervall.

9.2 Satz. Sei f : R — R stetig differenzierbar, Cy,Cy > 0 beliebige Konstanten.
Weiter seien My, My > 0 so, dass

< M, "(v)| < Ms. 9.8
e [fE) <My max |f(0)] < My (9.8)

Dann gibt es eine Zeit T > 0, die nur (iber (9.6), (9.7), (9.8)) von Cy, Cy, My, M,
abhdngt, so dass gilt:
Fiir jedes ¢ € CP(R™) mit ||| cowny < Cy gibt es eine Lisung

u € Gy(R})
der Fizpunktgleichung (9.2); fir diese gilt
[ullco@my < C1+ Co.
Auperdem haben wir uw € C*(R%), und u list das Cauchyproblem (9.1):

{ w(t, x) — Au(t,x) = f(u(t,x)) fir (t,z) € R,
u(0,z) = ¢(x) fir x € R™.
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Beweis. Nur der letzte Teil bleibt noch zu zeigen. Dazu reicht es zu zeigen, dass

B,
ggﬂueﬂ@@wa%

e>0

existieren und dann Satz 8.1 anzuwenden. Fixpunktgleichung (9.2) lautet:

u(t, z) = (") (x) +/0 (e(t’s)Af(u(s, ))) (x)ds.

Der erste Term ist fiir £ > 0 ohnehin beliebig glatt, beim zweiten konnte man wie im
Beweis von Satz 8.1 verfahren oder direkt auf den Lebesgueschen Konvergenzsatz
abheben: Der Integrand ist bzgl. x auf [0,¢) differenzierbar, und

0 s 1
5 (€ (uls, ) lleon < O Jt = s 21 f(us, )]
J
<C-M -|t—s|72.
Diese Singularitét ist aber in s € [0, ¢] integrierbar, und es folgt:

ou
633]'

e Co(le. T] x R™).

e>0
Wegen % (u) = f'(u) - g—; folgt auch

aixjfou € ﬂCS([&,T] x R™);

e>0

und mit Satz 8.1 folgt die Behauptung. m

9.3 Bemerkung. Da wir mit stetig differenzierbarer rechter Seite arbeiten, kann
man in CJ(RE) N CY2(RE) N Noerar CPM([e, T] x R™) Aquivalenz von (9.1) und
(9.2) und damit insgesamt Eindeutigkeit zeigen; Hilfsmittel ist das Gronwallsche
Lemma. Damit liegt es auf der Hand, dass man

T als maximale Existenzzeit von u zu f, ¢

wohldefinieren kann; T = Trnaz (@, f)-
In der Regel wird T, < oo sein. Gelingt es aber, eine Konstante C; > 0 zu
finden, so dass fiir jede Losung, solange sie existiert, stets gilt

u(t, z)| < C, (%)

so ist Ty = 00. Der Beweis ist ganz dhnlich wie bei gewohnlichen Differenti-
algleichungen: Man nehme 7' aus Satz 9.2. Wegen (x) kann man sukzessive auf
Intervallen der Lange T' 16sen; diese intervallweise definierten Losungen kann man
zu einer Losung insgesamt verkleben. Da man das Verfahren unbegrenzt wieder-
holen kann, gelangt man so fiir alle Zeiten ¢t > 0 zu einer Losung. (Man beachte,
dass T in Satz 9.2 nur von Cy, Cy, My, My abhéngt.)
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Ob man eine a-priori-Abschétzung wie (x) erbringen kann, hingt z.B. von der
Anwendbarkeit des Maximumprinzips und damit davon ab, ob die Nichtlinearitét

wes f(u)

z.B. eine geeignete Vorzeichenbedingung erfiillt. Ist etwa stets u - f(u) < 0 (plus
geeignete technische Bedingungen an ¢), so hat man globale Existenz, wéhrend
man bei der typischen Reaktions-Diffusions-Nichtlinearitét

flu) = [uf " u
mit ,,blow-up® in endlicher Zeit rechnen. Dazu vgl. man unten Beispiel 9.5.

9.4 Bemerkung. Ist z.B. f(u) = [u’ ' u, p > 1, so hat man neben Kurzzeitexi-
stenz noch ein weiteres Charakteristikum fiir semilineare Warmeleitungsgleichun-
gen in (9.1) in ©Q und homogenen Randbedingungen:

Falls

p>1, Q) beschrinkt,
p>1+2 Q=R

so hat man bei hinreichend kleinen Anfangsdaten [[(1 + |z[)¥® Vo (2)|c0 < o
globale Existenz von Losungen.

Dazu zeigt man mit Hilfe des superlinearen Verhaltens von f nahe 0, dass die
Losung, so lange sie existiert, klein bleibt. Laut Bemerkung 9.3 hat man dann fiir
alle Zeiten eine Losung.

Wird ||(14|2])?/®=Dp(z)||co hingegen gro, muss man mit blow up in endlicher
Zeit rechnen, wie das folgende Beispiel zeigt.

9.5 Beispiel (Blow up in endlicher Zeit). Wir betrachten das semilineare An-
fangsrandwertproblem

Uy — Ugy = v fiir t > 0,2 € (0,7),
u(0,2) = p(x) fur z € (0,m), Kompatibilitdtsbed.: ¢(0) = p(m) = 0.
u(t,0) =u(t,7) =0 firt>0. (9.9)

Indem man ¢ ungerade nach (—m,7) und dann 27-periodisch nach R fortsetzt,
kann man aus Satz 9.2 lokale Existenz in der Zeit einer Losung erschliefen. Indem
man auch u(t, —x) und u(t,z + 27) betrachtet, so kann man mit dem (hier nicht
bewiesenen) Eindeutigkeitsresultat fiir (9.1) auch das Erfiilltsein der Randbedin-
gungen zeigen.

Wir wollen Anfangsdaten ¢ finden, fiir die die Losung nach endlicher Zeit
aufhort zu existieren, so dass also T},., < oo gilt.
Dazu setzen wir voraus, dass

>0, ¢#0.
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Aus dem starken Maximumprinzip (ebenfalls nicht bewiesen) kann man folgern,
dass

vVt > 0,Vz € (0,7) : u(t,z) > 0, solange u existiert. (9.10)

Die entscheidende Grofie wird
S(t) :/ u(t, z) sin xdx (9.11)
0

sein, wir wollen S(t) oo in endlicher Zeit nachweisen. Dazu leiten wir eine
gewohnliche Differentialungleichung fiir S(¢) her, indem wir die Differentialglei-
chung aus (9.9) mit sinz testen:

™ ™ ™
/ u(t, 2)% sin zdr = / u(t, x) sin xdx — / Uz (t, x) sin zdx
0 0 0

= S5'(t) +/ uy(t, ) cosxdr = S'(t) + / u(t, z) sin zdx
0 0
= S'(t) + S(t). (9.12)
Ziel ist die Herleitung einer Differentialungleichung

S'(t)+ S(t) >eS(t).
~— ——
dampft treibt

Bei kleinen S erwarten wir Dominanz des linearen dampfenden Terms, bei grofien
dagegen des treibenden nichtlinearen Terms und damit blow-up. Dazu betrachten
wir

™ 3 T
St3:</ u(t, sinxda:) = / u(t, sins 2 ) - sin’ z do
0= ) w.2) [ (u(tapsint o) -gint s

3
~~ — 9
p=3 i

s ™ 2 s
< (/ u(t,x)* - sin xdac) . (/ sinxdx) < 4/ u(t, z)* sin zdz.
Holder 0 0 0

Es folgt aus (9.12):

3

S'(t) + S(t) > is?’(t). (9.13)
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Solange u existiert, ist wegen (9.10) S(¢) > 0, und wir kénnen aus (9.13) folgern:

=

5 2 (1 - S;tm) |

Wir setzen nun voraus, dass
0) = T . .
1 52( ) 0 s @ sin rax

Dann gilt nach endlicher Zeit 1 — SQL(t) 1, dh. S(t) 7 co. Das ist der Fall fiir
ein t < T,.; mit

= ( crit (1 O >
4
<~ 2Tc7‘zt - IOg ( 52(0 )
5%(0)
T. . = A S
= crit log 82<0) —4

Das bedeutet: Ist ¢ € C°([0,7]), p(0) = p(m) =0, 0 # p > 0, so dass

/ o(x)sinzdr > 2,
0

dann explodiert die zugehorige Losung spéatestens zur Zeit

(fo7r x) sin xdx)2
(fo ) sin xdm) 4

Tcrit - log

so dass T (@) < Terit(p).
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Teil 111
Hyperbolische Probleme

10 Die einfachste partielle Differentialgleichung
erster Ordnung

Trotz der Einfachheit des folgenden Problems und seiner Losung wird dieses wich-
tige Einsichten in hyperbolische Gleichungen und die Ausbreitungsmechanismen
von anfianglichen Stérungen liefern.

Das Cauchyproblem fiir die lineare homogene Transport-
gleichung

Es sei an das Anfangswertproblem aus dem Modellbildungsabschnitt 1.2 erinnert.
Gegeben sei ein konstanter Vektor b € R™, eine geeignete Funktion ¢ : R — R als
Anfangsdatum. Gesucht ist u € C*(R x R") als Losung des folgenden Cauchy-
problems:

{ w(t, @) + (b, Vu(t,z)) = 0 fiw (t,2) € R x R", (10.1)

u(0,z) = ¢(z) fir z € R™.

Wir wollen hier so vorgehen: Angenommen, es existiert bereits eine Losung u €
C'(R x R"). Daraus sollen notwendige Bedingungen an ¢ und die Gestalt von
u (Darstellungsformel) hergeleitet werden, wobei direkt ein Eindeutigkeitsresultat
mit abfallt.

Wir erinnern an die Bedeutung von (10.1) aus der Herleitung: dieses Problem
modelliert die Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit b. Ist die Herleitung kor-
rekt, so erwarten wir, dass die Losung w fiir beliebiges (¢,2) € R x R™ auf den
Linien

R>s— (t+s,2+sh)eRxR" (10.2)
konstant ist. In der Tat gilt:

n

d ou
LUt s esh) = w(ldsash) + 2; P, (t 37+ bl
= b,Vu) = 0.
u+ (b, V) (10.1)
Somit erhalten wir notwendigerweise durch die Betrachtung von s = 0 und s = —t:

u(t,z) = u(t —t,x — tb) = u(0,z — tb) o o(x —tb).

Fiir ¢ = 0 sieht man auflerdem, dass v € C* zwingend
peC'R")

erfordert.
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10.1 Satz. Sei p € C*(R"). Dann besitzt das Anfangswertproblem (10.1) fiir die
Transportgleichung mit konstanter Ausbreitungsgeschwindigkeit b € R™ genau eine
Lisung u € CY(R x R™). Diese ist durch die Formel

u(t, ) = p(x — tb), (t,z) e R x R" (10.3)
gegeben.

Beweis. ,,Eindeutigkeit“: Herleitung von ¢.
»Existenz®: Definiere u geméf (10.3) und verifiziere (10.1). O

Bemerkungen. Im Gegensatz zu parabolischen Problemen haben wir hier auch
eine Losung ,riickwérts in der Zeit* sowie endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Positive und negative Zeiten sind gleichberechtigt; die Funktion (¢, x) — u(—t, x)
16st (10.1) mit —b, und das Vorzeichen von b spielt bei Satz 10.1 keine Rolle. Bei
nichtlinearen Erhaltungsgleichungen kénnen in Abhéngigkeit von der Gestalt des
Anfangsdatums fiir ¢ > 0 und ¢ < 0 verschiedene Effekte auftreten; dadurch wird
aber die grundsétzliche Gleichberechtigung von ¢ > 0 und ¢ < 0 nicht aufgehoben.

Man beachte, dass Losungsformel (10.3) auch fiir lediglich stetige Anfangsdaten
Sinn macht. Man erhilt dann u € C°(R x R™), welches (10.1) im schwachen Sinne
16st.

Die inhomogene Transportgleichung

Man denke an Teilchenquellen/-senken. Gegeben seien konstantes b € R"™ und
geeignete Funktionen ¢ : R® — R, f : R x R — R. Gesucht ist u € C*(R x R")
als Losung von

{ u(t, ) + (b, Vu(t,x)) = f(t,z) fur (t,z) € R x R",

u(0, ) = p(x) fiir © € R". (10.4)

Wir gehen wieder davon aus, dass bereits eine Losung v € C(R x R™) vorliegt.
Notwendigerweise ist dann ¢ € C*, f € CV.
Wie oben betrachten wir wieder die Losung auf der Geraden (10.2):

d
Eu(t + s,z + sb) = u; + (b, Vu) o ft+ s,z + sb).
Immerhin reduziert sich so das Auflésen von (10.4) auf das direkte Integrieren
einer gewohnlichen Differentialgleichung:

0
d
u(t,z) —u(0,z —tb) = / d—u(t + s, + sb)ds

_; ds
0
= [ f(t+s,2+ sb)

¢ Subst. s=7—t

/Ot f(ryx — (t — 7)b)dr,

notwendigerweise gilt also

mu@:¢@—wy3[f@x—@—ﬂwm;
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die Ahnlichkeit mit der Formel der Variation der Konstanten aus Satz 8.1 ist
uniibersehbar.

Um im folgenden Satz Differenzierbarkeit von u erhalten zu kénnen, miissen
wir die Voraussetzungen an f noch verschérfen; wozu die Notwendigkeit aufler im
Fall b = 0 zunéchst nicht unmittelbar auf der Hand liegt.

10.2 Satz. Seib e R", o € CH(R"), f € C°(R x R") so, dass die partiellen Ablei-
tungen g—i, € C%R x R") emistieren. Dann besitzt das Anfangswertproblem (10.4)
fur die inhomogene Transportgleichung mit konstanter Ausbreitungsgeschwindig-
keit b genau eine Lisung u € C1(R x R"). Fiir diese gilt

u(t,z) = p(z —th) + /Ot f(s,z— (t — s)b)ds. (10.5)

Beweis. ,Eindeutigkeit“: Herleitung von (10.5).

,Existenz“: Man definiere u gemé$ (10.5). Da d1e L existieren, ergibt die Anwen-
dung der parameterabhéngigen Riemann- Integrale auf relativ- kompakten (¢, x)-
Berelchen u € CHR x R"). AuBerdem ist unter Verwendung der Kettenregel bei
der ;-Differentiation:

b 0,V) = (Viple — 1)) + [ (1,2) /Za 50— (t—s)b) - (~b))ds

+(b,V<p(m—tb)>+Zbi/U %(s,m—(t—s)b)ds

= f(t,x).
]

10.3 Bemerkung. Die Losung u von (10.4) liegt im Punkte (t,z) fest, wenn f
auf der Geraden

Cuwy={(s+t,x+sb) : seR}CRxR"

bzw. genauer auf deren Teil mit 0 < —s - sgn(t) < t-sgn(t) und ¢ auf dem
Schnittpunkt dieser Geraden mit {s = 0} = {0} x R™ bekannt ist. Das steht im
krassen Gegensatz zu Losungen parabolischer Gleichungen, wo man alle Daten fiir
s < t, & € R"™ bendtigt. (Hier endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit; unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit bei parabolischen Gleichungen.)

Man nennt die Geraden C(;,) Charakteristiken. Dieses Konzept wird sich
auch in verallgemeinerter Form bei nichtlinearen Erhaltungsgleichungen erster
Ordnung als grundlegend erweisen: Es reduziert die partielle Differentialgleichung
erster Ordnung auf eine Schar gewohnlicher Differentialgleichungssysteme. Dazu
vgl. man unten § 15.

Man beachte auch: Eindeutigkeitsverhalten ist hier einfacher als bei paraboli-
schen Gleichungen.
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10.4 Beispiel. Zur Notwendigkeit der Differenzierbarkeitsbedingung an f in Satz
10.2. Wir betrachten dazu das Cauchyproblem:

(10.6)

u +u, =|t—x| inR xR,
u(0,2) =0 in R.

Angenommen, wir hétten eine Losung v € C1(R x R) von (10.6), so wire diese
geméfl der Herleitung von Satz 10.2 gegeben durch die Formel (10.5):

u(t,x):/o |s—(a:—(t—s))|d3:/0 o —t|ds = t|z—1].

Diese Funktion ist aber fiir ¢ # 0, ¢t = x nicht differenzierbar.
(Man beachte den Gegensatz zum regularisierenden Verhalten elliptischer Glei-
chungen.)
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