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1 MabBtheorie

1.1 MaB-Problem und einleitende Begriffe

Definition 1.1.1 (topologischer Raum). X # 0 sei eine nichtleere Grundmenge und 3 (X) die
Potenzmenge von X.

Es sei T ein nichtleeres Mengensystem, T C P3(X), mit den folgenden Eigenschaften:

(ti) ,.X et

(tii) fiir alle {Oy}acr C T, bei beliebiger Indexmenge I gilt: |J Oy € T

acl

N
(tiii) fiir alle {0}, C 7 gilr: _nl O,et
J:

Wir nennen T mit (7i)-(7iii) eine Topologie auf X und das geordnete Paar (X, T) einen topologischen Raum.

Notation 1.1.2 (Punkte und Mengen im topologischer Raum).

(i) Die Elemente von T nennt man offene Mengen.

(ii) A C X heifit abgeschlossen in (X,t) wenn AC € T, dabei bezeichnet AC das Komplement
von A beziiglich X = {x:x € X A\x ¢ B}.

(iii) A heipt Uberdeckungs-kompakt, wenn aus jeder offenen Uberdeckung {Cq}qer von A:

OoYaer C 7, ein endliches Teilsystem: {Oq. Y | C {0y} qer ausgewdhit werden kann, wel-
it j=1
N
ches A iiberdeckt,d.h. A C | O !
j=1
(iv) Die Elemente x € X nennt man Punkte von (X, 7).
(v) U € B(X) heifst Umgebung von x in (X,7), wenn 30 C1:x€ 0 CU: U = U(x)

Definition 1.1.3 (Hausdorffscher topologischer Raum). Einen topologischen Raum (X, 7) fiir

den zusdtzlich das Hausdorffsche Trennungsaxiom :

(tiv) Vx,y € X;x #y gilt: 30,0, ct:x€ Oy y€ Oy und OxN O, =0

gilt, nennt man einen Hausdorffschen topologischen Raum.

Beispiele 1.1.1 (topologische Rdume).

(Bl) Es sei T ={0,X}. Das Paar (X,7) nennt man den chaotischer topologischen Raum und
T die chaotische Topologie.

(B2) Das Paar (X,B(X)), wobei B(X) die Potenzmenge von X ist, bildet den diskreten to-
pologischen Raum. © = P(X) heifst die diskrete Topologie. Das Problem im diskreten
topologischen Raum besteht darin, dass nur Folgen konvergieren konnen, welche ab ei-
nem endlichen Index gleich ihrem Grenzelement sind. Dazu nennt {xj};f’zl konvergent,
wenn VU = U(x)3j(U):Vj > jU): x; € U(x).

Fiir die diskrete Topologie gilt: {x} C © ({x} = U), das heifst speziell: Es muss also gel-

ten: Vj > j({x}) 1 x; =x , womit nur ’konstante’ Folgen konvergieren.



Geschichte und MaBproblem

e Lebesgue (1902):
PROBLEM: Es soll jeder Menge E C ‘43(]1%1), mit E beschriinkt im E!, eine reelle Zahl
WU(E) € [0,00) (endlich!) zugeordnet werden, so dass:

(i) Fiir kongruente Mengen E und E; sei u(E) = u(Ep)

N N

() (U E;j)= Y u(E;)bei {Ej}l}fz1 beschriinkt, {Ej}]}]:l CP(R!) und {EJ-}ZJV:1 paarweise disjunkt,

j=1 j=1
dh.E;NE,=0 Vj #k

(iii) u([0,1]) =1 (Dieses kann auch durch ([0, 1)) = 1 ersetzt werden).

Verschirfung:

(i)* u(U Ej)= ¥ W(Ej) bei U E; beschriinkt, {E;}7; € B(R') und {E;}7_; paar-
j=1 j=1 j=1
weise disjunkt
* Dieses Problem mit (i), (ii)*, (iii) ist nicht mal im R! 1osbar und mit (i), (ii), (iii) nur
bis R2, also:

e Verallgemeinerung in R” bzw. E"
PROBLEM: gesucht ist i : P(R") — [0, 0], so dass:

(i) Fiir jede Bewegung f3 (iiberfiihrt Mengen in kongruente Mengen)
B:R" — R gilt: y(E) = p(B(E))
(i) VE,F e B(R" ) und ENF =0: u(EUF)=u(E)+ u(F)
(Additivitit)
(i)* YE;}7, € BR") mit E;NE, =0 Vj# k (paarweise disjunkt)
sei: 1 Dl Ej) = fl W(E;) (o-Additivitit)
(iii) u(x;?_]l [0,1)) :Jl (Normierung fiir Einheitswiirfel)

(i), (i), (iii) beschreiben das Inhaltsproblem, (i), (ii*), (iii) das Mafiproblem.
* Das Inhaltsproblem ist fiir n > 3 unlosbar (1. Beweis von Hausdorff 1914). Aber es

kommt sogar noch schlimmer:

O O (@]
Satz 1.1.1 (Banach-Tarski-Theorem, 1924). Sein > 3. A,B C E" mit A, B 0. Dabei ist A

das Innere von A, also die Menge aller Punkte, zu denen eine offene Umgebung existiert,

die ganz in A liegt.

Dann existieren paarweise disjunkte Mengen {C j}l,y:l und Bewegungen {ﬁj}]}/:l (bei
N N

{Bj(Cj)}]}]:] paarweise disjunkt) , so dass A = jL:Jl Cjund B = jL:Jl B;(C)).

* Das MaBproblem ist nicht einmal in R! losbar. Bewiesen fiir n = 1 von Vitali 1904:

(-allgemein gezeigt: 1924 von Banach und Tarski)



Satz 1.1.2 (Vitali,1904). Das Mafproblem (i), (ii)*, (iii) ist im R unlosbar:

Beweis. Idee: Aufbau einer speziellen Menge

Es sei QQ - die Menge der rationalen Zahlen, (Q ist abzihlbar.

Damit ist auch die Menge Py := {p € Q: p € [—1,1]} - abzihlbar. Des Weiteren sei R := [—2,2)
und Ry :=[0,1) und A(x) := {y € Ry : x—y € Py} die Aquivalenzklassen aller rellen Zahlen y €

Rop C R mit nur rationaler Differenz zu einem Reprisentanten x € Ry . Hier gilt offensichtlich
,dass A(x) =A(y) &y € A(x). Speziell finden wir somit in A(0) alle rationalen Elemente aus
Rp.

Wir zeigen zunichst, dass zwei verschiedene Aquivalenzklassen disjunkt sind:

Sei also A(x) # A(z) und es gibe ein y € A(x) NA(z), dann gilt:

y=x—p;undy=z— p; mit pj, ps € By. Das heiit x — z = p, — py, also z € A(x). Dies ist aber
ein Widerspruch zu A(x) # A(z).

In jeder Aquivalenzklasse A(x) sei x als Reprisentant von A(x) nun fest gewihlt. Dann ist

By := U {x} eine iiberabzihlbare Vereinigung disjunkter Punkt-Mengen. Das heiit By ist
{Ax)}
eine Teilmenge von Ry. Es sei nun k(p) eine Indexzuordnung & : Py — Ny. (Dies ist immer

moglich, da Py abzéhlbar ist.) Weiter sei 0.B.d.A. k(0) = 0.

Wir setzen B,y := U {x+ p} Vp € Ry. Hier ist By, N By(p,) = 0 Vp1 # p2 € Py und die
{AM)}
Mengen By, sind kongruent zu By Vp € F.

Nehmen wir nun an: das MaBproblem im R! sei 16sbar.
Dann liefert die Normierung und (ii):

1(Ro) = |Ro| = 1 und p(R) = |R| = 4.

Nach Konstruktion ist By,) CR Vp € R.
Wegen (i) (Kongruenzeigenschaft) gilt Vp € Py :  p(By(,)) = U(Bo).

Des Weiteren ist (J By(,) € R eine abzihlbare Vereinigung disjunkter Mengen.
peR

Wegen (ii)* und (ii) gilt

2(U By = Y 1B D u((U Bip \Ro) UR)

peEPR k(p)=0 peR
= u( U Byp) \Ro) +1(Ro) > 1,
PER

wobei ((Ro) = 1 und u( U By, \ Ro) > 0.

peh
Andererseits gilt mit (if): 4= p(R) = w(R\ U By,)) +1( U Byp))
peP peR
bei w(R\ U By(p)) > 0.
PER
Also:  4=p(R)> ¥ u(Byy) Y T p(Bo).
k(p)=0 k=0



Folglich ist u(Bg) =0, da sonst i U (By) divergiert. Das ist aber ein Widerspruch zu E (Bip)) =
k=0 k(p)=0

kZON(Bo) > 1.
Also ist das MaBproblem im R! nicht 16sbar. [

1.2 Mengenalgebra, MaBe, Messbarkeit

Definition 1.2.1 (Mengenalgebra). Sei X eine nichtleere Grundmenge und sei 2 C B(X) ein

nichtleeres System von Teilmengen von X. Dann heifst A Mengenalgebra iiber X, wenn:

(i) Acd = ACeq
(i) ABeA = (AUB)e
Schreibweise: 2 = A(X)
Definition 1.2.2 (o-Algebra). Eine Mengenalgebra A(X) heifit 6-Algebra iiber X, wenn.:
(i)  {Aj}7 cAX) = (JAj e A(X)
j=1
Hilfsschreibweise fiir die o-Algebra: 2A(X) = A(°) (X)

Beispiele 1.2.1. Sei X eine beliebige Menge. Dann ist das System A = {0,X } die kleinste und
A =P(X) die grifite c-Algebra iiber X.

Folgerung 1.2.1. Sei 2(X) eine Mengenalgebra. Dann gilt
(i) X € A(X)
(i) 0 € AX)
(iii) A,B € A(X) = (ANB) € AX)

Beweis. Zu (i): Da wegen A € 2(X) auch AC € (X) ist, erhalten wir
AUAC = X ¢ A(X).
(ii) gilt, da ® = X© € A(X) und Aussage (iii) folgt aus (A NB) = (AC UBC)C. O

Satz 1.2.2 (Erzeugungssatz). Der Durchschnitt beliebig vieler Mengenalgebren (bzw. 6-Algebren)
iiber X ist wieder eine Mengenalgebra (bzw. o-Algebra) iiber X.

Beweis. Es sei {ngf) (X) }aer System von Mengenalgebren (o-Algebren) iiber X, mit Index-
menge . Des Weiteren sei 21 (4 (x) := ) ng’) (X).

acl
Um zu zeigen, dass 2 ) (x) eine Mengenalgebra (bzw. o-Algebra) ist, miissen wir die Axiome

aus der Definition priifen.

() AcAX)=>AcAy(X) Vaecl=ACcAy(X) Vacl
= AC € A(X)



(i) A\ BEAX)=>A,BeAy(X) VYaecl= (AUB)eUy(X) Vael
= (AUB) € A(X)

(i) {Aj}7, €2A°(X) = {4}, €AY(X) Vael
= UA;eA(X) Yael= JA;cA(X)
=1 j=1
O

Definition 1.2.3 (Durchschnitts-Algebren). Es sei S CB(X) mit S ist nichtleer. Wir bezeichnen

mit:

AS)= (] Aa(X)

A (X)2S

die von S erzeugte Mengenalgebra. Analog, durchgefiihrt mit o-Algebren, erhdilt man die von

S erzeugte o-Algebra:

o(s)= ) 2 =2 (x)
A (X)DS
Definition 1.2.4 (additive Mengenfunktion). Sei 2(X) eine Mengenalgebra iiber X und
®: A(x) = D(P) — R bzw. R x iR mit R := {—o0} U (—o00,00) U {oo}. Die Abbildung ® heift
additive Mengenfunktion, wenn VYA, B € A(X), mit ANB =0, ®(AUB) = ®(A) + P(B) gilt.

Definition 1.2.5 (o-additive Mengenfunktion). Eine additive Mengenfunktion ® heifit o-additive Mengenfunkti
wenn (zusdtzlich) fiir alle Mengenfolgen {A j};"zl C A(X) von paarweise disjunkten Mengen

AjNAr =0V jk € N:j#kmit UAj € AX) gilt:
j=1

°°1<1><AJ-> —a(|J4))
= j=1

J

Definition 1.2.6 (Inhalt iiber A (X)).

Gilt fiir die additive Mengenfunktion ® : A(X) — [0,c0|, dann heifit ® ein Inhalt iiber A(X).
Schreibweise: ® = A

Gilt fiir X zusdtzlich A(X) < oo, s0 nennt man A einen endlichen Inhalt.

Definition 1.2.7 (Pri-MaB). Ein o-additiver Inhalt A wird auch Prd-Maf; genannt.
Gilt fiir den c-additiven Inhalt A :
EI{AJ-};.":1 CAX)undAj CAj1 Vj=1,2,... (isotone Mengenfolge) und

X=UA;mit A(Aj) <oo Vj € N, dann heifit A c-endlich.
=1

Definition 1.2.8 (messbaren Raum, Maf3, Mafraum).

Das Paar {X,2(°)(X)} nennt man einen messbaren Raum.

Ein o-additiver Inhalt A (Prd-Maf3) auf einer o-Algebra heifit ein Mafs. : Schreibweise: ® =
A=u

Das Tripel [X,2°(X), 1] heifpst Mafsraum iiber X.



Folgerung 1.2.3. (a) ®(0) =0, da 0 disjunkt zu sich selbst ist, muss gelten:

D(0) =2P(0).
(b) Ist ®(A) endlichund A C B, A,B €, dann:

P(B\A) = P(B) - P(A)
Falls A-Inhalt so folgt daraus die Monotonie:
A(A)<A(B) A,BeA ACB

(c) Fiir A-Inhalt gilt die Subadditivitiit:

VA,B € : A(AUB) < A(A) + A(B)

Definition 1.2.9 (Limes superior und Limes inferior).
Vorgegeben sei bei X # 0 die Mengenfolge {A;}%_ C PB(X). Wir erkldiren mit

1limA; := {x € X : x € A, fiir unendlich viele Indizes j}

Jre

den Limes superior und mit

lim; , Aj:={x€X:3jo(x) EN:Vj>jo(x):x €A}

den Limes inferior.
Limes superior und Limes inferior bezeichnen Elemente von P3(X). Die obigen Grenzwerte
berechnet man durch

fimj A = (] U Ak

J=1k=j
und .
lim; ,..A; = ﬂ
j=lk=]
Offenbar gilt: hmj e CE,HMA je
Im Falle: lim; ,Aj = lim ool schreiben wir auch:

limA; —l1mJ%wA]—llm]—>ooA]€§B( )-

Jj—reo
Definition 1.2.10 (Spezielle Mengenfolgen). Eine Mengenfolge {A;}7_ heifit isoton (monoton
aufsteigende Mengenfolge), wenn A; CAjy, V.
Es gilt dann

limA; = UA

—»00
J =1



Die Mengenfolge {A j};ozo heif3t antiton (monoton fallende Mengenfolge),

wennAj D Ajq, Vj.
Es gilt dann

limA; = ﬂA

J—ree j=1

Definition 1.2.11 (Montones System). Ein nichtleeres System S von Teilmengen von X heif3t

monotones System (monotone Klasse), wenn fiir alle {A j};ozo isoton bzw. antiton gilt

U Aj €S fiir {A;} 7 isoton bzw. ﬂ Aj €S fiir {A;} 7 antiton.

j=0 j=0
Bemerkung 1.2.1 (Durchschnitt monotoner Systeme). Analog zum Satz iiber die Durchschnitt-
salgebra kann man zeigen, dass der Durchschnitt beliebig vieler monotoner Systeme, welche ein
vorgegebenes Mengensystem 9N enthalten, wieder ein monotones System bildet. Im Folgenden

werde der Durchschnitt aller monotoner Systeme, die 9 enthalten, mit m(9N) bezeichnet.

DIES FUHRT UNS ZU DER FOLGENDEN ANWENDUNG:

Bemerkung 1.2.2. Jede monotone Mengenalgebra A(X) ist 6-Algebra iiber X.

Satz 1.2.4. Ist 9 := A(X) = S eine Mengenalgebra iiber X, dann gilt sogar: 6(S) = oc(IMN) =
m(9M) = m(S), also in expliziter Schreibweise: (A(X)) = m(2A(X))

Beweis. Wir werden zuerst zeigen, dass m(901) eine o-Algebra ist. Da wir wissen, dass jede
monotone Mengenalgebra eine o-Algebra ist (Bemerkung 1.2.1), reicht es die Eigenschaften
einer Mengenalgebra nachzuweisen.

u (i): Sei € = {A € m(9M)| A° € m(9M)} ein monotones System. Die Monotonie gilt, da aus
A,Ay,...€€undA; C Ay C ... (somit auch A{,A5,... € Cund AT D A D ...) folgt, dass

DAiem( und(UA) ﬁAfem(ﬁﬁ).
i=1 i=1

Also | JZ1 A; € €. Genauso zeigt man, dass fiirAj,A,,...€ Cund A DAz O ...auch ;2 A; € €.
Da € D 9, gilt wegen der Definition von m(9t) auch € O m(91). Da aber auch € C m(9n),
haben wir € = m(91). D.h. aus A € m(9N) folgt A° € m(IMN).

Zu (ii): Wir definieren fiir jedes B € m(9) das System

Yp={Acm(M)|AUB € m(IM)} C m(M).

Das System Up ist ein monotones System, da fiir A|,A,... € Upmit Ay CA, C ... gilt Ay U
B, AyUB,...e m(M)und AyUB C A, UBC ..., also

UAUB (UA)UBEm m).

8



Somit ist (U~ A;) € Up. Analog zeigt man, dass (- A;) € Vp gilt, fir A},A,,... € Vp mit
A; DAy O ... Da 9N eine Algebra ist, gilt fiir B € 9N, Lp O 9 und, da Yp ein monotones
System ist, auch Up O m(IM). Also

SBB = m(im) (*)

Sei B € m(M) und C € M. Wegen Gleichung () gilt Ve = m(M), d.h. BUC = CUB € m(M),
also C € 2Up. Demzufolge bleibt Gleichung (x) auch fir B € m(90) giiltig, was gleichzeitig
impliziert:
A,Bem(M) = AUB € m(M).
Folglich ist m(9) eine Mengenalgebra, somit auch o-Algebra. Dann folgt aus m(9t) O 9,

dass m(Mt) O o(IM). Da jede o-Algebra monoton ist und o (M) 2 M, gilt auch o (M) O
m(9). Also m(9M) = o(M).

U

Definition 1.2.12 (Wahrscheinlichkeitsraum).
Gilt fiir den Mafraum [X,2(°)(X), u] die Eigenschaft: u(X) = 1 (Normierung), dann nennen
wir [X,29)(X), u] einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 1.2.3. Es sei [X,(°)(X), u] ein Mafraum und 0 < p(X) < oo, also ein endliches

Map3. Dann liefert u;(E) := % VE € A(%) ein Wahrscheinlichkeitsmafs mit py (X) = 1 und

[X,%4(9)(X), uy] ist der dazugehorige Wahrscheinlichkeitsraum. D.h. jedes endliche Maf kann
zur Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles genutzt werden.

Giinstig als Eigenschaft von Erzeugern ist eine Halbringstruktur:

Definition 1.2.13 (Halbring). Ein nichtleeres Mengensystem $) C B3(X) heifst Halbring, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) 0€H
(i) ABEH=ANBEH

(iii) A,B€ $H = H{Cj}]]yzl paarweise disjunkt mit C; € $, Vj =1...N, so dass gilt

A\B=|]C;
j=1



Definition 1.2.14 (Intervall-Bereich, Menge der Intervallbereiche).

Ein Intervall-Bereich I iiber dem R" ist die endliche Vereinigung halboffener, achsenparalleler

Quader
N N . .

I=Ula;b;)= U Qjmita;b;):={xeR": a, <xx <bj,Vk=1...n}, wobei jede Koordi-
. i

nate in einem vorgegebenem Intervall liegt. Zugelassen sei hier auch ai = —oofiir je{l,...,N}
und k € {1,...,n} sowie I = 0. Die Gesamtheit aller oben definierten Mengen I nennt man die

Menge Ipn der Intervallbereiche. Das System Ign bildet eine Mengenalgebra iiber R" und wird

von dem Halbring aller halboffener Quader erzeugt, also 20($)) = Ign (It = 1[_00700) ).

Definition 1.2.15 (Borelsche o-Algebra). Wir erkliiren mit 8" =B (R") = o (Ign) die Borelsche c-Algebra
des R". Die Elemente E € 8" nennt man Borelmengen.
Ist A C X und A(°)(X) eine o-Algebra iiber X, dann ist das System

A (4):={E=4NB: Be A (X)}
eine 6-Algebra auf (iiber) A und wird als Spuralgebra bezeichent.

Satz 1.2.5 (Satz iiber die Borelsche o-Algebra). Die Algebra 8" ist die kleinste c-Algebra,

welche
(i) alle offenen Mengen des E"
(ii) alle abgeschlossenen Mengen des E"
(iii) alle offenen Quader 0= (a,b) des E"
(iv) alle abgeschlossenen Quader Q = [a,b] des E"
enthdilt.

Beweis. Wir wollen uns darauf beschrinken (i) zu zeigen.
Sei A eine beliebige nichtleere offene Menge des E". Des Weiteren sei A beschrinkt.

Mit ¢ bezeichnen wir alle achsenparallenen Quader der Linge % =1 mit ¢, C A, A" =

N(0)
U 4% C A, wobei N(0) die Anzahl der Quader ¢, C A ist.
v=1

Fiir j € N bezeichnen wir mit q{, alle (halboffenen) Quader der Kantenlidnge % mit q{, C Aund
NG) .
U ¢l =: A/ CA.
v=1
Offensichtlich gilt A/ C A, Vj=1,2,...,also |J A/ C A.
j=1
Jetzt stellt sich die Frage: Giltauch |J A/ =A ?
j=1

Dazu nehmen wir an, dass A # |J A/, d.h. es existiert ein x* € A mit x* ¢ |J A/. Weil A offen
=1 =1

10



ist, ist x* innerer Punkt von A, also existiert eine Umgebung U (x*) C A. Nach der Konstruktion
unsere obigen Folge existiert damit eine Intervallschachtelung {qi* }‘;-":1 D x*, wobei hier nicht

angenommen wird, dass q')’;* Teilmenge von A sei. Nach dem Intervallschachtelungsprinzip exi-

stiert ein q)]; C U(x*) C A. Dies ist aber ein Widerspruch zu x* ¢ (J A/, O
x et

Beispiel 1.2.2 (Beispiele von Maflen und Pramaf3en).

(B1) Der Lebesguesche-Inhalt auf dem R :
Sei AR') = Iy1 = D(A) mit Ay : I1 — [0, 0]. Konkret:
e A(0)=0
e M (A)=b—a VA=la,b) mit —c<a<b<oo
o A (A) =00 VA€ {[—o0,00),[—00,D),|a,o0)} bei —o0 < a,b < oo
. . N N N .
Damit erhalten wir AL (A) =Ar(U [aj,b))) = jgl A(laj, b)) fiir {{aj,bj) };_| paarweise

j=1
disjunkte Intervalle. Also ist Ay, ist 6-additiv und c-endlicher Inhalt auf I.

(B2) Als ndchstes erkldren wir das Dirac-Maf3 auf dem R"™ und damit den Diracschen Maj3-
raum [R",B" up|. Wobei das Maf3 up wie folgt definiert ist:

Up : B" — [0,00]
1 beiQ€E

E):= -
Hp(E) {0 bei0 ¢ E.

Nachweis der Maf3eigenschaften:

e up(0)=0

e lp ist ein additives Mafs, da bei zwei disjunkten Mengen die O hochstens in einer
liegt

o selbes Argument fiir G-Additivitdit.

Damit ist up ein o-additiver Inhalt auf einer c-Algebra, also ein Mafs. Es wird das
Dirac-Maf} genannt.

(B3) Zihlmaf3 des R":
Sei iz : B" — [0, c0) mit

s (E) = { {aery
0 fira;¢ E Vj=1,...,N,

Fiir alle Mengen E = {gj}]]yzl mita; € R" und a; # a bei j # k.
Dann ist [R",B", uz| ein Mafiraum.
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(B4) Verallgemeinerung von Ay :
Es sei die Abbildung @ : E! — E!' mit ¢ vorgegeben, mit ¢ ist monoton wachsend und
linksseitig stetig. Des Weiteren sei ¢(—eo) definiert. Zum Beispiel durch ¢(—oo) = ;EIPOO ©(t).(Dies
muss definiert werden, da nur linksseitige Stetigkeit vorausgesetzt wird.) Offensichtlich ist

(o) = th_)m @(t). Weiterhin seien auch @(—oo) = —oo und (o) = oo zugelassene Werte.
Es sei A(R') = Ip1 und fiir alle E € Iz mit E # 0 sei

N(E)
Ao(E) := ; (@(bj) — @(aj)),

J

N(E) NE)

wobei E = U [aj,bj) mit {[aj,b;)} ;| paarweise disjunki. Es gelte weiter:
j=1

Ay (0) = 0. Dann ist Ay ein -endlicher, o-additiver Inhalt auf I .

Folglich gilt dann fiir ¢(x) = x, dass Ay = A, ist.

Man nennt Ay auch den Lebesgue-Stieltjes-Inhalt auf I zu der Funktion ¢.

Fiir o-Endlichkeit ist notwendig, dass ¢ in einem Intervall der Gestalt [—oo,a) und [b, )
echt monoton ist.

Anmerkung:

Die Funktion @ kann aus dem vorgegebenem Ay rekonstruiert werden. (U.A.) Da (¢ (b;)+
c)—(@(aj)+c)=@(b;) — ¢(aj) gilt, ist die Funktion bis auf eine Konstante eindeutig.

(B4(D)) Dirac-Inhalt Ap auf I :

Wir definieren die sogenannte Heaviside-Funktion:

(x) = 1 beix>0
P x) = 0 beix<O0.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass Ap ein Inhalt auf I ist, denn:

Ap(0) =0

Ap([1,2)) = @u(2) —@u(1)=1-1=0

(B5(L-S)) Nun konstruieren wir einen Inhalt auf Ign. Es sei E = X ?:1 laj,b)).
Dann setzen wir mit {@;};_, aus (B4)

n

Moy, (E) = | | (@;(b)) — 9j(a)))

j=1
und
A{‘Pj}?zl (0) =0.

Somit erhalten wir fiir ¢;(x;) = x;, Vj = 1...n, den Lebesqueschen-Inhalt auf dem Ign.

(Volumen der Quader). Wir werden ihn im Folgenden auch mit lL(") bezeichnen.
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Z1EL: MESSBARKEIT VON ABBILDUNGEN UND SUBSTITUTION

Dazu seien X, Y nichtleere Mengen und eine Abbildung f : X — Y vorgegeben.
Des Weiteren sei f zunéchst surjektiv, d.h. D(f) =X und R(f) =W (f) =Y.
Es sei S C B(Y) mit S nichtleer; z.B. S = A(Y) oder S = A°(Y).

Definition 1.2.16 (Vollstindiges Urbild). Fiir A € S erkliren wir die Menge: f~

lA) = {xe

X : f(x) € A}. Wir nennen ! (A) das vollstindige Urbild der Menge A unter der Abbildung f.

Mit f~1(S):={BeB(X):B=f"'(A) A€ S} bezeichnen wir das vollstindige Urbild des Mengensystems S.

Satz 1.2.6 ( Abbildungssatz). Ist 2 eine Mengen-(c)-Algebra iiber Y, so ist f~' () eine Mengen-

(0)-Algebra iiber X.

Beweis. Uberpriifung der Axiomatik:

(i) Es sei B € f~!(A). Dann existiert eine Menge A € 2(Y) mit B = f~!'(A). Da A(Y) eine

)-
Mengenalgebra ist, ist auch AYY € 2/(Y) und somit f~'(A%) € f~1(A). A
tivitit folgt nun f~1(A) N f~1(AS) = 0x. Also ist wegen B = (f~1(A))

auch B ¢ f=1(A(Y)).

us der Surjek-

=A%)

(ii) Es seien By,By € f~1(A(Y)). Also existieren zwei Mengen Aj,A; € A(Y) mit B] =
f~Y(A1) und By = f~1(A;). Aus den Eigenschaften von 2f folgt nun A; UA, € A(Y)

und somit f~1 (A UA,) € f~1(A(Y)).

Die Definition des vollstandigen Urbildes liefert uns jetzt

1 AIUA) = F YA U Y (A) =BIUBy, € fH(Y).

Folglich ist 2 eine Mengenalgebra.

(iii) Induktive Anwendung der Argumentation aus (ii) zeigt, dass bei 2(Y) o-Algebra auch

FHA(Y)) eine o-Algebra ist.

Folgerung 1.2.7 (zum Abbildungssatz). :

(i) Rechengesetz:

]

Sei B € f~1(2) und es gelte B= f~'(A) mit A € 2. Dann ist B = f~1(AC) die zu B

komplementdiire Menge.

Es sei weiter {Bj};f’zl € f~1(A°) mit B; = f~Y(A;), A; € . Fiir die Vereinigung gilt

dann

Usi=Ur'a)=r" <UAJ> :
J=1 j=1 j=1

(ii) Sei S ein beliebiges nichtleeres Mengensystem und oy (S) die von S erzeugte c-Algebra

iiber Y, dann ist  ox(f~1(S)) = f(oy(S)).
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Bemerkung 1.2.4. Die Einschrinkung Y = R(f) ist oft hinderlich. Deshalb sei nun 0 # R(f) #
Y und R(f) C Y und die Algebra A Mengen- bzw. 6-Algebra ersetzt durch die Spuralgebra
RAr(p)(Y) bzw. 91]‘;( f)(Y). Dann fassen wir f als Einschrdnkung von f in dem Sinne auf, dass
f:X — R(f) abbildet. Folglich ist der Abbildungssatz auch in diesem Fall anwendbar.
Konkret bedeutet dies f~'(y) =0 Yy ¢ R(f)

Definition 1.2.17 (AuBeres MaB). Sei X # 0 und p* : (X ) — [0, 0. Dann heif3t * dufBeres Maf3
auf P(X), wenn gilt
(i) u*(0)=0

(ii) u*(E) < u*(F) VE,F €B(X) mit E C F (Monotonie)

(i) (U E;) < ¥ w*(E)) V{E; Y7, C B(X) (Subadditivitiit)
j=l1 j=l1

Hier kann 'Y, u*(E;) auch bestimmt divergieren.
=1

Bemerkung 1.2.5. Ein dufieres Mafs muss nicht additiv sein, denn sei X = 0 und

{ 1 beiE+£0

“(E):=
wE) 0 bei E=0.

Bei X # {b} ist u* nicht additiv, denn u*({a,b}) =1 {a}U{b}={a,b} a#bundpu*({a,b})=
w*({a}) =pu*({b}) =1, aber u*({a,b}) =1 <2 =pu*({a}) + u*({b}). Damit ist die Additi-

vitdt verletzt. Dennoch ist U* ein dufleres Maf3, denn:
(i) Gilt wegen der Definition von U*.

(ii) Die Monotonie folgt direkt aus:

e E=F=0: u*0)=0<0=u*0) ECF
e E=0;F#0: upu*0)=0<1=u*(F) ECF
e EAOF#0: up*(E)=1<1=u*(F).

(iii) Wird analog zur Monotonie gezeigt. Denn u*(\J E;) = 1, falls mindestens eine Menge
j=1

(o] o)

E; # 0 und somit W”* (U E;) < Y, u*(Ej).

j=1 j=l1
Definition 1.2.18 (Von A induziertes duBeres MaB). Es sei X # 0, A(X) eine Mengenalgebra

iiber X und A ein c-additiver Inhalt auf (X ). Wir definieren die Abbildung u* = u; :B(X) —
[0, 0] durch

w; (E) == inf{il(Aj) V{A;} 7 CAX); Ua;o E}
j= =1

Wir nennen 3 das von A induziertes dufleres Mafs.
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Bemerkung 1.2.6. Die {A j};"zl nach oben nennt man das System der Uberdeckungen von E
durch Elemente von A(X).

Satz 1.2.8 (Inhalts-Fortsetzungssatz). Die oben definierte Abbildung L) ist ein
dufleres Mafs auf B (X).

Beweis. (a) Fortsetzungseigenschaft: zu zeigen ist: VA € 2((X) : uy (A) = A(A)
(ab jetzt A bei u* weglassen).
Beachte Definition von p*:

znf{Z?L IV{A; YT CAX) mitDAjDA}
j=1

NunistA CA, dh.: u*(A) < A(A) #) (A|=AA; =V >2)
Andererseits gilt fiir beliebige Uberdeckung {A 71721 CAX) von A :

A(A) =A(AN(U Aj)). Wir erhalten aus {A;}7_, das System paarweise disjunkter Mengen
=1

{Bi}r_, vermittels: By := Ay \ O Ajfirk>2,B; =A; ; mit U Aj= U B;. und
j=1 j=1 j=1

= AA)=AAN(JA))=2An(B))=A(J@ANB))) Z (ANB))

A war o- additiv):

< Z A(ANAj) < Z A(Aj)da A;D(ANAj) D (ANB;j)
=
(wegen Monotonie elnes Inhaltes)

= A(A) < w¥(A) (und (#) : A(A) > p*(A)) = A(A) = u*(A)VA € A(x).

(b) Zu zeigen: u* ist duBeres MaB. ( Uberpriifen der Axiome:)
(i) nach (a)ist @ € A(X) : A (@) =pu*(@) =0

(ii) Seien nun EF € P(X)mit £ C F. Nun sei {B;}7_; C A(X) Uberdeckung von F, d.h.:

E C F C U Bj (Also auch eine Uberdeckung von E), besser betrachtet als:

=1
{{Bj};o—l CRA:FC G Bj} - {{Aj}o?—l CUAEC G Aj}
e
Das heiBt: u*( mf{ Z A(A))} <inf{ Z A(Bj)} = pr(

(iii) Seien {E;}7 | C PB(X). Zunichst eine Fallunterscheidung:

gilt fiir ein j: u*(Ej) =c0o = u*(UJ Ej) =00 < Y u*(E;) = oo. Damit ist alles in diesem
j=1 j=1



Fall gezeigt.
Konnen nun voraussetzen, dass *(E;) < e Vj e N. HieristVj € N:

,LL*(E]) = lnf{ Zl(Ajl) mit {Ajl}}m:l C Ql(x) und UAﬂ D Ej}
=1 =1

D.h. {Aﬂ};"l:] C 2 ist Uberdeckung von E = |J E; C U U Aj.
’ j=1 j=11=1
Konstruieren nun eine spezielle Uberdeckungsfolge zu beliebigem & > 0:

[

* € .
Y AAj) —u(E)) < 5 Vi=12..
=1

(Geometrische Reihe — € ausklammern — Summe = 1).

Wir geben nun {A jl}j."l:] diese Zusatzeigenschaft. Damit erhalten wir:

(o] oo oo

WES Y A=Y Y A4 < Y W E) te 1
=1

1,j=1 j=1i=1

Da € beliebig: Subadditivititseigenschaft ist erfiillt:
= u* ist duBeres MaB.

Folgerung 1.2.9. Aus jedem o-additivem Inhalt kann ein dufseres Maf3 erzeugt werden.

Definition 1.2.19 (Messbare Mengen). Es sei 1" ein dufieres Mafs auf PB(X). Dann nennen
wir eine Menge E € S3(X) messbare (oder 1*-messbare) Menge, wenn fiir alle B € 3(X) die
Jfolgende Gleichung erfiillt ist

W' (B)=p (BNE)+u"(BNES).

Satz 1.2.10 (Caratheodory, DIE 6-ALGEBRA DER MESSBAREN MENGEN).
Es bezeichne y«(X) = {E € B(X) mit E ist u*-messbar } C P(X) das System aller |1*-
messbaren Teilmengen von X. Dann ist A ,+(X) eine 6-Algebra iiber X und die Einschrinkung
von W auf Ay (X) , d.h. p* = Ay (X) — [0,00], ist ein Mafs auf Ay (X).

Beweis. (i) @,X € 2y,+(X), denn VB € *B(X) gilt:

p'(B)=u"(BNo)+u*(BNX),
=0

d.h. @ und X sind messbar. Also sind @,X € 2+ (X).
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(i) Essei u*(E)=0.Dannist E € 2+ (X), denn aus der Monotonie folgt fiir alle B € P (X),
dass BNE C E ist und damit
0<u*(ENB)<u*(E)=0
Wi(B) = p* ((BNE)U(BNES)) < u*(BNE) + w* (BNEC).
Da E€NB C Bist, also u*(E€NB) < u*(B) gilt, folgt daraus
W (B) = u*(ENB)+u*(E“NB).
Das bedeutet E ist messbar.

(iii) Dass auch E€ ¢ 2,+(X) gilt, kann man sofort aus der Definition ablesen:
C Cc C ¢
w*(B) = u*(BNE) + u* (BmE ) —u (BmE ) o (Bm (E ) ) .

(iv) Seien E,F € %l;+. Dann ist zu zeigen, dass auch EUF € 20y
Da E und F messbare Mengen sind, gilt fiir alle B € B(X)

w*(B) =u*(ENB)+u*(ESNB) und u*(B) = u*(FNB)+u*(FCNB).
Dies liefert uns
W(B) = W(ENB)+u"(ESNB)
= W (ENFNB)+u*(ENFCNB)+u*(ECNB)
w((ENF)NB)+
+u*(ENFCNB)U(ENECNB))+
=2
+u*((ESNECNB)U(ECNFCNB))
= w*(ENFNB)+u*(BN(ECUFY)).
——
(ENF)C
Also ist ENF € 2y und somit auch E€ N FC € 2Ay,-. Anwendung von (iii) zeigt das

Gesuchte
(ECNFO)C =EUF €y
(v) Esseien{E;}% ; CRy« mit E;NE, = Vj# k. Aus (iv) wissen wir, dass Ej UE, € 2«
JJj=1 H J u
ist. Die Messbarkeit von E| U E; liefert fiir alle B € (X))
w (BN (E\UEy)) = u*(BN(EUE)NE;)+u*(BN(E|UEy)NEF)
= ‘Ll*(BﬁEl) +,LL*(BﬂE2),
weil BNE; NES = @ und BNE;NES = BN E; sind.

Durch vollstdndigen Induktion erhalten wir:

k
"(BNEj) mit | JEjeAp-.
j=1

wBn(l

C»
TM»

~.
Il
_
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Damit ergibt sich

k k
wiB) = wEN(UJE)+u BNJE))
J=1 J=1
k .
> wBn(UEN)+u BAIJE)N)
j=1 j=1

“(BNEj)+u*(BN(|JE)).

Il
|| M»

j=1
Wir fassen das Ergebnis nochmal zusammen:
Wi(B) = Y wr(BNE) +u (BN (JE)) (#)
j=1 j=1
Man nutze die Subadditivitit von p*:
Z BNE)+u* BN(UE)) = wBN(JE)) +rBN(JE))
j=1 j=1 j=1 j=1

v

p*(B)

Mit (#) erhalten wir nun:

wB) = i (BAE) + (B0 (| E)°)

= wEn(UED)+u BN (UJE))

J=1 j=1

Alsoist |J Ej € 2y« Mit B= |J E; ergibt sich
j=1 j=1

w(UE) = il u (E)) (#).

J=1

An dieser Stelle wenden wir einen Trick an. Es sei U Fi= U E; C A+, wobei die Men-
J=1 J=1
gen {E;}7_|-paarweise disjunkt seien. Die {E;}7_; werden bei vorgegebenen {F;}7_; C

20+ wie folgt definiert
k—1
ElelundEk::Fk\UFj, VkZZ
j=1
Damit liefert die obige Uberlegung, dass 20+ eine 0-Algebra ist und pu* ist ein Mal auf
2+ mit u* () = 0und (x).
[
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Bemerkung 1.2.7 ( Lebesgue-MaB). Erkliirt man den Lebesgueschen o-Inhalt A; auf Ign durch
AL(0) :=0 und

n

[1(bj—aj), falls I = [a,b) beschrinkt
=1

oo, falls I unbeschridnkt,

dann nennen wir das mit Hilfe von A erzeugte dufseres Maf} i = u;[L, mit

D(u;) =*B(R") das Lebesguesche iuflere Mays.

Das Mengensystem Qluz (R™) nennt man die c-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen und
das Maf uy = . : 2y (R") — [0,0] das Lebeguesche Ma.

Laut Definition ist *B" = & (Ign). Weil Ay 0-Algebra mit Ayx D Iyn ist, gilt offenbar:
o(Ign) = n 2A°(R") cC Ay (R™)
A0 (R) Slgn
Das heifst: Jede Borel-Menge ist Lebesgue-messbar.
Die Einschrinkung von Uy, auf 8" = B(R") ist somit ein Maf3 aufB" und [R",B", iy | (1L(A) :
UL(A) VA € B") ist ein MafSraum.

[R™, 2y, , 1] ist Mafiraum nach Satz 1.2.8, 1.2.10 und Folgerung 1.2.9.

1.3 Vollstiindige MaBe, Hahnscher Fortsetzungssatz,
Approximation Lebesgue-messbarer Mengen

Erinnerung: A — 6 —Inhalt auf (X )-Mengenalgebra, u; - dueres Mal auf (X), welches mit

A konstruiert wurde. (Stichwort: Infimum)

Satz 1.3.1 (Hahnscher Fortsetzungssatz). Es sei A — o-endlicher 6-Inhalt auf einer Mengenal-
gebra A(X). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Maf3 |i, auf der 6-Algebra o(20(X)) mit
I (A)=A(A) VA eA(X).

Bemerkung 1.3.1. Zwei Mafie p und y auf {X, (%) (X)} sind gleich: Moo

(X)
wenn w(E) = y(E) VE e A4°)(X).

Bemerkung 1.3.2. Die Forderung A ist 6-endlich ist fiir die Einzigkeit der Fortsetzung not-

wendig und hinreichend. Ist A nicht -endlich, so kann es verschiedene Fortsetzungen von A

auf o(A(X)) geben.

Beweis. (Satz 1.3.1) [KONSTRUKTION:]

Sei p; das aus A konstruierte duBere MaB auf (X ). Wir zeigen A= O o (A(X)).

(Dann wird einfach pj auf o(A(X)) C Ay eingeschrénke).

Wir brauchen also nur zeigen, dass 2(X) C 2, (X) gilt .

Es sei dazu B € B(X). Zu jedem € > 0 existiert dann {A;}7_, als Uberdeckung von B: {A it C

AX), U A; D B, mit El/l(Aj)<(g) wi(B)+e
j=1 =
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(Vel. Def.: uj (E) = inf{ I, A(4;) : V{A;}7, € A(X) mit U A; > E},VE € F(X))
3 j=1

(Wir konnen hier sogar u; (B) < e voraussetzen, sowie auch endliche Uberdeckungssysteme :
{A j}l}j:] verwenden.)

Es sei nun A € 2((X), dann erhalten wir mit oben die Uberdeckungssysteme : {A j}7-1 von BNA
und {A;NAS}T_; von BNAC,

Die Subadditivitit von u; liefert:

43 (B) < w3 (BNA) + 1 (BNAY) < T A(4;14) + E A(4;NA°)
j= Jj=

= Y AA;N(AUAS)) < (<) wi(B)+& () €N:A(A;NA)+A(A;NAS) = A(A))
=1
Daje > 0bel.: u*(ANB) + u*(A°NB) = u*(B), das heiit A € 2A(X) ist messbar.

= A(X) C Ay: (X) und damit 6 (A(X)) = o (A(X)) NAy: (X), o(A(X)) C Ay: (X)

Damit gilt: fiy : 6(2A(X)) — [0,00] mit f1y (E) ist VE € o((X)) ein MaB auf o ((X)) mit den

geforderten Eigenschaften.

[EINZIGKEIT:] Fiir die Nutzung monotoner Systeme in Verbindung mit o-Inhalten oder
MaBen formulieren wir:
a) A ist o-Inhalt iiber A(X) < V {A;}7, mit Aj, U A; € A(X) (Mengenalgebra) und
j=1
{A;}7_, isoton, gilt: lim A(A;) = A(limA;) = 2( U A))
oo oo j=1
b) Fiir antitone {A;}7_;, N Aj,A; € 2A(X), bei A (A ;) < oo fiir ein j € N, erhilt man hier die
j=1
Stetigkeitsaussage: limA(A;) =A(limA;)=1( N A;)
oo Jreo j=1
Erinnerung: Bei 2((X) Mengenalgebra war ¢ ((X)) = m(2(X)) (als Durchschnitt aller mono-
toner Systeme, die 2 enthalten).
Es seien nun fI; und V zwei Fortsetzungen von A auf ¢(2(X)). Im Sinne der Fortsetzung von
A finden wir sofort: fi(A) =V(A) =A(A) VA e A(X).
Betrachten wir nun das Mengensystem: 9:={E € o(A(X)): f(E) = V(E)} D A(X).
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Nun sei zunéchst A(X) = iy (X) = V(X) < eo.

Dann existieren V{E;}7_; C o((X)), mit {E;}7_, isoton oder antiton und E = lim E; separat
e

Dank der Stetigkeit von [t bzw. V die folgenden Grenzwerte:

lim fiy (Ej) = i (im E;) = @ (E)  und  lim v, (E;) = ¥, (lim E;) = V, (E).

J—ree J—ree J—ree Jroe
Nun seien die {E;}7_; C 9, d.h. speziell V(E;) = iy (E;) Vj=1,...
Das bedeutet: fi(E = lim E;) = V(E = lim E}), also lim E; € 9.

Jreo oo Jreo
(Einzigkeit des Grenzwertes im E.1).
Damit ist also 9 selbst ein monotones System und 9t O m(2A(X)), d.h. es gilt:
fi(E)=V(E)VE € o(2(X)) = m(A(X)), Schreibweise fi = V.
(Die Endlichkeit von A bendtigte man hier nur fiir antitone Mengenfolgen.)
Nun sei 4 o-endlich < 3X; € A(X) : {X;}7_, paarw. disjunkt und X = U X; bei A(X;) <
j=1

o VjeN
Es seien nun wieder fi; und V zwei Fortsetzungen von 4 auf o (4(X)).
Wir betrachten ,,Spur“-MaBe und ,,Spur“-Algebren (c—).
Man erkldre fi;(E) = i(ENX;)und V;(E) =V(ENX;) VjeN, VEeoR(X))
mit V;(X) = f1;(X) = A (X NX;) <
Damit erhalten wir schheﬁhch VE € G(Q[(X )):
f(E) = Z RENX) = ¥ L(E)= ¥ V(E) =

j=1 j=1 j=1 J
Damit ist die Einzigkeit gezeigt, denn es gilt V(E)

V(ENX;) = V(E).

WS

[i(E) VE € o(AX)).

Definition 1.3.1 (Vollstindiges MaB). u sei Maf3 auf der c—Algebra A(X).
U heift vollstindiges Mafs auf A(X ), wenn VN € P(X) mit JA € A(X) mit N C A und

u(A)=0gilt: N ecA(X) und u(N)=0.
Satz 1.3.2 (MaB-Vervollstindigung). Es sei [X,A(X), 1] Mafiraum.
Dann ist das System 2A(X )ﬂ mit
Ql(X)ﬂ =
{EUN:EcA(X)und zu N € B(X) FA € A(X) sodass N C A mit u(A) =0}
o-Algebra iiber X und 11 : Q[(X)u — [0,00] mit W(EUN) := u(E) VEUN € Ql(X)u
ist ein vollstindiges Mafs auf A(X )u.
Beweis. (1) A st o-Algebra, denn bei
Ey;:=E;UN;jund N; CA; € A(X): u(A;) =0Vj € Ngilt:
(En;)¢ = ESNINS = ESN(ASUA;\N)) = (ESNAS) U(ESNA;\N;) € 8.
—_———— N————

eA(X) CA;
Erhalten nun J Ey, = (U E;)U(U N;) =EUNmit E = |J E; € (X),
j=1 j=1 j=1 =
03,500 UNyc Uayeutbeio<a((a) < £ uiay) =
Jj= J= J= J=
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(ii)

(iii)

(nutzen Monotonie)

~N=UNcUAeaAX)mitu(UA;)=0= U (E;UN;) = EUNc "
=1 =1

Uberpriifen korrekte Def. von [I: Annahme Ey, = Ey, analog oben, dann gilt:

E; CELUN; C ELUALN(j,k) = (1,2),(2,1)

= W(E)) < H(En,) < H(Ex) = H(EN,) = [(EN,)

o auf A" ist vollst. MaB (vgl. Def.)

Bemerkung 1.3.3. 2((X) C 4(X )“ (Dies entsteht rein formal bei N = (.)

Folgerung 1.3.3 (Vervollstindigung). Ist A ein o-endlicher 6-Inhalt auf einer Mengenalgebra
A(X), dann gilt:

Ay, (X) = o (AX))™

Hier bezeichnet Wy« das mittels A konstruierte cuflere Mafs auf P (X) und fi, die eindeutige
Fortsetzung von A auf o (A(X)).

Beweis.

%Ay ist eine o-Algebra (Satz 1.2.10) und nach dem Beweisteil (ii) des Satzes von Caratheodory
(Satz 1.2.10) folgt aus u; (E) = 0 die Messbarkeit von E, also E € Az
Auf Grund der Monotonie des duBeren Mafles gilt zudem VN C E : N € Ay

(weil 3 () < i} (E) = 0)

(a)

(b)

Es seien nun E,A € 6(2A) und N CA: [[h (A) =0=EUN € o(2()", andererseits gilt:
5(4) 1= 5 (4) ~
= (mit oben) N € e und EUN € e, d-h. o (A) € Aye.

Es sei nun E € Ay:(X). Setze 0.E.d.A zuniichst y*(E) < eo voraus. Nun arbeiten wir
wieder mit Uberdeckungen weiter (vgl. Def. von 1)
R k) oo . k) oo A k)
Wir wihlen {AE )}jzl mit {A§ )}jzl CAX)Vk=1,2,...und E C jL_JlAE. ) bei
Y AAY)y <pzE)+1 vk=12.
=1

o o0

SetzenA = (] U AE.k) € o(2(X)). Nach unserer Konstruktion gilt: E C A, d.h.
k=1 j=1

* * * - * 1
i (E) < i) < pr(UAY) < (B)+ vk=12,.
j=1
Bei k — ooy (E) = pj (A) sowie uy (A\E) = ujy (A) —u; (E) =0.

Also A\E € Ay .
Wenden nun den gleichen Trick auf: A\ E an:
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A\ECB= UBY mitBeo@)undA\E C Bmit u*(B) = u*(4\ E) =0.
k=1 j=1

Zeigen noch: E hat die Standardgestalt von o (2(X ))ﬂl: (A\E)NB®) = 0)

E=(ENBY)U(ENB) = ((A\E)NB“)U(ENB)U(ENB) = (ANB°)U(ENB)
—_—— ——
eo(2) CB

Dabei ist £ 1B C B € 6(21) mit fiy (B) = (B) =0 also E € o (AX))"".
O
Bemerkung 1.3.4 (Vervollstindigung). Ist A ein o-endlicher o-Inhalt auf der Mengenalgebra
A(X) und p vollstindiges Maf3 auf €(X) D A(X) mit u(A) = A(A) VA € A(X), dann gilt:

C(X) DAy, (X) und VE € Ay, (X) : tp-(E) = u(E). (Beweis evident)

Bemerkung 1.3.5 (Lebesgue). Das Lebesguesche Maf3 Uy ist offensichtlich ein vollstindiges
Mapf auf der c-Algebra der L-messbaren Mengen 2, (R").

Satz 1.3.4 (Approximationssatz in 21, (R")).
VE €2y, (R") und Ve > 0 existiert

1. eine offene Menge G mit G € tgn und E C G wobei u,(G\E) < €
2. eine abgeschlossene Menge F mit F C E und u(E\F) < €
Beweis. (Approximationssatz in 2y, (R"))

(i) B" = o(Irr) C Ay, (R") und
jede offene Menge ist Borelmenge (Satz 1.2.5): V G € tgn C B”
(a) E sei beschrinkt, £ € 21, und € > 0 beliebig.
Weil E € Q[ﬂl — H{AJ‘};OZI C Ipn:
UA;DEundA; = [a/,b’) und _ZIAL(AJ) = 'ZluL(Aj) < ur(E)+% (*).
Jj=

Nun verschieben wir jede ’linke’ Intervall-Grenze a’ nach ’links’ zu einem a/ mit:

d,{ < a,{Vk =1,2,...,n,s0dass:A; = (3/,b/) DA, und
- €
HL(Aj) < HL(A)) + 55 (#)

Setzen G := |J A; € tge . Mit (%) und (#) erhalten wir:
j=1

oo - [} 5 [} 8
ue(G) = (U A) < Y be(A)) < Y be(A)) +5 < pu(E) +¢
j=1 J=1 j=1
Weil uz(E) < oo und py, - MaB, folgt:
pL(G\E) = pu.(G) —uL(E) <&
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(b) E-sei unbeschrinkt, R"” = .UI X; mit {X j};"zl C Ign,
]:
{X,} j-paarweise disjunkt mit A7 (X;) <o Vj=1,2,...
SetzenV j € N: E; := ENX; und denken uns nun nach Schritt (a) hierzu die offenen

Mengen G; konstruiert.
Die G; mit: G; = (U A)NX ; sind relativ offen - das heilt: offen in der Unterraum-
=1

topologie Tgn|y;.

Wir wihlen die {AI}IGN s0, dass Hi)x; (G,\Ej) = Hix; (Gj)— Hp)x; (Ej) < 2—81
= Aufsummation liefert: G := |J G; € tg» und schlieBlich :
j=1

u(G\E) = u(G\ (| J Ej)) <e.

Jj=1

(i) gezeigt
(i) Nach (i) existiert ein G, so dass fiir die Menge E€ € 2y, gilt:
pL(G\ E€) < € mit G D E€.
Die Menge F := G ist abgeschlossen und F = G€ C E, also:
HL(G\E®) = ur(GNE) = ur(E\GY) = w(E\F) < &
[

Definition 1.3.2 (fast iiberall Aquivalenz).

[X,24, 1] - Mafiraum und x € X sei ein Punkt von X. Eine von x abhdingige Aussage <7 (x)
gilt fast iiberall auf einer Menge E € A(X), wenn Vx € E gilt: <f (x) ist entscheidbar und
E_ o :={x€E:(x)istfalsch } € A und u(E-.) =0.

Zwei auf E definierte Funktionen f und g: f,g: E — (Y, 1y) (mit (Y, 7,) Hausdorffsch) heiflen
dquivalent, wenn f(x) = g(x) fast iiberall auf E gilt.  Schreibweise: f~p g

Bemerkung 1.3.6. {X,A(X)} messbarer Raum. Alle auf {X,A(X)} erkldrten Maf3e bilden
einen additiven MafSkegel, d.h. alle Konstrukte der Gestallt: y= oy + Bv mit , 3 € [0,00) und
WU, v Mafe auf {X,20(X)} sind Mafe auf {X,A(X)}.

1.4 Messbare Abbildungen

Erinnerung an Abbildungssatz(Satz 1.2.6) und Bemerkung 1.2.4:

f:X—=Y D(f)=X;W(f)=R(f) CY mit{Y,&(Y)} messbarer Raum

(d.h. €(Y) ist o-Algbra) = A(X) = f~1(&(Y)) ist o-Algbra iiber X.

Dabei kann man offensichtlich allein mit der Spuralgebra € (4)(Y) auf R(f) C Y arbeiten, d.h.
AX) = £ (Crip)(R(f)))-

Der Wertevorrat kann also als neuer Raum Y gewihlt werden.
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Definition 1.4.1 (Messbare Abbildungen).
Die surjektive Abbildung
fAX A} = {Y,eY))}
heift € — A-messbar, wenn ¥ C € €(Y) gilt, dass f~1(C) € A(X) ist.

Bemerkung 1.4.1. Y und €(Y) kénnen laut der obigen Voriiberlegungen iiber die Spuralgebra

immer so gewdhlt werden, dass f surjektiv ist.

Bemerkung 1.4.2. Eine messbare Abbildung (€ —A-messbar) muss also die Eigenschaft f~'(€(Y)) C
2A(X) haben.

Die Messbarkeit von Abbildungen ist zundichst vollig unabhdngig von einem vorgegebenen Ma-

Be z.B. wauf {X,A(X)} erkldrt.

Satz 1.4.1 (Verkettungssatz).
Es seien {X,A(X) }{Y,€(Y)},{Z,D(Z)} messbare Riume und
fAXAX)} = {Y,¢(Y)} sowie g:{r,c¢(¥)} - {2,9(2)}
f sei € —A-messbar und g sei ® — E-messbar, dann ist die Abbildung
gof=4{X,2A(X)} - {Z,2(2)} D — 2A-messbar.
Beweis.
(o) (@) =g (@)
mit g~ (D) C ¢ und somit £~ (g7 1(D)) c A O

Satz 1.4.2 (BildmaBsatz).
Die Abbildung f : [X, 2, u] — {Y,&} sei messbar. Dann ist auf {Y, &} ein Maf3 v erklcrt durch:

v(C)=pu(f71(C) vCee

Bezeichnung: v := f(u) heifit Bildmaf3 von [ unter der Abbildung f.
Bei der Verkettung zweier mef3barer Funktionen g und f (analog zum Verkettungssatz): go f :
{X,2} = {Z,D} gilt offensichtlich:

(gof) (1) =g(f(u))

Beweis.
Zeigen o —Additivitit: {C j};-":l ce¢ {C =1 - Folge paarweiser disjunkter Mengen.
= {f(C j)};f’zl C 2l ist wieder Folge paarweiser disjunkter Mengen

o)

jWDCm:MUfWQﬁziuUWQﬁziWQ)
=1 = =

j=1 J j
Noch zu zeigen: Transitivitit
Sei D € ©, dann gilt:

(8o N)()(D) = u(f~ (g~ (D)) = g(f(1))(D)
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Definition 1.4.2 ((Borel-)messbar). Die reellwertige Funktion f : {X,A} — {R!, B!} heift
(Borel-)messbar, wenn f~'(B) €A VB ¢ B!

Bemerkung 1.4.3. Vollig analog kann man die Lebesgue-Messbarkeit definieren. Dabei muss
der Urbildraum dann ein Maf3raum mit vollstindigem Maf} sein. Ebenso formuliert man die
(Borel-)Messbarkeit auf Spur-Réiumen, d.h. fiir {X,20} wird {E, g} verwand?t.(Oft benutzt man
hier: E € 2L.)

Satz 1.4.3 (BMF1). f sei reellwertige Funktion nach oben. f ist genau dann messbar, wenn
Va € R gilt:
E(f<a):=f([~e,a)) €

(dabei ist a = = erlaubt)
Beweis. ,,<*Intervalle bilden zusammen mit @ erzeugenden Halbring $ und (£)) = B'. Nach

Voraussetzung ist £~ () C A= o(f~1($H)) C A(X) (Abbildungssatz (Satz 1.2.6))
“=*Trivial. []

Folgerung 1.4.4 (BMF2). Satz 1.4.3 kann vollig analog formuliert werden, wenn man mit den
Mengen
E(f<a):= f([~e,a]), E(f > a) := f~((a,)]) sowie E(f > a) := f~'([a,]) arbeitet.

Beweis. 1.1dee: Die Systeme [—o0,a| ... sind als Halbring ) , Erzeuger* von Bl
2Idee: E(f <a)= N E(f<a-|—%),Rest analog! O
k=1

Satz 1.4.5 (BMF3). Die Funktionen f und g seien messbar und c € R sei Parameter. Dann sind

die Funktionen

fig,c-f,f-g,g

messbar. (Letzteres mit Zusatzvoraussetzung: g(x) # 0Vx € X)

Die Fiille oo — oo und = seien hier ausgeschlossen.

Beweis. (1) (f+g),zZ.istE(f+g <a) € A(X)
Betrachte (f+g)(x) Vx € X (punktweise). Dann gilt:
f(x)+gx)<ae3IgeQ,sodass f(x) <gund gx) <a—gq:

Damit erhédlt man: E(f+g<a)=(U (E(f<q¢) NE(g<a—gq))) e
q€Q

(ii) (c-f) bei c € R!: Fallunterscheidung:

a) c>0:E(f<a)cA=E(f<S)eUASE(c-f<a)e

b) c=0:E(c-f=0<a)=0€2 VYac (—,0]
E(c-f=0<a)=Xec Vae (0,0)

¢) ¢<0:wieinPkt. a) mit E(f > %) €A VaecR!
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(iii) (f —g), hier ist —g messbar nach (ii) und Rest nach (i).

(v) (f?) Va:a<O0gltE(f><a)=0c
Va>0:E(f><a)=E(f<+a)NE(f>—ya) e
V) (f-8) f-8=3((f+8)* — (f —g)*) mit oben messbar.
a.8>

v (1) :zB.E(L <a) “EE(L < g) € U (Rest: Falldiskussion)

(vii) (g) messbar, weil é messbar und (v)

O
Satz 1.4.6 (BMF4). Ist f messbar, so gilt dies auch fiir die Funktion |f| und den
Positiv-/ Negativanteil von f: fy(x) := max(f(x),0) f—(x) := max(—f(x),0).
Bemerkung 1.4.4. Hier gilt offensichtlich: fi(x)+ f—(x) = |f(x)], fi(x)— f-(x) = f(x)
Beweis. (Satz 1.4.6) [vgl. Bew. von Satz 1.4.5]
(E(f+ <0) =0, (Va < 0 analog)
Nuna>0:E(fy <a)=E(f<O)UE(f=0)UE(f<a)=E(f<a)el O

Satz 1.4.7 (BMF5). Es sei { fi } -, eine Folge messbarer Funktionen. Dann sind die Funktionen
(punktweise, also Vx € X erkldrt) supycy fr infreN fi limg_yeo fio limy_,.. fx und, wenn dieser
existiert: limy_.., fi messbar. (Sinnvoll sind hier immer auch fast iiberall Endlichkeitsforderun-
gen, also Endlichkeitsforderung f.ii. auf X, [X,2, u| z.B. Mafiraum.)

Beweis. Ubungsaufgabe Serie 5

(i) Die Funktion f(x) = supcy fx ist messbar:
Seia € Rund f: E — R (E C R). Wir betrachten

E(f(x)>a):=f'((a,))NE

f(x) ist genau dann grofer als a, falls ein k existiert mit fi(x) > a. Es ist

(oo}

E(f(x) > a) = |J E(fi(x) > a).

n=1

Da alle f; messbar sind und E( f¢(x) > a) Elemente einer o-Algebra (nach Def.) sind, ist
E(f(x) > a) auch Element der o-Algebra und f(x) messbar.

(ii) Die Funktion f(x) = infycy fi ist messbar:
Nach (i) ist supcp fx messbar. Damit ist auch — sup; . (—fi) messbar. Wegen

flx)= inf fi = —igg(—fk)

ist auch f(x) messbar.

27



(iii) Die Funktion f(x) = l}im fi ist messbar.
—>00
Es ist

mfk = m(sup{fk,ka yoo }) = lim Sk-
k—oo k—oo k—soo

Nach (i) ist sy fiir jedes k messbar. Die Folge s; ist monoton fallend in jedem Punkt des
Definitionsbereichs der f;. Deshalb ist

lim Sk = inf Sk-
k—oo keN

Da inf s; nach (ii) messbar ist, ist auch lim s; = lim f; messbar.
keN k—voo k—voo

(iv) Die Funktion f(x) = lim f; ist messbar.

k—oo
Die Behauptung folgt mit (iii) und

lim fi = —Iim (= f;).
fes k—ro0
(v) Falls f(x) = klim fi existiert, ist f(x) messbar.
RUNY
Falls f(x) existiert ist
£() = Tim fi, = lim f;.

k—yeo k—roo

Dann ist f(x) nach (iii) und (iv) messbar.
]

Satz 1.4.8 (BMF6). Eine komplexwertige Funktion f : {X,%} — {C,8%*} ist genau dann
messbar, wenn auch Re(f) und Im(f) : {X, A} — {R!,B'} messbar sind.
B2* ist hier die kleinste 0-Algebra, welche $* = {0, {[—o0,a) X i[—o0,b) } per } enthiilt.

Beweis. f sei messbar = Re(f),Im(f) messbar nach Verkettungssatz,
denn Re(z) : C — R und Im(z) : C — R sind stetige Funktionen (vgl. Bsp. (B1)).
Andererseits erweitert man die Messbarkeit von ¢- f aufi-c- f, f =Re(f) +i-Im(f) O

Beispiele 1.4.1 ( Beispiele fiir messbare Funktionen).
(BI) f:{R" Ay} — {R', B} mit f ist stetig
Beweis. Das Urbild von offenen Mengen bei stetigen Abbildungen ist offen und damit
aus Ay, [
(B2) Es sei {X,A} messbarer Raum und X (x) die charakteristische Funktion von E € 2, dann
ist yg (x) messbar mit E(xg(x) < 1) = E€ und E(xg(x) < a) =X beia > 1
(B3) Definition 1.4.3 (Allgemeine Treppenfunktion). {X,2(} sei messbarer Raum. Die Funkti-
N
on f(x):= Y oy (x) mit Ej € Aund o; € R (bzw. C) Vj = 1...N nennen wir einfache
j=1

oder Treppenfunktion.
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Nach dem Satz 1.4.5 ist jede Treppenfunktion messbar.

Satz 1.4.9 (BMF7 : Approximation messbarer Funktionen mit Treppenfunktionen).
Jede messbare Funktion mit D(f) = E € U (bei {X,A} messbarer Raum) kann als punktweiser

Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen dargestellt werden.

Beweis. Denken wir an f} und f_ so geniigt es, die Aussage fiir nichtnegative Funktionen zu
zeigen: Sei also f > 0 auf X, {X,2(} messbarer Raum und f ist messbar.

Wir erkldren nun eine Folge von Treppenfunktionen {#(x)};_, durch

k2K .
j—1
= J_Zl o e <r < 4y ) TR XEs ) ()
Dann ist Vx : f(x) < o0 :0 < f(x) —tx(x) < 2—1,6 und

Vx : f(x) = oo : bestimmte Divergenz. Ol

1.5 Konvergenzbegriff fiir messbare Funktionen in MaBriaumen

Definition 1.5.1 (Konvergenz und Cauchy-Folgen).
[X, 2, u] sei Mafiraum und { f;}7_, sei Folge messbarer Funktionen.
i) Gilt lim fj(x) = f(x) pktw. fii., so schreiben wir { f;} j—1 f—) f und sagen die Folge der
J—roo u.
{fi}7-1 konvergiert fast iiberall (f.ii.) gegen f.
ii) {f; .1 heift fast iiberall (f. ii.)-Cauchy-Folge, wenn Ve > 0, djo(€), so dass Vj,k >
Jo(€) | fi(x) = fi(x)| < € punktweise f.ii. gilt. (Hier gilt jo(€) = jo(€,x))

iii) Ist { f; ©_1 fii. Cauchy-Folge und gilt f.ii: Jo(€,x) ist unabhiingig von x, so sprechen wir
von einer fast iiberall gleichmdiffigen Cauchy-Folge. Dies nennt man auch Le(X, 2, 1L)-

Konvergenz.

iv) Die Folge { fj};f’zl konvergiert gegen eine messbare Funktion f dem Mafse nach, wenn
Ve > 0 gilt,
lim p(E(|fj - f1 = €)) =0
Jeo

Schreibweise {fj};-"zl 7 I
v) {fj}5-1 heipt p-Cauchy-Folge wenn Ve, 8 > 0 ein jo(€,6) existiert, so dass

WE(fi—fil>¢€)<d  Vjk>jo(e,9)

Bemerkung 1.5.1. iv) und v) kann man analog fiir A C 2 formulieren: d.h. wir gehen in den
Mafraum [A, 2, ).
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Bemerkung 1.5.2. Fiir fii.-Aussagen bedarf es nur einer festen Menge E, auf welcher die
Aussage verletzt sein darf, wihrend bei der Konvergenz dem Mafe nach mit jedem j € N diese

Mengen wechseln konnten.

Satz 1.5.1 (Mal} Konvergenz 1 (MK1) (Vergleich der Konvergenzarten)).
Sei [X, 2, u] Mafiraum, und { f;}7_, Folge messbare Funktionen. (Bei [X, 2, 1] als
nicht vollstindigem MafSraum, forden wir zusdtzlich die Messbarkeit von f!)

i) Aus {f;}7- —>f:>{fj —>f VAeA: u(A) <

ii) Jede f.ii. Cauchy-Folge ist auch (vgl. i) eine p-Cauchy-Folge (VA € 2 : u(A) < )
iii) Ist {fj}j>1 o f= HSfitiz1 C{fj}j=1 (als Teilfolge) mit { fi }r>1 P f

iv) Ist{f;}j>1 eine u-Cauchy-Folge, so existiert eine Teilmenge { fy }x>1 C {f;}j>1 mit { fi}x>1
ist f. ii. Cauchy-Folge.

Bemerkung 1.5.3. Gilt 1(X) < oo, s0 kann in i) und ii) W, durch u ersetzt werden.

Beweis. Elstrodt MaB- und Integrationstheorie Satz 4.5 (S. 235) von Rusz, Lebesgue und Satz
4.12 (S. 256)
Wichtiges Beweismittel: Satz 1.5.3 von Egorov (spiter).

Satz 1.5.2 (MK2 (Aquivalente Formulierung von f. ii. Konvergenz)).
(X, 2, u] sei Mafsraum, { f;}7_, Folge messbarer Funktionen.

i) {fit 5 f7>f<i>V8 >0:u( .ﬂlkUIE(|fj+k_f| >€))=0
. J: =
(1. Glied spielt keine Rolle fiir die Konvergenz.)

ii) GiltVe >0 : hmu( (|fk+l_f|>€)):():>{fj}j21 f—u>f

iii) Bei {f;}7_ —>fundA€leltu( ) < oo gilt:

ve >0 limu(An (U E(lfise—f1> ) =0
—oo k=1

(Die Aussagen sind dq;ivalent bei: p(X) < o !)
Bemerkung 1.5.4. Der Satz 1.5.2 kann analog auch fiir f.ii. Cauchy-Folgen formuliert werden.

Beweis. (Satz 1.5.2)

D) {fi}i>1 —>f(:)‘v’8 > 0 hat die Menge
Eem (& X V1> 1,3k > 1: |firs— f| > e} das Mab Null. 1 (E) = 0

i1) klar
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ii1) Grenzwert wird zunichst iiber Mengen endlicher Malle berechnet
wAn(U E(lfri— f12 €))) < p(4) <.
SchlieBlich erinnere man sich an das Verketten und die Darstellung von Grenzwerten bei

antitonen Mengenfolgen und o-Inhalten. (vgl. Beweis des Hahnschen Fortsetzungssatz).
Zentral hier [1(A) < oo, Rest mit ii).

Beispiele 1.5.1. Die Umkehrung von ii) ist bei (X)) = oo falsch, denn mit

X, 2 u] = [RY, B ] und {f;35 = { X151 5 gilt: {f;(x)}52, — O punkiweise iiberall
(aber nicht gleichmapig) = {fj}7_ j—> 0. Aber im Grenzwert steht Ve € (0,1) :
H(E(|fj—0[>€))=c#0

Definition 1.5.2 (L., und fast gleichméBige Konvergenz).
Eine Folge messbarer Funktionen {f;}j>1 konvergiert im Le-Sinn ( vgl. Def. 1.5.1(iii)) (auch
fiii. gleichmapfig) gegen f: {f;} IL—()> f» wenn JA € A mit u(A) = 0 und

(X

{/i} o [ auf AC.

Eine Folge messbarer Funktionen {f;}j>1 konvergiert fast gleichmdiflig gegen f, wenn

V6 >0, 3As € Amit u(Ag) < 8, so dass die Folge { f;} f—l_) f (jo(€) fix Vx EAg) gleichmdifig
. glm

auf Ag konvergiert.

Bemerkung 1.5.5. Ganz analog zur Def. 1.5.2 kann man fast glm. Cauchy-Folgen definieren.

Hier gewinnt man sofort eine Grenzfunktion durch:

Fflaclx) := }Lnolofj\Ag(x) :
Setzt man hier: Vk € N : & := % und nutzt Mengen Ay mit L(Ay) < & = % dann ist A :=
N Ax € Abei u(A) =0, das heifst { f;}j>1 o fund f(x) := lim f;(x) - xac(x)

Satz 1.5.3 ( Satz von Egorov(MK3)). Ist u(X) < oo und konvergiert {f;} j>1 f—> f, so konver-
WUu.

giert {f;}j>1 fast gleichmdfig gegen f. (Alle Funktionen als messbar vorrausgesetzt.)

Beweis. iii) aus Satz 1.5.2 etwas umgeschrieben liefert:

ve >0 Jim u(U E(fj—f] 2 ) =0

Nunsei & >0, 8 fix, Vk € N, 3l; € N, so dass

B ::jng(|fj—f| > 1y mit p(B) < 5,k =1,2,...

Damitist A 1= |J By € 2, sowie i1(A) < 8. Bei x € A, d.h. x ¢ By, Vk € N:

|fi(x) = f(x)] Sk%],‘v’ J > I d.h. f; konvergiert auf A° gleichmifig. O
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Beispiele 1.5.2. Mafsraum ([0,1),%4,, [0, 1), ur). Betrachte Funktionsfolge:
fi(x):==x/,Vj=1,2,...

Dann ist die gesuchte Menge (deren Existenz mit dem Satz 1.5.3 gesichert ist) A° = [0,1— 6],
0<é<l1

Bemerkung 1.5.6. (Zur f.ii. Konvergenz und Messbarkeit der Grenzfunktion.)
Im allgemeinen Fall (bei nicht vollstindigen Mafrdumen) kann man die f.ii. Aquivalenz (vgl.
Def 1.3.2) wie folgt abschwdchen:

Definition 1.5.3 (abgeschwichte f. ii. Aquivalenz).

(X, 20, 1] - Mafiraum und x € X sei ein Punkt von X. Eine von x abhiingige Aussage <7 (x) gilt
fast iiberall auf X, wenn Vx € X gilt: o/ (x) ist entscheidbar und B— oy := {x € X : o/ (x) ist falsch
}CAeAund u(A)=0.

Bemerkung 1.5.7. Sei nun {f;}%_, f—u> f im obigen Sinne.

Problem: E, := {x: 1ir£1° fj(x) konvergiert nicht } muss nicht zu A gehoren, aber wir konnen
f(x)=0,Vxe€A: EOJ;A, 1(A) = 0 setzen.

f =0 ist messbar auf A und Jlgrolo fjist messbar auf A° =Setze f(x) = Jlgl; fi(x), Vx € A°. Damit

ist f(x) messbar auf X (bzw. im Spursinne auf E C X).

Bemerkung 1.5.8 (Konvergenz von f.ii. und u-Cauchyfolgen).

{fi}7o1 sei fii-bzw. p-Cauchyfolge messbarer Funktionen.

Resultat: Die Grenzfunktionen f = lim f; bzw. f £ lim f;(x) sind messbare Funktionen und
Jreo Jeo

bis auf f.ii.-Aquivalenz eindeutig bestimmt.
Resultate zur Stetigkeit messbarer Funktionen und Approximation:

Satz 1.5.4 ( Satz von Frechet).

Seien X = |a,b] und f sei endlich und messbare Funktion. Dann existiert zu f eine Folge stetiger
Funktion { f;}%_, mit { f;}7_, f—u> f.

Beweis. Natanson: Theorie der Funktionen einer reellen Veridnderlichen. O]

Satz 1.5.5 ( Satz von Lusin).
X = [a,b], f sei messbar und endlich. Dann existiert V€ > 0 eine Funktion ¢ (stetig auf |a,b],

d.h. ¢ € Cla,b)) mit u(E(f # ¢)) < €.

(Satz kann auf allgemeinen Hausdorffschen topologischen Ridumen formuliert werden.
(vgl. Elstrodt Maf3- und Integrationstheorie S. 323))

Bemerkung 1.5.9 (Messbarkeit der f.ii.-Grenzfunktion).
Gilt fiir eine Folge messbarer Funktionen { f j};f’: ] f—) f bei vollstindigem Mafiraum [X 2, u],
dann ist f messbar, denn E(f = lim f;) € 2L

Jj—reo

Schon die Existenz einer Folge messbarer Funktionen { f j};":] nach oben zu einem vorgegebe-

nen f sichert hier die Messbarkeit von f: Man setzt
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E, :={x: lim f;(x) konvergiert nicht }. Weil u vollstindiges Maf3 war, erhalten wir: 3A € 2
Joe

mit E, C Aund u(A) =0=E, € Aund u(E,) = 0. Damit ist f zuncichst messbar auf ES C X.
Auf E, erklirt man z.B. f(x) := Xg,(x). Damit ist alles gezeigt.

1.6 Der allgemeine Integralbegriff - MaBintegrale
1.6.1 Das Integral iiber Regelfunktionen und das Riemann-Integral

Definition 1.6.1 (Rdume auf [a,b]).
Bei —o0 < a < b < oo bezeichne Bla,b] die Menge der auf |a,b] definierten, beschriinkten und
reellwertigen Funktionen.

Auf dem linearen Vektorraum Bla,b] sei die Norm || f||g = sup |f(x)| erklirt.
x€la,b)
Mit Bla, b bezeichnen wir den Banachraum: Bla,b] := (B|a,b],|.||)

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

Notation 1.6.2. Unter einer Zerlegung 2, ) von [a,b] verstehen wir die Punktmenge 2|, ;) :=
{xj}?]:(fp) mitx,=a<xg <--<xy_1<xy=>b, N:N(ﬁp[%b}) e N

| Zap)| = maxj_g_ (v—1)(xj+1 —X;) bezeichnet man die Feinheit der Zerlegung 2|, ). Die
Menge aller Zerlegungen von |a,b] werde mit B(a,p) bezeichnet: 2, 1) € 34 p)-

Eine Funktion t : |a,b] — E! heisst eine (klassische) Treppenfunktion, wenn es zu t eine Zer-
legung 2, € 3ap) von la,b] gibt, so dass fiir j =0,...,N(Z[)) — 1 die Einschrinkung:
t| (xjxjs1) = cj jeweils konstant ist.

Den linearen Vektorraum aller Treppenfunktionen auf |a,b] bezeichnet man mit Tla,b].(vgl.
dazu auch die allgemeine Treppenfunktionen in Satz 1.4.9) Den linearen Vektorraum aller

Riemann-integrierbaren Funktionen bezeichnet man mit R|a, b).

Bemerkung 1.6.1. Eine (klassische) Treppenfunktiont € T|a,b| ist immer auf den offenen In-
tervallen (xj,xj1) konstant. Die Werte in den Teilpunkten der zugehorigen Zerlegung 2, ) =

{x; }IJV:(?) unterliegen keiner Restriktion.

Bemerkung 1.6.2. Der Abschluss von T[a,b] in Bla,b| liefert als Unter-Banachraum von
B[a,b] den Raum der Regelfunktionen RGla,b|. Die Elemente von RG[a,b] sind
Regelfunktionen r : [a,b] — E!. Fiir r € RG|a,b] gelten folgende Eigenschaften:

(i) Vx € (a,b) existieren die Grenzwerte r(x+0) und r(x —0).
(ii) In den Randpunktes des Intervalles existieren die Grenzwerte r(a+0) und r(b—0).

(iii) Jede Regelfunktion ist Riemann-integrierbar iiber |a,b), d.h. r € R[a,b], dabei hat man
auch die Eigenschaft, dass das Riemann-Integral von r als Grenzwert von Riemann-

Integralen einer Folge von (klassische) Treppenfunktionen berechnet werden kann, {t; }7>_, ﬁ)
Bla,b

r = {2 te(x)dx}y | o 1P r(x)dx !
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Bemerkung 1.6.3. Schliefst man R[a,b) in B[a, D), so erhdilt man den Unter-Banachraum R|a, b]
von B[a,b|. Im Sinne echter Inklusion gilt hier:
RGla,b] C Rla,b] C Ba,b] .

Beispiel 1.6.1.  (a) Die Funktion f : [a,b] — E! mit 0 € (a,b) und

sin(%) x#0
flx) = bei
0 x=0
gehort zu Rla,b], aber nicht zu RGa, b).
(b) Die Funktion g : |a,b] — E! mit und
1 x € [a,b]NQ
g(x) == bei
0 x € la,b)NR\Q

gehort zu Bla, |, aber nicht zu Ra, b).

1.6.2 Integration messbarer Funktionen
Sei f messbare Funktion auf X (bzw. E € ), f sei reellwertig.

Definition 1.6.3 ((disjunkte) Treppenfunktion).
Mitt: [X,20,u] — {R', B} (bzw. {R', 2y, }) bezeichnen wir die Funktion:

N(t)
1(x) = Zl o xE; (%)
]:

N(1)

beio; € R Vjund {Ej}]jvz(tl) C A(X) paarweise disjunkt und |J E; =X.
j=1

Wir nennen t eine,, disjunkte “ Treppenfunktion.

Die (Menge) Familie der ,,disjunkten Treppenfunktionen bezeichnen wir mit T (X)) (bzw. T (E)).

Bemerkung 1.6.4. Jede beliebige reellwertige allgemeine Treppenfunktion kann offensichtlich
als ,,disjunkte Treppenfunktion dargestellt werden.

Definition 1.6.4 (Definition integrierbare Treppenfunktionen (IT1) (u-Integrierbarkeit)). Wir
bezeichnen die Menge aller Treppenfunktionen wieder mit T (X). Eine Funktiont € T (X) heifst
u-integrierbar (W-summierbar), falls t die Eigenschaft hat, dassVj=1,... N(t) gilt: bei o; #
0 sei P(E;j) < oo.

(Man kann sogar o = oo einbeziehen, setzt hier aber u(E;) = 0 voraus, d.h. o-0 = 0).

Wir erkldiren

N(t)
[ = Y. oy(E)

X
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Bei E € U erkiiiren wir:

[10dne) == [wrze@ane

E X
hier muss bei [t(x)du(x) die Funktion t(x))g(x) als Treppenfunktion integrierbar iiber X sein.
E
Bemerkung 1.6.5.

Das Integral [t(x)du(x) ist unabhiingig von der Darstellung von t als allgemeine (disjunkte)
X
Treppenfunktion. Andern wir t zu t1 auf einer Menge vom Maf3e Null, so gilt offenbar:
Xfl(X)dH(X) Z)J;fl (x)dp(x)

Satz 1.6.1 ( Integrierbare Treppenfunktionen (IT1)).
Bezeichnet T, (X) die Gesamtheit der im Sinne der Definition integrierbaren (disjunkten) Trep-
penfunktionen, so ist Ty (X) ein linearer Vektorraum. Das |i-Integral ist eine Linearform auf
Tu(X), d.h.Vt,v e Ty (X) und Voo, B € R gilt:

if(m + Bv)(x)dux = a}{t(x)d,ux%—ﬁj[v(x)du(x).
Entsprechendes gilt fiir E € 20 und T, (E).
Satz 1.6.2 ( Intbare Treppenfktn. (IT2)). [X,2, u] sei Mafraum.

(i) t € Ty(x) = |t| € Tu(x) und

| [10due)| < [leldut
X X

(ii) Sind t und v aus Ty (X) mitt <v (fii. auf X), so gilt

/t(x)du(x) < /v(x)d,u(x) (Monotonie)

X X
Gilt t(x) > 0 (fii. auf X) und t € Ty (X) = 0 < [t(x)dp(x)
X

(iii) Fiirt € Ty(x) und VE € A gilt:

[10dn) = [1xane + [tduc)
E E°¢

X

Beweis. zui) tist messbar = |f| ist messbar
N() ‘ N(1)
teTy(X) t(x):= 'Zl @jxE;(x) dann ist [¢t](x) := .Zl laj| xe; (x).
= j=
Bei o # 0 gilt || # 0 also U (E;) < oo, also |t] € Ty (X)

Zeige Ungl.:
N(t) N(r)
|[t)du)| = [J(X ajxe()du)] = | ¥ ou(E))|
X X j=1 j=1
N(1) N(1)
< Y |oylu(E)) = | X lojlxe;(x)du(x)
J=1 X j=1
= J ltldp (x)
X
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N(r) M(v)
zuii) Setze formal 2= |J E;und 2, = | Ex
j=1 k=1
Bilde neues System: 27, := Z; N 2. Damit wird erreicht, dass ¢ und v das gleiche Men-

generzeugendensystem bilden (bis auf Aquivalenz). Das heiBt:
N(t) L(t,v)

[t@dux) = T auE) = Y au(E)
X j=1 =1
{E| }fest
< LBuE) = [vix)du(x)
=1 X

zu iii) evident

Folgerung 1.6.3. Es gilt sogar: t € Ty(X) & |t| € Ty(X)

Beispiel 1.6.2.
SeiX =1[0,1]: 1(x) =0-xg (x)+1-xE,(x) mit E; :={x € [0,1] mitx € Q}, E» = Ef

1
W(E) =0,u(E) =1= (u)off(X)dx = f] t(x)dp(x) =1

0,1

Definition 1.6.5 (Definition ,,Integration messbarer Funktionen*(IMF)).
(X, 1| sei Mafiraum. f eine messbare Funktion. f heifit iiber X W-integrierbar, falls eine
Folge {tx(x)}72_y C Tu(X) existiert,so dass Ve > 0 ein ko(€) existiert, mit:
[t —tldu(x) <e Vk,1>ko(€), sowie {ty}7_, 7 f
X

Man erkliirt: /f(x)du(x) = kli_rgo/lk(x)dﬂ(x) (*)
X X

Die Gesamtheit der iiber X integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit V (X, ).

Bemerkung 1.6.6 ( Intb.messb.Fktn. (IMF-1)).

Die obige Definition ist sachgemdif3, denn der Grenzwert in (x) existiert:

| [(tx —t)du(x)| < [t —t;|dp(x) < €, Yk, > ko(€)

X X

Das heifst { [ tx(x)dp(x) Y2, ist eine Cauchy-Folge im E', also konvergent. Der Grenzwert ist
X

zudem unabhiingig von der speziellen Wahl der Folge {t;}7_, — f, denn seien {t;}7_, — f
u

und {i1}72y — fo Ao i, © Tu(X)
Mische die Folgen {t;}y_, und {f;};> | zu einer neuen Cauchy-Folge. o Dies ist moglich, weil:

Monotonie von U
W(E([te—71] > €)) < HE(f—ul = 5)VE(G—f]=5)) o
Rest der Argumentation:
{tp}5-1 C{tj}5, sowie {1y}, C{tn},—; (Gemischte Folge)
Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist auch Grenzwert jeder Teilfolge und

eineindeutig.

Bemerkung 1.6.7 ( Aquivalenz (IMF-2)).
Bei f~x g und g messbar sowie f € V(X, 1), gilt:

g € VIX,p) und | fx)dp(x) = [ g(x)du(x)
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Beweis. Die Menge vom Mal3e Null fiir approx.-Folgen fest halten. ]

Bemerkung 1.6.8 ( Lokalitdt (IMF-3)).

Gilt E € 2, dann nennen wir f iiber E L-integrierbar, wenn die Funktion f(x)xg (x) u-integrierbar
iiber X ist.

Das heifst: f e V(E,u) < f-xe € V(X, 1)

g fx)dp(x) := 5[ S xe(x)du(x).

In den nun folgenden Siitzen kann immer auch V (E, L) geschrieben werden (im obigen Sinne).
Satz 1.6.4 ( Integrierbare messb. Funktionen (IMF1)).

V (X, ) ist ein linearer Vektorraum und das |-Integral ist eine Linearform auf V (X, ), d.h. es
giltVf,geV(X,u) und Vo, € R:

[ (s +Be)an) = o [ rauw +B [ ean)

X

Beweis. Satz 1.6.1 bei entsprechender Wahl der approx. Treppenfunktionen. SchlieBlich Grenz-
iibergang. ]

Satz 1.6.5 ( Integrierbare messb. Funktionen (IMF2)).
(X, 2, 1| sei Mafraum.

i) Gilt f € V(X, ) = |f] € V(X, 1) und I}{f(x)du(xﬂ S}{If(X)IdN(X)
Verschdrfung:

i*) feV(X,u) < |fleV(X,u)

ii) Sind f,g € V(X,u) mit f < ginX (bzw. fii. in X) dann gilt:
[ f(x)du(x) < [g(x)du(x) (Monotonie).
X X
Gilt g(x) > 0 (wie oben), dann gilt 0 < [ g(x)du(x) (Positivitdt).
X

ii) feV(X,u)und [|f(x)|du(x) =0bei u(X)#0= f(x) =0 (fii. auf X).
X

Beweis. i*) f messbar = T, f~ messbar = "+ f~ = |f|und f},f- <|f]

i) Folgt sofort aus [ ||tx| —|t||du(x) < [|tx —t;|du(x) < &
X X
{Itel}22; — || und mit oben fiir k,I > ko(€). |f| € V(X, 1).
u
Mit ix) ist £1 (x) = S(|f|+ ), f-(x) = 3(|f]| — f)- Rest fiir i*) (Monotonie).
ii) Einfach Treppenfunktion {#}7>  — f, {w}re; — &
u

Lo = 2y, N2, Vk

iii) o.E.d.A.
f(x) >0bei u(E(f >0)) =0 wie zur Monotonie: u(E(f =0)) = u(X)
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Bemerkung 1.6.9 ( Schreibweise (IMF-4)). Bei X als Integrationsgebiet schreibt man einfach:
){f(X)du(X) = [f(x)du(x) VfeV(X,u)
Ebenso verfiihrt man bei E € A mit L(X\E) = 0 (Mengen-vollstindigen Mafes).

Satz 1.6.6 ( Weitere Eigenschaften des p-Integrals (IMF3)).

i) feV(X,u)und f >0, VxeX.
Gilt dann [ f(x)du(x) =0, so folgt: u(E) =0, E € 2.
E

i) feVX,u)undX = U Ej, {Ej};f’:l paarweise disjunkt und E; € 24, Vj € N, dann gilt:
j=1

[F@)dux) = ¥ [ f(x)du(x) (c-Additivitt).
Hier ist E, J f(x)du(x) absolut konvergent.
J=1E;

Bemerkung 1.6.10 ( Majoranten (IMF-5)).
Die absolute Konvergenz der rechten Seite in ii) Satz 1.6.6 gibt auch die Idee einer Integralde-

finition iiber absolut konvergente Majoranten.
Folgerung 1.6.7 ( Grenzwerte des u-Integrals (IMF4)).
Sei f € V(X, ) und {E;}7_, isoton bzw. antiton, dann gilt:

Bei X = D Ei= [fx)du(x) = 11_r>n J f(x)du(x) ({E;}7-, isoton), sowie bei IEy : p(Ey) <
j=1 X J=E;

lim [ f(x)du(x)= [ f(x)du(x), bei{E;}7_, antiton.
JTE; lim E

Bemerkung 1.6.11 ( Komplexwertige Fktn. (IMF-6)).
Eine messbare komplexwertige Funktion f heifst W-integrierbar, wenn
Re(f),Im(f) € V(X,u). Wir setzen:

[ fau) = [Refeduto +i [ 1 fx)du ()

Wir schreiben hier f € Vo (X, 1). Vo (X, 1) ist wieder ein linearer Vektorraum. Alle obigen Scitze
behalten hier ihre Giiltigkeit.

Satz 1.6.8 ( Integrierbare messb. Funktionen (IMF5)).
f sei messbar und g € Vo (X, 1), dann gilt f € Vo(X, 1), wenn |f| < |g| fii. in X. Hier nennt

man die Funktion g absolute Majorantenfunktion zu f.
1.Zwischenbeobachtung (Radon-Nikodym)

Definition 1.6.6 (Absolute Stetigkeit).
(X, 2, 1] sei Mafsraum, v eine additive Mengenfunktion auf {X ,A}. v nennen wir absolut stetig
bzgl. n, wenn Ve >0 38(¢e):VE € A mit u(E) < 8(¢) gilt: |v(E)| < e.
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Satz 1.6.9 (Radon-Nikodym-Idee (IMF6)).
Sei f € Vo (X, 1). Dann wird durch v(E) := [ f(x)du(x) eine absolut stetige (G-additive) Men-
E

genfunktion erklirt. Man nennt in diesem Falle v(E) auch das unbestimmte Integral von f iiber
die messbare Menge E € 2 .
Bei f € Ve (X, 1) und f > 0 fast iiberall auf X ist v ein Maf3 auf dem messbaren Raum {X,2}.

Beweis. Sei A € 2 mit u(A) > 0. Annahme: 3B € A, B C A und u(B) > 0, wobei |f(x)| =
e Vx € B, dann wiirde offensichtlich f nicht zu V¢ (X, 1) gehoren, denn [ f(x)du(x) wiirde

B
nicht existieren. Das heifit (da A, B beliebig) f ist wesentlich beschrinkt. Genauer:

o = 0o = € L 00,
xeNeQI(I:lu(N)ZO(j:AI,)C |f(x)|) |||f||| ¢

||| - || ist eine Halbnormdefinition, d.h. ||| f|[|cc = 0 # cindeutig f = 0.
Nun sei 4(E) < 8 (beliebig). Dann gilt:

K(E)

——
V(E) = | [ F0du)| < [IF0Idpe <c- [ zedux) <c-5=e
E E E

Bemerkung 1.6.12 (V-unendlich (IMF-7)).

Bei  inf  sup |f(x)| = ¢ < oo schreiben wir: f € Vo c(X, 1)
XEN, W (N)=0 xeNe

Gilt f € Voo (X, 1) und p(X) < oo = feVe(X,n).
2. Zwischenbeobachtung:

Bemerkung 1.6.13 (Halbnorm (IMF-8)).

Bei f,g € Vo(X,u) erklirt der Ausdruck [ |f — g|ldu(x) = pps(f,g) eine Abstandsfunktion.
pps heifst Halb- (oder Pseudo-)Metrik. Hier folgt aus pps(f,g) = O wieder nicht zwingend
f=gVWxeX.

1.6.3 Integration reell-(komplex-)wertiger Funktionen mittels zulissiger Zerlegungen

Bekannt sind Riemannsche Zerlegung 2, ;) und die Zerlegung von disjunkten Treppenfunk-
tionen 2, Vt € Ty (X).

Nunsei f:D(f) =E € Amit f: [E,Ag, u] — [R', B!] (bzw. [C!,B2*]) (V) eine nicht notwendig
messbare Funktion.

(Messbarkeit nicht vorrausgesetzt; auch 2(;,, als Algebra erlaubt).

Definition 1.6.7 (,,Zerlegung von E“ in [X, 2, u] ).

Sei E € 2. Das Mengensystem {Ej};f’:1 paarweise disjunkter Mengen E; € 2l mit G E;=E

j=1
nennen wir eine Zerlegung von E.

N
Ist {E j}l};l paarweise disjunkt mit |J E; = E, so ergiinzen wir diese endliche Menge zur Folge
j=1
durch: Ej=Ej, Vj=1,....,Nund E; =0, Vj > N. Schreibweise: 2 ={E;}7_,.
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Notation 1.6.8. Es seien nun 2%, %7 Zerlegungen von E € 21. %, nennen wir eine
Verfeinerung von 2%, wenn VE} € 2% 3E, € ZE mit E} C Ey. Schreibweise 2t < %3, Hal-
bordnung.

(Zermelo-Lemma: Imin 27 = {E}U{0}7_,).

Definition 1.6.9 (bzgl. f zuldssige Zerlegung von E).
Wir nennen Z¢ bzgl. f zulissige Zerlegung von E, wenn:

i) VjeNgilt sup |f(x)|(Ej) < oo (setzen 0.E.d.A. sup |f(x)| := 0 bei E; = 0) und

XGEj XGEj

i) ¥ sup [f(x)|1(E;) < oo,
Jj=1x€Ej

Die Menge der zuldissigen Zerlegungen bezeichnen wir mit 3(E, f) bei f nach <.

Bemerkung 1.6.14 (IZ1). Im Vergleich mit t € Ty,(E) haben wir mit i):
U(E}) = oo = sup |f(x)| = 0, sowie formal:

XEE]'

sup |£(x)] = o0 = H(E;) = 0.

x€E;
ii) sichert die absolute Konvergenz.

Definition 1.6.10 (Intb.Fkt.Zerl ). f sei nach ©. Wir nennen f iiber E (iiber X ) [-integrierbar,
wenn eine Zahl I € R(bzw. C) existiert, mit |I| < oo, so dass es VY& > 0 eine bzgl. f zuldssige
Zerlegung 2% € 3(E, f) gibt, welche fiir beliebige Wahl von § = {&; .1 (als Folge von Zwi-
schenwerten) bei G; € Ej. 2 = {E;}7_| mit der

(Lebesgue-)Summe

or(Z2E,8) = if(ﬁj),u(Ej) liefert, dass | —op(ZE,8)| < € gilt.
j=1

Wir schreiben (o) I = [ f(x)du(x) mit f € Vc(E, ).
E

Bemerkung 1.6.15 (IZA1). Hier ist 6¢(Z%,&) absolut konvergent, weil 2% € 3(E, f) gilt. Bei
W(X) = u(E), man spricht hier wie in Bem. 1.6.9 von X im MafSe ausschopfenden Mengen,
kann der Integrationsbereich weggelassen werden : W(X\E) =0

Bemerkung 1.6.16 (IZA2). Gilt u(E) = 0, dann ist jede Zerlegung Z% von E bzgl. jeder
Funktion f nach (Q) zuldssig, d.h. Zr € 3(E, f). Jede Funktion nach () ist damit iiber E € 2
integrierbar mit [ f(x)du(x) =0.

E

Bemerkung 1.6.17 (IZA3). Bei E € B" (bzw. E € 21, ) sowie U = Uy nennen wir die Funktion

f € Ve (E, uy) iiber E Lebesgue-integrierbare Funktion. Als abkiirzende Schreibweise verwen-

den wir hier: [ f(x)dur(x). Dies ist sinnvoll, weil z.B. bei E kompakt in E" jede Riemann-
E

integrierbare Funktion auch Lebesgue-integrierbar ist. (Integrale stimmen iiberein!). Beispiel:
E =a,b].
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Wir iibertragen die Idee der Ober- und Untersummen vom Riemann-Integral au zunéchst
reellwertige Funktionen f (bei f = Re(f) +iIm(f) separat fiir Re(f) und Im(f)):

Definition 1.6.11 (Ober- und Untersummenzerlegung).
Es sei Zg € 3(E, f). Wir setzen fiir f reellwertig:

H(2) =Y (sup F(0)(E))

J:1 XGE

als Ober- und
(inf f(x))u(E))

er

'M8

als Untersumme von f bei Zg.

Fiir (komplexwertige) Funktionen f setzen wir

%)

SWr(2E) =), sup |f(x) = f()In(E))

j=1xX€E;

als Schwankungssumme von f bei Z%. Den Ausdruck

sup |f(x) = f(x')| =: (schw f)(E;)

xx'€E;

nennt man die Schwankung von f auf E;.
(Bei f reellwertig gilt: SWy(2g) = S;(ZE) —s7(ZE))-

Satz 1.6.10 (Integrierbarkeit Fktn. Z1).

Die Ausdriicke S¢,sr,SWy sind monoton in dem Sinne, dass ¥ %, %y € 3(E, f) mit 25 < 2%
gilt: Se(ZE) > Sp(ZE),s(ZE) < sp(ZE) sowie SWi(ZE) > SWr(Z%).

Esgilt f eVo(E,u) & Ve >0 3ZF € 3(E, 1) mit SWy(Zf) < €. Bei f reellwertig: Sy(Z£) —
sp(Zf)<el:= ;i_%sf(ﬁ%s). Bei f komplexwertig mit Real- und Imagindirteil.

Beweis. Nutzung des ,,groen Umordnungssatzes®, weil 2% € 3(E, f) und Eigenschaften von
sup und inf. ]

Satz 1.6.11 (Integrierbarkeit Fktn. Z2).

(X, 2, u] sei Mafsraum. f nach ©Q, E € A mit E = U i {Ej}j=1 C A paarweise disjunkt.
]_
Gilt dann f € Ve(Ej,pu), Vj=1,...und ist 3(E,f) #0 = f € Ve(E, 1) und [ f(x)du(x) =
E

i [ f(x)du(x) (#) (c-additiv).

J=1E;

Beweis. 3 Zg € 3(E, f). Rechte Seite in (#) ist damit absolut konvergent. Wihlen nun 2%; €

3(Ej, f), sodass SWy(ZE;) < % Dann gilt ZpN (U ZE;) =: Z7, (Verfeinerung von Z%!). Mit
. 21

der Monotonie von SWy() gilt damit SWy(2%) < €.
Hier war € > 0 beliebig. Die Einzigkeit des Grenzwert liefert (#). [l
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Bemerkung 1.6.18 (IZA4). Bei f € Vc(E, 1) (bzw. Vi (X, 1)) behalten die Scitze aus unseren
Beobachtungen in Abschnitt 1.6.2 entsprechende Giitigkeit. Gleiches gilt fiir Bemerkungen und
Folgerungen. Wir haben weiterhin z.B. die Eigenschaft:

l*)feV(C(X,,LL)@ |f| GV(C(X7“)

1.6.4 Vergleich der Integralbegriffe

Bemerkung 1.6.19 (Vorbemerkung (IV1)).

Ist [X,2, ] ein vollstindiger Mafraum und f nach QO erklirt auf D(f) = E, sowie A € 2.
E C A und u(A) =0, dann folgt: f ist messbar, denn weil E C A, i(A) =0 = E € 2 und Def.
der Messbarkeit.

f sei nun reellwertig:

I) vgl.Abschnitt 1.6.2: {t;}7_, C Tu(X), {tx}7, 7 f (messbar), {t;};>_, waren eine Cauchy-
Folge in Halbmetrik
pps(lkJ[) = f|tk—tl]du(x), d.h.Ve >0 Hko(&'),k,l > kO(S) : pps(tk,tl) <E,
X

Jfdu(x) = lim [fdp(x)
X k—eox
1) vgl. Abschnitt 1.6.3 und Satz 1.6.10

Fiir messbare f muss das Integral nach (I) gleich dem nach (II) sein, sowie Vo (X, 1) = Ve (X, 1)
gelten.

Beginnen mit Trivialfall:

Satz 1.6.12 (Integrierbarkeit (IVT)).
f sei messbar und beschrinkt sowie [L(X) < oo.

Behauptung: Integrale nach (1) und (1l) existieren und stimmen iiberein.

Beweis. Idee: Baue Treppenfunktion, Ober- und Untersummen in einem Schritt. f ist be-
schrinkt, d.h. 3 m = ;gf(x) und M = )Sclel)];()f(x) sowie M = max(|m|,|M|) < oo. Wir erkliren
nun

Ei:=E(f(x) e m+h-(j—1),m+he-jl)Vj=1,... .k

mit hy =Y Ey oy = E(f(x) = M), Vk=1,2,....
k+1
Dann definieren wir 7 (x) := Y, (m+ (j—1) - ) - xg;(x).
j=1
Offensichtlich gilt: {#}}>, ? f und alles aus (I). Setzen wir nun: Z* = {E ]}]J‘ii und schitzen

ab:

k —m
S5 — (28 = X (sup 1) — inf f)(Ep) < T u(X) < £k > ko).

Alle 2 sind zulissig, weil Mu(X) < oo O
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Folgerung 1.6.13 ( (IVS)).
Ist E C E" und E kompakt, f stetig auf E = D(f). Dann gilt: f ist messbar und f € Vo (E, 1) =
f €Ve(E,up). (Beachte up(E) < o).

Satz 1.6.14 (Integrierbarkeit (IVZM)).
Ist 3(X, f) # O und f messbar, so folgt f € Vo(X, ).

Beweis. 3Zx € 3(X, f), sei Zg = {E;};>1. Auf E; mit 0 < u(E;) < e ist f beschrénkt. Satz
1.6.12 (IVT) liefert damit (auf Re(f) und Im(f) angewandt):
32, € 3(Ej, f) mit 2, = {Eé}?:l so dass SWy(Z%;) < 5; fiir alle j wie oben. Bei u(E;) =0
und auch bei U (E;) = o kann SWr(Z;) = 0 gesetzt werden.
Nun nehme man alle Zerlegungen 2%, wie oben und E; = Z; fir u(E;) = 0,0. Dann gilt:

= 'Ul .ﬁpEj = Zx, d.h. fiir SWf(.QF)é) < E. ]
J:

Satz 1.6.15 (Integrierbarkeit (IVM)).
Ist f nach Q und messbar, so gilt f € Vc(X; 1) nach (I) < f € Vo (X, 1) nach (I). Dabei

stimmen die [-Integrale iiberein.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz fiir reellwertige Funktionen und hier zunichst (i) = (ii).
Sei f € V(X,u) und {#}7_, C Tu(X) eine Folge von Treppenfunktionen mit {z}7_, r
Des Weiteren existiert eine Teilfolge {#};>_, mit {#;}7, A f. Anwendung der Konvergenz-

resultate liefert jetzt

/ Fdu(x) L / (limtl> du(x) = lim [ 4(0)du(),
sowie

/X|f—tz|du(x) <e Vi>Il(e).

Weiterhin konvergiert {7} | N f immer noch auch als Teilfolge im MaBle, d.h. fiiralle n >0
und & > 0 existiert ein /p(n, §) so, dass

WE(n—flzmn) <6,  VI>Iy(n,95).

Sei nun / > max(lo(n,0),1;) fest gewihlt und damit

Ey=E(y—fl=n) e

mit u(Ep) < 6.
Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit sei nun 0 < p(Ep). Mit#(x) = ¥; (1) ;XE; (x) erhalten
wir zundchst fiir alle x € X \ Eg = E§ ( vermittels | f| < |f—#|+[1]):

N(1) N(1)
Y sup [f(x)|(E;iNES) Z n+loyl) 1(E))
j:

j=1x€E;NES
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sowie fiir x € E

/\f—tzldu < [ 1 ~nlduto <

mit i(Ep) < 6. Also | f —1;] ist auf Ey wesentlich beschréinkt. Mit anderen Worten:
Es existiert ein N € A mit N C Eg, u(N) =0 und

0<|f—ti)|<co<oo  VxeEy\N

sowie
] <cj <o VxeEp\N.

Aus |f| < |f —1| + |4 folgt jetzt

sup [f(x)] < sup |f(x)—n(x)[+ sup |n(x)] <coter <eo
xEE)\N XEEY\N xEE)\N

und damit

sup |f(x)]- 1 (Eo\N) < (co+e1)-6 <o
x€Ey\N

Unter Beachtung Von (1 (N) = 0 haben wir somit die zuldssige Zerlegung
Zx ={{E; OEC}j : ,EO\N N} € 3(X, u) erhalten.
Damit folgt nach Satz 1.6.14 (IVZM): f € V(X, ).

Um zu zeigen, dass auch (ii) = (i) gilt, wihlen wir eine Folge von zuldssigen Zerlegungen

{2 = 2., C 3(X, f) mit 2% < 2" Vk € Nund
Sr(Z¢") —sp(2¢") < &,

wobei {&}; ; ein monoton fallende Nullfolge sei. Es geniigt, im Folgenden nichtnegative
Funktionen f > 0 zu betrachten. Da {E;‘};"Zl = Z;* eine zulissige Zerlegung ist, gilt

Y (sup f(x) Zsuplf (x)] L(EF) < oo,

j=1 xeEk Jj= lerk

d.h. die Reihe ist absolut konvergent. {;(x)};7, sei eine noch zu konstruierende Folge von Trep-
penfunktionen. Wir setzen nun voraus, dass wir ein k fest gewéhlt haben und bezeichnen mit
L. die Menge aller Indizes j fiir die ,u(Ef) = oo gilt. Da in diesem Falle sup £ |f(x)] =0 ist,
setzen wir #(x) := 0 fir alle x € Ewo := ¢, Ef

Ist sup B} |f(x)]=0und 0 < ,LL(Ej‘) < o0 30 schreiben wir j € [y und setzen f(x) := O fiir alle
x € Ey:=Ujep f

Weiter sei I“ die Menge aller j, fiir die u(E;) = 0 ist und fiir die folglich auch die Treppen-
funktion #(x) keinen Eintrag im Integral liefert. Wir setzen hier #(x) := 0 fiir alle x € E) =
U jelt E f . Zusammengefasst erhalten wir

n(x)=0 Vx€E*=E.,UEyUE",
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wobei zunichst fiir eine feste Zerlegung Q}g" auch die Menge E* fest ist. Im Sinne von Verfei-
nerungen konnen wir sogar E* fiir alle [ > k fest gewihlt lassen und hier #(x) := 0Vx € E*
setzen.

Wir werden im Folgenden die Menge J genauer untersuchen:

J:=N\ (UL UIY) C{jeN: 0< u(E;) < oo}

Wir nehmen zunichst an, dass J eine endliche Menge sei. Folglich ist auch

Z sup | f(x)] p( Ek) < oo, das heift:
/eJerk

0<u(X\E*) = n(Eg:=JE}) <o
jeJ
wobei wir auch die Menge Ey fiir alle [ > k fest halten. Der Satz 1.6.12 (IVT) mit X = Er

sichert die Existenz einer punktweise monoton wachsenden Folge {7;};> , mit D(;) = Eg, so

dass {7}7° “‘j f, welche also im MaBle auf Eg gegen die Einschrinkung von f auf Er kon-
vergiert. Gegebenenfalls muss man dafiir die Zerlegung 2’}? = ,@”;" im Sinne einer geeigeten
Verfeinerung fiir Eg neu erkldren, was hier immer moglich ist!!

Damit erhalten wir fiir alle / > k und beliebiges n > 0 mit

() = { fi(x) fur x¢€Eg

0 fir x¢€ E*

2 > [ @) =@ldune) + [ 00— @)
/|¢, x) — 1 ()| dpe (x).
X

Da n > 0 beliebig war, folgt aus obiger Ungleichung, dass die Folge der Treppenfunktionen
{t1}72« eine pps-(IL-)Cauchy-Folge ist. Offensichtlich gilt daneben:

e M
{iye — f
Damit ist f im Sinne von (I) integrierbar.

Wir nehmen nun an, dass J nun eine unendliche (abzéihlbare) Indexmenge sei und unterdriicken
nachfolgend den Index k.

Es reicht hier aus, nur den Fall it(UJ;c; E;) = o zu betrachten, da die Untersuchung des Falles
uU jeJ E;) < oo analog zu der obigen Situation (der endlichen Indexmenge J) durchgefiihrt
werden kann.

Des Weiteren konnen wir vorraussetzen, dass

inf(sup |/ (x7)]) = 0
jel X€E;

gilt. Denn bei

inf(sup |£(x))]) > ¢ > 0,
jel x€E;
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miisste, weil die Zerlegung zulidssig war, im Widerspruch zur Voraussetzung

p(UjesEj) < oo gelten.
Wir ordnen zuniichst die Folge {sup,cg, |f(x)[}jes in eine monoton fallende Folge

{supyeg;, [/ (¥)]}p=1 um.

Jm

Dann existieren fiir die so gewihlte Folge {sup.c, |/ (x)[};,_; auch die folgenden Grenzwerte:

m—oo xekj,

Jlim (sup |09 w(E3,)) > Jim (inf |f(5)| w(E5,) =0
Jm

denn wire hier limy, oo (sup,cr, | (x)| L(E},)) = ¢ > 0 bzw.

limy e (infrek;, | f(x)| L(Ej,)) > ¢ > 0, hiitten wir einen Widerspruch zur absoluten Konver-

genz.

Mit dem Ziel der Einbindung der Konvergenz der Folge der Treppenfunktionen im Malle gegen

f sei nun wieder 7 > 0 beliebig vorgegeben.

Dank der obigen Grenzwerte und unserer Umordnung finden wir ein mq (&, ) mit

subyc s, | ()] <7 und

[}

i (sup |f(x)] = inf |f(x))u(E),) < Y, sup [f()[u(E),) < &

m=mg(&)+1 x€Ej, FEEjm mzmo(Sk,T')+1erjm

Wir setzen fiir diese j,, mit m > mq(&,n)
tk(x) =0, Vx € Ejm

und beachten, dass Zm (&.m) u(Ej, ) < oo ist. Jetzt kann man diesen Fall wie den der endlichen
Indexmenge J behandeln mit Umo &l g im = Egund {&}7,.

Nachdem wir noch X durch X; := X\ U, _,. ()41
suchten Treppenfunktion #(x) und analog die {#;(x)};> , mit den geforderten Konvergenzeigen-

E;, ersetzen, erhalten wir zunéchst die ge-

schaften. SchlieBlich liefert die Eindeutigkeit des Grenzwertes

[ £60duto) = lim | 4(x)au )

Bemerkung 1.6.20 ( (IV2):).

Als weitere Ergebnisse erhalten wir:
i) Ist f messbar und g € V(X,u) mit | f(x)| < g(x), Vx € X, dann gilt f € Ve (X, ).

ii) Ist [X,2L, u] ein vollstindiger Mafsraum, dann gilt
feVe(X,u) & f messbar und 3(X, f) # 0.

iii) f € Vo(X, 1) und g messbar und beschrinkt = f-g € Ve(X, 1)
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1.7 Konvergenzsitze

Problem: Gilt [ lim f;(x)du(x) = lim [ fj(x)du(x)? (Vertauschen Intergral und GW!)
oo Jreo

Benutzen weiter ¢ aus Abschnitt 1.6.3:

Definition 1.7.1 (,,L-Konvergenz*). (vgl.Bem.1.6.13 ,,Halbnorm*)
(X, 2, u] sei Mafraum und {f;}7_; C Ve(X,u), feVe(X,u) AﬁkV(X ).

Gilt lim f |fi(x) = f(x)|du(x) = lim pps(fj,f) = 0, dann schreiben wir:
{f] ——> f und sagen {fJ}J ] konvergzert im Ly-Sinne gegen f.

Bemerkung 1.7.1 (Vorbemerkung (KSV):). Sind die {f;}7_, messbar, f messbar, dann gilt:
{fitie ——> [ zieht {f;}7_ 7 f nach sich (aus z—>folgt 7).
1

Definition 1.7.2 (,,L,-Cauchy-Folge®). Ist {fj}7_, C V(X, ) und gilt Ve > 0:3jo(€) : pps(fi, fr) <
& Vj.k> jo(€) so nennen wir { f;}7_, Li-Cauchy-Folge.

Satz 1.7.1 (Konvergenz-Satz 1 (KS1)).
(Isotone Mengenfolge mit gleichmdf3ig beschrinkten Integralen).

Es sei X = U Ej {E;}7, isoton, {E;}7_; C 2, f nach © habe die Eigenschaft f > 0, Vx € X

(f-ii. aqu)

feEVX,u)< feV(E;u)Vj e Nund 3(X, f) # 0 sowie: [ f(x)du(x >:}Elologf(x)d“(x)'

Beweis. ,,=* folgt wie in Folg.1.6.7

W22V e>03 2y SWe(Zx) <€

(Ideen aus Sétzen 1.6.10 und 1.6.11 zur Integrierbarkeit Fktn. Zerl.)
j—1 o

Bave die E; um: A; = E|,A; =E;\ U Ex, j =2,3,... {Aj};-":1 paarweise disjunkt, |J A; =X
k=1

j=1
Well f € V(E],f) = HQPEj mit SWf(gEj) <
Za; = AN ZE; hat gleiche Eigenschaft. (Monotonie). Zudem ist (vgl. Vor.): ¥ [ fdu(x) <c
J=1A;
Nun Zy := U Za;. Zx ist zuldssige Zerlegung, denn mit 2, = {Al} ; gilt:
j=

L (sup FOOI(A]) = T (inf () sehw(F)AM(AY < T [ Fdu(x) + T SWr(2,) <

j,l=1 xeAé J,l xeA j= IA
ct+E. ]

Satz 1.7.2 (Konvergenz-Satz 2 (KS2) (Beppo Levi) monotone Konvergenz).
X, 2, u] sei Maraum, {f;}7_, nach (V) und f; € V(X, ) Vj € N. {f;}5_, sei eine monoton
wachsende Folge messbarer Funktionen mit sup [ fidu(x) < c¢ < oo,
jeN
Die f; seien nichtnegativ: 0 < f;(x), Vx € X sowie f(x) = lim fj(x) Vx € X.
Jj—eo

Dann gilt: f € V(X,u) und }glgoffj(x)du(x) = [ f(x)du(x).

Bemerkung 1.7.2 ( KS1:).
Satz 1.7.2(KS2) kann auch mit E € A anstelle von X formuliert werden.
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Beweis.

Die {[ fjdu(x)}7_, sind eine monotone (wachsende) beschrinkte Folge, d.h.

Jlim [ fidu(x) <c. Wir arbeiten nun mit messbaren Mengen: Ve > 0 erklidren wir
Jreo

Ej :=E(f < fi(1+¢))

Dann gilt (weil {f;}7_; monoton wachsend): {E ‘?}".":1 sind isotone Mengenfolge.

Mit punktweiser Konvergenz erhalten wir: lim E jg U E; &=
Joree

Vj € Ngiltauf E£: 0 < f(x) < (1 +¢)f;(x ), h. (weil f messbar:) f € V(Eg,u)
Damit gilt: 0 < ff( Jdpu(x) < (1+8)ff]( )du(x) < (1+8)){f1( x)dp(x)

Da8>()beheb1g:>ff( Ydu(x) < hmff]( x)du(x)

Weil die {f;}7_; monoton wachsend und f e V(X,u) gilt: hm ffj( x)du(x) < [ f(x)du(x)
[]

Bemerkung 1.7.3 ( KS2: ).
Fiir den Satz 1.7.2 von Beppo-Levi reicht die Forderung der Monotonie f.ii. aus.

Bemerkung 1.7.4 ( KS3: ).
Ist{f J} "1 sei eine monoton wachsende Folge nichtnegativer messbarer Funktionen
mit fj € V(X,n)Vj € Nsowie: sup [ fi(x)du(x) <c < oo,
JjeN
so existiert der Grenzwert lim [ fj(x)du(x) in Satz 1.7.2(KS2). Dabei ist die Grenzfunktion
J—ox

f= hm f]( ) hier messbar und wesentlich beschrdnkt,d.h.: hm f]( ) = f(x) <oofii. inX.
(o) Problem ist moglicherweise emzzg der Fall bestimmter Dlvergenz:
Sei E=:= E(lim fj(x) =) = ﬂ U E(fi > J)-

i=11=
Annahme: w(E%) >0

Mon. von 00

= u(E™) < (UE(f lim i (E(fi > j)), j beliebig.
Es war: lim [ fi(x)d (x)>hm [ fix)dux) 2 lim (- w(E(fi > ) 2 j- R(ET)

J7rex I=°p(fi> )
Da j beliebig ist dies bei W(E®) > 0 WIDERSPRUCH zur gleichmdfligen Beschrdinktheit.

)) Folge mon. wachv Funktionen

Bemerkung 1.7.5 ( KS4: ). Satz 1.7.2(KS2) gilt sinngemdf3 auch fiir monoton fallende

messbare und nichtnegative Funktionen.

Beweis. {f J} —_; monoton fallende Folge messbarer, pi-integrierbarer Funktionen.
fizfo>...>2f>0. fiist Majorantenfunktlon wf, fev(X,u).

Die monoton wachsende Folge { f; — f i —> h—f.
Rest folgt mit Satz 1.7.2 (KS2) (lim ffj( ) wx)= [ fx)du(x)) O
J—reo

Satz 1.7.3 (Konvergenz-Satz 3 (KS3) von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). [X, 2, u]
sei Mafiraum: f;,j € N, f seien nach Q und {f ]} ", sei Folge messbarer Funktionen mit pktw.
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lim f;(x) = f(x). Existiert eine Majorantenfunktion g nach © mit g € V(X, ) und
Joreo
[fi(x)] <g(x) xeX , VjeEN (%),
dann gilt f; e V(X,u) VjeN, f e V(X,u) und lim [ fj(x)du(x) = [ f(x)du(x).
Joe

Bemerkung 1.7.6 ( KS5: ). Der Satz 1.7.3(KS3) kann auch bei f.ii.-, |- und L|-Konvergenz

gezeigt werden. (x) muss hier f.ii. gelten.

Beweis. [Satz 1.7.3 (KS3)] Arbeiten mit lim f;(x) = f(x) Vx € X.
J=eo
Zunichst folgt aus (x) (vgl. Bem. 1.6.20 (IV2)(i)) f;,f € V(X,u),j € Nund f ist messbar als
Grenzwert messbarer Funktionen.
Definieren Folge: {¢; 7~ als monoton fallende Folge messbarer Funktionen durch:

@j(x) :==sup(|f(x) — fi(x)|)¥j € N mit dem Grenzwert @; : lim @;(x) =0 Vx € X.
k>j J—oe

Die Funktionen ¢; werden majorisiert durch:

@j(x) <sup|fi(x)|+[f(x)| <2g(x),d-h. {@;}7; CV(X, ). (vgl. wieder Bem. 1.6.20 (IV2)(i))
k>j
Machen nun aus monoton fallender monoton wachsende Folge (ZIEL: SATZ 1.7.2).

Setzen: yj(x) := @1(x) — @;(x) >0, {y;}7_, monoton wachsend mit y;(x) < @ (x) Vj €N
bei {17, € V(X,1).
Nun Grenzwertbildung:
. . jlig}c Vi (x)=0i (x)
Jlglgof yi(x)du(x) = [ @i (x)du(x) — }ggf @j(x)dp(x) = [ @1(x)dp(x)

= lim [ 9;(x)dp(x) =0 < lim [1f - fjldu(x) < lim [ ¢;(x)dp(x) =0
Das heif3t:
| [ fx)du(x) — }ggof fix)du(x)| < }ggof |f(x) = fi(x)|d(x) = 0. O

Satz 1.7.4 (Konvergenz-Satz 4 (KS4) (Fatousches Lemma)).
(X, 24, u] sei Mafraum, {f;}5_ ) CV(X, ). {fj}7, sei (punktw.) konvergente Folge messbarer
nichtnegativer Funktionen mit: Jfix)du(x) <c<e VjeN

Dann gehort f = lim fj zu V(X, 1) und [ fdu(x) <c.
e

Bemerkung 1.7.7 ( KS6: ). ZWEITE FORMULIERUNG DES FATOUSCHEN LEMMAS:

Ist {fj}7_, nicht konvergent mit lim [ f;(x)du(x) < c¢ <o
e

= (vgl. Satz 1.4.7 ) f = lim fj(x) e V(X,u) mit [ f(x)du(x) <c.
=

Beweis. (Satz: 1.7.4) Setzen @;(x) 1= gf{ fi(x)}.

>j
Dann gilt 0 < @) < ¢ < ... < f = lim @;(x).

oo

Weiterhin gilt:
Joj(x)du(x) < [ fij(x)du(x) <c
= (mit Satz 1.7.2 (KS2)) Die Behauptung. [
Beispiel 1.7.1 (Nutzung der Konvergenzsitze). Sei f;(x) = (sin(x))/, D(f;) = [a,b] = E mit
[0,37] C [a,b).
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Sei [RY, 2, , pr) MaBraum, w(E) < . Grenzfunktion:

0 VxeEmitx#5+In
flx):=<1 Vx€ Emitx=7%+2n
A VxcEmitx=5+Q2l+1)n

Die f; sind messbar als stetige Funktionen mit lim fj(x) = f(x) fii. in E.
J—ree

Satz (KS4) liefert:

[1filduc(x) < p(E) = [ f(x)dp(x) = lim [ fj(x)dp(x) =0

E E J7®E

Bemerkung 1.7.8 ( KS7:).
Bei der Erklirung von sogenannten Bochner-Integralen in allgemeinen Banachrdumen nutzt

man Treppenfunktionen und die Konvergenzsdtze aus unserem Abschnitt 1.7.

1.8 Integration in Produktriaumen

Ziel:

Wann ist die Integrationsreihenfolge vertauschbar und wie erkldrt man ,,iterierte* Integration?

Beispiel 1.8.1.

G= D(f) ,,Normalbereich* , G beschriinktes Gebiet (einfach zusammenhingend), G € E2
_ by(x) b y(x2) _

[fx1,x)dG= [ [ f(x1,x2)dxdx;=[ [ f(x)dxidxa ;dG=du(x)in2Ay, (R?)

G a @(x1) a ¢(x)

Vorgegeben seien [X,2, ] und [Y, €, v] als MaBrdume mit -endlichen Mafen. ()
Bekannt: X x Y und A x B:= {(x,y) mitxc ACXundye BCY}

Definition 1.8.1 (Produktalgebra und Schnitte).

i) Mit A€ (oder A x &) bezeichnen wir die von dem Mengensystem
M :={AxXB:AcANAB < €} erzeugte o-Algebra. A€ = ¢ (M)

i) VG e P(X xY)undx € X, bei Gy :={y €Y :(x,y) € G} CY sowiebeiy €Y
G, ={xe€ X :(x,y) € G} CX bezeichnen wir die x- bzw. y-Schnitte von G: G, bzw. G,.

iii) Fiir Funktionen f (reellwertig) auf X XY nennen wir:
f(x) (y) = f(x,y), Vx € X und
f(y) (x) = f(x,y), Yy €Y x- bzw. y-Schnitt der Funktion f.

(Skizze)
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B AXB

] } ]
T T T

A X x X

Bemerkung 1.8.1 (PRO1)). {X x Y, &} ist ein messbarer Raum.

Satz 1.8.1 (Produkt-Algebra).

i) Essei G€2AC Dann giltVx € X : Gy € CundVy Y : G, € 2L

ii) Ist f (B1-AC) messbar auf G (bzw. X X Y), dann sind auch die Schnitte: %) (y) und
) (x) messbar iiber D(f*)) = G, und D(f)) = G,.
Bei G =X XY gilt dies jeweils Vx € X bzw. Vy € Y.

Beweis. Zeigen zunichst:

Das Mengensystem: ! := {Q C X x Y : Q, € A und Q, € ¢} ist o-Algebra.

Dazu betrachten wir Q¢ C X x ¥, mit Q € ML, Vy € Y. (Q), = (Q,)° € A (Q, € ).
VxeX:(Q,=(Q) e

Nun seien {Q/}%_, € 9. Unter Beachtung der Schnitt-Definition erhalten wir:

j=1
Vyey:(UQ),=UQed| .
= A Joiem’
VreX: (U Q)= UQlee | it

Jj=1

~.
—_

also M! O o(M) = AE, womit i) gezeigt ist.
zu ii)
acRbel. E,C GeAC
{xeGy: f(x,y)<a}=(E(f <a))y=(Es)y €A und
E,
{yE€Gy: flx,y) <a} = (E(f <a))x = (Es)x € €, dh. fO)(x) und f¥)(y) sind messbar. O]

Bemerkung 1.8.2 ( PRO1). Nach obigem Satz sind somit die Schnitte messbarer Mengen

messbare Mengen, sowie die Schnitte messbarer Funktionen auch messbare Funktionen.

Definition 1.8.2 (Produktmalf).

(X, 24, 1] und [Y, €, V| seien Mafrciume (#). Das auf A€ erkliirte Maf3 & wird durch:

3 (G):=u(A)-v(B)VG € M ={A X B:A € ANB € C} festgelegt. ¥ heifpit das Produktmafy
von W und v. Wir schreiben: 0 = U xv = (V)

(Im Sinne des Hahnschen Fortsetzungssatzes ist & wohldefiniert (vgl. Satz: 1.3.1)).
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Bemerkung 1.8.3 (PRO2). Sind A(X) und €(Y) Mengenalgebren iiber X bzw. Y. Dann ist das
System S CB(X x Y) aller Vereinigungen paarweise disjunkter Mengen A x B, A€ 2, B€ €
Mengenalgebra iiber X X Y.

Beweis. Ubungsaufgabe Serie 9 Sei A1,A>, C X, By,B, CY Es gilt:
a) (Al X Bl) N (A2 X Bz) = (Al ﬂAz) X (Bl ﬂBz)

b) (AIXBl)CZ(A?XBl)U(Al XBCI’)U(A%UBCI’)
m ~
SeinunQ= |JA;xB;€S, R=
=1

m ~
CjXDjES, Aj,CjGQ[, Bj,DjGQ:
j= =1

J
i) Zu zeigen: Q¢ € §:
o §

m

(U Aj XBj)c = m (Aj XB]')C =
j=1 j=1

I(AﬁxBj)U(ijBﬁ)U(AEXBﬁ) €S

=

I3

J

ii) Zu zeigen: QUR € §
_ c Cc \c N N
QUR=(Q° N R )‘eS fallsQNReS
€S €§
Zeigendazu:Q,RESiQﬂRGS

0nkr2 U A (4NC)x (BiND;) €
i=1j=

Satz 1.8.2 (PROM1).

VG € AC gilt: ¥(G) f”’é“"X{Y KoL )dD(x,3) = [ V(Gdi(x) = [ B(GAV() (V)

Die Funktionen 1% (x) := v(Gy) und £ (y) = u(Gy) sind messbar und (V) gilt im eigentlichen
Sinne bei p(X),v(Y) < oo,

Sind p und v c-endlich, dann existiert [ v(G,)du(x) genau dann, wenn 1% (x) u-integrierbar
X

ist iiber D(N%(x)) C X und genau dann wenn £ (y) v-integrierbar iiber D(E% (y)) C Y ist.
(Hier reicht sogar die Existenz eines Integrals und Integrierbarkeit der entsprechenden anderen

Funktionen aus.)
Beweis. Zunichst seien 0 < p(X),v(Y) < oo. Wir setzen (vgl. Bem. 1.8.3 PRO2) zunichst:

N ~
G= UAjxBjcSmit {A;x B;}\_ paarweise disjunkt (A; € 2, B; € €). Dann gilt:
j=1

oo

G, = U (Aj x Bj), mit paarweise disjunkten Schnittmengen (sonst WIDERSPUCH zu
j=1
{A;xB j}l}j:] paarweise disjunkt).
N
Wir verwenden nun die erklirten Funktionen i (G,) = £% (y) = ¥ u(A;)xs,(y) und n(x).
j=1
(1L(Gy) als Treppenfunktion messbar und €% (y) € Ty, (Y). Analoges gilt fiir n%(x) € T, (X)).)

~ N
d.h. Behauptung fiir alle G € § gezeigt: JESdv(y) =Y u(A)v(B)) = [n(x)du(x)
Y Jj=1 X
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Zeigen nun: Das System 9t fiir welches die Aussage des Satzes gilt ist ein monotones System.

Sei also {G’ 1 C m, {G; }7-1 isotone Mengenfolge mit G = U G/ e M.
j=1

Zunichst haben wir: G' C G C ... C U G’ = G. i und v sind MaBe und solche sind monoton.
Jj=

Fiir alle G/ € 5, also Vj € Nist [¢ i( Yav(y) = [ 0% (x)du(x).
X
Damit erhalten wir: A
E9(y) = u(Gy) = lim u(Gy) = lim £G¥(y) messbar (analog fiir 7% (x) = v(Gy)).
Jj—reo Jj—reo
Satz 1.7.2 von Beppo-Levi (KS2) liefert:  lim [ EG(y)dv(y) "2 [ £Gr(y)dv (y)
Joey Y

Ganz analog zeigt man: lim fnG)j; (x)du(x) = [n%(x)du(x), dh. G € M
J7x X
Entspechendes gilt fiir antitone Mengenfolgen: = 9t = m(S) = m(M) = 6(5) = o (M) = AC

Nun seien ¢ und v o-endlich: (Bemerken zunéchst: Auch ¥(G) = e macht durchaus Sinn,
wird aber durch obigen Satz und (V) nicht mit Integralen behandelt!)

Setzen D(E9 (y)) :={y €Y : u(Gy) <o} € €und D(n%(x)) :={x € X :v(Gy) <o} €.
Nutzen o-Endlichkeit faktorweise: {X;}7_;, {¥;}7_; isoton mit v(¥;), u(X;) <o Vj €N

und X = UX]',Y: UYj'
j=1 j=1

Lokalisieren eine beliebige vorgegebene Menge G € 2 durch: G :=GNn(X ixY;))VjeN.
Die Funktionsfolgen {&G (y)} oy {nG*(x x)}7_, sind nach Definition monoton wachsend, dabei
gilt:

. (o] oo l .
D(E™(y)) = U ﬂ ev:E%(p) <jtee DM%()= U N{xrex:n%(x) < j}t e

j=11=1 j=11=1

SchlieBlich liefert der Grenziibergang j — oo:

Wy € D(ED(y)) : lim B (y) = £%(y) und analog: Vx € D(n%(x)) : lim % (x) = 0% (x).
Jreo

J—e

Rest Beppo-Levi (Satz 1.7.2). ]
Satz 1.8.3 (PROM2). Die Mafie 1 und v (vgl. (#)) seien c-endlich:

Dann ist das Produtmaf3 ¥ mit:

oo, Jalls n%(x) ¢ V(X, )
}{nGX(x)du(x) —~ géGY(de(y)(V), falls n%(x) € V(X, )

ein o-endliches Maf3 auf AC. ¥ ist schon durch O(G) = w(A)v(B) VG € AC eindeutig festge-
legt.

3(G) =

Beweis.
(SKI1ZZE:) Zunichst Uberprufen der Ax10me o-Additivitit nach Satz 1.7.2 von Beppo-Levi.

o-Endlichkeit: X xY = ('le i) < ( U1Y) mit jeweils isotonen Mengenfolgen {X;}7_ und
j= Jj=
{Y j};"zl analog zum Beweis von Satz 1.8.2. Einzigkeit nach Hahnschen Fortsetzungssatz 1.3.1.

]
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Folgerung 1.8.4 (PROM3).
Fiir G € A€ mit ¥(G) < oo gilt:

I x6(x,y)dd(x,y) = [ [xc(x,y)du(x)dv(y) = [ [xc(x,y)dv(y)du(x) = 9(G)
X><.Y (y)( ) V<X ) YX y XY
mit X’ (x) € i "rasaeye

und}(g)(y) EV(Y,V)fu Jast all xeX

Folgerung 1.8.5 (PROM4).

Es sei [X, 20, u] = [R",2Apn, uf'| und [Y, &, v] = [R", Ay, u"].

Das Lebesguesche Maf3 auf dem R™" : ,uZ’Jr” ist Vervollstindigung des Produktmafies
O = > s doh. D = I = " it A (RH) = (20, () 20, (B)).

Beweis. Satz 1.8.3 (PROM2), MaB3-Vervollstindigungs-Satz 1.3.2 und
AxB=(AxR™")N(R"xB)beiAd €A==, (R")und B € € =2, (R™). O

Satz 1.8.6 (Satz von Fubini).
Es seien (X, 2, 1| und [Y,&,v] Mafriume nach (&) und [X x Y, A€, O] sei Produkt-Raum.
( 1,V und auch ¥ o-endlich). Dann giltVf € V(X x Y, ) mit f messbar und reellwertig, dass:

i) fO)(x) € V(X,u) fiir fast alle y € Y und B(y) := [ fO) (x)du(x) € V(¥,v)
X
sowie fO)(y) € V(Y,V) fiir fast alle x € X und y(x) := [ ¥ (y)dv(y) € V(X, 1)
Y

Dp pay)dd(y) = [ fen)du@)dvy) = [(f Fxy)dv(y)du ()

XxY Y X XY

Bemerkung 1.8.4 (BemA PRO2). Sind komplexwertige Funktionen zu untersuchen, so behan-
deln wir Real- und Imagindrteil separat.
Gilt D(f) =G CX xY, G#X xY mit G € A€. Dann gilt der Satz von Fubini analog mit

. f(x,y) Vx,yeG o
frlxy) = bzw. mit: f*(x,y) = f(x,y)%c(x.y).
0 Vx,y € G°
Beweis. Satz von Fubini, Satz 1.8.6
0.B.d.A. sei f nichtnegativ (sonst f; und f_).

Weil f € V(X xY,9) sind Integralwerte [ fd¥(x,y) = oo ausgeschlossen, wobei aber 3(y)
XxY
und y(x) messbare Funktionen darstellen konnen. f messbar und nichtnegativ, d.h. nach Satz

1.4.9 (BMF7) aus 1.4 existiert zu f eine monoton wachsende Folge {#(x,y)};>_, von Treppen-
funktionen mit kh_r>r°1o t(x,y) = f(x,y) Vx,y € X x Y, wobei

Ni
wwy) = ¥ 'y g (x.3) und ol >0,%jk e N.
Weil f € ‘J/(X XY, %) =>Vk:t e V(X XY, V).
Argument: f ist Majorantenfunktion, d.h. bei Oc](.k) = oo gilt: ﬁ(G&k))
Fiir ocj(-k) = 0 kann ﬁ(GE.k)) = oo erlaubt werden.

SchlieBlich gilt fiir 0 < &) < co: 3(GY) endlich: 0 < 3(GV) <o (&)

0.
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(&) ist der eigentlich zu behandelnde Fall. Ziehen Sitze 1.8.2 (PROM1) und 1.8.3 (PROM?2)
lokal fiir G\ mit 0 < 9(G'") < e d.h. (f) ) x 0 (6, y)dd (xy) = a9 (GY)
Gt !
J
Das liefert zunéchst fiir jedes #;:

XfY i(x,y)dd(x,y) = I{(}J{“tk(x,y)du(X))dV(y) Zg(gtk(x,y)d\’(y))du(x}
X
SchlieBlich nutzen wir den Satz 1.7.2 von Beppo-Levi mit

f f(xay)dﬁ(xay) Z f tk(xvy)dﬁ(xvy) Vk € N
XxY XxXY
Bem. 1.7.3 liefert die Messbarkeit, wodurch der Satz bewiesen wird. ]

Bemerkung 1.8.5 ( PRO3). Alle Messbarkeits- und Integrierbarkeitskriterien bleiben auch in

Produktrdumen giiltig (anwendbar).

Folgerung 1.8.7 (PROMS).
Sind [X,21, 1] und [Y,€, v] nach (&) vollstindige Mafiriume, so gilt der Satz von Fubini auch
fiir fEV(X XY, uxVv)=V(XxY,0).

Fiir messbare Funktionen hmith=0 -9 fii. erhalten wir: [ (f+h)dd = [ fdo
XxY XxY

1.9 Lebesgue-Riaume

Schon bekannt:
Voo (X, 1) = {f messbar, ||| ]|l = 11Vn£ (sup |f(x)| < oo} wesentlich beschrinkte Funktionen.
& EN¢

H(N)=0
Vi(X,u) := V(X,u) mit ppg und vgl. Def. 1.7.1
Definition 1.9.1 ( ,,Vektorrdume V),“).
Gegeben sei der Mafraum [X,2, ], p € R mit p € [1,0) sowie E € A mit u(E) # 0.
Wir bezeichnen mit V,(E, 1) den linearen Vektorraum der auf E erklirten, komplexwertigen
und auf E messbaren Funktionen f mit

1

W1l = | [17rdue | <o
E

Bemerkung 1.9.1 (An.BemLP1).

Die Axiome des linearen Vektorraums:

feVy,(E,u)= oa-feV,(E,u)folgt sofort aus Definition, o € R (bzw. C). Nur die Summe ist
nicht direkt ersichtlich. Dies wird beim Satz 1.9.1 (LP1) gezeigt.

Satz 1.9.1 (Satz (LP1)).
Es sei p € [1,00) bel. aber fest. Der Ausdruck ||| - ||| : V,(E, 1) — [0,00) geniigt allen Axiomen
einer Halbnorm, d.h.

i) [[|flllp = 0und |[loy,||l, =0, ov,(x) :=0Vx€E
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i) (e[l = o1
i) 11+ 8lllp < 11l + gl (Minkowski-Ungleichung)
) Il =0 F=0 fii. aufE.

Lemma 1.9.1 (Youngsche Ungleichung LemLP1).
VA € (0,1) und Vo, € [0,) gilt: o B <Aa+(1-24)B ()

p» VaeC

Beweis. : Bew. Lemma 1.9.1 Ubungsaufgabe Serie 9 Seip=A4,g=1—1 = p+qg=1
Zu zeigen o’ B9 < pa+qB(x)
t= % und teile () durch B = o? B971 < p% +q
—~—

B—r
Sei nun f(t) = pt +q—1t? , alles gezeigt bei f(t) >0Vt >0

! — p_ P
1) f((t) 1)P2 - }:>Minimumbeit:1
=-—pr(p—
f(1)=p+q—1=0und f(r) > f(1) =0 .

Lemma 1.9.2 (Holdersche Ungleichung LemLP2).

Sei p > 1und l + l = 1, dann nennt man p,q konjugierte Exponenten.

l%mn@thGV(ElULdegeV(EAU f-geVi(E,w)und [[|f- gl < A1, lglllq

Beweis. |||f||l,l|g]llq4 # O (sonst trivial)

e (SO g (@lye g1 (a1
Setzen: & = (17, )" B = (g, )* - 2 =5 1= A) =
Lab _ Ul el o 11l 1 let)
o 4B =, - ety < B )" 0 (et
baw. () (£~ @) < 171l 118l ey + 5 ) (4 heibtauch:

f-g€Vi(E,u), denn die rechte Seite von (#) ist p-integrierbare Majorantenfunktion.
Integration iiber £ mit Mal} u liefert damit: (beachten l + l =1)

q
q

(#)
I1£-8lll = J 1~ gldr ) < 171+ 118llo - IH?IH“- ) = 1Al Nl 0

Folgerung 1.9.2 (Zwischenbetrachtung: Holdersche Ungleichung fiir Folgenrdume:).
{oj}5, Clpc, {Bi}7 C lyc
Hierist {o;}7_| € I, c < Z loj|P <oeobeioj e C,VjeN

]_
Zeigen Holdersche Ungleichung fiir Folgenrdume

flx):= ‘ZI oixE;(x), g(x) = ‘Zl Bjxe;(x) mit w(E;) =1, {E;}%_| paarweise disjunk.
J= J=

E=U Ej e
j=1
Dze Hoéldersche Unglezchungfur fx) eV, (E,u), g(x) € Vi(E, 1) liefert:

z ;- B <<z |77 (z Bjl9)s

Umschrezben in der Nomenklatur von Funktionsriumen:

0By 5l < ey B =i llg
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Bemerkung 1.9.2 ( Bem. LP1 ).
Aus dem Satz 1.7.1(KS1) folgt sofort fiir isotone Mengenfolgen {E;}%_, mit {E;}7_; C 2 und

<=

U Ej=E dassVf e Vy(E,p) gilt: 1im |[|f|||p; = im ([ |f1Pdu(x))r = [|f]llp.e = [I1f1],
=1 J—r J—r Ej

Ji
Beweis. Satz 1.9.1 (LP1): i), i*) und ii) folgen aus den Eigenschaften des Integrals. zu iii)

Minkowski-Ungleichung (und Abgeschlossenheit der Vektorraum-Addition im V),(E, 1))
Sei p=1:

Es gilt | f(x) +g(x)| < |f(x)| + |g(x)], d.h. |f]|+ |g| ist pu-integrierbare Majorante
und iii) folgt durch Integration.

Sei p > 1:

a) |f(x)+g(x)|?
<27 (max([f(x)], [¢(x)[)” < 27 (|f()]P + g (x) )
= f+geVp(E, 1)
Bemerke zudem: |f + g|P~! € V,(E, 1) denn
q=t: (If+glP 14 =|f+gl” (damit Bem. 1.9.1 Addition: f+g € V,(E,u)O.)

b) Zeige iii)
£+l =Ef\f+g|”du(X) < ]{ |f+elP (11 + [g))dp (x)
2 xHolder

<+ g7yt 1AL + el )

E

[ J/
-~

P
If+sllld

_pr
Nach Multiplikation mit ||| f + g||| , ¢ erhélt man:

p(1-1)
If+ellly =+l < Ml + el

Definition 1.9.2 (, Nullelement* und ,,.L,* ).
Wir bezeichnen mit N, die Menge: Ny :={f € V,(E,u) mit f =0:= oy, fi. auf E}
und mit op, := N, /N, = [ovy,] das Nullement des Faktorraumes: L,(E,1):=V,(E,lu)/N,.

Bemerkung 1.9.3 (Bem. LP2). Der Faktorraum L, (E, |L) ist linearer VR.
Alle Bezeichnungen oben sind sinnvoll, weil N, ein abgeschlossener linearer Teilraum vom
V,(E, 1) ist. D.h. N), ist linearer Vektorraum und jedes Element von N, ist Haufungspunkt von

Elementen aus Np. (Hdufungspunkte auflerhalb von N, existieren nicht.)

Definition 1.9.3 (,,L,(E, u)“).
Mit L, (E, 1) bezeichnen wir den normierten Raum: L,(E, i) = (L,(E, 1), || - ||,), wobei die

Norm jeder Aquivalenzklasse [f] iiber f als beliebigem Repriisentanten dieser Klasse erklirt

ist, .. A1l = 1l VIA] € Ly (E. ) fir fives p € [1,c0).
Warnung: L,(E, ) ist kein Funktionen-Raum. Er wird aber als solcher behandelt.
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Definition 1.9.4 ( L..(E, u)).

Es sei Voo(E, L) der bekannte Raum der wesentlich auf E beschrinkten Funktionen.

Wir setzen Noo := {f € Vo (E, 1) : f =0:=o0v,, fii. auf E} und erkliren damit:

0L, ‘= No/New = [0v,,| soWie Lu(E, 1) = Voo (E, 1)/ Neo.

Loo(E, 1) ist der lineare Vektorraum der Aquivalenzklassen der auf E wesentlich beschrinkten

Funktionen. Der Lo (E, 1) wird erkliirt als der normierte Raum:

]L“X’(Enu) = <L°°(E>.u')7 H ’ H‘x’)
mit ||[f]|lso := |[|f]lleer Y[f] € Loo(E, ). bzw. in der anderen Schreibweise:
[[f]lleo := esssup [ f(x)] := inf{a : u(E(|f ()] > a)) = 0 bei E(|f(x)| > a) C E}

Bemerkung 1.9.4 ( Bem. LP3).
Ist G C R" ein Gebiet und 1 = iy, so schreibt man fiir L,(G, uz) =L, (G) Vp € [1,0]
bei dG Rand von G : L,(dG,uf%) =1L,(dG) Vp € [1,0| mit dem Flichenmaf uf¢ .

Satz 1.9.3 ( Riesz Fischer LP2).
Die Riume L, (E, 1) sind fiir p € [1,o0] Banachrdume.

Beweis. Fiir p € [1,00):
Konstruktiver Vollstindigkeitsbeweis, d.h. konstruieren Grenzelement:

{1352 = {fi}721 CLp(E, u) sei Cauchy-Folge im L, (E, 1),

d.h. Ve > 03jo(e): Yk, j > jo(e): Hf] — frllp < &(x)
Aus obiger Cauchy-Folge wihlen wir (in Repriasentantenschreibweise) die Teilfolge

{sz};o:l mit Hfj,+1 _ijHp < % =271 aus.
k
Wir erkldren nun die monoton wachsende Folge { @}y | = {oc(x) = X |fi, — il b oot
I=1

Mit der Minkowski-Ungleichung erhalten wir: |||/, < 1, denn [ |@(x)|Pdu(x) < 1 Vk € N.
E

Weil Vk € N1 |@r(x)|P = (@r(x))? gilt, konnen wir Bemerkung 1.7.4 (KS3) nutzen :
Die Grenzwerte klim (o (x))? = (@(x))? und klim or(x) = @(x) (p = 1) existieren f.i. auf E!
—00 —»00

Auf der Restmenge (dies ist eine Menge vom MaBe Null) setzen wir fiir die Grenzfkt. ¢ (x) = 0.

Nach dem Satz von Beppo-Levi 1.7.2 gilt zunéchst ¢(x) € V,(E, u).
Damit ist die Funktionenreihe

e = b0+ L U = S50 = £ 09+ E (£ 0) = 5(9)

f.i. auf E absolut konvergent, denn: | ¥ (f5,,, — fj,)| < @(x)
=1

Erkldren die Grenzfkt. f(x) := klgl; fi (x).

Die Funktion f gehort zu V,(E, i), denn vgl. Def. von f: |f(x)[” <2P(|f;, (x)|P +|@(x)|?)
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Zeigen nun: f = [f] ist der Grenzwert von {f;}7_; im L, (E, u).

Nach (x) gilt || f= fillp» 1 fi; = Finllp < & Vi, jis jm = Jo(€).
Das heiBt: || fj, — fi,lIb = ['1fi, — fi.|Pdu(x) < €P .
E

Damit erhalten wir mit dem Fatouschen Lemma (Satz 1.7.4 ): || f;, — f|| < &

f =[f] ist auch Grenzwert der Ursprungsfolge:

Sei j; > jo(€) dann gilt mit k > jo(€):

1 = ellp < = Fillp + 15 = Sl p < 26 =

Bemerkung 1.9.5 (Bem. LP4 ).
Als Zusatzresultat kann man hier aus dem Beweis des Satzes ablesen, dass jede Cauchy-Folge
aus dem L,(E, ) eine Teilfolge enthdlt, die f.ii. auf E gegen das Grenzelement f konvergiert.

Ausblick (Dichtheitsresultat):

G sei Gebiet: G CR", G € Ay, und p € [1,00).

Dichtheitsresultat: Die Menge C,;°(G) ist dicht im LL,,(G, uz.).

Cr(G):={p € C=(G):supp@:={x € R": ¢(x) # 0}F" C G,supp ¢ — kompakt im E"}
(C*(G)-Funktionen mit kompakten Triger supp ¢)

Definition 1.9.5 ( C(E)).
Der lineare VR der auf E € A, ,,stetigen* Funktionen wird Satz 1.3.4 erkdirt durch:
C(E) :={@gmit ¢ € C(G)} beiE CG € tpn: U (G\E) < & (unabhdingig von G und €.)

Satz 1.9.4 (Satz LP3 Dichtheitssatz).
Es sei E € 0y, mit u(E) > 0. Die Menge der stetigen und integrierbaren Funktionen
C:=V,(E,uL)NC(E) ist dicht im L,(E, ) bei p € [1,0).

Zunichst einige Lemmata:

Lemma 1.9.3 (Lemma (LP3):).

Es sei F C E" kompakte Menge.

Wir erkliiren pr(x) := in£ |x — y||g» als den Abstand eines Punktes x € E" von F.
ye -

Dann gilt: xp(x) = ,}5;30 m = ]}g?o(l +k-pr(x))~! Vx € E* und dies auch

. . . . . 1 o
VE : ur(E) < oo im Sinne des L.,(E, yz.), also: l}l_r&gh%—w —xr(x)|Pdur(x) =0

. 0 xeF¢
Beweis. Zeigen pktw. Konvergenz: xr(x) =
1 xeF
Vx € F und Vk € N gilt (wegen pr(x) =0) :
(x) ! 1 lim wy(x) = 1
wi(x) = ——— = s limwg(x) =
ST ke pr(y) ke
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Vx € F€ und Vk € N gilt (wegen p Ak pr(x) >0):

lim wy(x) = lim

k—ro0 k—oo 1 +k-p -
Zeigen die 2. Aussage: Ur(E) < oo. Dann gilt Vk € N und Vx € E"™:
1 -k -k
0 < wils) = oty = Bl Wk _PEOK o ) - m)] < 1(0)

T TEerE T T4 pp(x) -k 1+ pp(x) -k

J/
—~ —~

=1 <1
Dabei ist die Folge {|xr(x) — wi(x)|};_, monoton fallend mit der iiber E p -integrierbaren

Majorantenfunktion: 1 = 17 > |y (x) — wi(x)|P (UL(E) = [1Pdur(x) < o0).
E
Damit gilt |yr —wy|? € V,,(E, ). Mit Integration iiber E folgt:
0 < lim [ |xr (x) —wi(x)|P < lim [ [y (x) — we(x)|dp(x)
k*)OOE k*>ooE
Nutzen hier Bem. 1.7.5 (KS4) (mon. fallende Folgen). = Lemma 1.9.3 (LP3) ]

Lemma 1.9.4 (Lemma Abschneidefunktion (LP4)).
Es seien a,b € R mit 0 < a < b < oo, dann existiert eine Fkt. ® : E" — E! mit

1 Ixl|fn < a
d(x)={€(0,1) beia< xl|2. < b
0 b < |3

Beweis. Wir setzen 1 (t):

0 teR, 1€ (a,b)"
n(t) = (l—b)fl—(l— )71
e “ t € (a,b)

n ist nicht elementar integrierbar, aber im Sinne von Lebesgue, Riemann und als Regelfunktion.

b
Damit existiert [ 1(¢)d¢. Erkldren nun :
a

b
Jn(r)de 1 s<a

D(s) == Vs €R, wobei ®(s)= sowie ®(s) € (0,1) bei s € (a,b) gilt.
n(e)de 0 s>b

Wir setzen schlieBlich: ®(x) = ®(||x|2, = s) mit gleichen Eigenschaften wie ®. O

Beweis. (Satz 1.9.4 (Satz LP3))z.Z.:Vf = [f] € L,(E) und Ve >0 gil: 3o € C: || f— |, <&.
(é = Vp(Ev.uL) NC(E))

i) Sei ur(E) < oo. Nutzen Satz 1.4.9 (BMF7) und Integraldefinition aus 1.6.2 sowie

die Einschrinkung f > 0 f.i. auf £. =

N

3t(x) € L,(E), t nichtnegativ mit #(x) = Y a;xg;(x) < f(x).
=

Nach Def. 1.6.5 || f — ]|\ < €
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Nach Approximationssatz Satz 1.3.4 giltfirdie E; € A, ;Vj=1...N:
JF; C E; mit/.LL(Ej\Fj)<81 :Z%~ }V (OCJ'ZO).

1+ '21 a;
=
Vjel,...,N existiert nach Lemma 1.9.3 (LP3) eine Funktion

wi(x) = mit |27, (x) — w5 <&

1+ij()_C) -k

Wir erklédren nun @(x) := ): ocjwk( x) € C. Richtig aufgeschrieben:
=

N N
o=l <11 & oiwi) =255 o+ | X, €6 = 285+ ) = @) < &

ur(E) = oo; Erkldren die Menge E, := EN{x € E" : ||x||g» < p} fiir p < oo
Weil : uy (Ep) < oo gilt, ist auf E, Beweis aus i) anwendbar.

Wegen f = [f] € L,(E) existiert zudem zu jedem € > 0 ein p < co mit: Hf||p EVEo) 5.
(Konvergenz uneigentlicher Integrale vgl. Bem. 1.9.2 .)
Nach i) existiert auf E, zu f = fig, eine Funktion p € M : || f — go||§9E” )
Nutzen nun die Funktion é nach Lemma 1.9.4 (LP4) mit
1 x> <n?
b(x)=1{e(0,1) n<lx|?<p?
0 p? < |lxlf?
. & Eo)y _ 1p_ i1Ep) _ e o
Wegen fim|1/(x) ~b(x)p(0);”) = If 1y’ < § erhalten wir
Es existiert g : YV : g < n < p (1) fest) gilt: | f — - (p||§,E")
Damit erhalten wir mit ®- ¢ € C:
(E\Ep) (E\Ep) _

1F =& ol < =& ol +11r—& olly ™ = IIf — -0l + £
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1.10 Der Satz von Radon-Nikodym

Erinneren an 1.Zwischenbeobachtung zu Radon-Nikodym aus Abschnitt 1.6.2 sowie Satz 1.6.9
(IMF 6).

Definition 1.10.1 ( ,,Variation von ®*).
Es seien ® eine reell- oder komplexwertige G-additive Mengenfuktion auf dem messbarer Raum
{X,U} und E € A. Dann bezeichnen wir die nichtnegative Zahl

|®|(E) := sup ) |DP(E
%FZ

bei 3* als Gesamtheit der endlichen Zerlegung 2 von E in paarweise disjunkte E; € 2, als die

Variation von ® auf E.

Definition 1.10.2 (,,Beschriinkte additive Mengenfunktion* ).
® sei o-additive Mengenfunktion auf {X,2}. Wir nennen ® auf A beschrdinkt, wenn
JC:0< C < oo, s0dass VE € 2 : |®|(E) <C

Lemma 1.10.1 (Lemma (RN1)).
Sei [X, U, u] Mafraum und f € Vi(X,u), bzw. ([f] € L1(X,u)). Dann gilt fiir die c-additive
Mengenfunktion ® : ®(E) := [ f(x)du(x) VE € A

E

IE) = fll e = [ F@ldu()
E

Beweis. Gegeben sei Z als Zerlegung vonE: & ={Ey,...,En,} € 3" Dann gilt:

@ (E) = Z Iff( Jdu(x)| < ‘Z f|f( )Ndu(x) = (£l & .u)
j=1 J=1E
Supremum nach Def bilden liefert: |(I>]( ) <A, &) < Sl @xp) =C

d.h. & ist beschrinkt.

Andererseits ist die Funktion f als komplexwertige Funktion darstellbar als:
f(x) = [f(x)|e"2ef¥) (bei f reellwertig, arg f(x) € {0,7})

Bauen Zerlegung 2 aus 3*: Eg = {x € E: f(x) =0} und

firN>4:E :={xcE: (k— l)zﬁ’r <argf(x) <k- Zﬁ’r} mit {E;}Y_, € 3.

Hier gilt:

N N
Y |P(E)| = Y| [ f(x)du(x)|
k=0 k=0 Ey
N |
= kzl(Ef () e/ dp(x) - flf( )|e e /W dp(x))

)] 0D o)’

klkk
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= (f J1f@1f (y)| coslarg f(x) —arg f(y)]

kf Ey Ex
+ i-sinfarg f(x) —arg f(y)] dp(x)dp(y))?

=0,denn jeder Summand reellwertig (Betragsfkt.)
cos[argf(x)—argf(y)]zcos(%ﬂ) auf Ey,

r

> Y @0 dudue)- (eos 2!
k— E E;
P T [ 170ldn 0 eos(3)
k=1E,
NunN—)oo.(cosN)z—>1 O

Lemma 1.10.2 (Lemma (RN2)).
Ist ® eine beschrinkte, komplexwertige und c-additive Mengenfunktion auf {X ,}, so gilt dies
auch fiir |®|. (d.h. [X,A,|P|| ist Mafraum!)

Beweis. Ubungsaufgabe Serie 10
Wihlen £ als Zerlegung von E € A: 2 ={E,...,Ey,} € 3"

Wir zerlegen und numerieren die {Ej,...,Ey,, } so, dass
(k=1,...m bei Re®(E),Im®(E) >0
k=m+1,...my bei Re®(E) >0,Im®(E) <0
k=my+1,...my bei Re®(E) <0,ImP(E)>0
lk=m3+1,...Ny bei Re®d(E) <0,Imd(E) <0

Setzen my = 0, dann ist :

Ny 4 mj
L [P(E)| = Y Y [®E) <4 -sup|P[(A)
k=1 J=1 k=m;_ i +1 A2

= VZ e 3E) = |®P|(E) ist beschrinkt !

Es sei nun E = U Ej mit der paarweise disjunkten Folge {E;}7_; C 2.
j=1

Wir setzen V j € N bei Zerlegung 2 = {EJ - E]{,J } € 3*(Ej), wobei wir ,,nahe* am

Nz;
Supremum bleiben, d.h: |P|(E;) < ): |D(E)| + 28J
l l NJ

S VIEN : ¥ [Bl(E) < zZ@W»w

j=1 j=1s=1

Dabei ist auch: 27 : U Z; eine Zerlegung von |J E; mit (vgl. Def. 1.10.1)
j=1 j=1

Z [P|(E)) < \¢!(UE)+8< [PI(E) + &

Dal e Nund e > 0 beliebig = ¥ |®|(E;) < |®|(U E;) < |®|(E) (o).
]—1 ]—
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oo L
Andererseits sei 27 = {El(L), e ,EéL)} Zerlegung von E mit |®|(E) = |®|( U Ej) < 21 \CI)|(ES(L)).
j=1 s=
WeilVj € N Q”~(L) ={E; ﬂES(L),s =1,...,L} eine Zerlegung von E; ist, gilt nun:

Z D(E; ﬂE ) < |®|(E). Damit erhalten wir mit € > 0 beliebig:

Y D|(E) > ¥ ¥ |(ENED) SIS ¥ T e nED)| > z DEM)| > |@|(E) -

J=1 J=1s=1 s=1j=1
(G-U-Satz: GroBer Umordnungssatz) Da € beliegig ist mit (o) alles gezeigt. Ol

Satz 1.10.1 (Jordanscher Zerlegungssatz).
Jede beschriinkte, komplexwertige und c-additive Mengenfunktion auf {X , A} lisst sich in der
Gestalt: ® = Q) — Qo +i(O) — Oy) mit auf A beschrinkten Mafien (c-Inhalten) darstellen.

Beweis. ® =Re(®) + iIm(D).
Dabei sind Re(®),Im(®) wieder beschrinkte o-additive Mengenfunktionen.
|[P|(E) + (Re(®))(E) = 0

Weiterhin gilt: B|(E) < (Im(®)) (E) > VE e . Umschreiben liefert:
P(E) = ;(|PIE)+ (Re(P))(E)) ~ %(| |(E) — (Re(®))(E)
+i(3(|P|(E) + (Im(®))(E)) — 5 (|PI(E) — (Im(P))(E)))

Andererseits kann man sofort mit
d|+Re(d d| —Re(P
Q= || > (P) Q, = || > (P)
| +Im(P d| —Im(P

arbeiten. OJ

Erinnerung an Def. der absoluten Stetigkeit 1.6.6, nun heilit die additive Mengenfunktion ®.
Die absolute Stetigkeit von ® kann auch iiber die Variation formuliert werden, d.h.
Ve >038(e): |[P|(E)<e VEeUA:u(E)<(e)

Bemerkung 1.10.1 ( (RN1)).
Aquivalent zur Definition der absoluten Stetigkeit von ® bzgl. L ist:
AusE€A:u(E)=0=®(E)=0 (%)

Beweis. i) (x) gilt weil: |®|(E) <& Ve >O0bei u(E)=0
ii.) (*) sei vorgegeben. Annahme:

zu € > 0 existiert eine Folge {E;}7_; € Amit: u(E;) < und |®|(Ej) >€e VjeN.

Dann gllt fiir die Menge:
E= ﬂ UEk-H( )—llmN(UEk)< lim ZN(Ek)< hmz—,—o
j=lk=j J= =j J=eok=

Aber |P|(E) = hm |D|( U Ey) >€>0.
=J
Damit WIDERSPRUCH zu () d.h. die Definitionen sind dquivalent.
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Bemerkung 1.10.2 ( (RN2)). (vgl. auch Satz 1.6.9 und Lemma 1.10.1)
Ist f € Vi(X, 1), dann ist (E) := [ f(x)du(x) absolut stetig bzgl. .
E

Beweis. |P|(E) < e, feLj(X,u),dh. fist wesentlich beschréinkt auf E:
|f] < ¢ fii. in E bei Wahl: u(E) < £ = |®[(E) = [|fldu(x) < c;- £, (wihle ¢ > ¢y). O
E

Lemma 1.10.3 (Lemma (RN3)).
Es sei [X,2, 1) Mafraum, u(X) < oo und [f] € Li(X, ). Ist K abgeschlossen im El und
gitVE € A: u(E)>0: ﬁff(x)d,u(x) €K (o), dann gilt f(x) € K fiii. auf X.

E

Beweis. Sei BC K¢ =C\K bei K(a,p)=B(a,p) ein abgeschlossener Kreis in C = El. mit
Radius p > 0 und Mittelpunkt o € C:

B(a,p):={x€EL:x=0+p1e'?, p; €[0,p],9 €[0,27)} . Erkldren E5:={x € X : f(x) € B}.
Annahme: Es sei u(Eg) > 0, dann folgt:

\@Eff(x)du(x)—aﬁf |= EEW flx) - a>du(x)\SH(EB>Ef,\f—“’,d“(x)Sp'ﬁgﬁi
B B <p S——

WIDERSPRUCH zu (o), d.h. u(Ez) =0 Rest:
K€ kann durch abzihlbar viele B; nach oben iiberdeckt werden = p(K€) < ¥ u (E§j> =0. O

HILFE AUS DER FUNKTIONALANALYSIS:

Es sei B ein Banachraum iiber dem Korper K mit K = R bzw. K = C.

Definition 1.10.3 (lineares Funktional).
Esseig:D(g) =B — Eﬁg wohldefiniert. Wir nennen g ein lineares Funktional auf B, wenn
Vby,by € BundVa, B € K gilt,

dass g(aby + Bbr) = ag(b1) + Bg(b2).

Definition 1.10.4 (beschrinktes lineares Funktional).
Es sei g lineares Funktional. Wir nennen g ein beschrdnktes lineares Funktional auf B, wenn

eine Konstante ¢ : 0 < ¢ < o existiert, so dass Vb € B

18(0)] = [lg(®)lgy < cllblls gl

Definition 1.10.5 (Dualraum).
Den linearen normierten Vektorraum aller auf B beschriinkten linearen Funktionale bezeichnen

wir mit £ (B, E&{) oder B' und nennen ihn den zu B dualen Raum oder Dualraum von B.

Bemerkung 1.10.3 (FA1:). Fiir das Bild eines Elementes b € B unter g € B’ schreibt man
auch g(b) =< b,g >p w im Sinne der Wirkung der sogenannten Dualititsbeziehung: < .,. >pp.

B’ ist sogar ein Banachraum, weil der Bildraum ]Eﬁ< ein Banachraum ist.
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Bemerkung 1.10.4 (FA2:). IstB = L,(E, 1) bei 1 < p < oo, s0 kann man den Dualraum
B' im Sinne eines isometrischen Isomorphismus mit dem Raum L4 (E, 1) identifizieren. Dabei
sind p und q konjugierte Exponenten. Der Beweis dafiir ist besonders einfach, wenn H = B ein

Hilbertraum ist:

Satz 1.10.2 (Rieszscher Darstellungssatz).  Es sei H ein separabler Hilbertraum und sei g €
Z (H,E(IC) gegeben. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Element g € H, so dass fiir alle
feHl

<f.8>mmw = 8(f) = (f.8)m,

mit 18l = 18] s 1.
Speziell fiir H = 1L,(E, 1) heifit das

g(f) = /E FEZOAR0) = (£ 10

Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit. Angenommen es existieren g1,g, € H mit

g(f)=(f,g)m = (f,g2)m Vf € H,dann gilt (f,g1 —g2)m =0 Vf € H. Insbesondere er-
halten wir (g1 — 82,81 — &) = [|&1 — &2 = 0, also g1 = &2.
Wegen der Beschriinktheit von g ist

0<ng= sup [g(f)] <o
Ifllm=1

und es gilt fiir alle f € H

g = I1f1le

L)’ .
g(” 1) <l (1)

Istng =0, also g(f) =0 Vf € H, dann gilt mit ¢ = 0 die Behauptung des Satzes. Es sei nun
ng > 0. Wir zeigen jetzt, dass es ein Element g1 € H gibt mit ||g; ||y = 1 und g(g1) = n,. Wegen
der Definition von n, existiert ein Folge {g,}_; mit ||g,||m = 1 und lim,, . [g(gn)| = n,.
Wir kénnen jetzt annehmen, dass g(g,) reell ist, mit 0 < g(g,) < n,.(Ansonsten multiplizieren
wir g, mit geeigneten komplexen Zahlen.) Fiir € € (0, 1) gilt dann
~ E ~ ~ E

8(8n) > ng (1 - g) ,  also g(gn+8m) > ng (2 - Z> :
wobei n,m € N hinreichend groB sind. Dies liefert uns wegen der Parallelogramm-Identitt:
If +hllg+11f =Rl = 201 £1I% + [12]1%), und der Ungleichung (1.1)

180 —&mlEr = 2018nllE +2018mllE — 18+ Emlliy
| €\2
< 4__2(g(gn+gm))2 <4- (2__> <é&.

ng 4
Somitist {g,}>_, eine Cauchy-Folge in H. Fiir g} =1lim,,_,o &, gilt dann || || = limy,—e0 || gn||mr =
1 und g(g1) = lim,—-g(8n) = ng. Ziel ist es jetzt zu zeigen, dass fiir f € Hund g(f) = 0 gilt
(f,&1)m = 0. Wir nehmen 0.B.d.A. an || f||g = 1.
Aus

ngllgr+afllm > [g(g1+af)| = |g(g1)] = ng
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folgt dann

1§ +ofly = @Gi+af,ei+of)u
= |&li+a(f,g0)m+ @, Hu+ o f]?
= 1+alf.g)u+a@E, Hu+|a*>1,

wobei a € C beliebig ist. Dies ergibt fiir o« = —(f, g1 )y = —(g1,./)m, dass —|(g1, . ul> >0

ist, d.h. (§17f>H =0.
Sei f € Hund h = f— %0z, dann gilt

f= @fgﬂ +h
g
und (f
g(h) =g(f) == ~8(81) =0,

g
folglich ist (h,g1)m = 0. Es gilt also

e = (2D 4 honet

Nng H

= g(f)@&)m+ng(hg)m=g(f)a 1k =g(f).

Das bedeutet, das Element g = n,g; liefert die gesuchte Darstellung.
Es bleibt noch die Gleichheit der Normen zu zeigen, wobei die Norm auf dem . (]I-]I,]E(lc) ge-
geben ist durch

lell = sup [g(f)].
I fll<t

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert uns dann

8N =1(/f>8)ul < I leallglls

woraus fiir die Norm von g folgt: [g]| = sup s,,<1 [8(f) < l|g]lm- Es sei jetzt ohne Einschr-
kung g # 0. Dann erhalten wir

et = e (2 )| = | (=-2) | = 1l

also |[g]| = |3 0

Satz 1.10.3 (Satz von Radon-Nikodym RN)).
Es sei [X, 2, u| Mafraum, u c-endlich, ® mit D(®) = 2 sei eine beschrinkte, c-additive, bzgl.
U absolut stetige Mengenfunktion. Dann gibt es genau ein [h] € Ly (X, 1) mit
®(E) = [h(x)du(x) VE €Abeihc [h].
E

do

h = [h] nennt man Radon-Nikodym Ableitung von ® nach | und schreibt h = e
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Beweis. i) Eindeutigkeit: Annahme: 3[h],[h;] mit [h] # [h;] sowie

/h e /h1 )du(x)  VEea

=VE:0< U(E) <oo: mf(h—hl)d,u(x) =0, da u o-endlich
E
= Lemmal-10-3 , — j) fi. in X, also WIDERSPRUCH zu [h] # [h]

ii) Existenz: Zunichst y(E) < oo und ¢ beschrinkt. Hier zudem ® = p; beschrinktes MalB.
Wir erkldren neues MaB auf {X,2}:

Vi= U+
Offenbar gilt:
Lp(X, 1) 2 Ly(X, V)
Lp (X, 1) 2 Ly (X, v)
sowie:

[ r@av = [ fodue+ [ fodme) v ELiX, ), VE e
E E E

Bei p =2 also f € (X, V) gilt hier die Holdersche Ungleichung als Cauchy-Schwarz-

|/f ) (x |</|f e /\f v ()

o / WPV = D Il ()

<oo

Ungleichung:

Das durch
:/f(x)du](x) VfeH :]LQ(XJV)

erklirte lineare Funktional g ist mit (%) beschrinkt.
Damit liefert der Rieszsche Darstellungssatz: J[g;] € Lo (X, V), so dass

/f ) (x /f DR WAV VFEL(X,v) (o).

Speziell erhalten wir VE € 2 mit v(E) =U(E)+u(E)>0bei f:=yxp €Ly(X,v):

/xE g () = B /xE v = o [alavi

E

Weil 0 < & 1(( )) <1 gilt, ist g; offensichtlich reellwertig (vgl. (o), Lemma 1.10.3):

0 < gi(x) <1 f.ii. auf X. Dariiber hinaus kann man wegen:
[t @i (0 =pi(E@ =102 [ gi(x)avi) = + 1) (E(g1=1)) = v(E(g1 =1))
X E(g1=1)
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abs.Stet.
=

=u(E(g1=1))=0 Ui (E(gr=1))=0also v(E(g; = 1)) =0 sichern, dass sogar

0<gi(x)<1fi.aufX.
Aus (o)1 [ F((1 =1 ()it (0) = [ F@da(x) = [ F@e1 v + [ fx)gr (3)du()
X ¥ X X

J/

-~

(0)=0
folgt JFx)(1=gi(x)dui(x) = [ f(x)g1(x)dp(x). (ﬁ)
X X

Erkldaren Funktionsfolge:

N

) =Y (1) xe(x), (g1(x)°:=1, Ee
k=0
Offensichtlich gilt : fy(x) € Lo(E, V).

Damit gilt

[ @0 g1 ) = [0 (1) 0 [ foi@ancy

E E

Die Folge { fy(x)g1(x)}5_, ist v-f.ii. auf X monoton wachsend und VN € N:

[ i@ < (1= @) () < (E) < o
X

E <1
Damit sind die Vorraussetzungen des Satzes 1.7.2von Beppo-Levi erfiillt, d.h.

EII\%im fn(x)g1(x) = h(x) <eo fii.auf X und h € [h] € L;(X,u) sowie
—>00

N—roo
E

lim / fu(x)g1 (¥)dp(x / Hdu() 2 [hdu) = tim [ 1 ()" d ()
E
= w(E).

ii1) Sei nun u o-endlich und u; beschrinktes MaB.

Zerlegen X wieder in paarweise disjunkte {X;}%_; mit i (X;) <eoVj€ Nund X = U X;.
\17
Wenden auf X fest i1) an und erhalten

= hj € Ll(Xj,‘Ll) und VE € A : ,ul(EﬂXj) = f hj(x)du(x).
EﬂXj
Wir setzen schlieBlich:
h(x) := hj(x) VxeX;, Vji=1,2,... = D(h)=X

Das liefert mit Konvergenz-Satz 1.7.1:

/h ) (x :i/ i (ENX;) = w(E)

J=1 ENX;

iv) Jordanscher Zerlegungssatz 1.10.1 anwenden (4 mal iii))

69



Bemerkung 1.10.5 ((RN3)). Sei h nichtnegativ und [h] € 1Ly (X, 1). Fiir das mit h erklirte Maf

w(E) = / hDdu(x)  VE e
E

gilt dann fiir alle L.-messbaren Funktionen f mit [f] € L (X, u;) die folgende Substitutionsfor-

mel

) elf) = [ F@duix) = [ FEREdRE) = [F-H € Li(X. )
X X

Definition 1.10.6 ( ,,Malzerlegung®).
p,Mn seien reellwertige, G-additive und c-endliche Mengenfunktion (oder Mafie) auf {X,2}.
Existiert eine Menge E € 2 : p(E) = 0 und n(E€) = 0, dann sagen wir p,n zerlegen X bzw.
zerlegen {X,A}. Schreibweise p L 7.

Satz 1.10.4 (Lebesguescher Zerlegungssatz).
N, U seien Mafe auf {X,A}. Dann existieren zwei MafSe Ny und 1M, so dass 1 =11+ M2, M
absolut stetig bzgl. L und Ny L 1

Beweis. Halmos (Measure Theory) S.134 O

Bemerkung 1.10.6 ( (LZ1)). Der Lebesguesche Zerlegungssatz hat eine grofie Bedeutung in
allgemeinen topologischen Rdaumen mit der direkten Anwendung bei der Einteilung von Maflen
in reguldre (Bsp. L-Maf3) und singuldire (Bsp. Dirac-Maf3) Maje.

2 Integrationstheorie und Integralsitze im £

2.1 Sukzessive Integration und Substitution

Definition 2.1.1 ( ,,Inhalt* und ,,Nullmenge*).

VE € Ay, (R") sei |E| := ur(E) der Inhalt von E und YA € B(R") setzen wir |A|* := p; (A),
wobei ] (A) das bekannte Lebesguesche dufere Maf3 darstellt.

A € P(R") nennen wir Nullmenge, wenn |A|* = u; (A) = 0 gilt.

Bemerkung 2.1.1 (SI1:). Bei [A|*=0=Ac A, (R")d.h |A|*=]|A|=0
Benutzen nun den Satz von Fubini 1.8.6 und Folgerung 1.8.5 aus Abschnitt 1.8 und aus Ab-

schnitt 1.10 den Satz von Radon-Nikodym 1.10.3 und Subsitutionsformel nach Bemerkung
1.10.5, Abbildungssatz 1.2.6 und MaBiibertragungssatz 1.4.2.

Bemerkung 2.1.2 (SI2:). Ist f € Li(G), G# 0 und G € 2, so gilt mit

X1 Xk+1 .
X
x*=|:| €eEundx* = : e E" sowien=k+mund x = [;#] s dix = H;ledxj :
Xk Xk+m 3
Jf@dx = [f@)dux) = [ ([ fa PPt = [ ([ fOF 25 d > )d* s
G G PxG Gy P4#G G
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mit Gy, G+ analog Gy aus Abschnitt 1.8 und den Projektionen von G auf EX bzw. E™

* *

1=
1=

4 4| €G} .

=
=

PuG:={x" €EF: 3x= [

€G} PK#G::{)_C#E]E’”: Elg:[

fx) x€G

bei f(x) wieder betrachtet als f(x) =
0 x¢G

Bei BN = ! gilt speziell: / Flo)d x = / / Fon 2= x,Nda) i (Sk)
G

Px*G a(x*)

I

o
Projektion P+G
de . dxm+1

|
w
a b

X1
ni = cos(e; -n(b))
Beispiel 2.1.1. G=D(f) = {x € E>:0<x; <1 Vj=1,2;x < x2},f € Li(G).
1 x
/f()_c x = /f Hj 1dx; = //f X1,X2)dxp)dx; = //f(xl,xz)dxl)dxz
G [ o

Bemerkung 2.1.3. f € L;(G),G € Ay, (R") sowie:
P(x):= (xj,,...,xj,)T Permutation der Variablen (Komponenten)
und T,(x) := (x1+ai,...,x, +ay)T Translation um a € E" (fest). Hier: D(P) = D(z = z,)=E"

Beh: |G| und f f(x) Ij_,dx; sind invariant gegeniiber P und t. (Analog fiir (P)~! und (1),
das heif’t auch P, (P)~!, tund (t)~" sind messbare Abbildungen vom E" auf den E").
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Beweis. Sei I halboffenes Intervall im E”, dann gilt |I| = |P(I)| vgl. Def.
D.h. VA € B(R") gilt (vgl. Def. duBeres L-MaB): |A|* = |P(A)|*.
Weil G € 2, (R") ist damit alles gezeigt fiir Invarianz von |G|.

n 51 n

[romady = [ (FeE@mdpt)
G P(G)

folgt direkt aus 1.6.3 mit gleichen Zwischensummen.

Analog fiir 7: (f o ') und (f o E_l) sind L-messbar und L-integrierbar iiber P(G) bzw.

7(G). Damit gilt (o) auch fiir T und Kompositionen von £ und 7. [

Beispiel 2.1.2 (Bsp. zu (0)).
P(x) = H . P )= [”
X1 X1
(o)

[xpsinx;d*x = [ xpsinxpd*x = ff(Eil()_c))d*)_c
G (G) B(G)

, G=[0,7]x[0,1], P(G)=10,1]x 0, 7]

[~

Mit (o) und der analogen Formel fiir T besitzen wir schon die ersten einfachen Substitutions-

formeln. Nun stellen wir weitere Hilfsmittel bereit:

Lemma 2.1.1 (Lemma (SI1)).

Es sei G offen, G € Tgn, Q Abbildung mit D(¢) = G und ¢ : G — E", ¢ sei stetig auf G und
besitze die Eigenschaft: VN : |[N| =0 und N C G gilt: |(N)| = 0.

Beh.: Ist E C G messbar, so auch @ (E).

Beweis. Nutzen hier eine einfache Folgerung aus dem Satz der Approximation von Mengen
aus 2+ (R") aus (1.3): Jede messbare Menge E € 21;: (R") kann in der Form

E=NU(|JF) VEe€U ECG
j=1
dargestellt werden. Hier ist N Nullmenge und die F; sind abgeschlossen Vj € N. Vj € N gilt
F; CE.o0.E.d.A. seien F; kompakt. (Ansonsten schreibt man zunichst die abgeschlossene und
unbeschrinkte Menge Fj als abzihlbare Vereinigung kompakter F;).
Weil @ stetig: Aus Fj kompakt = @(F;) kompakt Vj, d.h. ¢(F;) messbar Vj und [@(N)| =0
(It. Vorraussetzung)

OE)=@(NU( ¥ Fj))=¢@(N)U(U ¢(F;)) ist Vereinigung messbarer Mengen. O
bl bl ~ bl s

8

j=l1

Lemma 2.1.2 (Lemma (SI2)).
@ wie in Lemma 2.1.1 (S11) sei stetig diffbar;, ¢ € (Cc'(G))" = C(G)
Beh.: YN C G : |N| = 0 gilt: |(N)| = 0.
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Beweis. G offen, damit existiert eine abzihlbare Vereinigung kompakter Intervalle I;, sodass
G = U I (analog zum Bew. G C %B").

Zeiggrzlzl @(NNI)ist Vk € N eine Nullmenge. Sei nun 0.B.d.A.sei N C I C G.

Betrachten Elemente der Jacobi-Matrix g—% (x?) mit x? € I (kompakt). D.h. es gibt Konstante c:.
¢ = const. < oo, so dass |3—Z(f’)| <c= Vjke{l,...,n}und Vx° € 1.

Ziel ist es nun das duBlere Mal} auf Q C I zu benutzen, Q halboffenes Intervall.

Der MWS der Differentialrechnung liefert:
Cauchy—Schwarz

oW -e@ =1 Y -5 e Vil He
=1 Xk

dh.: [[@(x) — @(X)[|gr < c-nllx — %[|gr. Das heiBt ¢(Q) ist im halboffenen Intervall enthalten,
dessen Kantenldnge um das c - n-fache vergroBert wird, d.h.

[e(V)[" <c-n|N|=0= |op(N)|" =0

Bemerkung 2.1.4. Lemma (SI2) 2.1.2 heifit auch (vgl. Lemma 2.1.1 (SI1)):
VE C G messbar gilt bei ¢ € (cY(G))" : Q(E) messbar.

Lemma 2.1.3 (Lemma (SI3)).
Ist G CE" offen und ¢ : D(@) = G C E" — E"™" mit m > 0 stetig diffbar. (¢ € (CH(G))"+m),
dann ist ¢(G) Nullmenge in E"*™.

Beweis. Setzen @ fort zu ¢ : G x {0} — E™" mit §(x,0) = @(x), dann ist |G x {0}/ =0 [

Lemma 2.1.4 (Lemma (SI4)).
Sei € (C'(G))" := C(G) und F2(x°) = det(F2(x)) £ 0 V2 € G,
Dann gilt: Ist N C ¢(G) mit [N| =0, so ist auch |@~' (N)| = 0.

Beweis.
I C G, I kompaktund I # 0. Vx? € I 3U(x°) C G, sodass ¢ bijektiv ist mit D(¢) = U (x”)
U(x’) <2 o(U(x%))

N
Weil I kompakt, existieren endlich viele Punkte nach oben: {x* = x%* Ik\’:l 1C U U®G.
k=

Wir nutzen Idee aus Lemma (SI2) (ausfiillen von G = |J [; mit kompakten Quadern). Erhalten
=1

auf diese Art abzahlbar viele {x*}7 |, mit U(x*) C Gund G= |J U(xF).
k=1
Nun bezeichnen wir die Einschréinkung von ¢ auf U (x*) mit Qk . Dann ist auch
(gk)’l : Q(U(gk)) — U(x*) wieder bijektiv, sowie Q(U(gk)) offen.
Nun sei N := ¢*(U(x*)) NN und damit :

o '(N) = J (@) (W)
k=1
Rest folgt sofort aus Lemma 2.1.2 (SI2). O



Satz 2.1.1 (Uberdeckungssatz von Vitali (SI1)).
Sei E € P(R™),E # 0. R sei eine Menge abgeschlossener Kugeln im E" mit der Eigenschafft:
Vx € E und Vo > 03K € & mit x € K und Radius von K : r(K) < 9.

Dann gibt es hochstens abzdhlbar unendlich viele Kugeln K; € & mit K;NK; = 0V j # | und

oo N

E\ U K (bzw. E\ U Kj, N € N) ist Nullmenge.
j=1 j=1

Beweis.

1) E sei zunichst beschriankt. Dann existiert G, € Tg» (G, offen und beschrinkt), so dass
E C Go-

Wir setzen Ry ={KeR:KCG,}.

Offenbar gilt Vx € E und V6 > 03K € R, mitx € K und r(K) < 6.
Wibhlen K| € 8, beliebig. Analog wihlen wir {K;}Y | C & mit K;NK; =0, j#1(
wobei diese Kugeln beliebig aber fest gewihlt seien).

N
Wir erkldren nun: Fy:= UK;
j=1

Bei E C Fy ist die Behauptung des Satzes gezeigt. Also sei E\Fy # 0.
Dann umfasst Gy :=G,\Fy € tn auch Punkte x € E.

Es sei
ﬁN::{KEﬁ:KCGN}%Q

Sei nun ry := sup r(K). Weil auch Gy nach Definition beschrinkt ist, gilt ry < .
KeRy
Wir wihlen nun Ky € Ry mit r(KN+1) > %N (o).
In N fortschreitend erhalten wir so (induktiv) ein System paarweiser disjunkter Kugeln
{K;}7_,, deren Vereinigung mit S bezeichnet sei:
S:= 'UlKj C G,.
J:

Aus der Beschrinktheit von G, folgt offensichtlich: } |K;| < co.
j=1
Ganz analog gilt fiir die angeschlossenen Kugeln K; mit dem gleichen Mittelpunkt wie

Kj und r(fj) :5r(Kj) VJ eN
Y K| =5"Y |Kj| <o (#)
=1 =1

Nun sei x° € E\S und [ € N, beliebig aber fest. Nach oben gilt damit x° € G;(offen) und
es gibtein K € K mit x° € K.
Wire nun VN € N : K C Gy, so wire YN € N : K € Ry und mit (o):

r(K) <ry <2r(Kny1).
Aus der Konvergenz von (#) folgt:
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1&1;110 r(Ky+1) =0=r(K) =0 (WIDERSPRUCH zum positiven Radius.)

Damit war unsere Annahme falsch und 3N, € N: KN Fy, # 0, N, > . (N, sei hier minimal
gewihlt.)

Wegen der Konstruktion gilt nun: KNFy =0VYN <N,.

Weil KN Fy, #0und KN Fy,—1 =0 gilt zudem KNKy, #0und K € Ry, 1.

Mit (o) ist deshalb r(K) < ry,—1 < 2r(Ky,).

Dies heiBt aber, dass K C [ZN,, und K C Ifj.
j:No

Weil dazu auch N,, > [ war, folgt hieraus:

Vie N

e
AL

K C Ulf'j und 0 ¢

~
Il
~
I=
~
Il
-~

Wir erhalten so: E\S C U K; und entsprechend |E\S|* < ): K| VI € N.
Jj=l

Aus  lim Z K| —Ofolgt damit: |[E\S|* = |[E\S| =

l%oo]_

E sei unbeschrinkt.
Wir wihlen offene Intervalle(’ Wiirfel”)

I={xeE" g <xj<og+1l,04€Z Vk=1,...,n}.
Alle solchen Intervalle seien numeriert, das heifit in Gestalt der Mengenfolge {/,,}'_,
dargestellt.
Fiir die Elemente von {I,,}>_, setzen wir E,, := E NI, und 8™ = {K € 8: K C I,,}
Vm € N.
(Fiir die folgenden Uberlegungen wiirde uns auch die Teilfolge aller {n}7, mit
I; N E # 0 ausreichen.) .

Nach (i) gilt fiir die E,, mit R m=1,... und S = J K}’")vm e N.
Umordnen liefert: . N
s:=J s U

m=1 m=1

Dabei sind die Elemente der Kugelfolge {K j};"zl nach Konstruktion paarweise disjunkt.

IICS
'Cg

Wir erhalten somit E\S = E\ U K; C U [(En\S) U (In\I)] bei
j m=1

j=1
|(Em\S) U (Tm\lm>| =0.

Damit folgt die Behauptung des Satzes sofort aus Monotonie von ;.
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Bemerkung 2.1.5 (Formel (SL)).
Allgemeine Substitution im E" mit yy.: und ¢ € (CcY(G))" =CY(G), g—% #0:

_ « Mapiib _ _
[ 9t = [ re9a's = [ro0 oo I [ foq o o)
————
9(G) F v
( v )
Radon-Nikod _ d(uL-¢- _ Dx . _
e [ (rog =g dm) = [ (oo YWi)'y beix=07')
9(G) 9(G) -
Satz 2.1.2 (Satz (SI12)).
9:G—=Q, 9 (C(G)", Q= 0(G), G offen mit 22(x*) #£0Vx* € G.
Dann gilt fiir E C G: E € 2y, :
E)| = / 1)y
Ist |g—§| nicht iiber E intbar, so setzen wir |Q(E)| = oo
Beweis. (Skizze) Taylorentwicklung und MWS in Matrixform:
yr=0(")
T x¥e a(p
PR -y = 5, @) =2 +R(%) (" —x7)
mit R(x°):= a—%(fc) - g;( *), beiX Zwischenpunkt. Benutzen als Abkurzung A ((‘3_%)@*))—1

Klar ist per Definition R(x*) =0.

Unter Nutzung der Stetigkeit der 3—2 schitzen wir mit kK € (0,1) und 8 : §(x*, k) ab.

Zunichst Elementweise:
AR=B=[bjs]i") ;—; : 1bjil < 3% Vx%:|]x” —x"[|pr < S undx” € G
und damit
(E)] < xllx® —x*[|Bn sowie (1 —K)[lx” —x*|* < (¢) < (14 K)[lx” —x*|[f

Arbeiten nun mit abgeschlossenem Kreis mit Radius » < & und Ellipsoiden B(a):
B(a) :={y: (¢) < a}, speziell bei a, = r*(1 — k) und a; = r*(1+ k)
Erhalten damit B(a,) C ¢(K,(x")) C B(a;) und mit Volumenformeln:

—_——
messbar
o (PP — .
[B(aj)| = K- (") | 5 o)1=k +2jkc j=0,1 (o)
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Mit (o) und glm. Stetigkeit von ’g—%‘ bei ‘ g—% (x%) — I;—Q (x*)| < gist:
[ 12| a2~ 2eli ) <l /'-;: )2 + 2 Kel)
Dx ® D ¢

K (x*) K (x*

Rest erledigen wir mit Satz von Vitali(SI1) (Satz 2.1.1 ) bei |E | < oo mit

(E) 1= 0(E)| = (2 /\

?)d*x’ VE €G,|E| <o,E €Ay,

(|E| = o ist sinnvoll, wenn ‘g—g‘ ZVi(E,u)) -

Folgerung 2.1.3 ( Folgerung (SI3)).
Ist E € Ay, und |E| < oo, 50 gilt:

E- [

Q(E)

Do~!

(y?)d*y” d.h. 9,9_1 sind sogar mafitreu bei

Satz 2.1.4 (Satz (SI14)). @ wie in Satz 2.1.2 (SI2), f sei integrierbar iiber G.
~1
Beh.: (fog_l)(%(y)) ist integrierbar iiber ¢(G) und es gilt Formel (SL) aus Bem. 2.1.5.

Beweis. E' messbar, E' C ¢(G). Dann ist

v(E") ::/

E/

Dg_l
Dy

(y)d"y VE' C G,E' €,

o-endliches MaB und v ist abs. stetig bzgl. uz (R").

Arbeiten mit Zerlegungen:

¥ —{E\Es } €3(Gf) (1= p)

={E.E),...} €3(0(G).(foe™) (V)
Die Summen stimmen bei E; = ¢(E;) Vj € N elementweise iiberein. Beachten |E;| = v(¢(E}))
und erhalten:

[f(x)d*xund [ (fo@~')(y)dv(y) haben gleiche Zwischensummen.
G oG
Rest (Radon-Nikodym):

]

Satz 2.1.5 (Satz von Sard (SI5)).
Q€ g ound Y : Q — E" mit W(Q) =G und y € C'(Q). P sei die Menge der , kritischen
Punkte“:

—tweo- | PY
P:={"eQ: D_X () =0} #0,

dann gilt: |y(P)| =0
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Beweis. Giinther, Bayer, ... III S.104, Elstrodt S.204 (bzw. Differentialtopologie)
Idee: P ist die Menge der kritischen Punkte. Lokalisierung in abgeschlossenen, beschrinkten

Quadern Q = |J Q;. D.h. 4Q; : PPN Q; # 0, Q; ganz ganz fein achsenparallel zerlegt. Dann
j=1

lineare Taylorentwicklung um krit. Punkte. Ganz feine Quader schlie8t man mit €-tik zwischen

zwei Hyperebenen des Bildraumes und in Kugeln ein. Aufblasen zu Zylinder (im Bildraum)

und berechnen der Zylindervolumen liefert bei € — 0: |[y(PNQ;)| =0 O

Folgerung 2.1.6 (Folgerung (S16)).
Mit dem Satz von Sard bleibt die Formel (SL) aus Bem. 2.1.5 in der Form giiltig, dass gilt:

Dy .
D_X ()d*y

| rwdas= [ o) y
o ’

2.2 Kurvenintegrale

Definition 2.2.1 (KU1).

Y C E" nennen wir Kurve im E", wenn 3¢ : [a,b] — E" mit ¢ eineindeutig, stetig, sowie

v:i=W(9) = ¢([a,b]),

@ nennt man Parametrisierung von y. Bzgl. ¢ nennen wir ¢(a) Anfangs- und ¢(b) Endpunkt

von . Eine Kurve Y = @([a,b]) nennen wir geschlossen, wenn @(a) = @(b) := t_lgr_lo (1)

Bemerkung 2.2.1 (KU1).
Y Kurve und [a,b] = [a,c] U [c,b] so schreiben wir y =1 U7
—— =
D(¢) D(¢,) D(9,)
Bemerkung 2.2.2 (KU2).
Y sei fest vorgegeben und M sei die Menge aller Parametrisierungen von Y. Dann kann man @
und ¥ als Element von M vergleichen: y= ¢([a,b]) = y([c,d]). Wir sagen @, ¥ sind dquivalent,

wenn

L o~y& l/_/_1 o ¢ ist monoton wachsend auf D(¢)

S

2. @y bei 1/_/_1 o ¢ ist monoton fallend auf D(@)
Anfangs- und Endpunkte werden vertauscht.

Definition 2.2.2 (KU2).

a) Wir nennen 7y glatte Kurve der Klasse C' : y € C!, wenn eine Parametrisierung @ vony
existiert mit @ € (C'[a,b))", L €N, 1 > 1, sowie |@(t)||lgn # O mit ¢(t) = %(g(t))

b) vy nennen wir stiickweise glatt (von der Klasse C!) bei

N
y= .Ulyj, yeCl Vj=1,...,N
]:
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Definition 2.2.3 (Def. (KU3) ,,Rektifizierbare Kurven*). (vgl. Def (OUSZ) aus 1.6.3)
Sei 'y Kurve und 2, ;) = {Ex}iy, [a,b] = D(@), @la,b] =y ([a,b] = E):
Wir erkldren schwy o(Ey) := sup [|@(t) — @(t)||g».

1t EELS ~
messbar
Analog erkliren wir schwy,y (E} ) fiir zweite Parametrisierung y. D(y) = E'.

Y heifst rektifizierbar (Lingen-messbar) wenn fiir belebige @ und y gilt dass:

N, Nt
sup (Z schwy o(Ex)) =  sup (Z schwy y(Ep)) < oo (%)
ZE€3(E) k=1 - Z€3(E) k=1 -

1
Setzen als Kurvenlinge: || (:): sup (Y schwy o(Ex))
ZEE3(E) k B

Bemerkung 2.2.3 (KU3).
(%) ist nicht trivial bei E = [a,b) und immer zu iiberpriifen, hier sei z. B. mit u;({0}) =0,

setzen @(t) = [sirtll Vt € [-7,0) und ¢(0) = [g] beit =0.
t

Notation 2.2.4 (Kurvenmal).

Das Kurvenmaf3 v auf dem messbaren Raum {y,&} mit € = (¢ (Ay, ))(y) wird fiir beliebige
A € € erkldirt durch:

V(A)=1|A| = sup (Z schwy o (Ay)) und [7,€,v] ist Mafiraum.
2;€3(97 1 (A)=A) & a

Satz 2.2.1 (Satz (KU1)).
Ist y € C" und D(¢) = [a,b], so gilt:

b
[ .
M ;:/||9<t)||Endr sowie v(A):/dv( / 19(t) [gndz

A 97'(4)
b
Beweis. Bei Existenz von [ || (t)||d? (stetige Funktion auf kompaktem Triger) gilt sofort:
a

b
[Ylmach 1y < [ || @l|dt und || ;) = ||y Wir haben angenommen v ist wohldefiniert (vgl. 1.6.2).
s I
O

Bemerkung 2.2.4 (KU4).

N N
Ist vy stiickweise glatt, so gilt bei y =] ;- Y=Y |7l
=1 =1

Definition 2.2.5 (Def. (KU4)). Essei f:GCE'—=E'undycC G,yeC.
Ist fy (Einschrinkung von f auf'y) aus 11 (Y, V), so nennen wir

/fy )av(s /fy / x(O) () dr - (x= )
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Kurvenintegral 1.Art. (v unabh. von Q. Integralwert hiingt nur von Funktion f als Reprdsentant
ab.)

Beispiel 2.2.1.

y:={o(t) = tc9st , 1 €[0,0)}, y€C' (Archimedes)
- tsint

Setzen T € [0,00), T < oo

lvr| = @([0,T]) /\/ 1 +12dt = \/1—|—t2—i—arcsmht T\/ 14 T2+ arcsinh T

Folgerung 2.2.2 ( Folgerung (KU2)).
Analog Bem. (KU4) 2.2.4 gilt mit dem gleichen Argument fiir y = L]\j Y, ¥ € C! (y stiickweise
glatt), dass -

(A) N

(U) Die Umorientierung von y(a ~» b): Anfangspunkt a, Endpunkt b zu y(b ~~ a) dndert den
Wert des Kurvenintegrals 1. Art nicht:

| #as= [ s

Y(a~b) Y(b~~a)

Bemerkung 2.2.5 (Anmerkung).
fy kann man als Massendichte (bzw. Ladungsdichte) auf 'y ansehen.

Bemerkung 2.2.6 (KUS).
Ist y € C', so definiert

den -Einheitstangentenvektor an 7.
Die Tangente an 7y im Punkte x(t) = @(t) schreibt man hier mit der Punkt-Richtungsgleichung

als:
T:={xeE":x:=0(t)+A-¢e,A €R}

Definition 2.2.6 (Kurvenintegral 2. Art (KUS) ).
Esseiv:G CE" = E" mit y C G, e, := T Einheitstangenten-Vektor.
Erkldiren : fy = y‘Ty - T als Skalarprodukt. . Ist fy € Vi(v, V), dann bezeichnen wir den Ausdruck




Bemerkung 2.2.7 (Anm. KUI).
dxy % (Xl (l‘))
Hieristdx= | : | und x(t) = : also: x(t)dt = dx.

dx, %(xn (1))
D.h. in der sogenannten Standard-Schreibweise:

/f@z/xw@i
y /=1

Y

Definition 2.2.7 ( (KU6) ).

Ist v geschlossene C'-Kurve, so schreibt man in diesem Fall:

/f@z%f@

Y Y

Bemerkung 2.2.8 (Bem. (KU6)).
Wie in der Folgerung 2.2.2 haben wir beim Kurvenintegral 2. Art

(A) N

(U-) Die Umorientierung von y(a ~ b): Anfangspunkt a, Endpunkt b zu y(b ~~ a) dndert das

Vorzeichen beim Kurvenintegrals 2. Art:

/mfﬂz— /zwz

Y(a~b) Y(b~a)
Beweis. Einfach nachrechnen mit verschiedenen Parametrisierungen. O]

Bemerkung 2.2.9 (Physikalsche Bedeutung . KU2).

v sei Krafifeld, dann ist [ v! dx die Arbeit, die man leisten muss, um einen Massepunkt entlang
Y
der Kurve 'y von a Anfangs- zum Endpunkt b im (gegen) Kraftfeld v zu bewegen.

Definition 2.2.8 (Wegunabhingigkeit des KUI 2.Art).
v:G—E"mit G£0, a, be G undT sei die Menge: T := {y(a ~ b) C G stiickweise in C'}

Gilt dann [v!dx = ¢ (unabh. von y) Vy € T, so nennen wir [ v dx wegunabhiingig.
Y Y

Folgerung 2.2.3 (Folgerung (KU3)).
Ist [ v!dx wegunabhiingig, so gilt fiir alle geschlossenen Kurven (Wege) ¥ C G

Y(a~Db)
mita,b € ¥:
j{deg =0

Y
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Beweis. Benutzen: Kurve ¥ = y(a ~> b) Uy, (b ~ a) mit:

Y(a~b) n(a~b) n(b—a)
Dann gilt:
/ vidx= / vdx+ /
Y y(a~~b) 11 (b~a)

Bemerkung 2.2.10 (Anwendung . KU2).

Diese Eigenschaft liefert in der Funktionentheorie ein ,,Holomorphie “-Kriterium.

Definition 2.2.9 (Sternformiges Gebiet).
Wir nennen ein Gebiet G C E" sternformig (bzgl. x° € G), wenn 3x° € G derart, dassVx € G
und VA € (0,1) auch alle X := x° + A (x — x°) € G sind.

Satz 2.2.4 (Satz (KU4) (Potentialfeld).
v:G CE" sei aus (C'(G))". G sei sternformig bzgl. x°. Die folgenden Aussagen sind fiir n > 2

dquivalent.

i) v=VP (v=gradP) ; P nennt man eine Potentialfunktion.

i) Yy € C' mit y C G gilt: [v!dx ist wegunabhdingig.
Y

iii) v geniigt der Integrabilititsbedingung:

an 8vk

— == k=1,...,nj#k
a.Xk a.x] v]a ) 7’1.]7é (O)

(Man sagt bei n = 2, 3 auch, dass die Rotation von v verschwindet)

Beweis.

, .. dP OP dxj & 8x] L dxj

V= Zax, P N i Wb

j= Jj=
P iff-
R ‘jl ar " Px(b)) - Plala) = ()~ Pla)
Y(a~b) Y(x(a)~x(b)) a
il) = 1)
G sternférmig. Wir erkliren: P(x) = [ vldx
Y [xo_>£]
mit Integrationsweg
=R =] = {e@) = x(t) =2 +1-(x —x%),t€[0,1]}

1) = iii) Satz von Schwarz
1ii) = ii) (Spiter:) Satz von Stokes ]
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2.3 Oberflichenintegrale und Differentialoperatoren

Idee des Oberflichenintegrals im E>:
¢ Parametrisierung von der Fliche §, ¢ € (C "))} n(c°(®@))? und
Rang (%—%) (t°) =2 Vt° € 0, IF = ¢(dw) orientierungserhaltend.

15}
ng

nix
n

Die differentielle Andemng d*t = dt,dt, bewirkt auf § die differentielle Anderung:

e, @) x @, (1)llgsdridry

Flachenmaf}

[ (t) =: N(t) die Normale an § im Punkte @(t).
Hier ist ||N|| # 0 weil Rang (%—%) =2

Definition 2.3.1 (Oberflichenmall n =3 ).
Das Oberfliichenmaf3 v(.) erkliren wir analog zum Kurvenmafl in Bemerkung 2.2.3 mit der
Radon-Nykodym-Ableitung vgl. Satz 1.10.3 durch:

V@) = [llg, x @, ldu() VU= 9(®),9 € A, (@)
[

dh: |3|:/”9n xQQHEsd*z:/dv(O):/dO
[ s 5

Definition 2.3.2 (OI1) ).
f:GCE?}—=E! §CGund f; Einschrinkung von f auf §. Bei fz € Vi (3, V) nennen wir den
Ausdruck

/ fz(x)dO = / fzdv(0) Oberflichenintegral 1. Art.

§ §

Definition 2.3.3 (012) ).
Es sei N der Normalenvektor an § im Pkt. x = @(t). N sei richtungsfix im Sinne stetiger
Fldchennormale und ng := m ‘N. Seiv:GCE3 = E3mit§ C Gund fg ::y% -n€Vi(F,Vv).

Wir nennen den Ausdruck

0
~ ~ =
/fsd0=/zTﬂd0=/szQ
3 3 3
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Oberfliichenintegral 2. Art. dO = N - ﬁ -IN

|dt nennt man vektorielles Oberflichenelement.

N SN——
d0
Ist § geschlossener Rand eines Gebietes im B>, so schreiben wir: $v!dO.

§
Bemerkung 2.3.1 (Anmerkung OI1).

Physikalisch ist [ v! dO der Fluss durch Fliiche § in Richtung ng.
§

Definition 2.3.4 (DOI1) ).
Istv € (CY(G))", so erklirt man:

2

’ n 8vj 3?1
divy =V E:Z—(x) VxeG , V=11:
j=19% P

Ixy

Folgerung 2.3.1 (Folg. DO1).
Isto:GCE"— E! mit [0S C'(G), dann gilt: grado(x) =V - ¢(x)

Definition 2.3.5 (Rotation-DO2 ).
Fiirv: G C B? — E? mit v € (C'(G))? definieren wir (roty)(x°) = (V x v)(x°) Vx° € G. roty
nennen wir die Rotation des Vektorfeldes. Speziell gilt mit

1 0 0
€1 = 0 , €7 = 1 , €3 = 0f:-
0 0 1

d d R d d v d d R
= (8_)62v3 - 9_)63v2) (x%)e; + (&—)63\’1 - 8—)61\’3) (x%)er + ((9_)clv2 - (9_)czv1) (x%)es
Folgerung 2.3.2 (Folg. DO2).
f:G—=E' mit GCE", fcC*G), dann gilt:
(AN ) = () 52/ = (V" V) f](x%) = (div(grad ) (x")
j

Beweis. Nachrechnen

Bemerkung 2.3.2 (Bemerkung DO1).
Die Rotation (oder curl) eines Feldes ldsst sich auch in den folgenden Fiillen sinnvoll erkldiren:
f:GCE? - E' undy =y(x1,x): G CE?> = E! (mit f € C'(G),y € (C'(G))?)

hier setzen wir:

0 = f
(rot f(x°) = (rot |0 )(x") = | =52/ | (")
f 0



9
(Kurz: (rot f)(x%) = ”_a)% ] f] (x7))

8x1
und
Vi 0
(roty)(x”) = (rot | va | )(x”) = 0 (x7)
P2l d
0 a—le2 - a_xzvl

(roty = (L2 — £2)(x%))
In Bezug zur Integrabilititsbedingung spricht man bei v : G C E" — E" mit v € (C'(G))" und
(%v — aixkv i)(x%) =0Vj,k: j#kund x° € G von Vektor-Feldern mit verschwindender

J

Rotation.

Definition 2.3.6 (Normalbereiche des E").

Ein Normalbereich des E! ist ein kompaktes Intervall: [a,b] C R. (Nun induktiv).

Es sei n > 2 und die Normalbereiche des E"! seien definiert.

Q als Abschluss eines beschrinkten Gebietes Q C E" nennen wir Normalbereich der Klasse
C!(bzw. C'), wenn El{g(j) }ijzl :g(j) :D(g(j)) =®,; C E"! — E" mit ®; sind Normalbereiche
des E" ' bei j=1,...,N undg(j) € (CH(@)))" (bzw. (Cl(@;))"

sowie:

IV— 39(1) B
. Vt € @;:Rang 3 =n—1

Bemerkung 2.3.3 (OI2).
Die Abbildungen g(j) kann man auch im Sinne der Einschrinkung von V) - Gje E-1 - E”
bei®; C Gjund @) € (C!(G))" iiber V) (1) := @) (t) Vit € ®; erkldren.

Bemerkung 2.3.4 (OI3).
Q sei Normalbereich im " und y : Q—E" mit Y € (CHQ)) — E" mit g—% #0 VYx€Q, dann
ist l/_/(ﬁ) = G wieder ein Normalbereich des E".

Beweis. (Einfach Verkettung der Abb. und Def. iiberpriifen) O]

Definition 2.3.7 (Def. (OlI4),,k-dim diffbare Mannigfaltigkeit).

Eine Menge M C E" heif3t k-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C' fiir
k<n-—1, wenn Vx° € M 3U(x°) und Abb. ¢ € Cl(w)), € T, so dass ¢(w) =U")NM
gilt mit @ als eineindeutige Parametrisierung von U (x°)NM.

@ nennt man die lokale Karte von U(x°) N M. Das System {Q(O‘)}QGM nennt man einen Atlas

von M.
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Definition 2.3.8 (Def. (OI5) ,,Abgeschlossenes Fliachenstiick*).
Es sein > 2:§ C E" mit § abgeschlossen. § heifit abgeschlossenes Flichenstiick der Klasse
Cl(bzw. C!), wenn es eine eineindeutige Abbildung (Parametrisierung) @ von § gibt mit

@ :@=D(9)—E", mit® e E"! (und dort Normalbereich), so dass § = ¢(®), ¢ € (C'(®))",
sowie Rang <a ) (t°)=n—1 Vt°€®. JF:= @(dw)nennen wir den Rand von §.

Bemerkung 2.3.5 (OI4).
§ und 0F sind unabhiingig von der konkreten Wahl der Parametrisierung @ (und ®)

Beweis. Essei § = ¢(®) = ¢?(@o): Konstruiere regulidre Abbildung.

_ __ Dby | 0 — ) A
Vio— O:D—T(g);ﬁo Vi°c® bei ® = @
Verkettung liefert Beweis. L
Bemerkung 2.3.6 (OI5).

035 ist bei n > 3 formal(Anderung der Raumdimension) selbst Vereinigung endl. vieler

abgeschlossener Flichenstiicke der Dimension n —?2. (Bei n = 3 sind das Jordankurven 7.)

Satz 2.3.3 (Satz (OI1)).
Jede kompakte (n — 1)-dim. Mannigfaltigkeit M C E" der Klasse C' kann man in endlich viele

N

(n— 1)-dim. abgeschlossene Flichenstiicke §j der Klasse C! zerlegen, so dass M = |J § j und
j=1

bei j #k ;F;NFx € {0,F} ist. Hier bezeichnet § ein (n— 2)-dim. abgeschl. Flichenstiick.

Beweis. Idee:
Wihlen aus {Q(g)}geM endlich viele aus. Sichern hier: go( Nwj)n (p(k)( ) = 0.
Argumentieren mit achsenparallelen Quadern U(/) (x*/). Rest: Erkennen von (p( N(@w;)N q)( ) (0 axy)

als (n — 2) abgeschlossene Fléichenstiicke. O

Erkliren nun die Normale N an ein (n — 1)-dim. abgeschl. Flichenstiick § C E” der Klasse C'.

Rang ( ) (t°)=n—1 V’cw: Dafiir setzen wir
[ 991 991 T
o A
33}&1 %‘Pkfl
N k—1 t th— s
(D(k)f)(éo) = (—1)"""det 3(Pk1+1 3<;k+11 beik=1,...,n
all e aln_l
I, ¢,
L dn 7 Oty

n
Erhalten deshalb: D, ; Y (( (¢2))? # 0 und damit:
k=
n
N(°) = N (x(t°) = Z mit kanon. Einheitsvektoren ¢;, k=1,...,n
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Hier ist || N|[gn (¢?) = D(¢)(t°) # 0. Setzen schlieflich n = m& als Flacheneinheitsnormalen-

Vektoren.

Zunichst sind hier die {N, {3—%}”_1 } linear unabhingig im [E", weil det (N , % N > D% ) #0

und Determinantengesetze (,,gleiche Zeilen oder Spalten®) liefern Orthogonalitit: N7 -
Definition 2.3.9 (Oberflichenmal ).

Das Oberflichenmafs v(.) erkliren wir analog Definition 2.3.1: Sei § ein (n— 1)-dim. abgeschl.
Flichenstiick der Klasse C'.

L
@A @) 1] 1 BRIV ) = 9B
;
durch:
2] = v(@) = [INOllsdiee) VI = 9(8), 9 € Uy, (@)

¥
dh: |3 = / IN(O)|[ndt = / dv(0 / do

Definition 2.3.10 (Def. (OI6) ,,Oberflachenintegral*).

T sei (n— 1)-dim. abgeschl. Flichenstiick der Klasse C'.

§C G CE" sowie f:G—E' undv:G— E" fz €Vi(S,v) bzw. f =yl .neVi(g,v).
Wir nennen

(1) ffg( )dO = ffg( )dv(0) Oberflichenintegral 1.Art
(I) [ fz(x)do= [ v (%) nz(x)dO = [v" (x)dO Oberfliichenintegral 2. Art
3 § \7f—/ S
Bemerkung 2.3.7 (OI6).

Bei diffbaren Mannigfaltigkeiten und Rand dQ von Normalbereichen muss man bei (II) OI 2.

Art die Normalenrichtungen ,vereinheitlichen*. Nun sei Q Normalbereich der Klasse C' im

E". Rand dQ = U (p (@), die g(j) (@) Randflichen von Q und g(j)(a)j) ﬂg(k)(a)k) =0.
J_

Geschrieben mit Flichen §; N§=0 Vj#k

Lemma 2.3.1 (OI1).
X € Q(j) (¢) € 9(1)(601) sei ,,innerer* Randpunkt - d.h. ,,innerer* Punkt der Randfliiche § .
Weiterhin seien bei 0 < 8 : g(h) : g € (C'(—8,8))" mit g(0) = x und

J)
det( a%) (0,£) >0 (o), wobei x = ih 8

G+ :={g(h), he (0,n)}
G :={g(h),he (-n,0)}

g (nach oben) genau einer der folgenden Fiille zutrifft:

Dann existiert 1 = 1(x,g) > 0 derart, dass mit Vx € Q(j)(a)j) und
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a) G- CQ Gt cQ g=1
b) GFCQ, G CcQ g=—1
¢) GT,GTCQ, =0

Bemerkung 2.3.8 (OI7). Der Fall c) behandelt (reprdisentiert) innere Schnittfliichen von Q2.
(Schlitzflichen oder Schlitz-Kurven)

Beweis. (Lemma 2.3.1:) x°= 9(;0) = g(j) () mitf = Q(/)

Setzen
a D1y p(t%)
a=|:|= : Y= ERxw; =W, und y(s1):=as+Q(t)
- r —_— /) -
an]  LDw@(°) =y
Dann gilt:
—V_/ i :—EO(D *)?>0 =3IV=U(s tO)CRxa)-'D—E>O VyeV .(Q)
X =1 - (9) = - X j - DX X .

Wir konnen hier einfach s° = 0 wihlen.

Nach oben existiert Umgebung Uy (x?) mit U (x?) = y/(V) (bei Existenz der inv. Abb. 1//|U (& ))
Erkldren jetzt ¥ als offene Randstiick-Parameter-Menge: © := {t € w;: [0,]T € V}

= @(¥) ist offen in @(®;) und in IQ. = A := JQ\ (V) abgeschlossen und x° ¢ A.

Wir kdnnen gegebenenfalls durch Verkleinern von V sichern, dass gilt: x° € Uy und ANU; =0
Daraus folgt sofort: dass gilt U; NdQ C ¢(B) !

Nun sei wieder s = s° = 0.
O.B.d.A. nehmen wir an, dass gilt: U1 NdQ = {@(¢) : ||t —1°||gi1 < B}

0 —y{yeVg,s>0
Wir setzen Vg :={y: || _° |z < B} und L Yy €Vp.s >0}
R L I | Uy = yly € Vg,s <0}
~~ -
¥’ y

Die Mengen U1+ , U, sind offen und zusammenhingend und enthalten keine Randpunkte mehr.

Die Mengen U 1+ nQ,U 1+ NQ° sind offen und eine der Menge ist leer. Analog fiir U, .
Wiren nun Ufr U C Q°, so konnte x° nicht Randpunkt sein, d.h. Ufr , U C Q. Andere Fille

analog. Damit verbleiben nur noch die Fille a)-c) zunéchst fiir U 1+ U

Nun sei x = @(t) € U1 N @(w;) und g entspreche den Vorraussetzungen.

Dann existiert 11 >0: Gy :={g(h),h € (—1,m)} C Ui und y~(Gy) C V.
s(h)

t(h)
In Umgebung von / = 0 sind hier s und ¢ nach h diffbar und mit g(0) = x° gilt:

D.h. y~!(G)) hat die Darstellung: v 1(G1):={ ] Jhe (—mi,m)}
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g(h)=s(h)-a+o(t(h)) Vhe (=m,m)

- - : 99 dt
Die Differentiation nach £ liefert: x := % 8o = fll—lsl(O) -a+ a—jd—}-l(())
. . . ag ds Di’ ds
Mit (o) und (©O) liefern Determinanten-Rechenregeln: det (k, E) = 5.(0) o = 5 (0)>0
4 Y 1o
——— = |y
-0 ——
>0

Wegen s(0) = 0 und s(h) monoton wachsend - sind alle oben fiir U;",U; untersuchten Inklu-
sionen in Q bei moglicher Anderung von 1y zu 1 von Gy direkt auf G+ und G~ iibertragbar.

Rest: Klappt fiir ganz ¢ (@;) mit einfachen Zusammenhangs - und Stetigkeitsargumenten.  [J

Definition 2.3.11 (Def. (OI7) ,,Oberflichenintegral ).

M sei Rand eines Normalbereiches M = dQ bzw. abgeschlossenes Flichenstiick im E", mit der

N
Darstellung M = | §; als Vereinigung abgeschlossener Fliichenstiicke im E" der Klasse C L
j=1

bei ;N F=0 Vj#k

v

N N
Dann gilt: €(M (U ) (A, (@)) ) ) Z / Dy (t)dt VAEC

=loin-1anei@)

Esseien f:G—E!v:G—E"mitM C G, sowiefgj,yT-QSj:fe Vi(§j,v), Vj=1,...,N
Wir nennen

(i) f fm(x)dO = Z | f3;(x)dO Oberflichenintegral 1.Art und
J=15;

N
(ii) ffM( )dO = Z 8Jffg (x)do= Y, [vI(x)dO Oberflichenintegral 2. Art,
J=15;
mit dej = SJ ngdO‘gj

Ist Q Normalbereich, dann €; aus Lemma 2.3.1. Sonst beginnen wir mit §1. Setzen € = 1 und

bauen uns zu M ein Gebiet, wobei N nach aufsen zeigt.

2.4 Partielle Integration und Integralsitze

Definition 2.4.1 (Sdulenformiges Gebiet (PI1)).
G = Q sei beschriinktes Gebiet, G Normalbereich und G C C', dG C C! (stiickweise).

#
Wir nennen G siulenformig bzgl x(xj, j=1,...,n) wenn ¥x* € PsG = G* mita = (a()_; )>

b(x* _ _
und b = ( ()—; )) , a,b € G, stets ihre Verbindungsstrecke in G liegt.
X

Bemerkung 2.4.1 (PI1).
Alle folgenden Argumentationen lassen sich lokal auf beliebige Normalbereiche der Klasse C'

iibertragen.
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Satz 2.4.1 (Satz Partielle Integration im E" (PI1)).
Seien f,g € C'(G), G sculenformig bzgl. x;j, dann gilt die folgende Integral-Identititit:

/<8f>gd*x—/f )cos(e;,n)dO — /f —d* j=1,...,n
G a] ij

Bemerkung 2.4.2 (PI2).
Hier reicht f,g € C°(G)NC'(G)

Beweis. Satz 2.4.1 (Skizze)

X

Projektion B
dx;...dx,

|
[

|
[
a b
—

ny =cos(e,n(b)) = ef -n(b)

Nutzen die Formel (Sy) aus 2.1:

b(x*)
/f X1, x= / / f(x1,x")dx d* x* (S4) liefert hier
[ P4#G=G*a(x")

ax1 ed'x / / Shgnas ™ [(0)s() - fla)stad’s* / Fatan

G#

~~

(4)
Hier gilt: d*x* = cos(e;,n)dO und ni(a) =el -n(a) <0 sowie ny(b)=el-n(b)>0

W= [ swswmdo+ [ —fs)-(-m)do= [ f-g-mdo

G (...)>0 G (...)<0 oG
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Bemerkung 2.4.3 (PI3).
Satz 2.4.1 allg. fiir g = 1 bewiesen in Grundkurs Analysis, Teil 3, S. 117 ff.

Satz 2.4.2 (GauBscher Integralsatz PI2).
N

Q sei Normalbereich der Klasse C' im E" und 0Q = 0;QU 0,Q, wobei 0;Q = |J S mit
j=1

N
Sj::lzlundaz.Q: U 3jmit£j:O.
J=N+1

Dann gilt fiir v € (C1(Q))":
/ divvd*x = 7{ vIdo
Q 212

Bemerkung 2.4.4 (P14).
Im E? haben wir fiir die Oberflichenintegrale entsprechende Kurvenintegrale. Ist Q ein
Normalbereich der Klasse C' im E?, so besteht sein Rand 02 aus glatten Jordankurven.

Hier gilt speziell mit entsprechender Parametrisierung:

n 1 sz(l‘) i 1 Xl(t)
=[x g2 | =X (r) T RO |%2(0)

Damit hat der Gaufscher Integralsatz die Gestalt:

/divyd*ng (vidxy —vadxy)
Q 20

Die folgende Gleichung nennt man den ,,Stokesschen - oder auch Greenschen Integralsatz* der

Ebene:
/ (8\/2(3_6) B 9V1(£)) d*)_c:/rotyd*lzf vl tds :f vl dx
Q dx) dxo Q 00 o0

Beweis. Einfach Formel der partiellen Integration aus Satz 2.4.1 anwenden. O]

Satz 2.4.3 (Stokesscher Integralsatz PI3).
T sei abgeschlossenes Flichenstiick der Klasse C' imE? , v € (C'(G))? und § C G,
N
0% = diTU KT, di§ = U ¥, (keine Schlitzkurven) und oh§ bestehe nur aus Schlitzkurven.

j=1
Dann gilt:

/(roty)TdOZ /yTa’g

§ T
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Beweis. Es reicht, den Beweis fiir d§ = d;§ = ¥ zu fiihren, wobei § = 9(6) sei, also Bild des
Normalbereichs @ im E2:

Wir betrachten dazu den ersten Summanden im Kurvenintegral 2. Art:
[ v = [0 G+ 2 an) = (o
vidx; = [ v —-— —-— = (o
1441 (XL P f 1 P t 2
=¢(dw) Jo

Auf @ konnen wir den ebenen Stokesschen ( Greenschen ) Integralsatz im Sinne von Bem. 2.4.4
anwenden und erhalten:

/{ 8x1 d 8X1 ausrechnen /{ avi D X3,X1) vy D(xth) }d*
8;1 (9

l‘z a_l‘z (V] y ax:z, Dt 8x2 . Dt

Damit kénnen wir das Ergebnis mit den Komponenten des Einheitsnormalenvektors n

/ vidx) = /{8 . —L .n3}do

Y=9(dw)

schreiben:

Analoges Vorgehen fiir den zweiten und dritten Summanden des Kurvenintegrals 2. Art liefert
die Behauptung des Satzes. [

92



