Vorwort
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geraten ist, dal® sich das Buch nicht nur als Begleiilekizu einer entsprechenden
Vorlesung, sondern auch zum Selbststudium, zum Nachlesen oder zur Vorbereitung
auf Piifungen eignet.

Auf die Stoffauswahl gehen wir in der Einleitung ailisflich ein. Hier sei nur bemerkt,

dal einerseits der Geometrie und vor allem der Nahtstelle zwischen geometrischer An-
schauung und mathematisch-logischer Formulierung ein groRes Gewichtéeimger
wird. Andererseits wird ein grof3er Teil der grundlegenden Theorie, wie er etwa auch
von Studenten der Wirtschaftsmathematik oder Physiktigiwird, in diesem Buch
behandelt, auch wenn es nur den Inhalt des ersten Teils der zweisemestrigen Vorle-
sung,Analytische Geometrie und lineare Algebra”“ wiedergibt. Breiten Raum nehmen
die Behandlung linearer Gleichungssysteme (Gauf3scher Algorithmus), die Deter-
minantentheorie und die Eigenwerttheorie linearer Abbildungepeirklidischen®
Vektorraumen (Hauptachsentransformation) ein.

Wir sind beniiht, schnell zu den Kernpunkten der jeweiligen Themenbereiche vor-
zustoRen und verzichten dabei bewul3t adfgmdgliche Allgemeinheit. Zahlreiche
Beispiele, die teilweise den Charakter vonagénUbungsaufgaben haben, sollen das
Verstaindnis neuer Begriffe oder Methoden unmittelliadern.

Wir haben dem Verlag und insbesondere den Herren Andrédsund Martin Reck

zu danken ifir die jederzeit angenehme Zusammenarbeit. Herrn Peter Lerner danken
wir fUr seine tatkaftige Mitwirkung bei der Erstellung defTgX-Dateien und Herrn
Christian Meisteriir seine Hilfe bei der Durchsicht des Manuskripts.
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Einleitung

In der AnfangervorlesungAnalytische Geometrie und lineare Algebra“ ist es heute
vielfach Uiblich, einfach mit der abstrakten Theorie der Velkdome und evtl. sogar

der Modulniiber Ringen zu beginnen. Man hat das Bestreben, sofort von den ma-
thematischen Grundbegriffen auszugehen und aus ihnen alles zusammenzubauen. Das
soll zu einer logischeblbersichtlichkeit fihren. Aber der Ariinger wird staunen, was

es so alles gibt. Er kann sich bei manchem nur wenig denken.

In der Technik, aber auch in der Physik wird im allgemeinen erst nur3der
dimensionale anschauliche Raum auftreten. Er hat noch keine Koordinaten. Man hat
noch keine Tripel von reellen Zahlen, dafber gibt es eine Vorstellung von Geraden,
Winkeln, Translationen, Drehungen. Vektoren gibt es. Sie sind Pfeile einer bestimmten
Lange. Man kann mit ihnen rechnen. Warum geht man dann nicht von diesem Raum
aus? Man kann die Vektorraumeigenschaften ableiten und so den Studenten zu den
in der Mathematik ndrlich notwendigen Abstraktionen hiitiren. Die Abstraktionen
werden dann als natlich empfunden. Man kann dann auch die Existenz von recht-
winkligen Koordinaten zeigen und die Isomorphie mit dem Zahlenraum herstellen. Die
Existenz einer solchen Isomorphie bedeutet, dal? der anschauliche Raum die gleiche
Gestalt wie der Zahlenraum hat.

Wer seinen Baum beschneiden will, wird nicht erst Koordinaten in seinen Garten
legen.

Das hier vorgestellte Axiomensystem ist auch ein vatgiges Axiomensystem der
euklidischen Geometrie. Anders als bei Hilbert werden jedoch keine Geraden, sondern
Pfeilvektoren verwendet. Das ist praktischer. Die Pfeilvektoren findégaall An-
wendung. Ndirlich wird nicht die alte hyperbolische Geometrie mit eingeschlossen.
Diese dirfte aber auch heute ziemlich ohne Bedeutung sein. Wenn man sie machen
will, ist es ohnehin besser, gleich die Quotienten von Liegruppen zu untersuchen! Die
nicht-euklidischen Geometrien werden hier gleich dadurch ausgeschlossen, dafl3 man
fordert, daR die Relatiofparallel eineAquivalenzrelation ist und daR das Parallelo-
gramm der Kafte qilt.

Es sei noch erahnt, dal3 die Griechen keinen Beweis des Satzes von Pythagoras
geliefert haben, der den heutigen Anforderungen entspricht. Sie héielich den
Flacheninhalt benutzt, ohne ihn zu definieren. Auéltdn sie zeigen irssen, dald

er invariant gegen Drehungen ist. An sich hat der Pyth#Egohe Satz mit dem
Flacheninhalt nichts zu tun. Dieses Buch diiteinen exakten Beweis.



X Einleitung

In dem ersten Kapitel dieses Buches wird zwar&ahst der-dimensionale reelle
ZahlenraumR™ als Menge dem-tupel von reellen Zahlen und der Begriff des ab-
strakten Vektorraums eing#irt, damit man die speren Begriffe einordnen kann.
Dann geht man jedoch im zweiten Kapitel sofort zur Anschaulichidedr. Insbe-
sondere wird die anschauliche Ebene betrachtet. Hier wird unser Axiomensystem der
anschaulichen Geometrie soweit entwickelt, dal® die anschauliche Ebene als zweidi-
mensionaler reeller Vektorraum erkannt werden kann.

Hierauf aufbauend entwickeln wir ifn 3. Kapitel die Grundlagen der Theorie end-
lichdimensionaler (zuichst ausschlieBlich reeller) Vektaume sowie der linearen
Abbildungen zwischen diesen. Wir werden zeigen, daf} durchikinhg geeigne-

ter ,Isomorphismen “ (Koordinatensysteme) die Betrachtung linearer Abbildungen
zwischen endlichdimensionalen Vektiaumen zuiickgefihrt werden kann auf die Be-
trachtung linearer AbbildungeR™ — IR™. Diese sind dem ebenso einfachen wie
wirkungsvollen Matrizenkalld (dabei handelt es sich lediglich um die Manipulation
von Zahlenschemata) zagglich, den wir simultan und gleichberechtigt zur Theo-
rie linearer Abbildungen entwickeln und mit dessen Hilfe wir zahlreiche theoretische
Resultate herleiten werden. Breiten Raum nimmt die Behandlung linearer Gleichungs-
systeme bzw., was, wie wir in Kapitgl 3.7 darlegen werden, dazu gleichwertig ist,
allgemeiners-dimensionaler Ebenen ein. In diesem Zusammenhang wird der Gaul3-
sche Algorithmus vorgestellt, aus dem wir neben rechnerischem auch stets grof3en
theoretischen Nutzen ziehen werden.

In Kapitel [4 sprechen wir speziellere Fragen der Vektorraumtheorie an. Im Mit-
telpunkt stehen dort duale Vektéume und duale Abbildungen sowie in diesem
Zusammenhang einige Besonderheiten unendlichdimensionaler \&kiwer Die

Idee, zusammen mit einem Vektorrabmdie Gesamtheit aller linearen Abbildungen

V — R zu betrachten, ist grundlegend in vielen Bereichen der modernen Mathematik,
fuhrt zum einen von einer abstrakten Seite hin auf den Begriff der Orthogitnaiid
bietet zum anderen in allgemeinen Situationen einen Ergabziv. eine Verallgemei-
nerung von Orthogonaét. Austihrlichere Erkhrungen versuchen wir zu Beginn und

im Verlauf von Kapite[ 4.

Kapitel[§ ist der klassischen Determinantentheorie und dabei wegen ihrer enormen
Wichtigkeit unter anderem der Cramerschen Regel gewidmet. Auch dieses Kapitel
fuhrt wegen der geometrischen Bedeutung der Determinante hin zu Kdpitel 6, in
dem unser in Kapitél]2 begonnenes Axiomensystem der anschaulichen Geometrie um
diejenigen Axiome er@nzt wird, die Orthogonatbitt, LAnge, Winkel, Drehung, @
betreffen.

Damit erhalten die anschauliche Ebeii’ und allgemeineiR"™ die volle Struktur
»euklidischer Vektor@ume®. Das Vorhandensein eines Skalarprodukts erlaubt es uns,
in Kapitel[] etwa,othogonale“,,selbstadjungierte* odgmormale“ Abbildungen zu
betrachten. Die starken Eigenschaften solcher speziellen Abbildungen erlauben die
Herleitung sehr weitreichender Resultafelguptachsentransformation*), deren volle



Einleitung Xl

Eleganz und Allgemeinheit sich aber nur in komplexen Vekiomen erreicheralit.
Deshalb beginnt dieses Kapitel mit einer Eihfung in komplexe Zahlen und kom-
plexe Vektoraume; in der Hoffnung, dal3 vieles schon aus der gleichzeitig erlernten
Analysis vertraut ist, fassen wir uns hier recht kuriar Bie angesprochenen Klassen
von Matrizen werden wir orthogonale Koordinatensysteme konstruieren, so daf3 das
Rechnen mit linearen Abbildungen in diesen Koordinaten so einfach wird wie das
Rechnen mit reellen oder komplexen Zahlen. Als Beispiele werden wir Wurzeln und
Exponentialfunktionen geeigneter linearer Abbildungen bestimmen. Ganz wesentli-
ches Standbein dieses Kapitels ist giggenwerttheorie linearer Abbildungen”, die
mit all ihren Weiterentwicklungen und Verallgemeinerungen grundlegéndiiéle
Bereiche der modernen Mathematik und Physik bis hin zur Quantenmechanik ist.

Mit dieser Stoffauswahl hoffen wir:

e die geometrischen Wurzeln der linearen Algebra mit logischer Strenge freizulegen,

e die wichtigsten Elemente der Theorie reeller und komplexer Vekione und
linearer Abbildungen zu entwickeln und

e stets den Blick schon ein wenig @ifnen in Richtung auf Weiterentwicklungen
im Bereich der Geometrie (allgemeine Ebenen etwa als einfachste Prototypen all-
gemeiner Mannigfaltigkeiten), der Analysis (unendlichdimensionale Veékiane
werden gestreift, um Appetit zu machen auf die Theorie linearer Abbildungen zwi-
schen vollsindigen normierten Vektdiumen, die,Funktionalanalysis‘) und der
mathematischen Physik (etwa Lorentztransformationen oder Eigenwerttheorie).

Technische Hinweise zum Lesen des Buchdibegen sich weitestgehend. Das
KastchenO kennzeichnet das Ende von Beweisen. Die Numerierung sollte selbst-
erklarend und vollkommen unzweideutig seirat&, Definitionen, Beispiele, usw.
werden unterschiedslos dreistellig numeriert, die erste Stellérgelum Kapitel

und die zweite zum Teilkapitel (Abschnitt). Am Ende des Buches befinden sich ein
ausfihrliches Symbolverzeichnis und ein Sachverzeichnis, so daf3 (hoffentlich!) jedes
interessierende Thema im Textihelos aufgefunden werden kann.

Um eventuellen MiRverahdnissen vorzubeugen, sei schon hieragmt, daf wir
n-tupel aus demR" bzw. C" zwar grundatzlich als Zeilenb = (b1, ...,b,)
schreiben, um die Lesbarkeit vor allem des fortlaufenden Textes zahyksisten,
daR wir im Rahmen des Matrizenkélk darunter jedoch (zumeist stillschweigend)
die entsprechenden Spaltenvektoren

by

verstehen.
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7/ Eigenwerte und
Hauptachsentransformation

In diesem Kapitel werden wir eingehend die am Ende von Abs¢hnjtt 3.6 aufgeworfene
Frage studieren: Sel” : V — V eine lineare Abbildung des-dimensionalen
VektorraumsV in sich,G : R” — V eine KarteG~! : V — R" das entsprechende
Koordinatensystem und die zur Abbildung in den Koordinatef—! o F o G gelbrige

n X n-Matrix.

Fur welche Matrize 143t sich eine KoordinatenyvechselabbildL(]’}’]g1 oG :R" —
R™ mit zugetrigern x n-Matrix B finden, so daBl := B~! o Ao B Diagonalgestalt

A 0 ... 0
e 0 Ao :
0 ... ... M\

hat? Wir wollen uns hier auf den Fall besahken, daR die Karted? und G
auseinander durch Drehungen hervorgehen, dald die Transformationsmatso
orthogonal ist. In diesem Fall sagt man, dBRdie Hauptachsentransformation fUr
die Matrix A vermittelt.

Man ist deshalb so an einer Diagonalform interessiert, weil diese einerseits eine
besonders naheliegende Interpretation der entsprechenden Abbildungen gestattet und
weil so andererseits Matrizen auf einfache Weise auch komplexen Berechnungen wie
Potenzieren oder unendlichen Reihenbildungeramgtich gemacht werden.

Hat A Diagonalgestalt, so giltl o & = );&; und deshalbiir die Basiselemente
;= G(&)vonV:

Derartige Vektorenz; heienEigenvektoren zum jeweiligenEigenwert );, diese
werden unter der Anwendung vah lediglich um den Fakton\; gestreckt. Solche
Eigenvektoren werden beim Aufsuchen der Diagonalfdrron A eine grundlegende
Rolle spielen, dazu vgl. man den Abschitf] 7.3.

Es wird sich herausstellen, daf3 eigeschlossene Behandlung der angesprochenen
Fragen @ir reelle Vektoraume im allgemeinen nichtaglich ist. Deshalb werden wir
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im folgenden Abschnitt zuichst den Krper der komplexen Zahlen und komplexe
Vektorraume einiihren und in Abschnift 7|2 die uaiten Matrizen als Verallgemeine-
rung der orthogonalen Matrizen behandein.

In Abschnitf 7.4 werden wir, zuichst imKomplexen, fur die, groRtrdgliche” Klasse

der ,normalen“ Matrizen Diagonalisierungsresultate herleiten. Ein entsprechendes
reelles Resultat knnen wir daraus im allgemeinen niir fdie wesentlich speziellere
Klasse der,symmetrischen (selbstadjungierten)* Matrizen folgern, da nur in diesem
Fall stets die Existenz hinreichend vieleeller Eigenwerte gesichert ist.

7.1 Der allgemeine Brperbegriff,
komplexe Vektoraume

Allgemeine Korper

7.1.1 Definition
Eine Menge K, die mit einer Addition

+: K xK—K

und einer Multiplikation

T KxK-—-K
versehen ist, heif3t Korper, falls gilt:
(1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.

(2) Es bezeichne 0 das Nullelement von (K, +) und K* := K\{0}. Dann ist (K*, -)
ebenfalls eine abelsche Gruppe.

(3) Die Distributivgesetze gelten, d. h. fiir alle a, b, c,d € K ist

(a+b)-c=a-c+b-c, a-(c+d)=a-c+a-d.

Das neutrale Element bzgl. der Multiplikation wird niibezeichnet und die inversen
Elemente bzgl. der Addition mit—a) und bzgl. der Multiplikation mita—! oder
%. In jedem Korper gelten insbesondere sowoll fdie Addition als auchifr die
Multiplikation die Regeln, wie wir sie in Abschnift 1.10f (abelsche) Gruppen
zusammengestellt haben. Daer hinaus haben wiilf die Verknipfung additiver und
multiplikativer Eigenschaften folgende Gesetze:

7.1.2 Satz
Sei K ein Korper, dann gilt fiir alle a,b € K:
@a a-0=0-a=0,
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(b) ausa-b=0folgta =0oderb=0, (Nullteilerfreiheit)
(¢) (—a)-b=a-(-b)=—(a-b), (—a)-(=b)=a-b.
Fur den Beweis sowidif weitere Folgerungen aus dedtperaxiomen verweisen wir

auf die Lehrliicher der Analysis etwa von O. Forster §42] und von H. Grauert, I.
Lieb [6, § 3].

Der Korper der reellen Zahlen vért zudemiber einen Abstandsbegriff (Betrag),
bzgl. dessen er vollahdig ist, undiber eine archimedische Anordnung, ).

Der Korper der komplexen Zahlen

Der fur das Folgende auf3erordentlich wichtigérger C der komplexen Zahlen
wird im allgemeinen in der Differentialrechnung definiert. Daher werden hier manche
Eigenschaften nur skizziert und einige Beweibergangen. Zur weiteren Information
sei wieder auf O. Forstelr|[4,13] verwiesen.

Wir fuhrenC als den zweidimensionalen reellen Vektorraum
C:=R?={(z,y): 2,y € R}
ein. Damit istC bereits eine additive abelsche Gruppe. Eine Multiplikation
- CxC—-C

wird durch

(z,y) - (u,v) := (xu — yv, zv + yu)
erklart. Damit wird C zum Korper: das neutrale Element ist bzgl. der Addition
0 = (0,0) und bzgl. der Multiplikationl = (1,0). Das Negative vor(z,y) ist
(—a,—y), fur (z,y) # 0gilt (z,9)™" = iz (2, —y).
Die reellen Zahlen werden folgendermal3en in den komplexen @giek eingebettet:

Die Abbildung
®:R—-C, z~—(z,0)

ist ein injektiver Korperhomomorphismus, d. h. stets ist
O(x+y)=P(x)+ P(y) und P(x-y)=P(x)  P(y).

Infolgedessen is®(IR) ein Teilkdrper vonC, d.h. eine Teilmenge vof' und, mit
denselben Verkipfungen wieC versehen, ein Brper. Man identifiziert

R=®(R)={(z,0): x € R}.

Fire € R, (z,y) € Cgilt a- (z,y) = (a,0) - (z,y) = (a- z,a-y), die
Skalarmultiplikation aufR? ist also ein Spezialfall der Multiplikation au?.
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Durch Einfuhrung derimaginiren Einheit i := (0,1) miti> = —1 gelangt man zur
ublichen Darstellung komplexer Zahlen

Da jetzt i stets die imagiére Einheit bezeichnet, steht es als Summationsindex
nicht mehr zur Verigung. Deshalb ersetzen wir fortan die bisherigen Standard-
Summationsindizes j durchy, v.

Furz = z + iy € C ist Rgz) := x der Realteil und Im(z) := y der Imaginrteil
von z. Zu jeder komplexen Zaht = x + iy wird die konjugiert komplexe Zahl

z = x — iy erklart. Wegenz = z ist die Konjugation eine bijektive Abbildung.
Ferner giltz; + 20 = Z; + Zo undzy - 23 = Zz; - Zo, die Konjugation ist also ein
Korperisomorphismus.

Da reelle Zahlen durch die Konjugation nicht &adert werden, ist diese insbesondere
eine bijektive lineare Abbildung deR-VektorraumsC in sich, eineumkehrbar R-
lineare Abbildung. Sie ist anschaulich eine Spiegelung ang&chse. Die Elemente
iy,y € R, dery-Achse heilRemein imaginar; es gilt: R = {(z,0) : z € R} = {z:
z=zhundiR:={iy: ye R} ={(0,y): ye R} ={z: z = —Zz}.

Mittels der Konjugation eréilt man geschlossene Formelnr Real- und Imagiarteil:

Re(z) = %(z +2), Im(z) = %(z _3).

Betrag einer komplexen Zahl
Fur z = x + iy € C wird entsprechend der euklidischeange inR? durch

|z| :== V22 + 32

der Betrag erkdrt, offensichtlich istz|> = z - z. Damit erfalt man fir z # 0 eine
einfache Formel zur Bestimmung der komplexen Kehrwerte:

1z

z |2
Es gelten die typischen Eigenschaften eines Betragealle z, z1, zo € C ist:
1) || =0« 2=0,
(2) |21 22| = [=1] - [22],
(3) |21 + 22| < |z1| + |22 (Dreiecksungleichung)

Die erste und die dritte Eigenschaft folgen unmittelbar daraus, dal3 der Betrag der
komplexen Zahk = x + iy mit der euklidischen knge des Vektorér,y) € R?
Ubereinstimmt. Br die multiplikative Eigenschaft berechnet man

|21 - 22| = [(z1 + 1) - (w2 + iy2)| = [(x122 — y1y2) + i(z1Y2 + 2201)]
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= o+ yind+adnd + et = @+ D) (@d+od) = |21l - |zl

Da Konvergenz einer komplexen Zahlenfolge )xen = (xx + iyx)ren aquivalent
zur Konvergenz der beiden reellen Zahlenfolgep).en und (yx)xen ist, ertélt man
aus der Vollsindigkeit vonR:

Der KorperC der komplexen Zahlen ist volkshdig.

Im Gegensatz ziR ist jedochC nicht angeordnet, man kann also nicht ygroRReren*
und,kleineren“ komplexen Zahlen sprechen.

Komplexe Vektorraume

7.1.3 Definition
Auf einer nichtleeren Menge V sei eine Addition

+: VXV -V
und eine Skalarmultiplikation

2 CxV -V
gegeben. Es sei (V, +) eine abelsche Gruppe, es gelten also die Eigenschaften (1)-(4)
aus Definition[I.1.3| Ferner gelte fiir alle c,d € C und z,y € V:
G 1l-z=uz, (Unitares Gesetz)
©6) (c-d)-z=c-(d- x), (Assoziativgesetz)
(7) (¢c+d)-z=c-x+d-zundc-(x+y)=c-x+c-y. (Distributivgesetze)
Dann heiBBt V' ein komplexer Vektorraum oder C-Vektorraum .

Man beachte die nahezumiliche Ubereinstimmung mit der Definitidn 1.2.1, es wird

nur der SkalarerikperR durchC ersetzt. Mit Ausnahme der Abschnitte, in denen Or-
thogonaliéit eine Rolle spielt (d. h. Kapitel 4.5 und Kapltél 6), kann im gesamten Buch
R ohne weiteres durc’ ersetzt werden. Hinsichtlich der Orthogorédlitverden wir

unten zeigen, dal sich die Definition des Skalarproduktes in geeigneter Weise modifi-
Zieren Rf3t. Zur Vermeidung von Mil3vegsidnissen beémlich des zugrundeliegenden
Skalarenkrpers (man vgl. Safz 7.1.6) spricht man von linearer (Un-) &lgfigkeit

iiber C, C-Dimension (man schreibtlimg), usw.

Dern-dimensionale komplexe Zahlenraum
C":={(21,.--,2n) : 2, € C}
ist mit den Verkiipfungen

Z4d = (z1+wi,...,2n+wy) UNd c-Z:=(c-z1,...,¢ 2zp)
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ein komplexer Vektorraum mit deC-Basis
{e1 =(1,0,...,0), ...,€,=(0,...,0,1)}.

In derselben Weise, wiR als Teilmenge vorC aufgefal3t werden kann, ist auch der
n-dimensionalereelle ZahlenraumR™ in C™ enthalten; @ir 27 € C™ schreiben wir
Z=r+iygmitZ e R".

Es gilt wortlich wie in SatZ 3.3.14:

7.1.4 Satz

dimg C" = n.

Da R ein Teilkdrper vonC ist, wird jeder komplexe Vektorrauny durch Ein-
schiénkung der Skalarmultiplikation vo®® x V auf R x V zu einem reellen
Vektorraum. Im Folgenden stellen wir dar, wie die Eigenschaften Woals R-

Vektorraum und al§>-Vektorraum zusammeingen.

7.1.5 Satz

Es sei V' ein C-Vektorraum und {z1,...,z,} eine Basis von V iiber C. Dann ist
{z1,1-21,...,2n,1 2, } eine R-Basis von V.

Beweis

Wir zeigen zuichst die lineare UnalngigkeitiberR. Seiem, . . ., an, b1, ..., b, €
R mit

i ayzy, + iby(i - z,) =0.
v=1 v=1

Fur ¢, := a, + b, folgt >_"_, ¢, z, = 0. Die lineare UnabangigkeitiiberC liefert
cp=-=¢,=0,also

ap=...=ap=by=...=b,=0.

Andererseits wirdVV auch von dem angegebenen Systéiver R erzeugt. Da

{#1,...,2,} UberC ein Erzeugendensystem virist, existieren zu beliebigeme
komplexe Zahlemw,, = a,, + ib, € C, a,,b, € R, v =1,...,n, mit
n n n n
z= Z Cyzy = Z(a,, +iby)zy, = Z ayzy + Z by(izy). O
v=1 v=1 v=1 v=1

Eine unmittelbare Folgerung ist

7.1.6 Satz

Sei V' ein komplexer Vektorraum mit dim¢ V' = n. Dann gilt dimg V' = 2n.
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Die Isomorphie vonC™ und R?" tiberR sieht man am deutlichsten, indem man im
n-tupel 2 = (z1,...,2n), 2o = x, + iy, jede Komponente als Zahlenpaat,, v, )
schreibt:((z1,v1), .. ., (n, yn)). GendB Satf 7.1]5 et man eineR-Basis vonC"
durch

(B1,0 -1y G- 80}
- {((1,0),(0,0),...,(0,0)), ((o, 1),(0,0),...,(0,0)),...
((0,0),...,(0,0),(1,0)), ((0,0),...,(0,0),(0, 1))}.

Komplex lineare Abbildungen

7.1.7 Definition

Unter einer komplex linearen oder C-linearen Abbildung F : V' — W zwischen
den komplexen Vektorrdumen V und W versteht man eine Abbildung, die mit den
Vektorraumoperationen vertrdglich ist, so dabB fiir alle x,y € V, c € C gilt:

F(x+y) = F(x) + F(y), F(c-z)=c- F(z).

Sei nunF : C" — C™ eine C-lineare Abbildung, die durch die komplexex n-

Matrix
C11 ... Cin

C= y Cuy = Gy + ibw/a Gy, b,uu € R,
Cphl -+ Cpn

gegeben wird.
Man kannF insbesondere auch di-lineare AbbildungR?"® — R?" auffassen. Wir
wollen untersuchen, wie die zugifige reelle2n x 2n-Matrix A ausC hervorgeht.
Dazu sind die Bilder der Einheitsvektorén i - €1, ..., ¢€,,1 - €, zU bestimmen. &
v=1,...,nqilt:

F(é;,) = (CII/7 cee 7C'rll/) = ((a1V7 blu)y s (am/, bnu))v

F(ie,) =i (Civy-yCnp) = (- Clyy .oy Cpy)

= ((_blm al,,), cee (—bny, anl/))u

und man erhlt;

air —bn1 ... aip —bin

bn a1 ... bip  ain
A . : ) .

anl _bnl oo Qpp _bnn

bn1 Gn1 oo bpn Gnn
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Also geht die reelle Matrix4 aus der komplexen Matri&' hervor, indem man jede
komplexe Komponente,,, = a,, + ib,,, von C durch das reell@ x 2-Kastchen

Auy —buy
buy au
ersetzt.
Auch die Determinantentheoriéirf komplexe Matrizendf3t sich genauso wie im
reellen Fall durchihren. Insbesondere gilt:
7.1.8 Saiz

Es sei F' : C" — C" eine C-lineare Abbildung mit zugehoriger Matrix C' = C™".
Dann sind dquivalent:

(a) Die Abbildung F' ist bijektiv.
(b) Die Matrix C' ist nichtsinguldr.
(c) det(C) #0.

Nach diesen Vorbereitungen definieren wir genauso wie in|3.8.5:

7.1.9 Definition

Die Menge aller nichtsinguldren komplexen n X n-Matrizen
GL(n,C) :={C : C ist komplexe n x n-Matrix mit det(C') # 0}

hei3t allgemeine lineare Gruppevom Rang n iiber C.

7.1.10 Bemerkung

Im Zusammenhang mit der Determinantenthe@ti&nearerAbbildungen ist Vorsicht
geboten, da sich hier der Wert der Determinattdern kann, wenn man zu der Inter-
pretation derselben Abbildung al%-linearer Abbildung zwischefR-Vektorraumen
mit doppelt so groReR-Dimension wechselt. Als Beispiel betrachten wit C — C,
F(z) = —z; die entsprechende komplekex 1-Matrix lautetC = (—1), det(C) =
~1.ZuF : R? — R?, F(x,y) = —(x,y) gelort dagegen die reell2 x 2-Matrix

-1 0 .
A= ( 0 1> mit det(A) = 1.

Ein komplexes Skalarprodukt

Um auchC™ mit einem Skalarprodukt zu versehen, geht man von der Idee aus, dal3
Cn die euklidische Nornj| 2’| = /|21]2 + ... + |2, |? tragen soll und daR diese von

dem gesuchten Skalarprodukt erzeugt werden &8lE’) = | Z{/?. Indem man noch
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das bereits erahnte Gesetz, |? = z, - z, beachtet, gelangt man zu der Setzung
n
(Z,0) == % - w,.
v=1

Es stellt sich heraus, dal3 die axiomatische Beschreibung des Skalarproduktes in
oder allgemeiner in komplexen Vektaumen gegéiber der Charakterisierung in
Satz[6.2.11 fir denR"™ bzw. fur reelle Vektoraume hinsichtlich der Lineaéts- und
Symmetrieeigenschaften zu modifizieren ist.

7.1.11 Satz

Fiir das durch (Z,W) = Y, _,Z, - w, auf C" gegebene kanonische komplexe
Skalarprodukt gilt:

(1) Esistkonjugiertlinear in der ersten Komponente, d. h. fiirc € C, Z,Z', @ € C"
gilt:
(5+2,,1,U):(Z,w)+(5/,1ﬁ)’ (CZ',?I}’):E(Z”LE)

(2) Es ist linear in der zweiten Komponente, d. h. fiirc € C, Z,w,w' € C" gilt:
(Z, 0+ @) = (Z,0) + (2,4, (Z,c W) =c-(Z,0).
(3) Es ist Hermitesch (konjugiert symmetrisch), d. h. tiir 2, w € C™ gilt:
(2,w) = (@, 7).
(4) Es ist positiv definit, d. h. fiir 2 € C" ist (2, Z') reell, und es gilt:
(2,2) >0 und (Z,Z) >0, falls Z # 0.

Beweis
Der Beweis folgt durch elementares Nachrechnen aus der Definition des Skalarpro-
dukts. 0

AbbildungenC"@C™ — C mitden Eigenschaften (1) und (2) nennt masyuilinear.
Das kanonische komplexe Skalarprodukt ist also eine Hermitesche, positiv definite
Sesquilinearform.

Es wird in der Literatur nicht einheitlich gehandhabt, ob das Skalarprodukt in der
ersten oder in der zweiten Komponente als konjugiert linear definiert wiadified
wird z. B. das Skalarprodukt i€ auch durchy ) _, z,w, eingefihrt.

7.1.12 Satz
Durch die Setzung
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wird C" zu einem normierten komplexen Vektorraum. Die Abbildung || . || :
C™ — R hat also die typischen Eigenschaften einer Norm; tiir alle c € C, Z,w € C"
gilt:

() [|[Z]|=0<2=0,

2 le-Z[[ =lel- 121,

Q) |Z+d| <[ 2]+

Beweis
Man konnte zuichst die auch iiC™ gultige Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[(Zd)| < | 2] - [

herleiten und anschlieRend genauso wie im Beweis vor{ Satz 6.2.4 verfahren.

Hier wollen wir allerdings direkt auf das dort erzielte Resultatizigreifen und
verwenden, da®” undR?" alsR-Vektorraume kanonisch isomorph sind. Wie bereits
vorher bemerkt, stimmerif

5: (217"'7271) = (1'1 +Zy1,,3§'n+lyn) = ((1’1,y1),--~,(xn,yn))

die euklidische Norm ifR2" und die euklidische Norm i’ Uiberein:
|| ('rl?yla"' >$nyyn) ||2 = Z (:L% +y3) = Zzl/ TRy = || g||2
v=1 v=1
Die Eigenschaften (1) und (3) folgen also direkt aus dem reellen Resuiitat.¢F C,
7 € C™ gilt weiter:

—

le-ZI?=(c-Zc-2)=c-(Fe-Z)=c-c-(£,7) = |- | Z|*. D

7.2 Unitare und adjungierte Abbildungen

Die unitare Gruppe

Die unitaren Abbildungen sind die komplexen Verallgemeinerungen der orthogonalen
Abbildungen. Zwar knnte man die folgende Theorie auch allgemein in endlichdimen-
sionalen Vekto@umen mit Skalarprodukt (diese nennt nuaitar bzw. im reellen Fall
euklidisch) durchiihren, wir besctémken uns aber der Einfachheit halber auf Abbil-
dungenC™ — C". Zudem kann man sich, gaadhnlich wie bei allgemeinen linearen
Abbildungen in Kapite] B, durch die Eiahrungunitirer Karten stets auf diesen Fall
zuruckziehen.

Zur Definition wahlen wir eine der Eigenschaften aus $atz §.3.2.
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7.2.1 Definition

Eine komplexe n x n-Matrix C' heift unitar, falls || C' o 2’| = || Z| fiir alle Z € C"
gilt. Eine lineare Abbildung F' : C" — C" heift unitar, falls die zugehorige Matrix
unitér ist. Wir nennen

U(n) :={C : C ist unitire n x n-Matrix}
die unitare Gruppe vom Rang n.
Tatsachlich ist die Bezeichnungunitare Gruppe” gerechtfertigt:

7.2.2 Satz
U (n) ist eine Untergruppe von GL(n, C).

Beweis

Offenbar ist die z” € U(n) gelbrige lineare Abbildung injektiv. Wie in Kapitel 3
folgt daraus, daRC nichtsinguéir ist undC~! € GL(n,C) existiert. Es folgt
U(n) € GL(n,C) und auf Grund von| || = [[CoCtoZ| = ||C71o 2|
auchC~! € U(n). WegenE™" € U(n) ist U(n) # 0. SchlieRlich istU(n) auch
gegeriiber der Matrizenmultiplikation abgeschlossen, denn@itC, € U(n) ist
wegen||CioCyo Z|| = || Cao Z|| = || Z|| auchCy o Cy € U(n). O

Wir studieren zuéchst die Verbindungen mit dem reellen Begriff der orthogonalen
Matrix. Eine reelle MatrixC € R™ " ist natirlich auch eine komplexe Matrix
C € C™™ und vermittelt damit sowohl AbbildungefAr : R™ — R"™ als auch
Fr : C* — C". Die komplexe Abbildungr: geht dabei augr hervor, indem man
furz =2+ iy € C", 7,y € R™ beachtet:

F@(Z) = F@(f—i—zg) = F@(f) +iF@(g) =CoZ+iCoy= FR<f) +iFR(§).
Dieses Verfahren, das man auch uriigig vom Matrizenkalidl durchiihren kann,
hei3tKomplexifizierung.

7.2.3 Satz
O(n) C U(n).

Beweis
SeiC € O(n)undz = ¥ + iy, &,y € R™. Die Eigenschaften der euklidischen Norm
in C™ ergeben:
IZI2=1ZIP+ 71 =CoZ|*+[|Cog|?
=|CoZ+iCof|?=|Co(@+iF)|*=[CoZ|*
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Wie bereits im vorhergehenden Abschnittaerert, khnnen wirC"™ und R?" als R-
Vektorraume identifizieren und entsprechefidineare AbbildungeriC™ — C™ als
R-lineare AbbildungemR?” — R2" auffassen. In diesem Sinne ist der folgende Satz
zu verstehen.

7.2.4 Satz
U (n) ist eine Untergruppe von O(2n).

Beweis

Es sei® : U(n) — R*?" die in Abschnitt beschriebene AbbildungirF
C = (cw)pp=1,..n €It manA = &(C), indem man jede komplexe Komponente
Cuw = ayy + iby,, durch das reell@ x 2-K'astchen( Z‘“’ _ab“”> ersetzt.

uv uv
Wir haben also zu zeigen, ddR: U(n) — O(2n) ein injektiver Gruppenhomomor-
phismus ist.

DaC und A = ¢(C) dieselbe Abbildung beschreiben und die euklidische Norm in
C™ mit der inIR?" Gibereinstimmt, folg®(U(n)) C O(2n) aus Satz 6.3]2.

Wir zeigen nun, da® ein Gruppenhomomorphismus ist. Seién Cy € U(n). Die
durchC; o Cy gegebene Abbildun@™ — C™ stimmt mit der durchb(C) o ®(Cy)
gegebenen Abbilduni?” — R?" iiberein, denn die Komposition der Abbildungen
ist unablangig davon, ob ma@’™ als komplexen oder reellen Vektorraum interpretiert.
Also gllt Q)(Cl o 02) = (I)(Cl) o (I)(CQ)

Die Injektivitat von® ergibt sich schlielich aus

®(C)=E™" = (C=E"" O
Im Spezialfalln = 1 1a3t sich Genaueres aussagen:

7.2.5 Satz
U(1) = S50(2).

Beweis

Fur die im vorherigen Beweis betrachtete Abbildutg: U(1) — O(2) bleibt zu
Zeigen:
o(U(1)) Cc SO(2), @:U(1) — SO(2) ist surjektiv

Seic € U(1), es ist also insbesondeg? = |c - ¢| = |¢| = |¢| und damit/c| = 1. Mit
a —b

b4 > also®(c) € SO(2).

Um noch die Surjektiviit von® zu zeigen, sed € SO(2) gegeben. Ge#f} Satz 6.1]8
a —b
b a

c—a+z’bgilta2+b2—1und<I>(c)—(

existieren danm,b € R mita? + > = 1und A = > Fir ¢ :== a + ib gilt
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lc| = 1und damit fir alled € C: |c-d| = |¢| - |d| = |d|, d.h.c € U(1). Ferner ist
®(c) = A und folglichim(®) = SO(2). O
Eine Drehung de®? ist also die Multiplikation mit einer komplexen Zah) deren
Betrag|c| = 1 ist.

Das rachste Ziel ist die komplexe Entsprechung des Saizeg 6.3.2, es sollen also einige
aquivalente undifr das Folgende grundlegende Charakterisierungearenitiatrizen
zusammengestellt werden. Dazu sind vorbereitend einige aus Kgpitel 6 bekannte
Begriffe auf denC™ auszudehnen und einige Hilfsresultate zu beweisen.

Komplexe Orthogonalitat

7.2.6 Definition

Die Vektoren Z,w € C" heilen (komplex) orthogonal, wenn (Z,w) = 0 gilt. Unter
dem orthogonalen Komplementdes Untervektorraums V' C C™ verstehen wir

Vvi={zeC": (W) =0firallew € V}.

7.2.7 Satz

Die Vektoren Z,w € C" seien (komplex) orthogonal, 7 = & + iy, W = 4 + U
mit &, §, 4, ¥ € R™. Dann sind die entsprechenden Vektoren (x1,y1,...,ZTn,Yn)s
(u1,v1, ..., Un, ) € R®™ (reell) orthogonal.

Beweis

Aus der komplexen Orthogonaditfolgt

n

0=(Z3) = (z, — i) (uy +iv,)
v=1
= Z(xuuzx + yz/'Uzz) +i- Z(wuvu - yuuu)
v=1 v=1
und damit durch Betrachtung des Realteils die Behauptung. 0

Der Beweis zeigt, dafl komplexe Orthogorilin C™ eine wesentlich &rkere Eigen-
schaft als reelle OrthogonaditinIR>" ist, denn das entsprechende reelle Skalarprodukt
ist lediglich der Realteil des komplexen Skalarprodukts. Dazu geben wir folgendes
einfache Beispiel:

7.2.8 Beispiel

Die komplexen Zahle undi sind inC nailrlich nicht orthogonal, die entsprechenden
reellen Vektorer{1,0) und (0, 1) in R? hingegen schon.
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7.2.9 Satz
Fiir jeden Untervektorraum V C C" gilt

VL= (W)L —V.

Beweis

Offensichtlich ist(Vi)L ={zZeC": (z,w) =0furallew e V+} D V.

Die umgekehrte Inklusion beweist man mit Hilfe eines Dimensionsarguments. Sei
k = dimg V, wie in Sat4 6.3)6 zeigt madime V- = n — k. Eine Wiederholung
dieses Schlusses ergitiin (Vi)L = n— (n—k) = k und damit wegei ¢ V-

die behauptete Gleichheit. O

In unendlichdimensionalen (uaiten) Vektoraumen kann das Dimensionsargument
nicht verwendet werden. Tatshlich beflt der obige Satz dort nur unter Zizlichen
Voraussetzungen seindiffigkeit.
7.2.10 Definition
Man nennt ein k-tupel (Z1,. .., Zx) von Vektoren aus C" ein (komplexes) orthogo-
nalesk-Bein, wenn fiir p,v =1, ..., k gilt:

(Zus 20) = Oy
Ist ein orthogonales k-Bein gleichzeitig auch Erzeugendensystem eines Untervektor-
raums V' von C", so spricht man von einer Orthonormalbasis von V.
Eine Orthonormalbasis van ist also eine Basis aus paarweise orthogonalen, normier-
ten (d. h. mit lange 1) Vektoren.
Wir bezeichnen mitC* die zurm x n-Matrix C' konjugiert transponierte, x m-

,,,,,

Konjugieren hervorgeht:

C11 C21 ... Cml
_ Cla2 C22 ... Cm2
Ct = . . .

Cln Cop .- Cmn

Wir betrachten nun wieder ausschlie3lich quadratische Matrizen.

7.2.11 Satz
Fiir jede n x n-Matrix C' und alle Vektoren Z,w € C" gilt:

(0,C0Z) = (C'o, 7).
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Beweis
Das komplexe Skalarprodukt lautet in Matrizenschreibweise:

(2,40) = 2! o 17,

daraus eralt man:

=1

(Ctoti,2) = (Clow)loz=(C ow)oZ=1w'o(CoZ)=(0,Co0Z). O

7.2.12 Satz

Ist D eine komplexe n x n-Matrix derart, da Z* o D o 7 = 0 fiir alle 7 € C™ gilt,
dann folgt: D = O™".

Beweis

Wir zeigen zui@chst, dal’ die Sesquilinearform, die je zwei Vektoged € C"

die komplexe Zah(Z, D o @) = Z* o D o @ zuordnet, bereits durch die Werte der
quadratischen Forrdi — Zt o D o 7 bestimmt ist. Bei dem folgenden Verfahren der
Polarisierung setzt man geeignete Kombinationen der beliebig vorgegebenen Vektoren

Z,w e C™ ein:

(Z4+w)'oDo(Z4+w)=2'oDoZ4+Z'oDow+w'oDoZ+w'oDow,
(Z—w)'oDo(Z—wW)=2"oDoZ—Z"oDow—w'oDoZ+w"oDow,
(Z+iw) oDo(Z+iwW) =2'oDoZ+iZ'oDow —iw'oDoZ+wo Do,
(Z—Zlﬁ)tODO(E—ilﬁ):?tODOg—i?tODOw+iﬁtODOZ+QEtODOw.

Indem man jeweils die ersten und letzten beiden Gleichungen voneinander subtrahiert,
erhalt man:

ZtoDow+wloDoZ
= (FF@oDo(E+m) - F-d) o Do(z-m));
ZtoDow—wloDoZ
:2%,(mtoDo(5+ilﬁ)—mtoDo(é’—iu_})).
Diese Gleichungen werden zueinander addiert, und es folgt:

_ 1 .
ZtoDou_f:Z((Z_'—l—w)toDo(z_'—i—lU)—(E—u_f)toDo(Z—w»

1 /o -

+ ((z+ i) oD o (F+iw) — (Z—iw)oDo(Z— iw)) .
3

Wir setzen nun in dieses auch an sich interessante Zwischenergebnis unsere Voraus-

setzung ein, daf stefd o D o Z = 0 ist. Dadurch erhalten willlr alle Z,w € C™:

ZtoDow=0.
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Indem wir fur z und @ die Elementee,, und ¢, der kanonischen Basis dés”
einsetzen, folgt schlieBlictif D = (du.)uv=1,...n:

dW:é’JoDoé’,,:Q O

7.2.13 Bemerkung

Die komplexen x n-Matrix D und damit die entsprechende Sesquilinearf¢im
C"® C" — C, S(Z,W) = Z' o D o = (Z, D o W) sind durch die quadratische
Formz — Z'o Do 7, d. h. durch die Werte der Sesquilinearform auf d@iagonalen®
7 = o eindeutig bestimmit.

Ein entsprechendes Resultat gilt im Reellen nur unter Zusatzvoraussetzungen, wie et-

wa der Symmetrie (man vgl. den Beweis von $atz 6.3.2), wie das Be(sp_(i)?I é)

Zeigt.

Unitare Matrizen

7.2.14 Satz

Fiir alle komplexen n x n-Matrizen A = (dy, . .., d@y,) sind dquivalent:
(a) AtoA=E;

(b) fiiralle zZ,w € C gilt (Ao Z, Ao W) = (2, W);

(c) A ist unitér;

(d) (di,...,d,) ist ein komplexes orthogonales n-Bein.

Beweis
.(@)= (c)': Furallez € C™ gilt in Matrizenschreibweise:

I
—
b

o
~
-

(0]
—~~
b

(0]
&y
S—

I
BN

(0]
&y
e

() = (b)*: In diesem Beweisteil &nnen wir von den in Safz 7.2]12 geleisteten
Vorarbeiten profitieren. Wir wollen zeigen, dafl3 die Sesquilinearform

S:C"eC" — C, S(Z,W) = (Ao Z,Aow) — (7,0) (+)

stets den Wer0 ergibt. Genald Voraussetzung (c) ist der Wert dieser Form auf der

“w— —

,Diagonalen“? = w stets0. Indem man noch beachtet, daf? &llez’ « € C"
(AoZ, Aot) — (Z,W) = 2" o (A'o A) ol — 2" o 1

to(f_ltoA—E)ou_)’

Il
Y|
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gilt, daR also die Sesquilinearforsiin () durch die MatrixA* o A — E gegeben
wird, ergibt Satz 7.2.12 tadshlich, dal es sich bei dieser Matrix um die Nullmatrix
handelt. Mithin verschwindet die Sesquilinearfofhin (x) identisch, und wir haben
gleichzeitig auch(c) = (a)* mitbewiesen.

»(0) = (d)*: GemalR Voraussetzung (b) ist die Matrik, langen-‘ und,winkeltreu”,
das gilt insbesondere audlrfdie Elemente der kanonischen Basis @&s

5;uz = (é;“é'y) = (Ao gu>A 0éy) = ((_i#?al/)'

»(d) = (a)*: Dieser Schluf3 basiert allein auf der Definition der Matrizenmultiplikati-
on:

Adjungierte Abbildungen

Wiederholt hat die zur komplexenx n-Matrix A konjugiert transponierte MatriX’
eine Rolle gespielt, nicht zuletzt als Umkehrmatrix arer Matrizen. Deshalb werden
wir nun die entsprechenden Abbildungen eingehender studieren.

7.2.15 Definition

Sei A eine komplexe n X n-Matrix und F' : C" — C™ die zugehorige C-lineare
Abbildung.

(a) Die zur konjugiert transponierten Matrix A gehérige C-lineare Abbildung
C™ — C™ heiBt die zu F' adjungierte Abbildung.

(b) Gilt A* = A, so heiBt A Hermitesch und F selbstadjungiert
Ein Spezialfall hiervon ist die entsprechende reelle Definition:

7.2.16 Definition

Sei A eine reelle n x n-Matrix und F : R"™ — R"™ die zugehorige R-lineare
Abbildung.

(a) Die zur transponierten Matrix A gehorige R-lineare Abbildung R™ — R" heiBt
die zu F adjungierte Abbildung.

(b) Ist A symmetrisch, d.h. A = A', so nennen wir F selbstadjungiert
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7.2.17 Bemerkung

Bei reellen Matrizemd € R™*™ und zugebrigen linearen Abbildungef’ : R" —

R™ fallen die adjungierte und die duale Abbildung zusammen. Im Komplexen dage-
gen wird die duale Abbildund™ unvei@andert durch4?, die adjungierte Abbildung
Fadiungietyagegen durchl! gegeben. Hier besteht bei den Abbildungen der Zusam-

menhangFadungiert 2y — fx (7).

Um im Folgenden nicht uritig komplizierte Bezeichnungen verwenden ziissen,
werden wir mitunter die zur Matrixd getorige lineare Abbildung ebenfalls mi
bezeichnen und beispielsweise vdhals der zu4 adjungierten Abbildung sprechen.

7.2.18 Satz

Eine komplexe n x n-Matrix A ist genau dann Hermitesch, wenn fiir alle 7 € C" die
Zahl (Z, Ao Z) reell ist.

Beweis
Grundlegend ist die folgende, auf den Eigenschaften konjugiert transponierter Matri-
zen beruhende Gleichheit:

(Z,A'0Z)=(A0Z,Z)= (%, A0 Z).
Ist A Hermitesch, so giltiir allez’ € C™ also(z, Ao ?2') = (Z, Ao 2'), demgeraf} sind
diese Zahlen stets reell.

Ist dagegeniz, Ao 7') stets reell, d. h(Z, Ao Z') = (Z, Ao Z'), so verschwindet die von
A' — A gegebene quadratische Form identisch, es ist also(stgtd" — A) o Z') = 0.
Der schon wiederholt zitierte Sdtz 7.2.12 zelgt- A = O und damit die Hermitizit
von A. O

Auch um die Symmetrie einaeellen n x n-Matrix zu piifen, ist die quadratische
Form (Z, A o ') fur alle komplexen Vektorenz € C" zu betrachten.

7.2.19 Satz

Fiir die zur komplexen n x n-Matrix A gehorige lineare Abbildung gilt:

(a) ker(A) =im(AH)*L,

(b) im(A) = ker(AH)*L.

Beweis

Seiz € ker(A), d.h.Aoz = 0. Fur alle A' o @ € im(A"), @ € C", folgt mit

Sat7.2.71 B
(2, At 0 W) = (Ao Z,w) = (0,@) = 0.

Somit istker(A) C im(A")*.
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Sei nun umgekehit € im(AY)+, fir allew € C™ haben wir also

0= (2, A" o) = (Ao 7).
Indem man spezielti = A o z wahlt, ergibt sichA o 7 = 0, Z € ker(A),
im(A*)+ C ker(A) und damit insgesamt Behauptung (a).
Indem man in (a) zu den orthogonalen Komplemeriteargeht, die MatrixA durch
At ersetzt un@t = A beachtet, erlt man

ker(AN)+ =im(4)*t.

Vorher hatten wir schoniif beliebige UntervektoaumeV c C™ die Glltigkeit von
V1L =V gezeigt, und folglich ist auch Behauptung (b) bewiesen. O

Bei selbstadjungierten Abbildungednen wir mit Hilfe dieses Satzes durch Abspal-
tung des Kerns zu Isomorphism@éhergehen.

7.2.20 Satz
Die lineare Abbildung F : C"™ — C" sei selbstadjungiert, es bezeichne V' = ker(F)>.
Dann ist die Einschridnkung von F' auf V
FIV:V -V
ein Isomorphismus.

Beweis

GemaR dem vorhergehenden Satz is{ V) C im(F) = ker(F)* = V. Die
Abbildung F'|V ist offensichtlich injektiv und damit auf Grund der Dimensionsformel
auch surjektiv. O

Normale Abbildungen

Unitare und selbstadjungierte Abbildungen scheinerézhst wenig miteinander zu

tun zu haben: Unitre Abbildungen sindangentreu, mithin stets Isomorphismen.
Selbstadjungierte Abbildungerdknen durchaus einen nichttrivialen Kern haben und
die eingesetzten Vektoren strecken oder stauchen. Dennoch teilen diese Abbildungen
eine Eigenschaft, die sich in Abschiitt]7.4 als entscheidéndié Diagonalisierbar-

keit erweisen wird.

7.2.21 Definition

Wir nennen eine n x n-Matrix A und die zugehorige lineare Abbildung F : C" —
C™ normal, wenn die Abbildung und ihre adjungierte kommutieren, falls also die
Bedingung

Alo A= Ao Al

erfiillt ist.
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7.2.22 Satz

Eine n X n-Matrix A ist normal genau dann, wenn fiir alle Z, w € C" gilt:
(AtoZ, Al o) = (Ao Z, Ao w). ()

Beweis
Ist A normal, so folgtiir allez, @ € C"
(AoZ, Aow) = (2, A' 0o Ao ) = (2, Ao A’ 0 )
= (Ao Z, A 0 ).
Gilt nun umgekehrtx) fur alle z, w € C™, so folgt
(z_’, (fltoA) ou7) =(AoZ, Aow) = (f_lto,?,f_ltow')
= (. (40 &) o),
0= (Z, ([ltoA—Aoflt) ozﬁ).
Indem man bei beliebigeny fir z = (At oA — Ao A") o w einsetzt, erélt man
(Ao A~ Ao A) o = 0 und damit
Ao A— Ao Al = O;

die Matrix A ist normal. O

7.3 Eigenwerte

Wir haben stets die Theorie linearer Abbildungen und den Matrizeakaiknul-
tan und gleichberechtigt entwickelt und habeiufig mit Gewinn zwischen diesen
beiden Standpunkten gewechselt. In diesem Abschnitt stellen wir,Aaildungs-
standpunkt* in den Vordergrund.

Es bezeichn&  stets einem-dimensionalen komplexen Vektorraum ufd V — V
eineC-lineare Abbildung.

Eigenraume

7.3.1 Definition

Ein Vektor = € V' \ {0} hei3t Eigenvektor von F' zum Eigenwert A € C, wenn die

Eigenwertgleichung
Fz)=X-z

erfiillt ist.
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Da gleichzeitig Eigenwernt und Eigenvektor gesucht werden und die Abbilduigx
V — V,(\ z) — X znicht linear ist, handelt es sich bei der Eigenwertbestimmung
um ein nichtlineares Problem.

Diese Begriffe stehen ebenso wie die im Folgenden noch zu definierendentauch f
beliebigen x n-Matrizen zur Verﬁgugg, indem man die entsprechen@dineare
Abbildung betrachtet. So iste C™ \ {0} Eigenvektor vonA zum Eigenwertx € C,
falls Ao Z = A ;Z gilt. Das Bestehen dieser Eigenwertgleichungaigtivalent zu
(A — A\E) o Z= 0, bzw. auf Abbildungsebene Zd" — \ - id)(z) = 0. Also gilt

{z € V. zistEigenvektorvor¥': V — V zu A € C} U {0}

={z: (F—X-id)(z) =0} = ker(F — X - id).

7.3.2 Definition
Fiir A € C heiBt die Menge aller Eigenvektoren zu \, ergéinzt um den Nullvektor,
Vi == W\(F) :=ker(F — X -id)

Eigenraum von F' zum Eigenwert A € C.

7.3.3 Bemerkung

Als Kern einer linearen Abbildung igt, ein C-Untervektorraum vorv. Genau dann
ist A Eigenwert vonF’, wenndim V), # 0 gilt. Ist z Eigenvektor zu\ von F', so auch
jedes komplexe Vielfache- z, c € C.

7.3.4 Satz
Esseien z1, . . . , 23, Eigenvektoren von F' zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten
A,..., € C:
F(zy) =Mzu, 20 #0, N\, # A fiirp # v.
Dann sind z1, . . ., z;, linear unabhéngig.

Insbesondere hat F' hochstens n paarweise verschiedene Eigenwerte.

Beweis

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach der Anzéhber Eigenvektoren.
Der Fall & = 1 ist offensichtlich, denn Eigenvektoren sind definitionsg&ivom
Nullvektor verschieden. Sei nun die Behauptuiig £ — 1 gezeigt, und es seien
z1,..., 2, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen Eigenwegyten., Ax.
Wir betrachten Linearkombinationen des Nullvektors aus. ., z:

k
ZGVZV - O, a, € C.
v=1
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Man erfalt durch Multiplikation mit\:

k
Z ayApzy, =0
v=1

und durch die Anwendung von:

k k k
0=F(0)=F <Z ayzl,> = Zal,F(zl,) = Zal,/\l,zy.
v=1 v=1 v=1

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen folgt:

k k—1
Zay()\k — Az, = Zay()\k — M)z, = 0.
v=1 v=1

Nach Induktionsvoraussetzung sind. . . , zx_1 linear unabBngig und somit,, (\x, —

Av) = 0. Da die Eigenwerte als paarweise verschieden vorausgesetzt sind, erhalten wir
a1 = ... = ap_1 = 0. Aus der urspiinglichen Linearkombination des Nullvektors
wird 0 = ag 2z, hieraus folgt schlie3lich auah, = 0. O

Das charakteristische Polynom

Die Bestimmung von Eigenwerten soll auf die Bestimmung der Nullstellen eines
komplexen Polynoms reduziert werden. Wir fassen hier komplexe Polynome im Sinne
der analytischen Definition als Funktion€h— C auf.

SeiG : C" — V eine Karte, d. h. eilC-Vektorraumisomorphismus. Die Abbildung

F in den Koordinaten;—! o F o G, wird durch einen x n-Matrix A gegeben. Wegen
der Linearitit des Koordinatensystends™! lautet die AbbildungF — X - id in den
KoordinatenG~lo(F—\-id)oG = G~ 'o(FoG—\-G) = G~ loFoG—\-G71oG =

G loFoG — \-idgn, sie wird also durch die Matrid — \ - E beschrieben. Da
die komplexe ZahM Eigenwert vond bzw. F' genau dann ist, wenA — \E singufr
(nicht invertierbar) ist, liegt es nahe, die entsprechende Determinante zu betrachten:

n

det(A—XE) = Y 0(v1,. - ) (@1 — A1) -+ (Gwyn — Ayyn)

V1., Un=1
=(=D"- (A" + QM)

dabeiistQ(A) ein Polynom in\ vom Grade< n — 1. Es handelt sich belet(A — \E)

also um ein Polynom-ten Grades i\ mit hochtem Koeffizienteri—1)". Auf Grund
derUberlegungen aus Kapifel 5.6 it (A — AE) = det(F — \ - id) unabtiingig von
der Wahl der Karte=.
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7.3.5 Definition
Wir nennen P(\) := Pp()\) := (—1)"-det(F—\-id) das charakteristische Polynom
der linearen Abbildung F'.

Das charakteristische Polynom ist normiert, besitzt atathkten Koeffizientei.

7.3.6 Satz

Sei P(\) das charakteristische Polynom einer C-linearen Abbildung F' : V. — V.
Dann ist \ € C Eigenwert von F' genau dann, wenn P(\) = 0 gilt.

Beweis

Die komplexe Zahl\ € C ist Eigenwert vonF' genau dann, wenn die Abbildung
F — \-id nichtinjektiv und damit nicht invertierbar ist. Letzteres ist jed@cuivalent
zum Verschwinden der Determinanfe{)\) = det(F — Aid) = 0. O

Das charakteristische Polynom ist invariant gedesr C-lsomorphismen:

7.3.7 Satz

Sei P(\) das charakteristische Polynom einer C-linearen Abbildung F' : V' — V.
Sei W' ein weiterer n-dimensionaler C-Vektorraum und H : W =V ein C-
Vektorraumisomorphismus. Fiir das charakteristische Polynom P(\) der Abbildung
F:=H"1oFoH gilt P(\) = P()).

Beweis

SeiG : C" — V eine Karte. Dann isf~! o G eine Karte voni¥ und F lautet in
diesen Koordinaten

(H_IOG)_IOFO(H_IOG):G_loHoH_loFoHoH_loG:G_IOFOG,

das ist auch die Abbildung’ in den Koordinater(z. Das charakteristische Polynom
ist aber von der Wahl der Karte unattyig. O

Als Folgerung erhalten wir die Existenz einer weiteren Matrixinvariante:
7.3.8 Definition

Unter der Spur einer quadratischen Matrix A = (auu)u—1
Summe der Diagonalelemente:

n verstehen wir die

-----

Sp(A) := Z ayy.
v=1

7.3.9 Satz

Sei A € C™ " beliebig, B € C"*" invertierbar. Dann haben A und B~! o Ao B
dieselbe Spur.
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Beweis
Eine genaue Inspektion der Definition des charakteristischen Polynoms ergibt
Py(A) = (—1)"det(A — A\E)

n

= (=" D 5w n) (@1 = A1) - (Gun — Aduyn)

V1, Up=1
= A" = SpA)A" T+ Q)

das Polynon@)()\) ist vom Grade< n — 2. Die Koeffizienten dieses Polynoraadern
sich unter dem Koordinatenwechgelnicht. )

7.3.10 Bemerkung (Existenz reeller Eigenvektoren)

Sei\ € R ein Eigenwert der reellen x n-Matrix A. Dann istdet(A — AE) = 0,

und es existiert eif € R™ \ {0} mit (A — AE) o & = 0. Also besitzt4 einen reellen
Eigenvektor.

Der folgende, fir unsere Zwecke zentrale Satz verliert in den reellen Zahlen seine
Gultigkeit und ist der Grund déf, dal3 die Eigenwerttheorie ikomplexen Vek-
torraumen durchgéhrt wird.

7.3.11 Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes komplexe Polynom zertillt iiber C in Linearfaktoren. Genauer gilt: Sei P(\) ein
Polynom vom Grade n iiber C. Dann gibt es Zahlen s € N, s < n,ry,...,rs € N
mitri+---+7rs=n,a € C\ {0}, c1,...,¢cs € Cmitc, # ¢, fiir i # v, so da gilt:

PO =a-(A—c)) oo (A=)

Man sagt, da®(\) in ¢, eine Nullsteller, -ter Ordnung besitzt.

Der Beweis kann mit den hier zur Véidung stehenden Mitteln nicht ggfrt werden
und wird im Rahmen der Funktionentheorie oder der Algebra gegeben.

Als Folgerung erhalten wir insbesondere ein Existenzresiiitaiinplexe Eigenwer-
te:

7.3.12 Satz
Jede C-lineare Abbildung F' : V' — V besitzt mindestens einen Eigenwert.

7.3.13 Definition

Sei Pp(A) = (A= A1) ..o (A= Ag)"s mit N\, # A\, fiirp # v, r,...,rs € Nund
r1 + ...+ rs = n das charakteristische Polynom einer C-linearen Abbildung F'. Man
nennt die Nullstellenordnung r,, die algebraischeund die Dimension des Eigenraumes
dim V), die geometrische Vielfachheiides Eigenwertes A, .
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7.3.14 Beispiele

(@)

(b)

(©)

(d)

Sei

A= .. :
O an,
eine Dreiecksmatrix. GeaR Satz 5.4]2 qilt:

n n

P(A) = (=1)"-det(A - AE) = (=1)" [ (@ = 3) = [J(A = aw).

v=1 v=1

Die Diagonalelemente,, . . ., a, sind die Eigenwerte vod.
Sei
al @)
A=
O an

eine Diagonalmatrix. Es gilt o €, = a,, - €, d. h.€,, ist Eigenvektor vord zum
Eigenwerta,. Die kanonische Basis ist eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von A. Die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte
stimmentuberein.

Auch reelle Matrizen haben i. a. nur komplexe Eigenwerte. Dazu berechnen wir

die Eigenwerte vonA = ( 0 1

1 0). Das charakteristische Polynom lautet

P()\) = det <:i‘ _1)\> = A2 + 1, die Eigenwerte sindund —i.

Nicht fur jede Matrix existiert eine Basis aus Eigenvektoren. Man betrachte dazu
A= <é ‘f) mita € C\ {0}. EsistP(\) = (—1)2(1 — A\)2 = (1 — \)?, 1ist

also einziger Eigenwert voA. Zur Bestimmung der Eigenvektoren ist folgendes
Gleichungssystem zidsen:

G (4_ o_ (0 a) (21| _ (a2

ame= (3 1) (2)= ()
Der Eigenraum zum einzigen Eigenweiist also

Vi={(21,22) € C*: 20 =0} = {(21,0) : 21 € C}.

Insbesondere existieren nicht zwei linear uriaiifige Eigenvektoren vaa. Die
algebraische Vielfachheit des Eigenwertast 2, die geometrisché.
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7.3.15 Folgerung

Die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte (entsprechend ihren algebraischen

Vielfachheiten). Genauer gilt: Sei Pp(X) = (A — A1) - ...« (A= Ag)™ mit A\, # A\,
firp # v,r1,...,7s € Nundry + ...+ rs = n das charakteristische Polynom der
C-linearen Abbildung F'. Dann gilt: det(F) = [[)_; A\".

Beweis

Wir haben

PF()\) = (—1)” det(F — )\Zd) = H ()\ _ )\V)TV

Durch Einsetzen von = 0 folgt

det(F H ATV O

Eigenvektoren normaler Matrizen

Am Ende von Abschnitt 7]2 haben wir die normalen Matrizen aufazhst wenig
anschauliche Weise als Oberbegriif die Hermiteschen und ugiten Matrizen ein-
gefuhrt. Die rachsten 8tze verdeutlichen, wie wichtig dieser neue Begriffaatdich
ist.

7.3.16 Satz

Die n x n-Matrix A sei normal. Dann ist A Eigenwert von A genau dann, wenn A
Eigenwert der adjungierten Abbildung At ist; die Eigenrdume stimmen iiberein:

VA(4) = V3(4").

Beweis
Zunachst sei bemerkt, dal mtauchA — A E normal ist.

Seiz € Vj(A), alsoA o 7 — A 7 = (. Mit Hilfe von SatZ 7.2.2p folgt
0=|AoZ—A7|?=((A— )\E)OZ(A—)\E)O,Z)
- ((A “AE) 0z, (A—\BE)' )
=((A"=X - E)oZ (A" =X -E)o?Z)

Somit istVy(A) C Vy(A?). Derselbe SchluR, nun angewandt auéind A?, zeigt
Vi(4h) C V; (At ) = Vi (A) und damit aucty (4) = V5 (AY). o
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7.3.17 Satz

Je zwei Eigenvektoren Z, Z5 einer normalen Matrix A zu verschiedenen Eigenwerten
A1 # Ao sind orthogonal.

Beweis

Genald Voraussetzung ist o 27 = A\ Z1, A o Z5 = AyZh; der vorhergehende Satz
impliziert A* o 21 = \1 7, At o Zy = X\y25. Damit folgt:
Xo(Z1, 22) = (21, AoZp) = (Z1, Ao Z)
= (Al oz, 7)) = (M 0 21, ) = A\ (%1, ),

0= (M — A2)(21, 22).

Aus der Verschiedenheit der Eigenwerte erhalten wir die Orthoganhdétr Eigenvek-
toren: (21, 23) = 0. O

Eigenwerte Hermitescher Matrizen

7.3.18 Satz

Alle Eigenwerte Hermitescher Matrizen sind reell.

Beweis
Sei A = A™" Hermitesch mit Eigenvektof € C" \ {0} zum Eigenwert\ € C.
Sat77.2.18 zeigt:
MZIP=MZ2)=(Z1-2)=(F,A0Z) € R.
Wegen|| 7||? € R\ {0} folgt, daR\ reell ist. O

7.3.19 Beispiele
(a) Fir die Hermitesche x 2-Matrix

1 -3
A_<3i 1>

lautet das charakteristische Polynom

1—-X =3
3t 1—A

=A=12-9=—-4\+2);

P(\) =det(A— \E) :det< ) = (1—))%+ 9

die Eigenwerte sind; = 4 und Xy = —2.
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(b) Wir betrachten nun die reelle symmetriséhe 3-Matrix

T2 1
6, 3 %
A=|-35 3 -3
r 2 7
6 3 6
Das charakteristische Polynom lautet
) 1 (7—6X) —4 1
P(\) = (—=1)%det(A - \E) = ~ 57 det —4  (4—6)) —4
1 —4 (7T—6X)
ST det 24(1 — \) —6(2+X) 0
12(=3X\2+7A—4) 24(1—-X) 0
72
=516 {81 =N+ 2+ N)(=3\+Tr—4)}

= 2 {3 60} = A - (A~ 2),

wir haben also die drei Eigenwerie = 0, Ay = 1, A\3 = 2.

Eigenwerte unitarer Matrizen

7.3.20 Satz

Fiir jeden Eigenwert \ einer unitdren Matrix A gilt |\| = 1.

Beweis

Sei )\ Eigenwert vond € U(n) zum Eigenvektog € € \ {0}. Die Langentreue der
unitaren Matrix impliziert

IZI?P=|AcZ|P=(AoZ,AoZ)=(N-Z,X-2) =2\ Z|°
Da| Z||? # 0ist, folgt || = 1. |

7.3.21 Satz

Sei A € O(n, R) eine reelle orthogonale Matrix. Die Raumdimension n sei ungerade.
Dann ist +1 oder —1 Eigenwert von A. Ist A sogar eine Drehung, d. h. A € SO(n,R),
dann ist +1 Eigenwert von A.

Wir werden auf S| 257 mit Hilfe der Diagonalisierungsresultatawern, daf i3
der zu+1 geldrige Eigenvektor als Drehachse interpretiert werden kann.
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Beweis

Das charakteristische Polynoffy () von A hat reelle Koeffizienten und wird hier
als FunktionR — R aufgefalit. Der Termdchster Ordnung ist”™ mit der ungeraden
Potenzn. Aus der Analysis weil3 malim) ., P4(A\) = +ooundlimy_,_ Pa(A\) =
—oo. Der Zwischenwertsatz ergibt die Existenz wenigstens einer reellen Nullsgelle
mit |A\o| = 1, dennA ist orthogonal und insbesondere @mit

Die nichtreellen Eigenwerte vod treten immer in zueinander konjugierten Paaren
auf: Sei\; Eigenwert vonA, d. h. Nullstelle des charakteristischen Polynoms

n—1

0=Ps(A) =X} + > a), a €R.
v=0

Durch Konjugation erélt man

n—1 n—1
0="Ps(M) =X+ > aX =T+ a, N,
v=0 v=0
)1 ist also ebenfalls Eigenwert. Indem man den quadratischen Faktok; ) (A — A1)
abspaltet, der nur reelle Koeffizienten besitzt, und das Verfahren iterieéf eran:
Die Matrix A hat0 < k& < (n — 1)/2 (nicht notwendigerweise verschiedene) Paare
zueinander konjugiert komplexer Eigenweite i, ..., A, A\x und eine ungerade
Anzahl reeller Eigenwert®y 1, ..., A\, € {+1, —1}; die Eigenwerte werden jeweils
entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit aufigeef Die Determinante ist das
Produkt der Eigenwerte:

det(A) = M2 P kgt A = Akl e A

Ist nundet(A) = +1, so knnen nicht alle reellen Eigenwerte —1 sein, denn
n wurde als ungerade vorausgesetzt. In diesem Fal-ist(zumindest einfacher)

Eigenwert vonA. O
7.3.22 Beispiel
Durch direktes Nachrechnen sieht man, dalR die r8ede3-Matrix
1 2 1 2 1
A=| 442 geg
1 1 V2
2 2 2

orthogonal ist, daR alsd’o A = E gilt. Wir berechnen das charakteristische Polynom:

s
Pa(A) = —det(A—AE)=—det | —14¥2 1iv2_) 1
! R
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I+ X —1+x -}
=—det [ —l4¥2 g 1
! 0 2
s 5 W
=—det | ¥Z_) 0 —1
2
! 0 Y2\
2
Ve 2
:()\—1) det 21 A 21 :()\_1) i_)\ + =
7 7 A 2
o (i) (o)

die Eigenwerte vo lauten also\; = @(1%), Ag = @(1—2‘) undAz = 1. Daraus

folgt auchdet(A) = @(1 +i)- @(1 —14)-1=1, also istA eine Drehung.
Wir bestimmen die Drehachse (sie sei vorbehaltlich der nachzutragenéeiteEningen

von S[25¥ bereits so bezeichnet), d. h. den Eigenvektor zum Eigehvedstnichttri-
viale Losung des linearen Gleichungssystems

1, V2 1, V2 1
. —§+\Tf —§+\Tf 3
— _ 7 — 1 2 1 2 1 7
0=(A—-—FE)od= s+ —s+¥ -3 oZ.
1 1 V2 g
2 2 2

Etwa mittels des Gaul3schen Algorithmus’ findet man, dalR dieses Gleichungssystem
eine linear unakingige Losung hat. Der isungsraum (die Drehachse) wird von dem

t
Einheitsvektorr = (§7 —@,0) aufgespannt.

7.4 Die Hauptachsentransformation

In diesem Abschnitt betrachten wir nur x n-Matrizen A € C"*"™ bzw. A €
R™ ™ und die entsprechenden linearen Abbildungén: C* — C" bzw. F :
R™ — R". Lineare Abbildungen allgemeiner endlichdimensionaler Vekiarre
in sich kbnnten, wie schon er@hnt, durch die Eirithrung unitirer Koordinaten
auf diesen Fall ziuirckgefihrt werden, die relevanten Eigenschaften wiermal“,
»Selbstadjungiert’ odepunitar’ blieben dabei erhalten.

Sei alsoF : C" — C"™ eine lineare Abbildung mit zugéhiger n x n-Matrix

A. Wir kdnnen uns nun der zu Beginn dieses Kapitels wieder aufgeworfenen Frage
zuwenden: Unter welchen Bedingungen an die Matriba3t sich ein orthonormiertes
Koordinatensyster@h cee En) in C™ so geschickteinzeichnen®, dald die Abbildung
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F in den durch die unétre Matrix B = (by, ... ,by,) bzw. die entsprechende uaie
KarteG : C* — C™ gegebenen Koordinaten

F=G'oFoG mitMatrix A=DB'oAoB

Diagonalgestalt hat?

Wir werden zeigen, dal3 ein solches Diagonalisierungsresultat genau in der Klasse der
normalen Matrizen @ltigkeit besitzt. Insbesondere folgt damit die Diagonalisierbar-
keit unitarer und Hermitescher Matrizen. Da die Eigenwerte reeller symmetrischer
Matrizen samtlich reell sind, erhalten wir daraus unmittelbar ein Diagonalisierungsre-
sultat auch im Reellen, @hrend detJbergang vom unitren zum reell orthogonalen

Fall groRere Modifikationen erfordert.

Transformation auf Dreiecksgestalt, Trigonalisierung

Wir werden zu@chst beweisen, dal3 jede komplexe n-Matrix durch eine uniére
Transformationsmatrix auf Dreiecksgestalt gebracht werden kann, und daédes sp
unsere Diagonalisierungsresultate herleiten.

Zur Vorbereitung dienen die folgenden beiden Hifize:

7.4.1 Satz

Seim < n und B" € C™*™ eine unitire m X m-Matrix. Dann ist

En—m,n—m  cHn-—m,m
B = ( Om,n—m BN > € (Dan
ebenfalls unitér.
Beweis
Sei 7 € C" beliebig. Wir bezeichnert” = (z1,...,2,_m)! € C* ™ und
Z" = (Zn—ma1,---,20)" € C™. Auf Grund der Nullbbcke in B ist B o z =

(Z/,B" 0 2")" € C*~™ @ C™. Wir greifen noch auf die Definition der euklidischen
Norm in C™ zuriick und erhalten

IBoz|* = 2" |2+ B" 2" |> = || 2" > + || 2" |I* = || Z||> O
7.4.2 Satz
Zu je zwei Einheitsvektoren Z,w € C™ (d.h. || Z|| = || @ || = 1) existiert eine unitére

n x n-Matrix B € U(n) mitw = Bo Z.

Beweis

Genauso wie in Satz 6.3.5 beweist man: es gibt Vektaign. ., 7, derart, dal
(Z,%,...,7%,) ein orthogonalesn-Bein ist, d.h. nach Satf 7.2]14 i, :=
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(Z,22,...,2,) € U(n). Es qgilt
Byoé, =% alsoe; = B{'oZ=Bloz

Entsprechend konstruiert man @ € U(n) mit By o ¢; = . Fur B := By o B{ €
U(n)istdanninder TaB o 2 = By o €] = . O

7.4.3 Satz

Zu jeder komplexen n x n-Matrix A existiert eine unitire n x n-Matrix B € U(n)

derart, daB A := Bt o Ao B eine (obere) Dreiecksmatrix ist, daB also a,,, = 0 gilt fiir
> v,

Beweis

Wir fihren den Beweis durch volistdige Induktion nach. Bei der Induktionsbasis
n = 1 ist nichts zu zeigen, denn jedex 1-,Matrix‘ ist eine Dreiecks;Matrix".
Sei nunn > 1, und wir nehmen an, die Behauptung s@i fi — 1 bewiesen. Das
charakteristische Polynom®(\) = P4()) dern x n-Matrix A zerfallt ber C in
Linearfaktoren, es gibt also einen Eigenwgit € C mit zugeldrigem Eigenvektor
71 # 0. Wir kénnen den Eigenvektor normieren und ohne Eirésckung| 7, || = 1
annehmen. Ge&aR Satf 7.4|2 existiert eine uiie AbbildungB; € U(n), die den
ersten Einheitsvektor auf diesen Eigenvektor abbil@ets e, = z7.
Far

A = Bi oAo By

gilt
Ajoéi=BloAo(Bioé))=Blo(Aoz) = Blo(\M7) = e,

also

mit einer(n — 1) x (n — 1)-Matrix A’. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein

B € U(n—1),so0daB inB" o A’ o B’ unterhalb der Diagonalen ausschlieBlich Nullen
stehen. Auf die in Safz 7.4.1 beschriebene Weise erhalten wiBaeme n-reihige

unitare Matrix:
1 Ol,nfl
BQ = Onfl,l B/ € U(n)

Wir betrachten die Hintereinanderschaltung

B:=ByoBy eU(n)
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der uniiren TransformationeB; und By. Fur
A= BioAjoBy = BloBloAoBioBy = (By o Bg)tvo(Bl 0B;) = B'oAoB
erhalten wir nun Dreiecksgestalt:
121 - 1 E’) o )\1 * o 1 O

“\o B! o A 0o B

_ (M * (1 0N _ (X %

—\o B'oA O B) \0 B'cAoB )" O
Im Beweis haben wir wesentlichen Gebrauch vom Fundamentalsatz der Algebra
gemacht. Betrachtet man eine reelle Mattixso hat deren charakteristisches Polynom
P4(\) zwar nur reelle Koeffizienten, der Fundamentalsatz der Algebra besitzt im

Reellen jedoch keine @tigkeit. Tatschlich wird der soeben bewiesene Satz in dieser
Situation im allgemeinen falsch:

7.4.4 Beispiel

Wir betrachten die reelle normalz x 2-Matrix A = (0

-1 .. -
1 0 ) Fur beliebiges

B= (CCL Z) € O(2,R) berechnet man

" B 0 —ad+bc\ 0 —det(B) \
BOAOB_(—bc+ad 0 >_<det(B) 0 ’

Dreiecksgestaltdi3t sich nicht erreichen. Mit der komplexen @né&n MatrixC' =
vl 1. ~t (=t 0
5 (2 _i)lstdagegelnj* voC_<0 )

7

Um das reelle Analogon von Satz 7]4.3 zu beweisen, haben wir also die Existenz von
reellen Eigenwerten vorauszusetzen.

7.4.5 Satz

Die reelle n x n-Matrix A habe nur reelle Eigenwerte, d. h. das charakteristische
Polynom P4 (\) zerfalle UberR in Linearfaktoren. Dann existiert eine (reelle) Matrix
B € SO(n) derart,daB A = B~' o Ao B = B o A o B eine Dreiecksmatrix ist.

Beweis

Weil wir hier weitgehend parallel zum Beweis von Satz 7.4.3 vorgehen, wird nur der
Induktionsschritt skizziert.

Gemall Voraussetzung existiert ein Eigenweit € R von A, wegen Bemer-
kung[7.3.1D gibt es z¥; einen reellen Eigenvektor:

Aoflj_"lz)\l-fl mitfl ERn, H.fﬁ”:l.
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In SatZ 6.3.5 haben wir eine Drehuly € SO(n) konstruiert mitz; = By o €. Die

transformierte Matrix4; := B! o A o By hat dasselbe Aussehen wie oben und @ém
SatZ 7.3] dasselbe charakteristische PolynomAwitst Q()\) das charakteristische
Polynom vonA’, so liefert die Entwicklung vodet(A4; — A E') nach der ersten Spalte

PA) = (A=) Q).

Also zerfallt auch@(\) uberRR in Linearfaktoren. Die Induktionsvoraussetzung liefert
ein B’ € SO(n — 1), so daRB" o A’ o B’ Dreiecksmatrix ist. Der Rest des Beweises
verlauft wie oben, wobei die Konjugationsstriche entfallen OHe) durchSO(n) zu
ersetzen ist. |

7.4.6 Folgerung

Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes kann seine algebraische Vielfachheit
nicht iibersteigen.

Beweis

Wir kdnnen uns auf den komplexen Fall besatken: Die geometrische Vielfachheit
im Reellen kann die im Komplexen niclitbersteigen, denmeelle Vektoren, also
solche auR", dietiberRR linear unabhngig sind, sind audiberC linear unabBngig.
Die algebraischen Vielfachheiten stimmen im Reellen und Komplékenein.

Sei \¢ Eigenwert dem x n-Matrix A mit geometrischer Vielfachheit = dim V),

und algebraischer Vielfachheit Ahnlich wie im Beweis von Satz 7.4.3 wollen wir
den Eigenraun¥,, von C" abspalten. Sei dazj, . . ., Z; eine Orthonormalbasis von
Vi, diese bnnen wir durch Verwendung des Schmidtschen Orthonormalisierungs-
verfahrens zu einem orthogonalerBein 77, ..., Z, erganzen. Die MatrixB, :=

(%1, ..., Z,) ist also uniér. Mit der Wahl vonA; := Blo Ao B, folgtfury =1,...,s:

Ajo0é,=BjoAo(Bioé,)=Bjo(AoZ,) =X\ (B]oZ) = X\é,

also ol
éﬁ;ﬁe 1 cer s stl e m
1 /\0 O
: ) i
A = s| O Ao
s+1
(@] A’

Genal Sat3 existiert eine e Matrix B’ € U(n — s), so daRB" o A’ o B’

Dreiecksgestalt hat. Mit
Ess O
BQZ:( 0 B,>€U(n)
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erhalten wir wie in Satz 7.4.3
Zeile/

Spalte 1 e s S+1 e n
1 )\0 O
. . .
AZ:BéoAloBQZ 5 o )\0
s+1
f @) B'oAoB
n
Zeile/
Spalte 1 s s+1 n
1 )\0 @
*
_ 5| o
s+1 )\S-i-l *
: (@)
n O An

Die Matrizen A und A haben dasselbe charakteristische Polynom, es |&tet =

(A= 2X0)* - TI)—s41(A = A,). Die Nullstellen),, sind i. a.nicht paarweise und auch

nicht von )\ verschieden, es folgt < r. O

Diagonalisierbarkeit normaler Matrizen

Wir wollen zeigen, daf? die Dreiecksmatrix aus $atz 7.4.3 sogar eine Diagonalmatrix
ist, sofern eine normale Matrix vorgegeben wurde. Hier liegt die Beobachtung zugrun-
de, dalR Normalét unter uniiren Koordinatentransformationen erhalten bleibt:

7.4.7 Satz

Die Matrix A € C™ " sei normal. Dann ist B' o A o B fiir jede unitire Matrix
B € U(n) ebenfalls normal.

Beweis
t AoB)toBtvoB—BtvoBo(BtvoB)t
=BloA'oBoB'oAoB—-BtoAoBoBtoA'o B
=BloA'o Ao B—B'oAocA'oB
:Bto(fltoA—AoAt)oB:O.

W
o
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7.4.8 Satz

Zu jeder normalen Matrix A € C™*™ existiert eine unitire Matrix B € U(n) derart,

-

daB A := B! o A o B Diagonalgestalt hat. Die Spalten von B = (I;l, e ,bn> bilden

eine Orthonormalbasis von C™ aus Eigenvektoren von A. Die Diagonalelemente von
A sind genau die Eigenwerte von A entsprechend ihren geometrischen Vielfachheiten.

Beweis

GendR Satz 7.4/3 finden wir eine uaie Matrix B € U(n), so daBA := B! o

A o B Dreiecksgestalt hatd ist ebenfalls normal. Es bleibt zu zeigen, daR normale
Dreiecksmatrizen schon Diagonalmatrizen sind.

Wir habena,,,, = 0 fur . > v. Die Normali@ét ergibt firpp = 1,...,n:

n

n n
0= Z (Gopton — bpuotys) = Z jaoul® — Z o]
o=1 o=1 o=/

pn—1 n
= Z |d0u|2 - Z |dw|2-

o=1 o=p+1

Die Betrachtung vom, = 1 ergibt
n
0=> i[>, a1, =0firo=2,...n
o=2

Wir fahren induktiv fort und nehmen an, wiatten imk-ten Schritta,,, = 0 furo =
uw+1,....n,u=1,... kerreicht. Durch Betrachtung vgn= k + 1 folgt:

n

k n
0= Z |&U,k+1‘2 - Z |&k+1,0|2 = - Z |dk+1,0|2a
o=1

o=k+2 o=k+2
alsoistauchi, 1, =0furc =k +2,...,n.
Nach(n—1) Schritten erhalten Wir, daf3,, = 0 auch fir alle, v mit ;1 < vist. Auch
oberhalb der Diagonalen efdtih A nur Nullen und ist folglich eine Diagonalmatrix.
Da die Matrix B unitar ist, bilden deren Spalten ein orthogonateBein, also eine
Orthonormalbasis vofi’”. Wir haben zu zeigen, daf3 es sich dabei um Eigenvektoren

von A handelt. AusA = B! o A o Bfolgt Bo A = A o B. Wir betrachten jeweils die
v-te Spalte:

AOEV:BoéuzBO(dyuéu):duu(Bogu):dyuoguy

in der Tat istl;l, Eigenvektor vond zum Eigenwert\,, := a,,. Jeder Eigenwert tritt
genal seiner geometrischen Vielfachheit auf, denn die Anzahl der entsprechenden
Eigenvektoren imB ist gerade die Dimension des Eigenraums. Somit&ind . ., d,,
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genau die Eigenwerte vof, dennA und A haben dieselben Eigenwerte mit denselben
geometrischen Vielfachheiten. O

Mit den normalen Matrizen haben wir dieddtnbgliche Klasse derjenigen Matrizen
bestimmt, die mit Hilfe unérer Koordinatenwechselabbildungen diagonalisiert wer-
den ldnnen:

7.4.9 Satz

Fiir die n x n-Matrix A existiere eine unitdre n X n-Matrix B € U(n) derart, da3
Bt o A o B Diagonalgestalt hat. Dann ist A normal.

Beweis
Es bezeichne
dq (@]
D = =B'oAoB;
(@] dp,
diese Diagonalmatrix ist normal:
Jl @) d1 @)
DioD = o
o dy, (@] dp
dy - dy )
= = Do D!
) dy - dp

NunistA = BoDo B! = Bt o Do B' mit B € U(n), und A ist gené Satk 7.4|7
normal. O

Das reelle Analogon zu Safz 7.4.8 leitet man miirthch demselben Beweis aus
Sat47.4.5 her.

7.4.10 Satz

Die reelle n x n-Matrix A sei normal und habe nur reelle Eigenwerte. Dann existiert

eine reelle Drehung B € SO(n) derart, daB A := BtoAoB eine reelle Diagonalmatrix
ist.

Beziglich jeder normalen Matrix@nen wir mit Hilfe des Diagonalisierungssatzes
denC" in eine orthogonale Sumnider deren Eigedume zerlegen:
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7.4.11 Satz

Es seien \1,...,\s sdmtliche paarweise verschiedenen Eigenwerte einer normalen
n x n-Matrix A. Dann besitzt C" eine orthogonale Zerlegung in die Eigenrdume
von A:
n S
@ = @l/=1v>\y‘

Ist P(A\) = [[5_;(A = A\))"™ das charakteristische Polynom von A, so ist r, =
dim V), die geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte stimmen
also tiberein.

Beweis
Die Orthogonaliat der Eigerilume wurde bereits in Satz 7.3.17 nachgewiesen.

Sei B € U(n) derart, daRA := B' o A o B Diagonalgestalt hat, die Spalten
B = (51, .. .,En) bilden eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren vnin der

Diagonalen vonA treten die Eigenwerte vod und damit die vonA entsprechend
ihrer geometrischen Vielfachheiim V), auf; man beachte, daf? sich geometrische
Vielfachheiten bei Koordinatenwechseln nicimdern. InA und folglich auch in

A stimmen somit offensichtlich geometrische und algebraische Vielfachhejten
uberein:r, = dim V), . Indem man ggfs. die Spalten vas vertauscht, kann man
erreichen:

bi,...,bn sind Eigenvektoren zu\q,
bri41, -+ brygry sind Eigenvektoren zu\s,
byt tre 1 41s-- - by sind Eigenvektoren zu,.

Da jedes Element € C" eine Darstellung in der Basi, ..., b,} besitzt, folgt
durch entsprechende Klammerung die Zerlegung ¥om Komponenten in den
jeweiligen Eigenaumen:

n r1 ri1+re n
Z = E cyb, = E cby, | + E cb, | +...+ E cuby,
v=1 v=1 v=ri+1 v=ri+..4rs_1+1

=2+ ...+ Z, mitz, € Vj,,.

Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt aus der Orthogoagdler Eigerdiume. O

Die Hauptachsentransformation fir Hermitesche und reell
symmetrische Matrizen

Wir erhalten den folgenden Satz direkt aus dem Diagonalisierungsresultatrinale
Matrizen Satz 7.4]8 zusammen mit der Beobachtung aug Saiz|7.3.18, da8 Eigenwerte
Hermitescher Matrizen stets reell sind:
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7.4.12 Satz (Hauptachsentransformation)

Zu jeder Hermiteschen n x n-Matrix A existiert eine unitire Matrix B € U (n) derart,
daB A := B! o A o B eine reelle Diagonalmatrix ist.

Man erfélt das reelle Analogon, indem man auf Satz 7J4.10 anstatt auf Satyz 7.4.8
verweist.

7.4.13 Satz (Hauptachsentransformation)

Sei A eine symmetrische reelle n X n-Matrix. Dann existiert eine Drehung B €
SO(n,R) derart, daB3 A := B' o A o B eine (reelle) Diagonalmatrix ist.

7.4.14 Bemerkung

Um den Begriff, Hauptachsentransformation® zu @utern, betrachten wir zachst

eine reellen x n-DiagonalmatrixA mit den (nicht notwendigerweise verschiedenen)
Diagonalelementens, . .., \,. Unter dieser Abbildung wird die Einheitskugel

K={FeR": |Z|><1}

auf ein Ellipsoid

n 2
E:{:E'EIR”: Zigg}
v=1"Y

abgebildet. Die Basisvektorey e, sind die Hauptachsen dieses Ellipsoids.

Sei nunA € R™™ eine symmetrische Matrix un@® € SO(n,R) eine Trans-
formationsmatrix derart, dal’ die Abbildung in diesen Koordinaten Diagonalgestalt
A := B'o A o B wie oben hat. Man kann also iR" eine Orthonormalbasis
B = (51, , .,5n> ,einzeichnen®, so daR unter der Abbildurgdie Einheitskugel

K in ein Ellipsoid mit den Basisvektorenl;,, als Hauptachseibergeht.

7.4.15 Beispiel

Eine wichtige Anwendung des Diagonalisierungssatiesdell symmetrische Matri-

zen findet man in der Theorie der Drehbewegung staréepét. Fir eine ausihrliche
Darstellung verweisen wir auf die Lehirbher der Mechanik wie etwa das vAnBudo

[1], 5§ 51 ff].

Wir stellen uns einen solchendper vor und legen den Ursprung und ein orthogonales
Koordinatensystem in dessen Schwerpunkt. Wir betrachten Drehbewegungen nur um
Achsen, die durch diesen Ursprung gehen, um insgesamt resultidfeifetteauf diese
Achsen zu vermeiden. Der Zusammenhang zwischen dem Drehimpulsfekuuxd

der Winkelgeschwindigkeiti wird durch den, Tragheitstensor”

Jii —Ji2 —J13 s
J=| —jo1  je2 —jo3z | € R
—J31 —J32  J33
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vermittelt: .
L=Jow.

Dabei sind die Diagonalelemenjg, die , Tragheitsmomente* bzgl. der Rotation um
die z,-Achse und;,, fur . # v ,Deviationsmomente®. Die Deviationsmomente sind
ein Mal} daifir, wie sehr bei der Rotation um die KoordinatenachBeshmomente

auf diese Achsen auftreten, die deren Lageamdern versuchen. Bei realen Bewe-
gungen von Maschinen oder Fahrzeugdissen diese Momente von den Lagern der
Achse kompensiert werden unighiren zu einemunrunden® Lauf und eihtem Ver-
schleiff. Deshalb ist man béimt, die Drehachse und damiit so einzurichten, daf’
Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit parallel sind. Es sind also die Eigenvektoren
des Tagheitstensorg zu bestimmen.

Den definierenden Gleichungerurf dessen Komponenten entnimmt man (vgl.
[1, § 51]), dal der Tagheitstenso/ symmetrisch ist. Er besitzt somit eine Ortho-

normalbasis{gl, b, 53} aus Eigenvektoren, defaupttagheitsachsen* desifpers

im Schwerpunkt. Bhrt man die durctB = (51,52,53) gegebenen Koordinaten ein,
so lautet der Tagheitstensor in diesen Koordinaten:

R ju 0 0
J:=B'oJoB=| 0 ja 0
0 0 s

Beziglich der Hauptﬁlgheitsachseﬁ, 52, bs treten keine Deviationsmomente auf.

Unter ,,Auswuchten®” eines Hrpers versteht man dessen &ederung der-
art, daf? die (fest vorgegebene) Drehachse zu einer Hagp#itsachse im
Schwerpunkt wird.

7.4.16 Beispiele
Wir setzen hier die Behandlung der Beispiele 7.8.19 fort.

(@ RrA = 312 _fﬂ hatten wir dort\; = 4 und \» = —2 als Eigenwerte

bestimmt. Zugetrige Eigenvektoren findet man als nichttrivialédungen der
Gleichungssysteme

und
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Man berechnet sofoit; = (—i, 1)t undZy = (i, 1)! als Losungsvektoren. Durch
Normieren erhlt man die Transformationsmatrix

B —i2 2\ V2 (i

V2o V2 2 \1 1)°
2 2

Hiermit gilt

i_ Bt _ [ 5. T L =3 —ig iy
A=10B OAOB_(—@'\/E 2>O<3i 1>o<2 2)
2 2 2 2
0

(b) Die Eigenwerte von

T2 1
6, B3 6
A= 3 3. 3
r 2 7
6 3 6

lauten\; = 0, Ao = 1, A3 = 2. Als zugelidrige Eigenvektoren bestimmt man mit
dem GauRschen Algorithmus beispielsweise= (1,2,1)!, Z = (—1,0,1)
und#s = (1, —1,1)%. Durch Normieren gelangt man zu der Transformationsma-
trix

1 1
@ V2 7§i 1 1 -3 V2

B=|7% 0 -z |=—(2 0 -2
V6 V3 )
U TR Vel 3 2
V6 V2 3

es ist
det(B) = —=det | 0 2v3 —3V2 | =—= -6V6=1.

63/2 0 2\/§ 0 63/2

Ohne dafl3 eine Spalte vas durch ihr Negatives ersetzt werderuf3te, haben
wir bereitsB € SO(3), so daR alsd eine Drehung deR? ist. In den durchB
gegebenen Koordinaten lautet ndn

A=B'oAoB
i 2 L 7 2 1 11 L
V6 V6 V6 § 3 & V6 V2 V3
|- 0o L ]lol-2 2 2,2 o L
V2 V2 3 3 3 V6 V3
a1 1 1 1 2 7 1T 1 1
Vi VB V3 A V6 Vi3

I
coo
oo
DO O
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7.4.17 Beispiel

In der Analysis beatigt man beispielsweise bei der Behandlung @glemlicher Dif-
ferentialgleichungssysteme diexponentialfunktion* quadratischarreihiger Matri-

zenA:
1
exp(A) := Z HA]“. (%)
k=0
Die Partialsummerty := (s,(fl\,[)) X = S, LAF sind jeweilsn x n-
wr=1,..n

Matrizen, von deren Komponenteﬁ,\,’) man in der Analysis Konvergenz nachweist.
Man findet Zahlers,, := limy_. sffl\,[) € C und setziexp(A) := (sﬂl’)u,v:17---,n’

die Definition(x) ist also im Sinne komponentenweiser Konvergenz zu verstehen. Wir
wollen uns hier aber nicht mit Konvergenz, sondern mit der Frage hégmn, ob

man die Komponenten voexp(A) auf einfache Weise aus den Komponenten von

A bestimmen kann. Im Falle normaler und damit insbesondere auch Hermitescher
Matrizen ist das tagchlich noglich.

Sei A eine normale: x n-Matrix und B € U (n) derart, dafd wir Diagonalgestalt

A1 @)
A:=B'oAoB= , A, ..., Ay €C,
(@) An

erreichen. Es folgt:
A=BoAoB,
Ak = (BvoBt)k
=BoAo(B'oB)oAoB'o...oBoAoB!

X0
=BoA¥oB'=Bo o B,
o
., Mo
eXp(A):ZHBo o B
k=0 """ O AE
. N0
=Bo Zg o B!
F=0 N\ O Ak
>0 wA o
=Bo o B!
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exp(A1) 0
=DBo o B.
o exp(An)

Man ertalt die Exponentialfunktion normaler Matrizen, indem man die @ewiche
komplexe Exponentialfunktion der Eigenwerte berechnet und diese Diagonalmatrix
mittels B und B!, zuriick*-transformiert. Die Eigenwerte varp(A) sind ebenfalls
exp(A1),...,exp(\,). Die Matrizen A und exp(A) haben mit den Spalten voB
dieselben Eigenvektoren.

Wir berechnerexp(A) fur die Hermitesche x 2-Matrix A = <311 _131> aus

dem vorhergehenden Beispiel. Diese hatten wir mitiels- @ (El i) cU(2)

4 0

diagonalisiertA = Bt o Ao B = <0 5

> . Daraus erhalten wir:
oexp(A) o Bt

(7 1)e(0 2)e (50)

e he?  —ifet-e?)\
( )

exp(4) =

N = N =Y

1 (64 — 6_2) et 4 e7?

Sesquilinearformen

Die Abbildung, die jedem Paar von Vektorgéns € C™ die komplexe Zah(z, A o )
zuordnet, hatiir Hermitesche Matrizen ahnliche Eigenschaften wie das komplexe
Skalarprodukt. Sie ist sesquilinear und Hermitesch:

(7, Ao @) = (A0 2,0) = (Ao 2,@) = (@, Ao 7),

und wegen(z, A o ) = (Z, Ao Z) ist die entsprechende quadratische Form stets
reellwertig. Die Positiviit dieser Terme kann aber im allgemeinen nicht gezeigt
werden, sondern ist nur von einer Unterklassse der Hermiteschen Matriaén erf

7.4.18 Definition

(a) Eine Hermitesche Matrix A € C™*™ heift positiv definit, falls (Z, Ao 2') > 0
fiir alle £ € C™ \ {0} gilt.

(b) Eine symmetrische Matrix A € R"*" heifit positiv definit, falls & - (AoZ) >0
fiir alle 7 € R"™ \ {0} gilt.

Mit Hilfe der Hauptachsentransformation kann man die positive Definitheit einer
Matrix leicht erkennen.
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7.4.19 Satz

Eine komplexe Hermitesche (bzw. reelle symmetrische) n x n-Matrix A ist genau dann
positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

Beweis

Hier werden nur komplexe Hermitesche Matrizen betrachtet; der reelle Fall ist genauso
zu behandeln.

Es gibt eine uniire MatrixB € U(n) derart, da’d = B*o Ao B eine Diagonalmatrix
ist:

)\1 (@)
A=
O An
Die (nicht notwendigerweise verschiedenen) reellen Zahlefw = 1,...,n) sind

die Eigenwerte vord und daher auch vod. Fir alle Z € C" gilt mit der Setzung
W:= Bltoz:

DaZ =0« @ = BoZ =0, ist die Positiviait der vonA4 erzeugten quadratischen
Form
(Z,AoZ) > 0furallez e C"\ {0}

aquivalent zur Positivitt samtlicher Eigenwerte

Ay >0, v=1,...,n. O

7.4.20 Folgerung

Die reelle symmetrische n x n-Matrix A sei positiv definit. Dann besitzt A genau eine

symmetrische positiv definite Quadratwurzel C € R™ ™, fiir die also C? = A gilt.
Man schreibt auch C' =: A'/2.

Beweis
Wir diagonalisieremd mittels einer Drehund@ € SO(n,R):

A1

A1
A=B'oAoB =
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Dabei sind)q,..., s samtliche paarweise verschiedenen Eigenwerte ¥oand

von A; jeder Eigenwert\, tritt in A entsprechend seiner Vielfachheijt-mal auf;
r1+...+rs = n. Wie wir soeben gezeigt haben, sind wegen der positiven Definitheit
von A samtliche Eigenwerte positivk,, > 0. Wir setzen

VAL
O

C .= undC := Bo C o BY;

Vs

es ist
C?=BoCoB'oBoCoB'=Bo(C?0B'=BoAoB!=A.

Die einander entsprechenden Eigame vonC' und vonA werden jeweils von den-
selben Spalten vo® erzeugt und stimmen deshalb auf Grund unserer Konstruktion
Uberein:

Vi, (A) = Vi, (O). (%)

Es bleibt die Eindeutigkeit der Quadratwurzel in der angegebenen Matrizenklasse
nachzuweisen. Sei alg® irgendeine positiv definite symmetrischex n-Matrix mit

C? = A. Wir wollen zeigen, daR die Gleichheit) auch fir die Elgenaume vonC'

erfullt ist. Sei dazuz € R™ Eigenvektor vorC' zum Eigenwerju: C o 7 = pT. DaC

als positiv def|n|t vorausgesetzt ist, haben wir> 0. AusAoZ = CoC o =

C o (u¥) = p?7 folgt, daBu mit einem Eigenwert\,, von A uberelnstlmmen
muB, wegeny > 0 ist © = +/),. Folglich sind untery/)q,..., v/, samtliche
paarweise verschiedenen Eigenwerte ¢yrund das gerade benutzte Argument zeigt

auchV - (C) C Vj,(A). Da wegen Sal bzw. dessen reeller Entsprechung
aber die orthogonale Zerlegung

R" = @,V - (C) = @5, Vi, (4)

gilt, erhalten wir die Gleichheit der EigegumeV - (C) = Vi, (A). Inshesondere
sind genau/\1, . .., v/, die Eigenwerte voi’, und in Verbindung mitx) folgt:

Vx, (€) =V (O).
Fur alle
T = Z, € R" = @izlv\/g (é) = @izlvm (©)
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folgt dann
- S N S S
Cof=) CoZy=> \V/ANE =) Coi,=Col,
v=1 v=1 v=1
die positiv definiten Quadratwurze und C von A stimmeniiberein. O

Diagonalisierbarkeit unitarer Matrizen, Normalform f Gr
reell orthogonale Matrizen

Hier erhalten wir das Diagonalisierungsresultat ebenfalls durch direkten Verweis auf
den entsprechenden Spiz 7|4iBriormale Matrizen und auf Sdiz 7.3.20.
7.4.21 Satz

Zu jeder unitiren Matrix A € U(n) existiert eine unitire Transformationsmatrix
B € U(n) derart, daB A := B'o Ao B eine Diagonalmatrix ist. Die Diagonalelemente
von A haben simtlich den Betrag 1.

Wir wollen im Folgenden noch reelle orthogonale Matrizen untersuchen. Der Fall
zweier Raumdimensionegllt sich elementar diskutieren und wird die Richtuiag f
unser angestrebtes allgemeines reelles Resultat anzeigen.

7.4.22 Beispiele

(a) Seiersing, cos, die aus der Analysis bekannten im Bogenmal3et&h trigono-
metrischen Funktionen i eine Drehung deR?

_ [ c0sa(®)  —sing(yp)
4= (Sina(w) cosa () )
gilt
P()\) = (cosa(@) — A\)? 4 sin (@) = 1 — 2\ cosa(p) + A2

Die Eigenwerte vor sind\; = €%, Ay = e~%; diese sindiir ¢ €]0, 27[\ {7}
nicht reell und verschieden. Im Reelledrinen wirA also nicht diagonalisieren.
Es existiert jedoch eine komplexe ané 2 x 2-Matrix B derart, daRA =

_ i
BtvoB:<60 e_()i(,D)iSt.

(b) Eine Drehspiegelung dé@? wird durch eine Matrix

1= (3 L) e

gegeben. Es ist
PN =(@-XN(—a-N-0=X—(@®+) =X -1=\-1A\+1).



7.4 Die Hauptachsentransformation 255

Weil die Eigenwerte vord mit A\; = 1 und A\, = —1 samtlich reell sind,
kann man aus Safz 7.4]10 die Existenz einer orthogonalen Matrx SO(2)
folgern, sodaf := Bto Ao B = (1) _01
Koordinatensystems ist die DrehspiegeluAgnur eine Spiegelung an einer
Koordinatenachse.

gilt. Beziglich eines geeigneten

Um Sat4 7.4.21 auchif den Fall reeller orthogonaler Matrizehe O(n) nutzen zu
konnen, gehen wir von der im Beweis von Satz 7.3.21 gemachten Beobachtung aus,
daf? die nichtreellen Eigenwerte in Paaren zueinander konjugierter Eigenwerte dersel-
ben (geometrischen und algebraischen) Vielfachheit auftretem;, ..., \x, \p €

C \ R mit einer geeigneten Zatl < n/2; die Eigenwerte werden entsprechend ihrer
Vielfachheit aufgdfihrt. Dabei knnen wir erreichen, dald untag, Ao, ..., A; nicht

zwei Eigenwerte zueinander konjugiert sing: # 5\#, uw,v=1,... k. An das Ende
dieser Eigenwertliste schreiben wir die reellen Eigenwggig 1, ..., \, € {£1} C

RR. Bei den Eigenvektorendnnen wir eine ganahnliche Beobachtung machen: Sind

b, € C" (1 < v < k) paarweise orthogonale normierte Eigenvektoren zu den Ei-
genwerten\, (1 < v < k), so folgt aus der Reellwertigkeit der Komponenten von

A:

(A- M\ E)ob,=0 = (A—NE)ob,=0 = (A— A E)ob, =70:

die konjugie[ten Vektoregy (1 < v < k) sind also normierte Eigenvektoren zu den
Eigenwerten\,,. Wir wahlen nun die Transformationsmatrix zur Diagonalisierung von
A gemaly - B

B = (81,81, B b Do, B ) € Uln),
dabei sindbosy1,...,b, paarweise orthogonale normierteelle Eigenvektoren zu

den reellen Eigenwertensy. 1, ..., \,. Wir haben noch zu beachten, dal3 aus der
Orthogonaliat vonb,,b,, 1 < v # p < k auch die Orthogonadit der konjugierten

- =

Vektoren folgt: (3,,,&) = (by,bu> = 0. Wegen der Verschiedenheif # 5\# gilt

furp,v=1,...,k ohnehin:(l;y,zu) = 0. Beziglich dieser TransformatioB lautet
die Diagonalmatrix

A0 0 - e 0

0 N 0 - e 0

A=B'oAoB= <

=
=
>
OW
>
£ o
+
+
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Wir gelangen nun zu einer reellen orthogonalen Transformationsngatinxdem wir

jeweils bei Paaren zueinander konjugierter Eigenvektd;peﬁ,,, v =1,...,k zu
deren normierten Real- und Imagiteilenibergehen:
2 /- = 2 /- =
Bt = { (b,, n by) N N g (b,, _ by) € R",

wegen der Orthogonadit vonb,, unda, handelt es sich dabei nicht um die Nullvekto-
ren. Ferner ist irC™ auf Grund dieser Orthogonadit

(B + 5= 5) = (5.5.) = (.5) + (B — (5.5
=15, 1 = (B,5,) =0,

also sindc;, 1 undé,, in R™ zueinander orthogonal. Indem man die reellen Eigen-
vektoren unveaindert &f3t,

52]{)4-1 = 62/64—1) ey gn = g’fl?
und nur ggfs. einen Eigenvektor durch sein Negatives ersetlt enan mit
C .= (51, v, Cok, 52k+17 . ,En) S SO(H,R)

eine reelle Transformationsmatrix. Um die Matrix der Abbildufidn den durchC

gegebenen Koordinaten zu ermitteln, berechneniwvivf=1,... k:
2 /o = 2 _ 5
Ao 82V—1 =Ao \é» (bu + bl/) = \é» ()\I/bu + Al/bl/)

=Re(\)) - Cop—1 — IM(N,)) - Cay,

Aoy _140\2/1,i b, —b,) = *2/? (Ayby -\
- \f (A — M) (by + 51) + (A + ) (5V - 1_7”))
=1Im(\,)) - Gap—1 + RE(A,) - Cay.

Fur die Matrix .
A:=CtoAoC,

die die AbbildungA : R™ — R™ in den durch die orthogonale MatriX gegebenen
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Koordinaten beschreibt, haben wir also gefunden:

Re(/\l) |m(A1)
“Im(\) Re(\) o

Re(/\k) Im(/\k)

o
Il

c Rnxn

A2k+1
)

An

Diese Normalform zeigt, dafif Matrizen A € SO(3,R) der Eigenvektor zum
Eigenwert+1 als Drehachse interpretiert werden kann: Indem man ein geeignetes Ko-
ordinatensystem eiifrt, ertalt die AbbildungA in diesen Koordinaten die folgende
Darstellung mit geeigneten reellen Zahtemw, o> + > = 1:

3 a —b 0 cos® —sin® 0
A=1|b a 0| =1]sn® cos® 0|,
0 0 1 0 0 1

die Zzahl® € [0,360] ist geeignet zu @hlen. Die AbbildungA 1aRt die dritte
Komponente fest, die ersten beiden Komponenten werden duréhdidJntermatrix
cos® —sin®
sin® cos®
(insbesondere Safiz 6.1}12 und Definition 6.]1.15) bedeutet das eine Drehung der
xo-Ebene um den Winkeb, die x3-Achse (in den ursfimglichen Koordinaten dem
Eigenvektor zum Eigenwettentsprechend) ist die Drehachse.

abgebildet. Nach unserétberlegungen am Ende von Kapitel 6.1

7.4.23 Beispiel

Wir bestimmen sowohl die komplexe als auch die reelle Normalfamadie schon in
Beispiel 7.3.2P betrachtete Matrix

1yvz _1,.v2 _1
2 f/i 12 \/%1 ?
A=| Llgpv2 12 11 eSOBR).
1 1 V2
2 2 2

Die Eigenwerte hatten wir als; = @(1 +1i), \g = @(1 — i) und A3 = 1 bestimmt,
= t
wir hatten auch schon die Drehachse als normierten Eigenvl@&@r(@, —@, 0
zum Eigenwertl berechnet. Mittels des Gaul3schen Algorithmus’ findet man weiter,

- . t - . . t
daRb; = (%, 5 @) undby = (—%, T @) normierte Eigenvektoren ziy und
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A9 sind. Mit
i i V2
2 2 3[
— | i i 2
B = 2 T2 T2
V2 V2 0
2 2
erhalten wir die komplexe Diagonalform
V2(1 +4) 0 0
- _ '
A=B"'0cAoB= 0 72(1_1) 0
0 0 1

Um die reelle Normalform zu erhalten, ersetzen wir, wie obeaugelrt, die ersten
beiden Spalten vo® durch deren normierte Real- und Imagjiteile:

C = vz 2 | eS50(3).
0 2 2
1 0 0

Um mit C eine Drehung, d. h. eine orthogonale Abbildung mit Determinanteu
erhalten, haben wir gleichzeitig die letzte Spalte durch ihr Negatives ersetzt. Damit
berechnen wir

2oz
A=CloAcC=|_v2 ¥v2

2 2

0 0 1

Bei der AbbildungA handelt es sich also um eine Drehung @m% Grad um die

t
Drehachs —@, g, 0> .
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=
=

0

reM
x g M
McCN
M >N
M=N
MnNN
MUN
M\ N
M x N
N

Ny

7

R

R+

Ry

R*
max(a, b)

min(a, b)

Die linke Seite der Gleichung
wird durch die rechte Seite definiert.
Gleichheit auf Grund einer Definition
identisch gleich;f (x) = 0 bedeutet, daff(x) = 0 fur alle x gilt

Folgerung: Wenn die linke Aussage gilt,
dann auch die rechte.

Aquivalenz zweier Aussagen

leere Menge

x ist Element der Mengé/

z ist nicht Element der Menga!

Teilmengex € M = z € N.

ObermengeN C M

Gleichheit von Mengend/ € N undN C M

={z: 2 € Mundxz € N}, Durchschnitt

={z: z € M oderxz € N}, Vereinigung

={z e M: = ¢ N}, Differenzmenge

={(x,y): x € M,y € N}, kartesisches Produkt

Menge der ndltrlichen Zahlen(1,2,3, ...}

Nu{0} ={0,1,2,3,...}

Menge der ganzen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der positiven reellen Zahl¢n € R : a > 0}

Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
{aeR: a>0}

=R\ {0}

die gioRRere der reellen Zahlenb

die kleinere der reellen Zahlenb
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sup Supremum
inf Infimum
> Summenzeichen
11 Produktzeichen
R™ n-dimensionaler reeller Zahlenraum
a = (ay,...,a,) € R™, n-tupel reeller Zahlen
0 =(0,...,0) e R"
€; Einheitsvektoren ilR™
VoV, Va, ... allgemeine reelle Vekto&iume
T,y Elemente vorl/
Spartzy, ..., x,)
R (z1,...,2,)
vonz,...,x, aufgespannter Untervektorraum
<XL1yeo., Tp>
[T1,. .., 2]
dim Dimension eines Vektorraums
E anschauliche Ebene
R anschaulicher Raum
(0] Basispunkt, Aufpunkt i’ bzw. R
x=(P,Q) Pfeile, Pfeilvektoren irkl bzw. R
(P, P) Nullvektor in P
(P,Q) | (P,Q) Die Pfeile(P, Q) und(P’, Q") sind voll parallel.
X Menge aller Pfeile inE bzw. R
Vv = {x = (0, P) : P € E}, Vektorraum der Pfeile i®
%% = {x = (0, P) : P € R}, Vektorraum der Pfeile i®
0 =(0,0) Nullvektor in V bzw. V3
F:M; — M,y Abbildung
idpy,id : M — M identische Abbildung
F: M, — My surjektive Abbildung
F: M — M, injektive Abbildung
F: M, < My bijektive Abbildung
F1 Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung
FoG Hintereinanderschaltung, Komposition,

Zusammensetzung von Abbildungen
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F~Y(N) ={z € M : F(z) € N}, Urbildmenge
im(F) = F(M) Bildmenge
rg(F) = dimim(F'), Rang einer linearen Abbildung
ker(F) Kern einer linearen Abbildung
crg(F) = dim ker(F'), Corang (Defekt)
einer linearen Abbildung
Vi~c Vs V1 undV; sind isomorph.
ViV, Vi=V V1 undV; sind kanonisch isomorph.
F: i35V F ist ein Isomorphismus.
A B,C Matrizen
AT = (aij)ijzzll .......... m m x n-Matrix
Rm*n Menge allemn x n-Matrizen
E=F""1T Einheitsmatrix
dij Kroneckersymbol, Komponenten der Einheitsmatrix
Oo=0m" Nullmatrix
At Zu A transponierte Matrix
Rang (A) Rang einer Matrix
Ao Produkt einetn x n-Matrix
und einem Spaltenvektor aiis®
A+ B Matrixaddition
c- A Skalarmultiplikation @ir Matrizen
AoB Matrixprodukt
GL(n,R) allgemeine lineare Gruppe vom RangiberR,
Gruppe der invertierbarem x n-Matrizen
SL(n,R) spezielle lineare Gruppe
O(n,R) orthogonale Gruppe
SO(n,R) spezielle orthogonale Gruppe
M, N in Abschnit: allgemeine Ebenen
codim Codimension von allgemeinen Ebenen
VioW, direkte Summe der VektaaumeV; und V5
Vi+ Vs von V7, V5 aufgespannter Untervektorraum
ok direkte Summe der linearen Abbildung&hn und F3

V*

Dualraum vonV’
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Vo
F* - ‘/2* N Vl*
6(7:17 cee ,’Ln)

det(A), det(F)

dimg V
dimR %4

Bidualraum
duale Abbildung zu" : V; — V5,

allgemeines Kroneckersymbol
Determinante
Streichungsmatrix

(k, £)-ter Cofaktor

Adjunkte zuA

Drehungen der anschaulichen Ebene bzw. der Pfeile
Drehungen in den Koordinaten bzgl. der Katte
kanonisches Skalarprodukt ™

Skalarprodukt in der anschaulichen Ebene

Lange bzw. Norm eines Vektors

Winkel zwischery, xz € V

x,y sind orthogonal

orthogonales Komplement des Untervektorradms

Menge der komplexen Zahlen
n-dimensionaler komplexer Zahlenraum
Dimension eines VektorrauniberC
Dimension eines VektorrauniberR,
Realteil der komplexen Zahl

Imagirarteil der komplexen Zahl
konjugiert komplexe Zahl

kanonisches Skalarprodukt @
konjugiert transponierte Matrix
allgemeine lineare Gruppe vom RangiberC
unitare Gruppe

Spur der MatrixA

charakteristisches Polynom

Eigenwerte

Eigenraum

Exponentialfunktion@ir Matrizen
Quadratwurzel positiv definiter Matrizen
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