Vorwort

Dieses Buch ist aus einer Vorlesung hervorgegangen, diéltiee der beiden Au-
toren im Wintersemester 1987/88 an der Universitat @géeih gehalten hat, die vom
jungeren Autor ausgearbeitet und zunachst vom Matheoten Institut der Univer-
sitat Gottingen herausgegeben worden ist. Fur die fiéartlichung als Lehrbuch ist
dieses Manuskript noch einmal grundlegend liberarbeitdtam zahlreichen Stellen
erganzt worden. Wir hoffen, dal3 die Darstellung so autfilfy interessant und klar
geraten ist, daf3 sich das Buch nicht nur als Begleitlektilreiner entsprechenden
Vorlesung, sondern auch zum Selbststudium, zum Nachledenzur Vorbereitung

auf Prifungen eignet.

Auf die Stoffauswahl gehen wir in der Einleitung ausfithlein. Hier sei nur bemerkt,
dan einerseits der Geometrie und vor allem der Nahtstellechen geometrischer An-
schauung und mathematisch-logischer Formulierung eiagdsewicht eingeraumt
wird. Andererseits wird ein groRer Teil der grundlegendéedrie, wie er etwa auch
von Studenten der Wirtschaftsmathematik oder Physik tiggn@ird, in diesem Buch
behandelt, auch wenn es nur den Inhalt des ersten Teils desemwestrigen Vorle-
sung,Analytische Geometrie und lineare Algebra"“ wiedergibteiBrn Raum nehmen
die Behandlung linearer Gleichungssysteme (Gaulscheorifigus), die Deter-
minantentheorie und die Eigenwerttheorie linearer Ahlrigen in,euklidischen®
Vektorraumen (Hauptachsentransformation) ein.

Wir sind bemuiht, schnell zu den Kernpunkten der jeweiliJéremenbereiche vor-
zustoRen und verzichten dabei bewul3t auf grofRtmoglidigemeinheit. Zahlreiche
Beispiele, die teilweise den Charakter von gelodienngsaufgaben haben, sollen das
Verstandnis neuer Begriffe oder Methoden unmittelbardon.

Wir haben dem Verlag und insbesondere den Herren Andredsunidl Martin Reck

zu danken fur die jederzeit angenehme Zusammenarbeitn IPeter Lerner danken
wir fur seine tatkraftige Mitwirkung bei der ErstellungdATeX-Dateien und Herrn
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Gottingen und Bayreuth, im Marz 1999 Hans Grauert
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Einleitung

In der AnfangervorlesungAnalytische Geometrie und lineare Algebra“ ist es heute
vielfach Ublich, einfach mit der abstrakten Theorie dektgeraume und evtl. sogar
der Moduln Uber Ringen zu beginnen. Man hat das Bestreludart syon den ma-
thematischen Grundbegriffen auszugehen und aus ihnerzakammenzubauen. Das
soll zu einer logischetybersichtlichkeit fuhren. Aber der Anfanger wird stanneas

es so alles gibt. Er kann sich bei manchem nur wenig denken.

In der Technik, aber auch in der Physik wird im allgemeinest emur der 3-
dimensionale anschauliche Raum auftreten. Er hat nocle kGdordinaten. Man hat
noch keine Tripel von reellen Zahlen, dafir aber gibt ee ®orstellung von Geraden,
Winkeln, Translationen, Drehungen. Vektoren gibt es. Big Bfeile einer bestimmten
Lange. Man kann mit ihnen rechnen. Warum geht man dann warhtdiesem Raum
aus? Man kann die Vektorraumeigenschaften ableiten unéesdtldenten zu den
in der Mathematik natirlich notwendigen Abstraktionenfihren. Die Abstraktionen
werden dann als natirlich empfunden. Man kann dann aucEkxdsenz von recht-
winkligen Koordinaten zeigen und die Isomorphie mit demlgaraum herstellen. Die
Existenz einer solchen Isomorphie bedeutet, dal3 der ansdie Raum die gleiche
Gestalt wie der Zahlenraum hat.

Wer seinen Baum beschneiden will, wird nicht erst Koordinain seinen Garten
legen.

Das hier vorgestellte Axiomensystem ist auch ein voldiges Axiomensystem der
euklidischen Geometrie. Anders als bei Hilbert werdengbdaine Geraden, sondern
Pfeilvektoren verwendet. Das ist praktischer. Die Pféitgesn finden ja tiberall An-
wendung. Naturlich wird nicht die alte hyperbolische Getre mit eingeschlossen.
Diese durfte aber auch heute ziemlich ohne Bedeutung ¥é&tnn man sie machen
will, ist es ohnehin besser, gleich die Quotienten von Lipgen zu untersuchen! Die
nicht-euklidischen Geometrien werden hier gleich dadaesgeschlossen, dal3 man
fordert, daR die Relatiogparallel eineAquivalenzrelation ist und daR das Parallelo-
gramm der Krafte gilt.

Es sei noch erwahnt, dal3 die Griechen keinen Beweis degsSatmn Pythagoras
geliefert haben, der den heutigen Anforderungen entdpr&ie haben namlich den
Flacheninhalt benutzt, ohne ihn zu definieren. Auch hasie zeigen missen, daf3
er invariant gegen Drehungen ist. An sich hat der Pythaggra Satz mit dem
Flacheninhalt nichts zu tun. Dieses Buch enthalt einetktex Beweis.



X Einleitung

In dem ersten Kapitel dieses Buches wird zwar zunachst.elfimensionale reelle
ZahlenraumR"™ als Menge demn-tupel von reellen Zahlen und der Begriff des ab-
strakten Vektorraums eingefuhrt, damit man die spat@&egriffe einordnen kann.
Dann geht man jedoch im zweiten Kapitel sofort zur Anscldakiit Gber. Insbe-
sondere wird die anschauliche Ebene betrachtet. Hier wisguAxiomensystem der
anschaulichen Geometrie soweit entwickelt, dafl} die andicha Ebene als zweidi-
mensionaler reeller Vektorraum erkannt werden kann.

Hierauf aufbauend entwickeln wir ild 3. Kapitel die Grundtagder Theorie end-
lichdimensionaler (zunachst ausschliel3lich reellerxtdeaume sowie der linearen
Abbildungen zwischen diesen. Wir werden zeigen, dafl3 duiofilirung geeigne-
ter ,Isomorphismen “ (Koordinatensysteme) die Betrachtungalier Abbildungen
zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen zuriidkgefwerden kann auf die Be-
trachtung linearer AbbildungeR™ — R™. Diese sind dem ebenso einfachen wie
wirkungsvollen Matrizenkalkdll (dabei handelt es sichigdidh um die Manipulation
von Zahlenschemata) zuganglich, den wir simultan undchhetrechtigt zur Theo-
rie linearer Abbildungen entwickeln und mit dessen Hilfe sahlreiche theoretische
Resultate herleiten werden. Breiten Raum nimmt die Beheagdinearer Gleichungs-
systeme bzw., was, wie wir in KapitE["B.7 darlegen werderzudgieichwertig ist,
allgemeiners-dimensionaler Ebenen ein. In diesem Zusammenhang wir@daf-
sche Algorithmus vorgestellt, aus dem wir neben rechnegiscauch stets grofl3en
theoretischen Nutzen ziehen werden.

In Kapitel [4 sprechen wir speziellere Fragen der Vektorrdewrie an. Im Mit-
telpunkt stehen dort duale Vektorraume und duale Abbignnsowie in diesem
Zusammenhang einige Besonderheiten unendlichdimensionéktorraume. Die
Idee, zusammen mit einem Vektorradmdie Gesamtheit aller linearen Abbildungen
V' — R zu betrachten, ist grundlegend in vielen Bereichen der mmedeMathematik,
fuhrt zum einen von einer abstrakten Seite hin auf den Batgt Orthogonalitat und
bietet zum anderen in allgemeinen Situationen einen Efi$akzw. eine Verallgemei-
nerung von Orthogonalitat. Ausfihrlichere Erklarungersuchen wir zu Beginn und
im Verlauf von Kapite[%.

Kapitel 3 ist der klassischen Determinantentheorie unceidelegen ihrer enormen
Wichtigkeit unter anderem der Cramerschen Regel gewidfath dieses Kapitel
fuhrt wegen der geometrischen Bedeutung der Determinaimtezu Kapitel[®, in

dem unser in Kapitéll2 begonnenes Axiomensystem der angtdieu Geometrie um
diejenigen Axiome erganzt wird, die Orthogonalitat,ng&, Winkel, Drehung, u.a
betreffen.

Damit erhalten die anschauliche Ebeii? und allgemeineiR™ die volle Struktur
»euklidischer Vektorraume®. Das Vorhandensein eines&gabdukts erlaubt es uns,
in Kapitel[@ etwa,othogonale”,,selbstadjungierte” odgmormale* Abbildungen zu
betrachten. Die starken Eigenschaften solcher spezidll#nldungen erlauben die
Herleitung sehr weitreichender Resultajelguptachsentransformation”), deren volle



Einleitung XI

Eleganz und Allgemeinheit sich aber nur in komplexen Ve#iomen erreichen laft.
Deshalb beginnt dieses Kapitel mit einer Einfuhrung in ptere Zahlen und kom-
plexe Vektorraume; in der Hoffnung, daf3 vieles schon augykchzeitig erlernten
Analysis vertraut ist, fassen wir uns hier recht kurz. Férahgesprochenen Klassen
von Matrizen werden wir orthogonale Koordinatensystemeskaoieren, so daf} das
Rechnen mit linearen Abbildungen in diesen Koordinaten istaeh wird wie das
Rechnen mit reellen oder komplexen Zahlen. Als Beispieleder wir Wurzeln und
Exponentialfunktionen geeigneter linearer Abbildungestimmen. Ganz wesentli-
ches Standbein dieses Kapitels ist gigigenwerttheorie linearer Abbildungen®, die
mit all ihren Weiterentwicklungen und Verallgemeinerunggrundlegend fur viele
Bereiche der modernen Mathematik und Physik bis hin zur @mamechanik ist.

Mit dieser Stoffauswahl hoffen wir;

e die geometrischen Wurzeln der linearen Algebra mit loggsStrenge freizulegen,

e die wichtigsten Elemente der Theorie reeller und komplédektorraume und
linearer Abbildungen zu entwickeln und

e stets den Blick schon ein wenig zu 6ffnen in Richtung auf téfentwicklungen
im Bereich der Geometrie (allgemeine Ebenen etwa als disfad’rototypen all-
gemeiner Mannigfaltigkeiten), der Analysis (unendlichdnsionale Vektorraume
werden gestreift, um Appetit zu machen auf die Theorie lieAbbildungen zwi-
schen vollstandigen normierten Vektorraumen, dianktionalanalysis*) und der
mathematischen Physik (etwa Lorentztransformationemn Bagnwerttheorie).

Technische Hinweise zum Lesen des Buches eribrigen sidestgeehend. Das
KastchenO kennzeichnet das Ende von Beweisen. Die Numerierung sssltest-

erklarend und vollkommen unzweideutig sein: Satze, Defimen, Beispiele, usw.
werden unterschiedslos dreistellig numeriert, die ergtdleSgehort zum Kapitel
und die zweite zum Teilkapitel (Abschnitt). Am Ende des Baglbefinden sich ein
ausfiihrliches Symbolverzeichnis und ein Sachverzesgtaa dal’ (hoffentlich!) jedes
interessierende Thema im Text miihelos aufgefunden weaiem

Um eventuellen MiRRverstandnissen vorzubeugen, sei stiemerwahnt, dald wir
n-tupel aus demR"™ bzw. C" zwar grundsatzlich als Zeileh = (b1y...,by)
schreiben, um die Lesbarkeit vor allem des fortlaufendexteBezu gewahrleisten,
daR wir im Rahmen des Matrizenkalkills darunter jedoch @sirstillschweigend)
die entsprechenden Spaltenvektoren

b1

verstehen.






1 Der Vektorraumbegriff

In diesem Kapitel werden einige Grundbegriffe der lineatdgebra eingefihrt, die
gleichzeitig fundamental fur viele Bereiche der moderméathematik sind. Der
Vektorraumbegriff ist maRgeschneidert fur allmearen” Modelle und ist selbst im
»Nichtlinearen* haufig der geeignete Rahmen.

Unser unmittelbares Interesse gilt aber der Untersuchemgadschaulichen Ebene
bzw. des anschaulichen Raumes, der die Kapitel Zlind 6 gestisen werden. Um

die dort aufzuzeigenden mathematischen Strukturen eirordu kdnnen, stellen wir
in den folgenden Abschnitten die entsprechenden Begriffeib

1.1 DerR"

In diesem Buch werden die reellen Zahlen als bekannt voeseszt. Eine axioma-
tische Beschreibung der reellen Zahlen wird meist in Biithee z. B. dem von H.
Grauert und I. Lieb tber Differential- und Integralrechgu gegeben (s. Eintra@l[6]
im Literaturverzeichnis). Man kann auch in dem Buch von HEDBbinghaus et al.[2],
das allein dem ThemgZahlen" gewidmet ist, nachschlagen. Dort wird beschrigben
wie man, ausgehend von einigen unbeweisbaren, @vetenten“ Axiomen, sukzes-
sive die naturlichen, ganzen, rationalen und reellen &akbnstruiert.

Wir konnen die reellen Zahlen als unendliche Dezimalbeicauffassen, z.B.
10,23457 ... Jeder endliche Dezimalbruch ist auch ein unendlicher Dapirach:
10,23 = 10,2300. .., Briche wiel0,22999... und 10,2300. .. sind gleich. Es gibt
die Null0 = 0,00... und negative reelle Zahlen, z. B10,2300. ..

Reelle Zahlen konnen addiert, multipliziert, dividiertewden. Die Eigenschaften
der reellen Zahlen werden durch die Korperaxiome, die Anongsaxiome, das
Archimedische Axiom und das Vollstandigkeitsaxiom begtien.

Das Wort ,Axiom" wird in verschiedenen Bedeutungen benutzt: die afmién
Axiome der reellen Zahlen oder die weiter unten einzufiibem Gruppen- und
Vektorraumaxiome haben den Charakter von grundlegenddimifimen. Dagegen
sind Axiome, mit deren Hilfe man etwa die natirlichen Zahigwinnt (Unendlich-
keitsaxiom) oder in Kapitdll2 die anschauliche Ebene besiotirunbeweisbare, aber
»anschaulich evidente” Aussagen.
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Die Menge der reellen Zahlen wird nit bezeichnet:
R = {a : aist eine reelle Zahl

Der Doppelpunkt in der Mengenklammer bedeyteit’ oder,,wobei gilt".

Eine wichtige Teilmenge vorR ist die Menge der natirlichen ZahlenN =
{1,2,3,...}. Vor 3000 v. Chr. kannten didgypter schon sehr groRe natirliche
Zahlen. Um 2000 v. Chr. entwickelten die Sumerer mit dem §esianalsystem erst-
mals eine Positionsschreibweise, der allerdings die Ziffeoch fehlte. Deren Rolle
ubernahmen vorerst noch Leerzeichen, wodurch es rdiithufig zu Verwechslun-
gen kam. Um 500 v. Chr. fuhrten die Babylonier didfer 0 als Zwischennull ein,
die auch von den Griechen tilbernommen wurde. Das Wissen eogrichischen
Astronomie und Physik gelangte Giber Persien nach Indiemt &ntstand bis 800 n.
Chr. unser heute vertrautgarabisches* Zahlensystem. Dieses enthielt auch schon die
0 als selbstandig&ahl mit der man richtig rechnen konnt&lber die Anfange der
Mathematik kann man sich genauer in dem ByEnwachende Wissenschaff® 114]
von B. L. van der Waerden informieren.

Das Enthaltensein voN in R wird in der mathematischen Symbolsprache so
beschriebenN C R. Das bedeutet, daf? jedes Elementon N (kurzn € N) auch
Element vorR ist. Fiigen wir noch dié zu den natirlichen Zahlen hinzu, so schreiben
wir No := NU {0} ={0,1,2,3,...}.

Der n-dimensionale Zahlenraum

Im Folgenden sei € N einefestenatirliche Zahl. Wir betrachten (geordnetejupel
reeller Zahlerii = (a4, ..., ay), dabei sind die Komponentenfiri = 1,...,nreelle
Zahlen. Died € R™ heiRenVektoren

1.1.1 Definition
Wir definieren dem-dimensionalen reellen Zahlenraumdurch

R":={d=(a1,...,an): a; €R,i=1,...,n}.

Das Zeichen,:=" bedeutet,definitionsgemalfd gleich“, der Doppelpunkt steht auf

der Seite des zu definierenden Objekts. Zwdupel @ € R™ undb € R"™ sind

gleich, wenna; = b; qilt fur ¢ = 1,...,n. Beispielsweise gilt im Falh = 2:

(1,1;2,3) # (2,3; 1,1).

Je zwei Vektoren auR™ kdnnenaddiertwerden, das Ergebnis ist wieder ein Vektor

ausR™: . .
a+b:=(a1+by,...,an+by), a,beR".

Der Nullvektor (0,...,0) wird mit dem Symbol( bezeichnet. Zu jedem Vektor

N—_——
n-mal
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a € R™ wird ein negativer Vektor

definiert.

SchlieBBlich kann man ein8kalarmultiplikationeinfuhren. Furd € R unda € R"
setzt man:
d-d:=(d-ay,...,d-a,) € R".

1.1.2 Beispiel

Weiter unten wird ausfiihrlich dargelegt werden, @®®Rbzw. R? geeignete Modelle
der anschaulichen Ebene bzw. des anschaulichen Raumeakémdings tritt derR”
auch fir beliebig grof3e im taglichen Leben in sehr naheliegender Weise als geeig-
netes Modell Uberall dort auf, wo man mit gro3en Datenmengegehen muf3. Man
kann zum Beispiel an eine Sparkasse denkest dann die Anzahl der Konten. Gut-
haben bzw. Unterdeckung deten Kontos wird durch die reelle Zah) beschrieben.
Der Vektord = (a4, ...,a,) beschreibt die Gesamtheit aller Kontostande. Buchungen
werden durch Vektoraddition und Verzinsungen durch Skaldiplikation modelliert.

DerR™ zusammen mit den oben erklarten Operationen hat die fdegegrundlegen-

den Eigenschaften, die weiter unten abstrakt als Gruppen- Yektorraumaxiome

formuliert werden:

(1) Firalled,b,é e R"istd+ (b+¢) = (@+b) + ¢ d. h. dasAssoziativgesetgjilt.
Beweis

—

Es wird die entsprechende Eigenschaft reeller Zahlen ber&giend, b, ¢ € R"”
gegeben, dann gilt:

_)+<l_)‘+c>

i+ ((bl,...,b )—{—(cl,...cn)>
=(a1,...,an)+ (b1 +c1,...,0n+cn)
(al-% (ba+ 1)y an + (b + cn)
( )

)

(a1 +b1) +cr,...,(an +bn) +

= (a1 + b1,... an—i—b) (Cc1y...yCn
:((al,.. (bl,...,b)>+5
(a+b)

d

(2) Stets gili+0 = a. (,Stets* kann hier die genaue Formulierusfigr alled € R™
ersetzen, weil sich diese Bedeutung direkt aus dem Zusahangrergibt.)



4 1 Der Vektorraumbegriff

Beweis
a+0=(a1,...,an)+(0,...,0) = (a1 4+0,...,a, +0) = (a1,...,a,) = @.
O
(3) Stets gilt7 + (—a) = 0.
Beweis
a+(—ad) = (a1,...,ap) + (—a1,...,—ay)
= <a1 + (—a1),...,an + (—an)> =(0,...,0) = 0.
O
(4) DasKommutativgesetzjilt, d. h. stets isti + b=b+a.
Beweis
G+b=(ar,...,an)+ (br,....by) = (a1 +by,...,an + by)
= (by+ai,...,by+an) =b+a.
O

Dieselben mathematischen Strukturen treten in vielergisblar ganz verschiedenen
Situationen auf. Deshalb abstrahieren wir nun von unsemarkrkten BeispieR™ und
fuhren den allgemeinen Begriff eingGruppe” ein.

Gruppenaxiome

1.1.3 Definition

Es seiV eine nichtleere Menge mit eingibinaren” Operatior- : V x V —
V. (a,b) — a+b. Es gelte:

(1) Stetsist+ (b+c) = (a+0b) +ec. (Assoziativgesetz)

(2) Es gibt ein (festes) Elemebitc V', so daf3 stets + 0 = a ist.
(Existenz eines (rechts-)neutralen Elements)

(3) Zujederm € V existiert ein Element-a € V, so dal&i + (—a) = 0 gilt.
(Existenz eines (rechts-)inversen Elements)

Dann hei38/ eineGruppe. IstV eine Gruppe und gilt zusatzlich

(4) firallea,beV: a+b=>b+a, (Kommutativgesetz)
so hei3tV eineabelsche Gruppe

Genauer sollte mafi/, +) schreiben. Da die Eindeutigkeit von neutralem und inver-
sem Element erst unten in Bemerkdng1.1.5 (b) geklart widRte man zunachst

die noch genauere Bezeichnufig, +, 0, —) verwenden. Die charakteristischen Ei-
genschaften (1)-(3) bzw. (1)-(4) aus Definitlon1l1.3 nenah Gruppenaxiome

Mit Hilfe dieser Definition lassen sich die oben erzieltersBleate zusammenfassen.
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1.1.4 Satz
(R", +,0, —) ist eine abelsche Gruppe.

Die folgenden Bemerkungen sollen die Definition von Grupedautern und ergan-

zen.

1.1.5 Bemerkungen

(@)

(b)

Bei abelschen Gruppen bevorzugt man meist die oben wedete additive
Schreibweise, man hat dj@&lull* 0 und,negative Elemente*a. Dagegen wird
insbesondere bei nicht abelschen Gruppen die Operatiofighdls ,, Multipli-
kation“ mit ,o* (Kringel) statt mit,+"* bezeichnet. Man schreibt darnoder
mitunter auchl statt0 unde =" statt—a.

Sei(V,+,0,—) eine Gruppe. Dann gilt:

(i) Furallea € Vst (—a) + a = 0, d.h. das in Axiom (3) garantierte
rechtsinversdelement voru ist auchlinksinverszu a.

(iiy Stets qilt0 + a = a, d. h. dieRechts-Nullist auch eind.inks-Null.

(i) Stets gilta = —(—a).

(iv) Sei0' € V. Fureina € V geltea + 0/ = a. Dannist0 = (.

(v) Seia € V gegeben. Giltfureith € V:a+b =0, soisth = —

Beweis
Man beachte, dafl} das Kommutativgesetz tatsachlich néctitiyt wird.
() Das Assoziativgesetz wird wiederholt verwendet:

(—a)+a=((—a)+a)+0

= ((~a)+ )((a (—(- >>)

+
+
+

)

o)
(~a) ~a)))
= ((= a) ) (( a)) = ( ) ((—a)):().
(ii) 0+ :<a+ ))+a:a+((—a)+a>

+0 unter Verwendung von (i)

(iii) (—=(=a)) =



6 1 Der Vektorraumbegriff

(iv) 0=0+0 auf Grund von (ii)
= ((—a) + a) + 0" auf Grund von (i)
=(—a)+(a+0)=(—a)+a=0.
(v) b=04+b=((—a)+a)+b
=(—-a)+(a+b)=—-a+0=—a. g
(c) Die Bemerkungen (iv) und (v) zeigen, da3 das Nullelemendt das inverse

Element jeweils eindeutig bestimmt sind. Daher reicht es, &ine Gruppe
(V,+,0, —) einfach mit(V, +) zu bezeichnen.

(d) Beiden Gruppenaxiomen ist es wesentlich, einheitliehEkistenz vonRechts
Null und RechtsInversen zu fordern.
Zur lllustration der letzten Bemerkung dient das folgendésBiel:

1.1.6 Beispiel

Es seiV eine mindestens zweielementige Menge mit der Additienb := b. Es gibt
eine Links-Null und stets ein Rechts-Inverses, namliehwdirher ausgewahlte Links-
Null. Die Addition ist zudem assoziativ. Jedoch (it +) keine Gruppe, denn die Null
ist nicht eindeutig bestimmt: jedes Element kann als LiNk#-dienen.

Zum vorlaufigen Abschlul® unserer gruppentheoretischana8gungen fuhren wir
Ausdriicke der Forna; + - - - + a, ein; diea; sind Elemente einer Gruppé’, +).
Dieses geschieht induktiv.

Der Falln = 2 ist klar: Ausdriicke der Forrma; + a2 sind in einer Gruppe stets erklart.

Sei alson > 2. Ausdricke der Forna; + ... + a,_1 Seien bereits erklart. Dann
definiert man

a1+ ...+ap:=(a1+...+an_1)+ ay.

Es gilt dasallgemeine Assoziativgesetin dem Ausdrucky; + . .. + a,, kbnnen nach
Belieben Klammern gesetzt werden, ohne daf3 sich der WeAukdrucks andert.

Einen Beweis dieser Aussage findet man z. B. bei H. Grauéiigh. [6, S. 13f].

Wir wenden uns wieder defR™ zu und stellen einige Eigenschaften der Skalarmulti-
plikation zusammen. Deren Nachweis ist sehr leicht und datger nicht ausgefuhrt.

(5) Es qgilt dasunitare Gesetz-ur alled € R™ist1-ad = a.

(6) Es gilt dasAssoziativgesetder Skalarmultiplikation: Fir alle,d € R, @ € R™
ist
c-(d-a)=(c-d)-a.

(7) Skalarmultiplikation und Vektoraddition werden durEhstributivgesetzever-
knapft: Fur allec,d € R undd, b € R™ ist

(c+d)-@d=c-d+d-d@ c-(@+b =c-a+c-b
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Man bedenke, daf’ sowohl die Additionlnals auch die Addition ifR"™ durch dassel-
be Symbol,+* bezeichnet werden. Entsprechendes gilt fiir die Skal#ipfikation
und die Multiplikation inRR.

1.2 Reelle Vekto@ume

In diesem Abschnitt I6sen wir uns von der Betrachtung detkiaien Vektorraums
R™ und gelangen zur abstrakten Definition eines reellen Vedtons.

Das Symbol) bezeichnet die leere Menge.

1.2.1 Definition

Es seiV # () eine nichtleere Menge, auf der zwei binare Operationerelgerg sind,
eine Addition
+:VxV =V, (x,y) —mx+y

und eine Skalarmultiplikation

SR XV =YV, (c,x) —c-x.

Es sei(V,+) eine abelsche Gruppe. Fur die Skalarmultiplikation gelteer:

(5) Furallex e Vist 1-z=u. (Unitares Gesetz)
(6) Furallec,d € R undz € V ist:
(c-d)-x=c-(d-x). (Assoziativgesetz)

(7) Furallec,d € R undz,y € V ist:
c-(x+y)=c-z+c-y und(c+d)-x=c-x+d-x (Distributivgesetze)

Dann hei3{V, +, -) einreeller Vektorraum oderRR-Vektorraum .

Die charakteristischen Eigenschaften (1)-(7) aus den Biefien (LB und_1.2]1
nennt manVektorraumaxiomeDie Elementez,y,... ausV heilRenVektoren Das

neutrale Elemen® € V bzgl. + heildt Nullvektor. Meist wird eine Verwechslung
mit 0 € R durch den Zusammenhang ausgeschlossen, in Zweifeisfadiel der

Nullvektor als solcher gekennzeichnét= 0y . Hier ist R der Skalarenkérperseine

Elemente heiBeskalare Man schreibt stattV, +, -) auch kurzl’, wenn hinsichtlich
der Operationen auV kein MiBverstandnis moglich ist. Falls klar ist, d&B der

Skalarenkorper ist, nennt m&hauch einfach/ektorraum Fir komplexeVektorraume
dagegen verweisen wir auf Definitibn711.3.

Die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnitts GbefRfekdnnen durch Verwen-
dung des neuen Begriffs zusammengefaldt werden.

1.2.2 Satz

R™ ist ein reeller Viektorraum.
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Es folgen einige Eigenschaften reeller Vektorraume.

1.2.3 Satz

SeiV ein reeller Vektorraum. Fiir allee R undx € V gilt:
(@ 0-z=0.

(b) Sei0 = 0y der Nullvektor. Dann gilt: - 0 = 0.

(c) Stetsgiltc- (—z) = (—c)-x = —(c-x).

(d) Ausc-x =0 folgt: c = 0 oderz = 0.

Beweis

@ Ausz=1-2=(1+40)-2=1-2+0-2=2+0-zfolgt0 = 0-x auf Grund
von Bemerkun@T.T15.

(b) Ebenso ergibt sich-0 =0ausc-0=c¢-(0+0)=c-0+c-0.

(c) Das Distributivgesetz ergiit=c-0=c- (z + (—x)) =c-z +c¢- (—z) und
0=0-2=(c+(—¢) -z =c-x+ (—c)-z. Wegen der Eindeutigkeit des
negativen Elements folgt(c - z) = ¢- (—z) = (—c¢) - .

(d) Im Fallec = 0 ist nichts zu zeigen. Ist dagegen# 0, so existiert der Kehrwert
1 ¢ R. Mit Hilfe von Behauptung (b) folgt nurd =2 - (c-2) = (2 -¢) -2 =

1.2 = x.Injedem Fall isic = 0 oderx = 0. O

1.2.4 Bemerkung

(@) Damit die Formulierung von Mathematik nicht unnotighwserfallig wird,
UberlalRt man haufig die genaue Klarung der BedeutungSymnbolen und Be-
griffen dem Zusammenhang. In Teil (a) des vorhergehend&reSwird sowohl
die reelle Zahl Null als auch der Nullvektor mit demselbem®gl 0 bezeichnet.
Da aberr voraussetzungsgeman ein Vektor ist, mu3naitif der linken Seite die
reelle Zahl0o gemeint sein. Da die Skalarmultiplikation Ergebnissé itiefert,
ist die 0 auf der rechten Seite der Nullvektor.

(b) Im Gegensatz zur Umgangssprache ist in der Mathemasikatker* ein nicht
auschlieBendesoder”. In Teil (d) des vorhergehenden Satzes bedeutet d&s, d
auch der Fall eintretekann in dem sowoht = 0 als auchr = 0 gilt.

1.2.5 Definition

SeiV ein reeller Vektorraum. Eine Teilmeng€& C V heifstUntervektorraum oder
linearer Teilraum von V, falls gilt:

1) V' +0.
(2) Auszi,xzo € V' folgtzy +x9 € V',
(3) AusceR,zeV'folgtc-z e V.
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Ein Untervektorraum von V ist also eine nichtleere TeilmerngnV, die gegeniiber
der Addition,,+* von Vektoren und der Skalarmultiplikation* abgeschlossen ist.
1.2.6 Beispiel
Die MengeV”’ := {@ € R®: a; = a3} ist ein Untervektorraum deB?:
(1) V' #0,denn e V'.
(2) Seiend,b € V'. Dann gilt:

a1 = az undby = b3 = (a1+b1) = (CL3—|—b3) = FH—gG V.

(3) Seienc € R, a € V'. Dann gilt:

ay=a3 = c-ay=c-a3 = c-acV.

1.2.7 Folgerungen

SeiV ein reeller Vektorraum un@l” c V ein Untervektorraum.

(@) Dannisth € V'. DennV’ # (), also existiert einc € V'. Eigenschaft (3) liefert
zusammen mit Safz1.2.3 (a):

0=0-zeV.

(b) Istz € V/, soistauch-z € V'. Eigenschaft (3) liefert namlich zusammen mit
SatAT.ZB (c):
—r=—(1-2)=(-1)-2€V.

1.2.8 Satz

Es seiV ein reeller Vektorraumy’ C V ein Untervektorraum. Dann ist’ mit
denselben Operationen wie ddfein reeller Viektorraum.

Noch genauer sollte es heil3eri7’ mit den Einschrankungen auf’ der aufV’
erklarten Operationen.”

Beweis

Die Bedingungen (2) und (3) aus DefinitibnT12.5 liefern

+: V' xV =SV,
S RxV =V,

Die Folgerungel 1.2l 7 zeigen die Giiltigkeit der Vektomadiome (Gruppenaxiome
fur (V',+)) (2) und (3). WeilV’ Teilmenge vonl” und V' ein Vektorraum ist, ist die
Gultigkeit der Ubrigen Vektorraumaxiome offensichtlic O
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1.2.9 Satz
Jeder reelle Vektorraui besitzt{0} undV als ,triviale“ Untervektorraume.

Beweis
Klar! O

1.2.10 Satz

SeienV, V, Untervektorraume des reellen VektorrauvisDann ist auch/y N Vs ein
Untervektorraum vor .

Beweis

Wir haben sowohD € V; als auch0 € V5. Also liegt das Nullelement auch im
DurchschnittV; N V;, und dieser ist nicht leer. Seien nuny < Vi N V5 und
¢ € R gegeben. Es gilt also sowohly € V4 als auchz,y € V5. DaVy und V,
Untervektorraume sind, erhalten wir-y € Vi, z+y € Vo, c-xz € Vi unde-z € Vs,
Damit folgt schlieBBliche +y € Vi N Vo unde -z € Vi N Va. O

Es sollen nun einige Vereinfachungen der Schreibweisee@iihgg werden. Mitl/
bezeichnen wir im Folgenden stets einen reellen Vektorradaitiplikationspunkte
werden haufig weggelassen. Das Assoziativgesetz erlaybtieh bei der Skalarmul-
tiplikation auf Klammern zu verzichten. Treten in einem Augck Multiplikationen
und Additionen auf, so binden die Multiplikationen starkelir z, y € V ist die Dif-
ferenz durche — y := = + (—y) erklart. Mit einem groB3en Sigma (Summenzeichen)
werden Summen abgekiirzt:

n
E Tj =T+ + Ty
i=1

Die indizierten Vektorenz; sind nicht mit den Komponenten einestupels aus
AbschnitT.1 zu verwechseln.

In der folgenden Definition wird beschrieben, welche Vektoman mit Hilfe der
Vektorraumoperationen aus einem endlichen System ,eoreugenden* Vektoren
konstruieren kann.

1.2.11 Definition

Seiem € N, z1,...,z, €V, c1,...,c, € R. Dann heil3t

n

rT=Cr1+ ey = § CiZy
=1

Linearkombination vonzx,..., x,.
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1.2.12 Satz

Seienzy,...,x, € V gegeben. Es séi’ die Menge aller Linearkombinationen von
z1,...,%,. Dann istV’ ein Untervektorraum vol, derz+, . . ., z,, enthalt.

Beweis

Zunachst gilt offensichtlich, . .., z, € V/ und damit auch/’ # (). Seien nun

n n
ng Ty, yzg d;z; , cG,dieR,i=1,...,n
i=1 i=1

Linearkombinationen vony, . . ., z,,. Weiter seid € R. Unter intensiver Verwendung
der Kommutativ- und Distributivgesetze erhalt man:

n n

x—i—y:Z(ci—Fdi)xi, d-y:Z(d-di)xi.

i=1 i=1

Damit sind auchx + y undd -y in V. O

1.2.13 Definition
Die MengeV" aller Linearkombinationen der Vektoren, . .. ,x, € V hei3t der von

x1,..., 2z, aufgespannte Untervektorraum und wird mitR. - (z1,...,2,) = V'
bezeichnet. Hierbei heil3en, . .., z, ErzeugendeoderErzeuger vonV".
Weitere, in der Literatur verbreitete Bezeichnungen ¥dr sind <z1,...,x,>,

[x1,...,x,] Oder Spafy, ..., z,).

1.3 Basis und Dimension

Am Ende des vorhergehenden Abschnitts ist ein Verfahreohbeben worden, mit
dem man den kleinstmoglichen Vektorraum findet, der eigegebenes System von
Vektorenzy, ..., z, enthalt. Hier wollen wir nun umgekehrt vorgehen. Gegelstn i
ein VektorraumV’; wir suchen Systeme von Vektoren, die den ganzen Vektorraum
aufspannen, die also bereits die gesamte Information ddrenektorrauml” enthal-

ten. Unter allen solchen erzeugenden Systemen interessigr uns besonders fur
»,moglichst kleine®, bei denen kein Vektor mehr entfernt eker kann, ohne die Eigen-
schaft des Erzeugens zu verlieren. Allein das WissenJdelh Vektorraum (linearer
Raum) ist, soll es uns ermoglichen, den ganzen Raum dunafelaitiv extrem kleines
Teilsystem, digBasis”, zu beschreiben.

~Kleinstmogliche Systeme* werden durch den nun zu defingiea Begriff der
slinearen Unahhangigkeit* charakterisiert.
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Lineare Unabhangigkeit
Auch hier bezeichn® wieder stets einen reellen Vektorraum.

1.3.1 Definition

Die Vektorenz1,...,x, € V heiBenlinear abhangig, wenn es Zahlen, ..., c, €
R gibt, von denen wenigstens eine ungleicist, so daf3

n

0= Zcixi

i=1

gilt. Umgekehrt heiBen, ..., z, linear unabhangig, wennx1, ..., x, nicht linear
abhéngig sind.

1.3.2 Beispiel
Die Vektoren(1,2), (—2,0), (3,1) € R? sind linear abhangig, denn es ist

(—1)-(1,2)+g-(—2,0)+2-(3,1):6.

Die folgende Bemerkung ergibt sich direkt aus der Definitioearer Unabhangigkeit,
indem man einige Grundregeln logischen SchlieRens anweDdeVerneinung von
,esgibt..., sodaR" isfur alle ...qgilt nicht‘. Die Verneinung vop(nicht A) und B
ist,, A oder (nichtB)" und damit aquivalent zyB = A".

1.3.3 Bemerkung

Die Vektorenx+, . .., x, € V sind genau dann linear unabhangig, wenn stets aus

n

cl,...,¢ch €R, E cxr; =0
i=1

folgt:

cr=...=c, =0.

1.3.4 Beispiel

Wir greifen das Beispid[[1.2.6 aus dem vorhergehenden Aditschieder auf. Dort
wurde bewiesen, daB’ = {@ € R®: a; = a3} ein Untervektorraum deR? ist.
Hier soll gezeigt werden, daly = (1,0,1) und by = (1,1,1) linear unabhangige
Vektoren aud/’ sind:

Offensichtlich giltb;, b, € V7, es bleibt der Nachweis der linearen Unabhangigkeit.
Dazu sei der Nullvektor eine Linearkombination anundbs:

6151 + 6262 = 6, c1,c0 € R.
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Es folgt:
(c1 +c2,c2,¢1 4+ c2) = (0,0,0).

Vektoren inR™ sind genau dann gleich, wenn alle ihre Komponenten Uk&igimen:

c1+ec=0 -
= =0 :>{Cl+22:8:>@:0undc1:0.
c1+ec=0 2=

1.3.5 Satz
Ein Vektorx € V ist linear abhéngig genau dann, weng: 0 ist.

Die Behauptung ist einggenau dann, wenn“-Behauptung und besteht daher aus den
zwei Aussagen:

.=" xlinear abhangig= = = 0,

<"1 x = 0= zlinear abhangig.

Daher besteht auch der Beweis aus zwei Teilen.

Beweis

.=". Sei zr linear abhangig. Dann existiettc R, ¢ # 0 mit ¢ - x = 0. Es folgt
O:%-O:%-c-le-x:x.

.<="1 Seiz = 0. Das unitare Gesetz liefett- = z = 0. Also ist x linear abhangig.

O
1.3.6 Satz
Die Vektorenz.,...,x, € V seien linear abhangig. Es sei ¢ V. Dann sind
x,x1,...,T, ebenfalls linear abhangig.

Jedes Obersystem” eines linear abhangigen Systems ist alscewiedar abhangig.

Beweis

Es gibtey, ..., ¢, € R, wobei ein¢; # 0 ist, so dald) = Y | ¢;a; gilt. Mit der
Setzung: := 0 ist dann aucld = cx + cix1 + - - - + cpxp. O
1.3.7 Satz

Seienzy,...,x, € V linear unabhangig. Es seién({ < n) Zahlenl < i1 < iy <
... <1y <n gegeben. Dannsind,, ..., z;, linear unabhangig.

Jedes Teilsystem eines Systems linear unabhangiger réekist also wieder linear
unabhangig.
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Beweis
Der Nullvektor sei die Linearkombinatioh _, ¢, zi, = 0, ¢;, € R. Furj =
1,...,n definieren wir

d, .— O ) fa”Sjg{il,...,Z‘[},
7 e, , fallsj=i,fureink e {1,...,¢}.

Dann gilt
¢

n
E deCj == E Cip, Ly, = 0.
j=1

k=1
Die lineare Unabhangigkeit var, . .., z, ergibtd; = 0, j = 1,...,n. Folglich ist

auche;, =0,k=1,...,4 |

1.3.8 Satz

Die Vektorenxy,...,x, € V seien linear unabhangig. Sei € V. Dann gilt:
x,21,...,%, Sind linear abhangig genau dann, wemnnLinearkombination von
Z1,...,T, ISt

Beweis

.=". Seienx,x1,...,x, linear abhangig. Dann existieren reelle Zahten, . . . , c,,

die nicht alle gleichD sind, mit0 = cz + c1z1 + - - - + ¢px,. Wir wollen ¢ # 0
zeigen und nehmen dazu anware gleich0. Dann wared ", c;z; = 0, eing;
ware ungleichd im Widerspruch zur Voraussetzung. Alsods¥ 0. Es folgt

1 1 - = ¢
OZE-OZE (cx%—;cixi) :aH—;EZ-:UZ-,
1= 1=

also
n C
1
0= (%)
=1
.<". Es seix Linearkombination vorq,...,z,. Dann exisitierency,...,c, € R
mitx = Y1 | ¢x;. Setzt mare = —1, so gilt0 = cx + c1z1 + -+ + g
Folglich sindz, z4, ..., z, linear abhangig. O

Man kann den vorhergehenden Satz auch so lesen, dal} in éiremunabhangigen
System kein Vektor Linearkombination der tibrigen Vekioist. Der von einem linear
unabhangigen System aufgespannte Untervektorraum usa durch Weglassen
eines Erzeugerecht verkleinert. In diesem Sinne sind linear unabhangige e®yst

~Kleinstmoglich“. Einen anderen Aspekt dieser Minimatj&ischaft beleuchtet der
folgende Satz:
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1.3.9 Satz (Eindeutigkeit der Darstellung)

Es seiery, ..., x, € V linear unabhéngig und,d; (i = 1,...,n) reelle Zahlen. Es
gelte

n n

=1 i=1
Dannistc; = d; furi =1,...,n.
Beweis
Die Voraussetzung ergit’; , (¢; — d;)z; = 0. Wegen der linearen Unabhangigkeit
vonzy,...,x, folgt ¢; — d; = 0 und somite; = d; furi=1,...,n. O
Dimension

Fur das Folgende ist es zweckmalig, das Symbdl (unendlich) einzufiihren. Bei
,00" handelt es sich um eine Zahl, die definitionsgemal3 folgeRibenschaften
besitzt:co € R. Furallec € R gilt ¢ < 0o, ¢+00 := 00, c0+c¢ := 00, 00+00 = 0.
Man erklart dagegen nichto — oc”.

Fur die ausfuhrliche Definition des Supremusng als kleinste obere Schranke einer
Teilmenge vorR und des Infimuménf als grof3te untere Schranke sei wieder auf das
Buch von H. Grauert und I. Lielh[[6, S. 30f] verwiesen. Hat €liedmenge M vonRk
keine obere Schranke IR, so istsup M = oo.

Jedem reellen Vektorrauir soll nun eine Zahlh = dim V' € N U {0, 00}, die
Dimension vonV, zugeordnet werden. Die Dimension soll ein MaR3 fur die [§&r0
eines Vektorraums sein und insbesondere so definiert wetld@manlim R = n
beweisen kann.

1.3.10 Definition

Die Dimension eines reellen Vektorraums wird durch
dim V :=sup{k € Nq : es gibtk linear unabhéngige Vektoren i}

definiert. Istdim V < oo, so hei3fV endlichdimensional andernfalls nennen wir
unendlichdimensional

Demnach istlim V' die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren Bu®abei
soll ein unendliches System von Vektoren linear unabliagiiRen, wenn jedes
endliche Teilsystem linear unabhangig ist.

1.3.11 Beispiele

(@ InV = R"™ zeichnen wirn Vektoren aus, dieEinheitsvektoren é; :=
(1,0,...,0), ...,é, := (0,...,0,1). Die Vektorenéy, ..., ¢, sind linear un-
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abhangig, denn aus,...,c, € R, >, cé = 0folgt:

=1 i-te Stelle
n
=3 0,0, i, 0) = (c1yn ).
=1
= i-te Stelle
Also istc; = ... = ¢, = 0, der Nullvektor also nur als triviale Linearkom-
bination vone, ..., e, darstellbar. Daher istim R™ > n. Der Nachweis der

Gleichheit kann erst spater in SBiz_3.3.14 erfolgen.

(b) Unter einentreellen) Polynonversteht man eineformalen Ausdrucky+ciz+
2224 +cp2" mitn € Nounde; € Rfuri =0, ..., n. Dabei hei3t Variable
(Veréanderliche, UnbestimmteMan vereinbart, dal? man beliebig viele Glieder
0-z" (i > n) zum Polynom hinzufigen darf, ohne daR sich das Polynom
andert. So kann man stets erreichen, daf3 bei je zwei Pomater hdchste
auftretende Exponent gleich ist. Zwei Polynomey + ¢1z + - -+ + ¢,2™ und
dy + diz + --- + d, 2" heilRengleich wennc; = d; furi = 0,...,n gilt. Es
handelt sich hier um dialgebraische Definitiorines Polynoms, im Gegensatz
zur analytischen DefinitionEin Polynom ist danach eine fir € R erklarte
Funktion f der Formf(z) = cg + c1z + c22% + ... + c,2". Zwei Polynomef
undg sind in diesem Sinne gleich, wenn fur alles R qgilt: f(z) = g(z).

Im reellen Fall sind beide Definitionen gleichwertig, denamkann zeigen, daf3
ein Polynomcy + c1z + 222 + --- + ¢,2", welches nicht das Nullpolynom
ist, hdchstens: Nullstellen hat. Ersetzt man ab& durch endliche Korper, so
ergeben sich grundlegende Unterschiede, insbesondereGleichheitsbegriff.
Wir legen hier die algebraische Definition zugrunde. Danrdvgin Polynom
vollig gleichwertig durch seine Koeffizientdny, . . ., ¢, ) beschrieben.

Es bezeichn& die Menge aller (reellen) Polynome. Alitkdnnen Addition und
Skalarmultiplikation erklart werden:

(co+ciz+-+c2") + (do+diz+ - +dp2")
= (co +do) + (c1 +di)z + -+ (cn + dn)2",

c-(co+ecrz+ - +epz") = (eco) + (cer)z + -+ + (eep) 2™

Das Ergebnis ist jeweils wieder ein Polynom. Man kann sidmnsli davon
Uiberzeugen, da® mit diesen Operationen ein reeller Vektorraum ist. Auchr hie
konnen, Einheitsvektoren® ausgezeichnet werdef= 1, ¢, = z, ep = 2%, ...,
allgemeine,, = 2™ fir n € Ny. Dieser Vektorrauni” aller reellen Polynome ist
das erste Beispiel einasmendlichdimensionalen Vektorraunisir den Beweis
reicht es zu zeigen, daf fur jedes € N, die Einheitsvektorerey,...,e,
linear unabhangig sind. Sei algsgey + - - - + ¢,e, = 0 das Nullpolynom mit
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co,---,cn € R,dannisteg +ciz+- - - + ¢, 2™ = 0. Die Definition der Gleichheit
liefertco = ... = ¢, = 0. Die Einheitsvektorem; (i =0,1,2,...) sind nicht
nur linear unabhangig, sondern sie erzeugen adchenn jedes Polynom aus
V' laldt sich in offensichtlicher Weise als Linearkombination endlich vielen
Vektorene; darstellen.

Basis
Wir fuhren zunachsendlicheBasen ein.

1.3.12 Definition

Eine endliche Teilmengéx.,...,x,} C V heil3tBasisdes reellen Vektorraunts,
falls gilt:

(1) x1,...,x, sind linear unabhangig;
(2) x1,...,z, erzeuger,d.h.V =R - (z1,...,2,).
Fiurv = {0} vereinbart man die leere Men@eals Basis.

Bei der aufzahlenden Beschreibung von Mengen {uig, . .., z,} gehen wir stets
davon aus, dal? die Elemente paarweise verschieden sinfyrda j alsox; # z;

gilt.
1.3.13 Beispiel

(a) Eine Basis deR™ istdurch{ei, ..., é,} gegeben. In Abschniff3.3 wird gezeigt:
Jede Basis deR” enthalt genaw Elemente.

(b) Wir entwickeln das oben auf den Seifén 9 12 behandsispiel weiter.
Demnach istV’ = {@€ R®: a; = a3} ein Untervektorraum de®R?, und
by = (1,0,1), by = (1,1,1) sind linear unabhangige Vektoren ai& Zudem
wird V’ von by und by erzeugt: Istd = (a1,az,a3) € V' beliebig, so gilt
definitionsgemaf; = a3 und folglich

a=(a1,az,a1) = <a2 + (a1 — az),a2,a2 + (a1 — az))
= (a1 —ag) - (1,0,1) +ag - (1,1,1) = (a1 — ag) - by + az - by.
Also ist {51, 52} eine Basis vorv/’.

Das Beispiel des Vektorraums der reellen Polynome legt,raleh unendliche Basen
einzufuhren:
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1.3.14 Definition

SeiV ein reeller Vektorraum. Eine Teilmende; : i € I} C V (mit beliebiger
Indexmengd +# () heif3tBasisvonV, falls gilt:

(1) Jedes endliche Teilsyster,, ..., x;, mitn € N und paarweise verschiedenen
Indizesiq, . .., i, € I ist linear unabhangig.

(2) Jeder Vektor aud/ ist eine (endliche!) Linearkombination von Elementen
LiyseoesTjy, N E N, i1,..., iy € I.

1.3.15 Beispiel
Die Menge allertMonome{e,, = 2" : n € Ny} ist eine Basis des Vektorraums aller
reellen Polynome.

Dieser Abschnitt schlie3t mit einigen Bemerkungen ubeatliehdimensionale Vek-
torraume.

1.3.16 Satz
SeiV ein reeller Vektorraum mifim V = n < oco. Die Vektorenx+,...,z, € V
seien linear unabhangig. Dann{st,, ..., z,} eine Basis voiv .

Jedes linear unabhangige System von maximaler LangmeBasis.
Beweis

Es ist zu zeigenz;, . .., z, erzeugerV. Seixz € V gegeben. Nun sind, 1, ..., z,
linear abhangig, andernfalls waiten V' > n. Nach Satg_1.3]8 ist Linearkombinati-
onvonzy,...,Ty. g

In Abschnittf3B werden wir sehen, daf? alle Basen dieselbminvon Elementen
haben und daf’ deshalb umgekejede Basis ein linear unabhangiges System von
maximaler Lange ist.

SchlieRZlich klaren wir die Existenzfrage fir Basen:

1.3.17 Satz
Jeder endlichdimensionale reelle Vektorraum besitzt Bangs.

Beweis

Seidim V = n. Nach DefinitiorZL.370 der Dimension existieretfinear unabhangi-
ge Vektorenzy, ..., x, € V, welche nach Safz1.3116 eine Basis bilden. O

Ein entsprechender Satz gilt auch in beliebigen Vektongn, spielt dort aber eine
nicht so zentrale Rolle und erfordert einen tiefliegendenvéde Unter anderem
mufd das,Zornsche Lemma"* verwendet werden. Deshalb verweisen wirduf die
Literatur, z. B. auf H.-J. Kowalsky [9, S. 37f].



19

2 Der anschauliche Raum

2.1 Gibt es eine geometrische Anschauung?

Die historische Entwicklung des Geometriebegriffes idtrseichtig fur die Art
unseres Denkens im allgemeinen. Kant meinte, dal3 die V&rnarschreibt, daf}
die Geometrie euklidisch ist. Spater entdeckten die Matiier C.F. Gaul (1777-
1855), N.I. Lobacevskij (1793-1856) und J. Bolyai (18(85Q), daf} es noch andere
Geometrien gibt, die genauso widerspruchsfrei aufgebartden konnen wie die
euklidische. Man muf3 formale logische Konstruktionen Hfiroren! Man muf3 viel
rechnen!

Wir meinen jedoch, dal? dem natirlichen Menschen eine Anaalg gegeben ist, die
ihn fur sein tagliches Leben mit einer Geometrie austii§tatt sprachlich darlegen
kann man einfach schauen. Die geometrische Anschauundsstsahr praktisch!
Schon Goethes Faust verlangte nach einer alles umfass&uatheni:,Dafd ich nicht
mehr mit saurem Schweild zu sagen brauche, was ich nicht. weBthau alle
Wirkenskraft und Samen und tu nicht mehr in Worten krameWie-anders ist es bei
der Sprache! Wenn man z. B. etwas in der mathematischenpfagte EX zeichnen
will, mu3 man alles ausrechnen. Manchmal dauert das sedre.|dfan stelle sich etwa
vor, Rembrandt hatte seine Bilder auf solche Weise malesseam!

Raumliche Anschauung und Logik

Gewil3 gibt es Menschen, die nicht zwischen Anschauung umgikLunterscheiden
konnen. Das erinnert an die Zeit von Goethe, wo niemandnskbente, daf3 Licht
und Farbe etwas Verschiedenes sind. Und doch ist das sécteiDie gleiche Farbe
kann ja durch ganz verschiedene Mischungen von Licht vezdeher Wellenlange
hervorgebracht werden!

Es gibt jedoch sehr wichtige Argumente dafir, sorgfatigischen Anschauung und
Logik zu unterscheiden. In der ebenen Geometrie gilt z.BJdelansche Kurvensatz.
Anschaulich sind nur stiickweise glatte Kurven. Aber schomdiesen Fall ist es

mihsam, den Satz logisch zu beweisen. In der Anschauungr idagegen vollig

trivial. Man sieht direkt: Die Ebene wird durch jede einfagbschlossene Kurve in
zwei disjunkte Teilgebiete zerlegt.
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Der Jordansche Kurvensatz

A. Einstein (1879-1955), der 1896-1900 in Zurich Physikdgtrt hat und auch
Vorlesungen bei H. Minkowski (1864-1909) gehort hat, sHf} in der Physik Raum
und Zeit vom gleichen Wesen sind: Das Einsteinsche Refatiyirinzip besagtZwei
(mathematische) Inertialsysteme sind vollig gleichbbtigt. Wenn man aber von
einem auf das andere transformiert, werden Raum- und 28kgr durcheinander
gemischtDiese mussen also in der Logik von gleicher Art sein. In das¢hauung
sind dagegen Raum und Zeit etwas vollig Verschiedene® Eimsteinsche Folgerung
aus dem Relativitatsprinzip war z.B. die Zeitdilatati@®ie ist anschaulich gesehen
etwas vollig Unsinniges.

Was ist nun eigentlich Anschauung? Viele sagen, sie sei Genait. Aber das ist
keine Beschreibung. Wenn man ein raumliches Bild siehissawar der Blick auf
einen Punkt gerichtet. Aber die ganze Figur steht doch lgteitig zur Verfiigung, sie
ist gegenwartig. Man kann all ihre Teile ausnutzen, um zueneErkenntnissen zu
kommen. Das ist, als ob man an der Figur Experimente machtABschauung (rein
als Verarbeitung von Realitat gesehen) ist also dem WesdsdParallelcomputers oder
eines Analogcomputers ahnlich. — Bei der Logik ist immarein Ergebnis da. Sie ist
wie ein einfacher Digitalcomputer.

Kant und Einstein

Der Philosoph Immanuel Kant (1724-1804) schuf eine Thedeie Erkenntnis. Die
Erkenntnis war nicht einfach eine Spiegelung der realert. We¢sentlich benutzte
sie das in der Vernuft vorgegebene Transzendentale. Ddmirtgeauch die Anschau-
ungsform,Raum®. Dieser Raum war mit der euklidischen Geometrie atisget. Man
konnte alles nur in dieser Geometrie sehen.

Die Vernuft konnte sich nur auf (sinnliche) Dinge richteig gyegenstandlich* waren.
Sonst kam man zu Widerspriichen, sog. Antinomien. Unemeicchied somit aus. Im
Falle der Gegenstandlichkeit war die Erkenntnis aber walko real und unabhangig
vom Menschen richtig. Die Dinge der Welt waren in der euklitien Geometrie.
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Genau diese Geometrie war vernunftig. Es gab dabei audiléJsa priori‘. Sie
benutzten die Welt au3erhalb unserer Vernunft nicht, wabem gultig.

Die Aufklarung hatte gelehrt, da’ die Vernunft der Gott teelt ist. Wir wissen
heute, dal3 es eine menschliche Vernunft, die ohne Einsalmg verniunftig ist, gar
nicht gibt. — Im Gegensatz zu Kant filhrte bei Einstein diesérauung auch im
gegenstandlichen Bereich zu einem Widerspruch mit derefixenten. Kant war
damit widerlegt.

Man erfahrt auch leicht durch reines Nachdenken, daf dieuvit keine spannungs-
lose Einheit ist. Sie besteht aus verschiedenen Organemudchaus miteinander in
Konflikt geraten kdnnen. Man hat die Anschauung und die k.ogarmonie besteht
nur in solchen Teilen, die von der biologischen Evolutiofogat wurden.

Die Mathematiker

Was aber taten die Mathematiker? Sie verzichteten ganz asthwaulichkeit und
machten logische Konstruktionen. Aber sicherlich meint@ntdie anschauliche
Geometrie und nicht ein logisches Konstrukt. Er konnterditgys wohl kaum effektiv
unterscheiden. Die Mathematiker sahen, dafl} auch anderenégb@n aufgebaut
werden konnen, so dafld sie genauso widerspruchsfrei siaddiei euklidische. So
erhielt man z. B. die hyperbolische Geometrie. Gaul3, Lewsidj und Bolyai zeigten
das zu Anfang des 19. Jahrhunderts. In der hyperbolischemé@ee sind alle Axiome
gultig mit Ausnahme des Parallelenaxioms: Wenn in der lygéschen Ebene eine
Gerade undP ein Punkt auRerhalb voa ist, so gibt es nicht gerade eine Gerade
durch P, die ¢ nicht schneidet, sondern unendlich viele. Alle geistigeankthen
sahen irrtimlich einen Widerspruch zu Kant, und Kant wdehlbar. Gaul3 flrchtete
sich, er flrchtete das Geschrei d&ootier* (im Altertum: Bauern um Theben in
Griechenland) so sehr, dal3 er seine Ideen nicht publiziegs tat dann Lobacevskij,
der etwas weiter weg lebte.

Unsere Anschauung

Die Objekte der Anschauung sind ganz anders als die der khatfile Es seien
einige Beispiele angegeben. Wie wir gesehen haben, haiRemindestens die
mathematische Dimension, und n kann beliebig grofl3 sein. In der Anschauung
kdnnen wir uns jedoch nicht mehr als 3 Geraden vorstellém,ird einem Punkte
paarweise aufeinander senkrecht stehen. Wir haben fermddtd? Kurven, Flachen.
Als nachst Hoheres kommt das Gebiet, das schon lokal deregaRaum ausfillt.
Daruber hinaus geht es nicht! Ist der anschauliche Raumaggh zu einenR”, so
muf3 daher gleich 3 sein.

Interessant ist auch die folgende Betrachtung. Wenn maa S8chrift in einem
Spiegel betrachtet, so erscheint die Spiegelschrift. ierif sei etwa auf einem
senkrechtstehenden Blatt Papier, der Spiegel stehe hufrBann werden durch
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Spiegelung der Schriffinks” und ,rechts* vertauscht, aber nictiben* und,unten®.
Wodurch kommt diese Bevorzugung zustande? Nach einigerkddenird klar: Das
kommt daher, daR die letztere Richtung durch die Schweréediniert wird und dai
diese deshalb in unserem Denken eine ausgezeichnete Bielle Beim Betrachten
der Spiegelschrift wird diese nicht geandert. Da die Sglieyg die Orientierung
umdreht, bleibt nur die Vertauschung vegrechts* und,links* (vom Betrachter aus
gesehen). So hat der Raum, wie die Alten glaubten, eine lRightEin Stein fallt,
indem er dieser Richtung folgt. Erst spater hat Newtoneskt] dafld der Stein von der
Schwerkraft bewegt wird. Zwei Massen ziehen sich immeradaati.

Die Anschauung wird durch eine besondere Aktivitat ursereurophysiologischen
Systems hervorgerufen. Wir kbnnen das bei dem folgendestii@ben beobachten:
Wenn wir des Morgens auf eine schwarz-weil3e Karte in eindug schauen, dann
halten wir manchmal zunachst die Meere fur Lander und_dieder fur Meere. Erst
nach einer Weile springt die Sicht um. Das sollte bedeutaf?, id unserem Ner-
vensystem etwas geschehen ist. Es gibt dafir noch besséspidde. In speziellen
Zeichnungen sieht man manchmal 6 Wirfel und manchmal nuxugh hier fin-
det ein Umspringen statt: es ist ein psychologisches Ereigfan hat nun versucht,
das anatomische Korrelat dazu zu finden. Es wurden dazu iBvgee durchgefihrt
(Kernspintomograph). Beide Sichtweisen korrespondieniriZzustanden im Gehirn,
wo zwei Mengen von Milliarden von Neuronen synchron osziéin. Beim Umsprin-
gen werden die Mengen geandert. Man vergleiche etwa deresganten Vortrag, den
Wolf Singer (Frankfurt) im April 1995 vor der Leopoldina inate gehalten hat: W.
Singer, Funktionelle Organisation der GrofRhirnrinde, &ldcta Leopoldina, Neue
Serie, Bd.72 (294)(1996), S. 5ff.

Der Sieg der Logik

Die Anschauung bringt allerdings nur wenig Moglichkeijteéiefere mathematische
Verhaltnisse zu sehen. Das gilt schon in 8ielimensionalen Geometrie. Man betrach-
te etwa folgende Zeichnung:

D

Was schneidet die Ebene, die im Puilt senkrecht zur DiagonaleP ist, aus dem
Wiirfel heraus?
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Die Antwort ist: ein regelmaliiges Sechseck. Aber das ditrgichtbar. Wir haben es
zu beweisen. Mit den Methoden der Logik!

Einstein zeigte, dall man in der Physik mit dem anschauli®@m nicht auskommt.
Man muf? mindestens ddsdimensionale Raum-Zeit-Kontinuum konstruieren.

Man muf3 also Logik statt Anschauung verwenden! Wir ersetieshalb fortan den
anschaulichen Raum durch d&¥ mit euklidischer Norm. Wir werden zeigen, daR
beide zueinander isomorph sind. Um das zu tun, benutzen iwirAdiome der
Geometrie. Das sind Aussagen, die sich nicht mehr logiscleiten lassen. Sie
mussen,evident sein. Evident bedeutet, dal3 es eine Anschauungmider man das
Axiom sieht. Der Grund fur seine Glltigkeit ist also nichathematischer, sondern
psychologischer Natur!

Man merkt bald, daf? man nicht ins Unendliche schauen kanthtilyj um die Axiome
zu bekommen, ist aber, dall der anschauliche Raum im Grof®nnwKleinen
aussieht. Das folgt nun, weil man zunachst nur den Raumegi®hzte Kugel hat und
den weiteren Raum dann nach einer festen Vorschrift koesému mul3. Er ist dann
nie aktual ganz da, aber man kann mit der Konstruktion biglifeintfahren. Aristoteles
nannte daslas Potentialunendlichéktual ist der Raum nur eine endliche Kugel. Er
hat deshalb auch einen Mittelpunkt. Aristoteles glauba®, it diesem Mittelpunkt die
Erde steht.

2.2 Addition von Vektoren in der anschaulichen
Ebene

Wir sollten eigentlich den anschaulichen Raum behandednstEaber einfacher, eine
Dimension herunterzugehen. Dibenebesteht aus Punkten. Wir wahlen einen festen
BasispunktD und nehmen alle Pfeile, die von einem Punkt zu einem weitétenen.
Wir stellen dann Axiome auf.

In den Axiomen der Geometrie, die von Euklid aufgestellt aeur, wird der ganze
unendliche Raum benutzt. Aber seine Unendlichkeit isttnéaischaulich. Sie wird
aber bei dem Parallelenaxiom benutzt. Es ist deshalb nietwunderlich, dald es
zweifelhaft wurde. In dem Axiomensystem, das hier entwliclkeerden soll, leben
alle Axiome in beschrankten Teilbereichen, die natirlieliebig grol3 sein kdnnen.
Sie sind immer anschaulich, und die Axiome sind evidenttéd&nan immer dieses
Axiomensystem gehabt, so ware man (aus psychologischéndén) wohl nie zu
Zweifeln an der euklidischen Geometrie gekommen. Diesentatiie ware als die
einzig wahre angesehen worden!

Es seiFE die anschauliche Ebene.
Axiom |
E ist eine nicht-leere Menge. Die Elemerite= E heil3erPunkte.
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2.2.1 Definition
EinPfeil x = (P, Q) ist ein geordnetes Paar von Punkien) € E.

Wir zeichnenz als einen wirklichen Pfeil, der sich vai nach() erstreckt.

Q

T

P
Pfeil von P nach Q Y

P
entgegengesetzter (spater: negativer) Pfeil von Q nach P

Wenny = (@, P) der Pfeil in entgegengesetzter Richtung ist und wéng (@, so
gilt = # y. Wir werden mitX die Menge der Pfeile bezeichnen.

Der Begriff ,voll parallel” ist evident, wenigstens in kleinen Bereiohend dann auch
in groRen, weil diese zu kleinen isomorph sind. Die Bedayitliases Wortes fur Pfeile
ist: gleiche Lange und gleiche Richtung. Die Evidenz dégdoden Axiome folgt also
aus der Evidenz in kleinen Bereichen.

Q/
@ Y
x P/

A

Wir miissen die wichtigsten Eigenschaften dieses neuerifi3eg Axiomen fassen.
Dazu ziehen wir heran:

2.2.2 Definition

Eine (binare) Relation ~ auf einer Menge\l liegt vor, wenn fiir je zwei Elemente
x, y von M stets festgelegt ist, ab~ y gilt oder nicht.

Aus der Anschauung folgt:
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Axiom Il
In X ist eine binare Relatioly (in Worten:voll parallel ) gegeben.

Axiom Il (Parallelen-Axiom)

Es seix = (P,Q) € X undP, € E. Dann gibt es genau einen Puidkt € E so daf3
y = (Po, Qo) || = gilt.

Die Mathematik befal3t sich nicht mit der Frage, wie die Amgeng entsteht. Wichtig
ist nur die Gultigkeit der Axiome. Deshalb konnen wir fattren:

Axiom IV

Die binare Relatiof| ist eineAquivalenzrelation.

Dabei heifit eine binare Relation-* eine Aquivalenzrelation wenn folgende drei
Gesetze gelten:

(1) Esistimmer: ~ x. (Reflexivitat)
(2) Wennz ~ y, dann gilt auchy ~ . (Symmetrie)
(3) Wennz ~ y undy ~ z, dann folgtz ~ z. (Transitives Gesetz)

Ein anderes einfaches Beispiel einkquivalenzrelation ist die Gleichheit. In der
Analysis wird ferner die Ungleichung eingefuhrt. Sie ist keinAquivalenzrelation.

Das nachste Gesetz ist allen Physikern und Ingenieuretbekdnnt. Sie sprechen

vom ,Parallelogramm der Krafte".
R

Q

P

0]
Parallelismus, kommutatives Gesetz

Axiom V (Parallelogramm-Axiom)
Es seien fuO, P,Q, R € E die Pfeile(O, P) || (Q, R). Dann folgt(O, Q) || (P, R).

Dieses Axiom ist wegen der Translationen evident:

Sind Py, P, € E zwei Punkte, so gibt es immer genau eine Translatidh, idie P, auf
P, abbildet. Dabei geht jeder Vektor in einen zu ihm voll paaiaih Uber. Es sei nuR



26 2 Der anschauliche Raum

die Translation mi¥'(O) = @. Dann haben wir wege{©, P) || (Q, R) die Gleichheit
F(P) = R. Aber bei Translationen sind auch immer die Verbindungswekt der
Punkte mit den Bildpunkten zueinander voll parallel. Alelgf (O, Q) || (P,R). O

Wie bei Aristoteles denken wir ung mit einem MittelpunktO versehen. An sich
sind die Axiome nur einsehbar, wenn man sich in der Nahe @Wobefindet. Wie
schon gesagt, sieht dg8rdimensionale unendliche Raum im Grol3en so aus wie im
Kleinen. Man vgl. den Aufsatz [5] von H. Grauert. Das Gleidilé aber auch fur die
EbeneFE. Denn man erhalt sie als Fixpunktmenge einer Spiegelusdrdeimes und
die Spiegelung ist natirlich auch im Grol3en so wie im Klgine

Vektorraumaxiome

Wir wollen zeigen, dal3 die anschauliche Ebene ein Vektarram Sinne des ersten
Kapitels ist. Dazu miussen wir beweisen, daf3 die grundigerEigenschaften aus
der dortigen Definitio_L.211 erfiillt sind. Wir nennen dieBigenschaften/ektor-
raumaxiome Man mul jedoch sagen, daf3 sie keine Axiome im eigentliclieneS
sind. Sie sind aus den eigentlichen, anschaulichen Axidneegeleitet und sind die
Grundbegriffe des Vektorraums. Unsere urspriinglicheioiye sind evident aus der
Anschauung heraus. Das ist so ahnlich wie in der Mengesléhrch die Mengenlehre
ist auf unmittelbar einleuchtenden Axiomen (Zermelo) abfgut.

Wir missen uns allerdings zunachst auf die Addition besdten. Wir haben daftr
inzwischen ein vollstandiges Axiomensystem erhaltenr ¥Winnen unsere Pfeile
fortan Pfeilvektorenoder auch einfach Vektoren. Es folgen dann aus den erkannten
Axiomen einige mathematische Satze, namlich die Ve&torraxiome.

Fortan sei0 € E ein fester Punkt. Wir nennen inBasispunktoder auchAufpunkt
Die MengeV = {(O,P) : P € E} C X heil3t dieMenge der Vektoren i). Wir
numerieren die Vektorraumaxiome wie in Kap[iel 1.

Es kann jetzt did/ektoradditioneingefuihrt werden. Es seien= (O, P), y = (0O, Q)
Vektoren ausl’. Dann gibt es einen wohlbestimmten Pudkte E mit (O, Q) ||
(P, R). Wir setzenx +y = (O, P) + (0,Q) :== (O,P)+ (P,R) :== (O,R) € V.

Dadurch ist die Addition definiert, die man anschaulich dwsekann:

T4y

Vektoraddition

Das kommutative Gesetz lal3t sich nun ableiten:
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Vektorraumaxiom (4)
Es gilt stetsc +y = y + «.

Beweis

Wir schreibenz = (O, P), = (0,Q). Es sei(0,Q) || (P,R). Wir erhalten
(O,P) || (Q,R) nach dem Parallelogramm-Axiom V. Deswegen gstt = =
(0,Q)+(0,P)=(0,Q) +(Q,R)=(O,R) =z +y. O

2.2.3 Definition
Wir nennen den Vekto(P, P) denNullvektor in P.

2.2.4 Satz
Esistimmer P, P) || (Q, Q).

Beweis
Wir haben auf Grund der Reflexivitat aus Axiom (W, Q) || (P, Q). Also ergibt das
Parallelogramm-Axion{ P, P) || (@, Q). 0

2.2.5 Definition
Es heiBi0 := (O, O) derNullvektor vonV'.

Vektorraumaxiom (2)
InV giltimmerx + O = x.

Beweis
Wir wissen, dalD || (P, P). Also erhalten wirO, P) + O = (O,P) + (P,P) =
(0, P). O

Bei gegebenenfO, P) gibt es gemal dem Parallelen-Axiom 1ll genau einen Punkt
Q € Emit(0,Q) || (P,0).

2.2.6 Definition

Der Vektor—(O, P) := (0, Q) € V heil3t dadNegativevon (O, P).

Vektorraumaxiom (3)
In'V gilt stets die Gleichung + (—xz) = O.

Beweis

Man hat(O, P) + (= (0, P)) = (O, P) + (0, Q) = (O, P) + (P,0) = (0,0) = O,
O
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Wir werden jetzt zeigen, dal fur die Addition auch das dssioe Gesetz gilt.

Vektorraumaxiom (1)
In'V gilt stets die Gleichungx + y) + z = x + (y + 2).

Beweis

Ro

OWS3
Y || =

Sa
Das assoziative Gesetz
Es seix = (O,R;),y = (0,52), z = (0,Z). Dann gibt es einky mit (O, S3) ||
(R1, R2) und einRs mit (O, Z) || (Re, R3), und weiter einSs mit (O, Z) || (S2, S3).

Nach dem Parallelogrammaxiom erhalten wir sukzessieR;) | (S2,R2),
(SQ,RQ) H (S3,R3), (O,Rl) || (Sg,Rg) und schlieBIich(O,S3) || (Rl,Rg). Also

haben wir(z +y) + z = ((o, R1) + (O, 52)) +(0,2) = ((o, R+ (R, Rg)) +
(Rs, R3) = (O, Ry) und andererseits + (y + z) = (O, Ry) + ((o,sz)+(o,2)) -

(O, Ry) + ((0,52) + (52,53)) = (0, 1) + (0,83) = (O,R1) + (R1,R3) =
(O, R3). 0

Damit ist bewiesen:
2.2.7 Satz
(V,+) ist eine abelsche Gruppe.

2.3 Multiplikation mit Skalaren

Wir wollen zunachst wieder die durch die raumliche Ansalray gegebenen Axiome
betrachten. Bei den Alten Griechen waren die reellen ZaBtegckenlangen, also sehr
anschaulich. Wir nehmen deshalb diese Zahlen als Skalareuweiner Vektorraum-
struktur zu gelangen. Wir bezeichnen riﬁig = {a € R : a > 0} die Menge der
nicht-negativen reellen Zahlen. Es ist eviddst.z = (O, P) € V ein Vektor, so hat
ereine Langé € IRaL und eine Richtung (wenn er va verschieden ist). Zu € ]Rar
gibt es den wohlbestimmten Vektorx mit der gleichen Richtung und der Langel.
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Skalarenmultiplikation

Axiom VI
Wir haben eine binare Operati®y x V — V : (a,z) wa-z € V.
Wenna,b € R sind, so habeffa + b) - = undax + b die gleiche Richtung wie-.

Aber die Langen singa + b) - £ undal + bl. Das ist auf Grund des Distributivgesetzes
fur die reellen Zahlen gleich.

Axiom VII
Es giltimmer(a + b) - x = ax + bz, wenna,b € R{.

a-L+b-¢
eingeschranktes Distributivgesetz

Auch das assoziative Gesetz ist richtig:

Axiom VIII

Esistimmefa-b) -z =a- (b-x), wenna,b € Ry.
Unmittelbar einsichtig ist:

Axiom IX
Es gilt das unitare Gesetz x = .

Um weitere Gesetze fur die Skalarmultiplikation zu erd¥alt benotigen wir die
Stetigkeit der Vektoroperationen. Auch das ist evidentnMat namlich: Wenn: =
ax1 — are — axz Mit x1, 29,23 € V,a € IRSr ist, dann muR bet ~ a, r € R, der
Vektory = rxz1 — rze — rxg sehr nahe bei sein.
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| —ras

ari — ara — ars N rr1 — rre — res; r/a =11

Axiom X (Stetigkeit)
Wenn es beic = ax1 — axy — axs in beliebiger Nahe voma Zahlenr < IRaL mit
re1 — rxo — raxg = O gibt, so mu3 auch = O gelten.

Die Formulierung,in beliebiger Nahe von gibt es ein- € R{* ist nur scheinbar nicht
exakt. Sie bedeutet namlicfzu jedene > 0 gibt es einr € Ry mit [a — r| < &".

Folgerungen

2.3.1 Satz
Esgilt0-x = O.

Beweis

Man hat nach Axiom Vllaz = (a +0) - © = ax + 0 - . Daraus folg0 - z = O wie
in jeder Gruppe (man vgl. die Bemerkung111.5). |

2.3.2 Definition

Ista <0, so setzen wit - © = — ((—a) . m)

Durch diese Festsetzung witd z fur alle a € R ohne Zweideutigkeit definiert. Sie
kdnnte nur auftreten, wenn= 0 ist. Gilt aber das, so folgt aus dem Axiom und nach

der Festsetzung - x = O. Liegt keine Zweideutigkeit vor, so verwenden wir fortan
das Wortwohldefiniert

2.3.3 Satz
Man hat fiir allea € R die Gleichung—a) - x = —ax.

Beweis
Ista > 0, soist—a < 0. Nach unserer Festsetzung ist ddrm) - = = —<(—(—a)) .

:::) = —a - x. Wenna < 0, so erhalten wir aus Definitidm2((—a) . x) =a-z
und daraus wie in jeder Gruppez - © = (—a) - = (vgl. Bemerkund1.115). |
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Es wird nun schrittweise das allgemeine Distributivgesetfz + y) = a-x 4+ a-y
hergeleitet.

2.3.4 Satz

Wennn € N ist, dannisth -z = x + ... + .
~————

n-mal

Beweis

Wir fuhren vollstandige Induktiomachn. Die Aussage hangt von € N ab. Der
Fall n = 1 ist richtig nach Axiom IX. Wir nennen das dieduktionsbasisEs sei
nun vorausgesetzt, dal3 > 1 und der Falln — 1 schon bewiesen ist. Das ist dann
die InduktionsannahmeNun haben wir nach Axiom Vlln -z = (n — 1) -z +z =
r+...+x+x=2x+...+ z. Aus der Richtigkeit der Falle fiir kleineresfolgt also
N —
(n—1)-mal n-mal

die Aussage fun. Wir sagen, dal3 dénduktionsschluffurchfihrbar ist. Gilt fur eine
Folge von Aussagen die Induktionsbasis und immer der Inolugschlul3, so heif3t die
Induktion vollstandig Die Aussagen sind dann fur allegultig. Unser Satz ist also
bewiesen. O

2.3.5 Satz
Esgiltstetsn- (z +y) =n-x+n-y.

Beweis

Neben dem letzten Satz werden das allgemeine Assoziatizgaad das Kommuta-
tivgesetz fur die Addition irl” benuzt.

n-(x+y)=(x+y)+...+(@+y)=(+...+2)+y+...+y)=n-x+n-y.

n-mal n-mal n-mal

O

2.3.6 Satz
Es gilt fur allen, m € N die Gleichung:

§|3
3=

—(z+y) =

Beweis

Wir erhaltenm -
Multiplikation mi

- Y) :m”x—i—m%y:nx—i—ny:n-(m—i—y).Die
erglbt ety = (T4 y). O

(%1-
it
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Wir nutzen nun das Stetigkeitsaxiom aus:

2.3.7 Satz
Firallea € RJ ista- (x +y)=a-z+a-y.

Beweis

Die Zahl a ist ein unendlicher Dezimalbruch. Es gibt in beliebigerhbdavon a
endliche Dezimalbriiche, also rationale Zahten= - mit n,m € N. Definieren
wir z =a- (z +y) — ax — ay, so giltimmerr - (x +y) — rz — ry = O. Wegen des
Stetigkeitsaxioms folgt dann= O. O

Vektorraumaxiome
Wir werden jetzt die weiteren Axiome des Vektorraums ableit

Vektorraumaxiom (7a)
Fiir alle reellen Zahlea gilt die Gleichunga- (z+vy) = ax+ay (distributives Gesetz).

Beweis
Wir missen nur noch den Fall< 0 betrachten. Man hat

a-@w+y)=—((-0) @+) = —((-0) -2+ (~a) )

— —((—a x)+ (—a- y)) = —(—(aw + ay)) = axr +ay,

wie es in jeder abelschen Gruppe richtig ist. O

Vektorraumaxiom (7b)
Es gilt das distributive Geseta + b) - x = ax + bx fir alle reellen Zahlen, b.

Beweis

Das gilt nach Axiom VIl im Fallez > 0, b > 0. Esseinuru <0, b>0, a+b > 0.
Dann folgt(a + b) -  + (—a) - = (a + b — a)z = bx. Das bedeutet: wir haben
(a+b) -z —ax = bx. Also ergibt sich(a + b)x = ax + bz. Alle anderen Falle konnen
analog gelost werden. O

Um das assoziative Gesetz fur die Skalarmultiplikatiorezhalten, beweisen wir:

2.3.8 Satz
Es gilt fur allea € R die Gleichungn - O = O.
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Beweis

Wir habena -z = a - (x + O) = axz + a - O und danma - O = O, wie es in jeder
Gruppe richtig ist. — Hier wurde das Vektorraumaxiom (7a)uiet. 0
2.3.9 Satz

Firallea € R gilt: a - (—x) = —a - x.

Beweis
Wir habenaz +a(—z) = a- (:U—i—(—x)) = a-0O = 0. Also folgt wie in jeder Gruppe
a-(—z)=—az. O

Schlief3lich erhalten wir:
Vektorraumaxiom (6)
Fr alle reellen Zahlen, b gilt a - (b - z) = (ab) - z.

Beweis

Ista > 0, b > 0, so folgt dieses aus Axiom VIII. Es sei nun< 0 undb > 0. Dann
erhalten wira - (b - z) = —<(—a) : (m)) - —((—ab) x) — —(—ab)z = (ab)z. Die
Fallea > 0,b < 0unda < 0, b < 0 kdnnen in ahnlicher Weise behandelt werden.

Nachdem das Vektorraumaxiom (5) bereits in unserem Axiorarialten ist, haben
wir damit bewiesen, dal’ den Axiomen eines reellen Vektorraums genugt.

2.3.10 Satz
V ist ein reeller Vektorraum.

Dimension

Wir werden sehen, dal8 2-dimensional ist. Dafiir gebrauchen wir den Begriff der
Geraden, den wir hier aus den Axiomen definieren missen. Worerschiedene
Vektoren gibt es nach dem folgenden Axiom XI. Es seigne; € V mit xg # O.
2.3.11 Definition

Die MengeG = {x = z1 +t-z9 : t € R} heil8t dieGerade durch x; mit
Richtungsvektott.

Um G zu erhalten, mufd man t also alle reellen Zahlen durchlaafeseh. Wir werden
im Folgenden den Vektar = (O, P) mit P und entsprechengd; = (O, P;) mit P,
identifizieren. Dann isg eine Gerade it durch P;.

Axiom XI

Es gibt eine Geradé durchO, so daf3 die Differenzmengé\ G # () ist.
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Dabei bezeichnet di®ifferenzmengeM \ N die Menge der Elemente val/, die
nicht in NV enthalten sind.

Axiom XII

Es seieng, G, zwei verschiedene Geraden durbhe V. Dann gibt es zu jedem
Vektorx € V zwei Vektorenr, € Gy, xo € Go Mitx = 1 + xo.

2.3.12 Satz
Es giltdimV = 2.

Beweis

Nach Axiom XI gibt es eine Geradg durchO mit V' \ G; # (0. Wir bezeichnen ihren
Richtungsvektor miy;. Dann wahlen wir einen Vektay, € V' \ G;. Wir bezeichnen
durch G, die Gerade{x = ¢ - ys : t € R}. Wir erhaltenGg; # G,. Die Vektoren
y1,y2 Sind linear unabhangig. Ist etwa die Gleichuhg y; + t2 - yo = O nicht
trivial, so bekommen wir zuersty # 0,t2 # 0 und dann, daf}, ein Vielfaches
von y; ist und umgekehrt. Das ist ein Widerspruch, wgilund G, verschieden sind.
Andererseits erzeugen, y» den ganzen Vektorraui. Also sind sie eine Basis. Gilt
(O, P) = t1y1 + tayo, SO0 kann man das Pagt, t) als Koordinatenvon P ansehen.

Gibt es mehr als 2 linear unabhangige Vektorelrjrso haben wir linear unabhangige
Vektorenyy, yo, y3. Die Geraderj;, G, zuyq, yo sind dann verschieden. Nach Axiom
XIl 1aRt sich ys als Linearkombination vom,, y» schreiben. Das ist ein Widerspruch
zur linearen Unabhangigkeit. Also ist die Hochstzahl lderar unabhangigen Vekto-
ren zwei. Nach DefinitioRZ1.3:10 haben wliim V' = 2. O

)

Y2

Y1 g1

Koordinaten

2.4 Geometrie

Es sollen hier einige klassische geometrische Resultgtdeitet werden. Wir betrach-
ten zunachst Geraden in der Ebene.
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EsseiG = {P: (O,P) = (0,Q)+t-zmitt € R} eine Gerade durcly) mit
Richtungsvektor # O.

P

*

(0]
Gerade Q

Es folgt:

2.4.1 Bemerkung
Ersetzt mant) durch einQ)’ € G, so erhalt man die gleiche Gerade.

Beweis
Esistjar = (0,Q") + (t —t')z = (0,Q) + tz, wenn(0, Q") = (0,Q) +t'z. O

2.4.2 Bemerkung

Man hat genau dann die gleiche Gerade, wenn man den Ricktkigs: durch einen
linear abhangigen Richtungsvektdrersetzt.

Beweis

Wir durfenQ = Q" annehmen. Die beiden Geraden sind genau dann gleich, wenn f~
alle Geradenpunkte Gleichungen: — (O, Q) = tz = 72’ gelten. Das ist gerade bei
linearer Abhangigkeit der Fall. O

2.4.3 Definition
Zwei Geraden heil3gparallel, wenn ihre Richtungsvektoren linear abhangig sind.

2.4.4 Satz

Zwei verschiedene parallele Geraden schneiden sich riédthaben keinen Punkt
gemeinsam.

Beweis

Ist @ ein gemeinsamer Punkt, so sind beides Geraden dratit gleichem Rich-
tungsvektor. Sie sind dann gleich. O
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Ist eine Gerade gegeben, so existiert offensichtlich dyeden Punkt eine dazu
parallele Gerade.

245 Satz

Zwei nichtparallele Geraden schneiden sich in genau einemitP

Beweis

Wir identifizierenE mit V. Es seig die Geradgx = y+tz} undg’ die Geradgz =
y'+72'}. Wir haben zu zeigen, daR die Gleichupgy’ = 72’ —tz genau eine Losung
hat. Das ist der Fall, weil die beiden Geraden dutcimit den Richtungsvektoret!, z
verschieden sind, die Richtungsvektoren sind linear uuadpig. O

2.4.6 Satz
Durch je zwei verschiedene Punkpe (' € E gibt es genau eine Gerade.

Beweis

Wir identifizieren wiede mit V. Es sei alsqO, Q) = y, (O, Q") = y'. Wir nehmen
die Geradej = {x = y +t(y —y)}. Dann hat man fur = 0 : y € G und fur

t =1: 9y € G. Also gehtG durch die beiden Punkte. I§t eine weitere solche
Gerade, so gel’ durchy und hat einen Richtungsvekter Dann muly)/ —y = 72
gelten, denry’ geht auch durcly’. Die Richtungsvektoren beider Geraden sind also
linear abhangig, sie selbst also gleich. O

Wir kdnneng auch in der folgenden Form schreib@n= {z : © = (1—t)y+ty/, t €
R}={z=py+py: p+tp =1}

2.4.7 Definition

Es seier) # Q' € E. Dann heif3t die Meng@Q' = {P : (O,P) = (0,Q) +t -
((0,Q) - (0,Q")),0 <t < 1} dieVerbindungsstreckevon Q und@'.

Furt = 0 ergibt sichP = @/, furt = 1 folgt P = Q:

Q/
Verbindungsstrecke

Man sieht sofort:
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2.4.8 Satz
Esiststet€)Q)' = {P : (O, P) = u(0,Q) + /' (0,Q"),u+ ' =1, u, ' > 0}.

2.4.9 Definition

Es seier), Q' € E. Dann hei3t der Punki? € E mit (O, P) = 1((0,Q) + (0,Q"))
derMittelpunkt vonQQ'.

Es ist klar, warum man von Mitte spricht. Man hat namlich:
1 1

Wir wollen nun die Strahlensatze betrachten. Dabei Strahlendurch O Halbge-
raden, die vorO berandet werden. In den Satzen brauchen wir nicht die nmth n
definierten Langen von Strecken. Wegen der Skalarenrtikidtimn haben wir aber
die Langenverhaltnisse. Die geniigen!

2.4.10 Satz (beide Strahlerigze)

Es seien zwei voi® verschiedene Vektoren,y € V gegeben. Es seigh, G' zwei
verschiedene parallele Geraden, die nicht dupchiehen. Sie seien weder zunoch
zuy parallel. Wir setzen voraus, dal3 die Strahlen: zyvonG, G’ geschnitten werden.
Es seixz; der Vektor auf dem Strahl zui, der vonO bis zu dem Schnitt mig reicht,
xo der Vektor auf diesem Strahl voR bis zu dem Schnitt mig’ und y.,vy- die
entsprechenden Vektoren auf dem Strahj zZDann gilt fir das Verhaltnis der Langen:

L(zg)/L(z1) = L(y2)/L(y1) = L(z2 — ya2)/L(x1 — y1).

x2

x1 / T2 — Y2

/ 1 — Y1

' '

Y1 Y2

Strahlen

Beweis

Wir wahlen eine reelle Zaht > 0 so, dal3r - x1 = z5. Bei der Multiplikation mit
r gehen Geraden stets in parallele Geraden ihevjrd zu G'. Also wird y; in y»
abgebildet und damit auch; — y; in r(x; — y1) = rx; — ry; = x2 — yo. Die
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Multiplikation mit » bedeutet nach der Anschauung aber eine Langung um derr Fakto
T. U

Der 3-dimensionale Raum
Es werde nun die Ebene durch d&wlimensionalen anschaulichen Raarsetzt.

—
— 7

» (0]
Ebenen E

Natlrlich braucht man statt der Ebefeden ganzer-dimensionalen anschaulichen
Raum R. Es sei wiedeO ein Basispunkt und’® = {(O,P) : P € R}. Es gelten
dann die Axiome | - X unverandert. Es lal3t sich aber bessgriimden, dal’3 der Raum
im Grof3en wie im Kleinen aussieht.

2.4.11 Definition

Es seiF eine Teilmenge voiik. Dann istE eineEbene wenn es einen Punk} € R
und linear unabhéngige Vektoren, zo € V3 gibt, so daf3

E = {P:(O,P) =(0,Q) +1t1-x1 +ta- x9, t1,t2 E]R}.

Man erhalt die gleiche Ebene genau dann, wenn @aturch einen anderen Punkt
ausE undzxq, xo durch von den gegebenen linear abhangige Vektoren erdetztber
selbst linear unabhangig sind.

Das Axiom XI muf3 jetzt heil3en: Es gibt eine Ebene E dupglso dal3k\ E eine nicht
leere Menge ist. Das Axiom XII besagt schlie3lich: Sigid Go zwei verschiedene
Geraden in® durchO und istGs eine nicht inE enthaltene Gerade duréh und sind
x1, 9, x3 entsprechende Richtungsvektoren, so spanngr’sauf. Das bedeutet, da
V3 ein 3-dimensionaler Vektorraum ist.
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3 Lineare Abbildungen

Abbildungen sind jedermann, zumindest implizit, aus daglithen Leben vertraut.
Zwei einfache Beispiele sollen das illustrieren:

Das Einwohnermeldeamt bildet jedes Individuum ab auf eiBatz von Daten wie
Name, Vorname, Geburtstag, usw. Dabei wird die Behordelbersein, diese Ab-
bildung so zu gestalten, dal jedes Individuum durch dietenhen Daten zweifelsfrei
beschrieben wird, daf? die Abbildung also in dem unten z@aerkden Sinngnjektiv*
ist.

Ein Automobilkonzern berechnet aus den Anzahlen bestefghrzeugtypen die
Menge der bendtigten Rohteile: Bleche, Schrauben, KabelDieses Beispiel hat
einen anderen Charakter als das erste: Anzahlen kdonneartaddd multipliziert
werden; die Produktion doppelt so vieler Autos erfordemmiit so viele Rohteile.
Gehen mehrere Bestellungen ein, so addiert man die entgméen Anzahlen der
Ronhteile.

Somit ist es nicht verwunderlich, dal3 Abbildungen geradden Mathematik eine
zentrale Rolle spielen. Bereits in den ersten beiden Klapitaben wir davon regen
Gebrauch gemacht:

Jeder Vektor@ € RR™ ist eine Abbildung, die den Indizes = 1,...,n die
Komponenten, .. ., a, zuordnet. Das Urbild, der Indexwird dabei implizit, durch
die Position: des Bildesz;, angegeben.

Bei der Addition werden je zwei Vektoren aR$' bzw. in der anschaulichen Ebene auf
einen Vektor au®k™ bzw. in der anschaulichen Ebene, den Summenvektor, adgebil

Im folgenden Abschnitt wird daher zunachst der allgemedbildungsbegriff
prazisiert.

Im Ubrigen ist dieses ganze Kapitel sehr speziellen Abbigen, derinearenAbbil-
dungen gewidmet, die gleichzeitig entsprechend starkertSichaften haben. Lineare
Abbildungen wirken zwischen Vektorraumen und sind mit ¥ektorraumoperationen
-+ und, -“ vertraglich. Etwa die Abbildung aus dem Automobilkonzdeispiel ist
linear. Mit Hilfe von linearen,Koordinatenabbildungen* werden wir sehen, daf
bzw.RR? geeignete Modelle fiir die anschauliche Ebene bzw. derhanichen Raum
sind. Allgemeiner werden wir jeden-dimensionalen Vektorraum durch Einfihrung
von Basen linear unter Erhaltung der Gestalt (isomorph)daafR™ abbilden. Mit
Hilfe dieser Koordinaten werden lineare Abbildungen zwet endlichdimensionalen
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Vektorraumen zu linearen Abbildungd® — R™. Deshalb werden letztere beson-
dere Aufmerksamkeit genief3en, zudem sie einem sehr eeriaahd wirkungsvollen
Kalkul, dem Matrizenkalkiil, zuganglich sind. Die UrgachunginearerAbbildungen
zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen wird auf idalationen von Zahlen-
schemata reduziert.

3.1 Abbildungen

Mit M, My, Ms, ... werden im Folgenden stets Mengen bezeichnet.

3.1.1 Definition

F heiStAbbildung von M in M, wenn durchF’ jedemElementP € M, genau ein
ElementQ) € M- als Bild zugeordnet wird:

F: M, — M, P— Q=F(P).

Der Punkt) = F'(P) hei3tBild von P oder Wertvon F'in P. Die MengeM; heif3t
Urbildbereichund M, Wertevorrat

Zwei AbbildungenF,F’ : M; — M, sind gleich genau dann, wenn fir alle
P € M, gilt: F(P) = F'(P). Es wird nicht verlangt, daR die Zuordnungsvorschrift
explizit angegeben werden kann; die Zuordnung kann sehra&bsein. Dies gilt
beispielsweise fir Abbildungen, die mit Hilfe deZornschen Lemmas* bzw. des
»~Auswahlaxioms" konstruiert werden.

Auf jeder Menge M (gibt es eine besonders einfache Abbildung, dientische
Abbildung, id : M — M, P — P.Werden gleichzeitig mehrere Mengen betrachtet,
so schreibt man zur Vermeidung von Mil3verstandnissen aligh

3.1.2 Beispiel

Geraderg im anschaulichen Rau® kdnnen als Bilder von Abbildungen beschrieben
werden. Seirg € V3,29 # O, P € R, G = {Q € R: (0,Q) = (O,P) +
txg fur eint € R}. Dann wird durcht — @ eine AbbildungG : R — G erklart.

3.1.3 Definition

Eine AbbildungF' : M, — M, heif3t
(a) surjektiv, wenn fiir alleQQ € M, (mindestens) einlP < M, existiert mit

F(P)=Q.
(Jedes Element vohl, kommt als Wert vor.)
(b) injektiv, wenn aus?,, P, € M, P, # P, schonF (Py) # F(P,) folgt.
(Jedes Element voll, kommt héchstens einmal als Wert vor.)
(c) bijektiv, wennF' surjektiv und injektiv ist.
(Jedes Element vohl, kommt genau einmal als Wert vor.)
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Fur surjektive Abbildungen schreibt mdn : M; — M, und sagt, daF auf M-
abbildet.

Injektive Abbildungen heil3en auaineindeutig man schreibtft’ : M, <— Ms. Eine
Abbildung F' ist genau dann injektiv, wenn auy, P> € M, F(P,) = F(P,) stets
P=5 fOlgt

Fur bijektive Abbildungen schreibt man auéh: M7 < M,.
3.1.4 Beispiel

Die Geradenabbildung aus Beisfdie[311.2 ist injektiv, ddan\Vektorz ist nicht der
Nullvektor und deshalb linear unabhangig. Auf Grund dehAdes Wertevorrats
ist diese Abbildung auch surjektiv und damit bijektiv. Batintet man dagegen die
Abbildung R — R mit derselben Abbildungsvorschrift, so ist diese Abbilguricht
mehr surjektiv.

3.1.5 Definition
SeiF : My — M, eine Abbildung. Dann heif3t

im(F) := F(M;) :={Q € M, : esgibteinP € M; mitQ = F(P)}
Bildmenge von M, unterF .

3.1.6 Beispiel

SeiG : R — G C R die Geraden-Abbildung aus Beisple[3]1.2. Nach Definition
dieser Geraden igi = G(R) = im(G).

3.1.7 Definition

Es seienFy : My — My, Fy : My — Ms Abbildungen. DieZusammensetzung
(Hintereinanderschaltung, Komposition) von Fy und F;, wird durch

FyoF,: My — Ms,  (FyoF))(P):=F(F(P) (PeM)
erklart.
Solche Sachverhalte werden dutatrmmutative Diagrammbeschrieben.
M, Ms

>
>

F> o0 Fy

By Fy

My

Komposition, Zusammensetzung von Abbildungen
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Definitionsgemal liefern beide Wege v, nach M3 stets dasselbe Ergebnis; das
Diagrammkommutiert

3.1.8 Beispiel
Wir betrachten

Fy: ]R2 — Rg, Fy (6) = (a1 + a9, a, —ag) und
- 1 1
BR >R, R (D)= (5<b1 by +bg), 5 (by — by —b3)> .
Wir erhalten fiir die Kompositiod o I : R? — R?:

1 1 .
FyoFy (d) = <§(a1 +as + a1 — az), §(a1 +as —aj + a2)> =d.
O
Wir stellen einige einfache Gesetze fir die Komposition #obildungen zusammen.

3.1.9 Satz

Es seierFy : My — My, Fy : My — Msy, F3 : M3 — My Abbildungen. Dann gilt:
(@) Fioidy, = Fi.

(b) idpg, o Fy = Fy.

(c) (F3o0F;)oF, =F30(Fyo0F). (Assoziativgesetz)

Das Diagramm kommutiert:

Fso0 Fy

M,y

Y

F1 F> F3

F3 0 F>
Mo

Assoziativgesetz bei der Komposition von Abbildungen

My

Y

Beweis

Nur (c) ist nicht vollig trivial. Fur alleP € M, gilt: ((F3 o Fy) o F1)(P) =
(F3 0 F2)(F1(P)) = F3(F2(F1(P))) = F3((Fa 0 F1)(P)) = (Fy o (Fo 0 F1))(P). O



3.1 Abbildungen 43

Umkehrabbildungen

Ist FF : M7 — M, bijektiv, so kann dieUmkehrabbildungoder inverse Abbildung
F~1: M, — M, erklart werden. Fir jede® € M, existiert genau ei® € M,
mit F'(P) = Q. Man setztF~1(Q) = P. Wir konnen die Kompositione&~! o F' :
M, — M;, FoF~!: M, — M,vonF undF~! bilden und stellen fest, daR~!
tatsachlich zuF' invers ist:

3.1.10 Satz

SeiF : M, — M, bijektiv mit UmkehrabbildungF—' : My — M. Dann gilt:
(@ F~loF =idy,,

(b) FoF~1=idy,.

Beweis

(@ Fur beliebigesP € M, ist F~}(F(P)) das eindeutig bestimmte Element
P" € M; mit F(P') = F(P). Die Injektivitat von F' ergibt P = P’. Also
ist stetsF—1(F(P)) = P.

(b) SeiQ € M,. Nach Definition istF~!(Q) dasjenige Element aus/; mit
F(F1(Q)) = Q. 0

Ist fir eine bijektive AbbildungF' : M; < M, allein durch Angabe vord/; und
M, klar, welche Abbildung gemeint ist, so heiBtkanonischoder natiirlich. Haufig
werden M; und M, dann identifiziert,M; und M werden als gleich aufgefal3t:
My = M.

Wir zeigen nun, daf’ die Eigenschaften (a), (b) aus BaizBdiel (Existenz genau
einer) Umkehrabbildung charakterisieren.

3.1.11 Satz

Die AbbildungF' : M, — Ms ist genau dann bijektiv, wenn el# : My — My mit
G o F =idy, undF o G = idyy, existiert. Fiir ein solcheS gilt G = F~1.

Beweis

,=": Siehe Sat£-3.1.70.

,<": Die ldentitat G o F' = id,,, liefert die Injektivitat vonF': SeienP;, P» € M;
gegeben mitF'(P,) = F(P,). EsfolgtG(F(Py)) = G(F(P)), alsoP, = Ps.
Andererseits ergibf’ o G = id,y, die Surjektivitat vonF': SeiQ € My, setze
P:=G(Q).EsgitF(P) = F(G(Q)) = FoG(Q) = Q.

Sei@ € M, gegeben. FUP = G(Q) gilt F(P) = F o G(Q) = Q. Nach Definition

von F~1gilt F~1(Q) = P. AlsoistG = F~L. O
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3.1.12 Folgerung

Vertauscht man in Salz_3.1111 die Rollen v@rund F, so sieht manG = F~! ist
dort auch bijektiv, es gilF = G~1.

Also hat man fir jede bijektive Abbildung:

F=(FhH1

In AbschnittlI:1 hatten wir gesehen: @ruppenist jedes Rechtsinverse auch Links-
inverses. Fur Abbildungen haben wir ohne zusatzlicheirggeohgen im allgemeinen
keine Gruppenstruktur. Um die Existenz von Umkehrabbildungereigen, sindei-
deldentitaten aus Salz'3. 1111 nachzuweisen, wie das foigBedpiel zeigt:

3.1.13 Beispiel

Fur die in BeispielZ3.118 definierten Abbildungen hattengéasehent; o Fy = idpz2.
Ware Fy bijektiv so hatte marF; ! : R? — R? und damitF; ! = idge o F;! =
(F oFl) o Fi' = Fyo (B oF ) = Fyoidps = F,. Es ware alsdf} o I =
Fy o Fy ' = idys. Jedoch ist o P (D) = (b1, 3(by + by + b3), =3 (b1 — by — b3))
also z. B.(F} o F5)(0,0,1) = (0, 3, 3). Demnach is#; o F; # idgs und folglich Fy
nicht bijektiv.

3.1.14 Satz

Es seienFy : M1 — M, F> : My — M3 Abbildungen. Flr die Zusammensetzung
G = FQ o F1 gl’lL

(a) SindFy undFy injektiv, so istG injektiv.
(b) SindFy undFy surjektiv, so istG surjektiv.
(c) SindFy undF; bijektiv, so istG bijektiv.

Beweis

(a) SeienPl,Pg € M; mit G(Pl) = G(PQ), thQ(Fl(Pl)) = FQ(Fl(PQ)) Es
folgt Fy(P) = Fi(P,) aus der Injektivitat vornF, und entsprechen®, = P,
aus der Injektivitat vorf.

(b) SeiQs € Ms gegeben. WeilF, surjektiv ist, existiert@Q)o € M, mit Q3 =
F5(Q2), die Surjektivitat vonF liefert ein@, € My mit Q2 = F1(Q1). Es folgt
Qg — F2 o Fl(Ql)

(c) Folgtaus (a) und (b). O

3.1.15 Satz
Die AbbildungenF, : M, — My, Fy, : My — Ms seien bijektiv. Dann gilt
(FQ o} Fl)_l == Flil o} inl.
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My > M;

Es gibt keinen anderen Weg zuriick.

Beweis
FirG := I}~ o F,~! gilt auf Grund der Assoziativitat der Zusammensetzung von
Abbildungen:
(FooF))oG=Fyo(FioF, HoR!
= Fyoidy, o Fy ' = Fyo Byt =idyy,

und entsprechend
Go (F2 o Fl) = Flil o ngl oFyol| = ZdMl
SatA3. T liefertFr o Fy) ' =G = F, Lo Ryt O

Mit Hilfe von bijektiven Abbildungen kdnnen Koordinatemder anschaulichen Ebene
FE und im anschaulichen RauRieingefuhrt werden. Wir verwenden im Folgenden die
Bezeichnungen aus Kapifdl 2.

Koordinaten in der anschaulichen EbeneFE

Nachdem der Basispunkd € FE einmal fixiert worden ist, existieren zwischen
der anschaulichen EbenB8 und dem Vektorrauml/ der Pfeile inO kanonische
Abbildungen:

F:V - E, (O,P)— P,

G:E—YV, P (O,P).

Nach SatZ 3111 sind und G bijektiv, ' = G~!, G = F~'. Wir kénnenE und

V identifizieren: E = V. Nun soll eine bijektive Abbildung zwischeWw und R?
konstruiert werden. GemaR S&fz 2.3.12dish V' = 2. Also existieren zwei linear
unabhangige Vektoren;, 2o € V, die nach Satz1.3116 eine Basis Mdrbilden. Wir
definieren nun eine Abbildung, digcht kanonisch ist, weil sie von der Wahl der Basis
{1, 22} abhangt:

H:R>-V, (a1,a2) — ajr1 + aszs.
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Da z1, 2o linear unabhangig sind, ist die Darstellung von Vektores & bzgl. der
Basis{x1, z2} nach Satz1.319 eindeutig, also Ftinjektiv. NachdemV von z; und
o erzeugt wird, istd aber auch surjektiv und somit bijektiv.

Wir betrachten nun die bijektive Abbildung
FoH:R®*—E
und die Umkehrabbildung
(FoH)™ : E - R

Die AbbildungF o H heilRtKarte, weil jedem Paar auR? (— Kartenblatt) ein Punkt
der Ebene £ Erdoberflache) zugeordnet wird. Die Umkehrabbilduidgo H)™!
heilRt Koordinatensystemdie Zahlenpaar&@ = (aj,a2) = (F o H)~1(P) heilRen
Koordinatenvon P bzgl. der Basiqz1, z2}.

a2

Y

O I al1xi

Anschauliche Ebene isomorph R?

Koordinaten im anschaulichen RaumR

Man geht vollig analog wie oben voF, : V3 — R, (O, P) — P sei die kanonische
Abbildung zwischen/? und R. NachdemV/? ein dreidimensionaler Vektorraum ist,
existiert eine dreielementige Bagis;, z2, z3} von V3. Wir setzen

H:R®>—=V? (a1,a2,a3) — a121 + as®s + a3,
dannistF o H : R? — R wieder bijektiv und heilt Karte. Jeder Pudktc R hat drei
Koordinaten(ay, az, az) = (F o H)™'(P).

Diese so weitreichende Idee, mittels Koordinaten di&mbzw. R? zur Verfigung
stehenden algebraischen und analytischen Methoden demédé® zu Nutze zu
machen, geht auf den franzdsischen Philosophen Ren@ies¢1596-1650) zuriick.
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3.2 Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen sind spezielle Abbildungen zwischekt¥rraumen. Sigbe-
achten* Addition und Skalarmultiplikation. Jeder Vek#rm ist beziglich der Vek-
toraddition eine abelsche Gruppe, daher betrachten wichst solche Abbildungen
zwischen Gruppen, die die Gruppenoperation beachten.

Homomorphismen

Im Folgenden bezeichnefi1, Go Gruppen; da die Verwechslungsgefahr gering ist,
bezeichnet,+* die Operation sowohl auf7; wie auf G,. Ebenso verwenden wir fiir
die jeweiligen Nullelemente dasselbe Symbol

3.2.1 Definition
Eine AbbildungF : G1 — G- heilstGruppenhomomorphismus wenn fur alle
z,y € Gy gilt: F(z+vy) = F(z)+ F(y).

Man sagt, dal#’ die Gruppenoperatiopt* beachtet,,Homomorph" ist eine Ableitung
aus dem Griechischen und bedeutet efwan gleicher Gestalt’.

3.2.2 Beispiel

F: (R",-) - (R,+), F(z) = Inx ist wegenln(z - y) = Inz + Iny ein
Homomorphismus. Dagegen ist : (R,+) — (R,+), F(zr) = 1 + =z kein
Homomorphismus.

3.2.3 Satz

IstF : Gy — G4 ein Gruppenhomomorphismus, so gilt:

(a) F(0)=0.

(b) F(—x)=—F(x) furallex € G;.

Beweis

(@) AusF(0) = F(0+0) = F(0)+ F(0) folgt F(0) = 0.

(b) Wegen (a) qilt:0 = F(0) = F(z + (—z)) = F(z) + F(—z) und damit
—F(z) = F(—x). O

Im Folgenden bezeichnén 17, V5, . .. stets reelle Vektorraume.

3.2.4 Definition

Eine AbbildungF : V; — V4 heiftlineare Abbildung oderVektorraumhomomor-
phismus falls gilt:

(1) Furallex,y € Vi istF(z +y) = F(x) + F(y). (Additivitat)
(2) Furallea e R,x € ViistF(a-x)=a-F(z). (Homogenitat)
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Eine lineare Abbildung beachtet also die Vektorraumopamnah. Eigenschaft (1)
bedeutet, da' insbesondere ein Gruppenhomomorphisrtids +) — (V2, +) ist.

Offensichtlich ist die identische Abbildung : V' — V stets eine lineare Abbildung.
3.2.5 Beispiel

Sei V' der Vektorraum der reellen Polynome, vgl. Beisfie TBAwei Polynome
P=3"az'und@ = Y1 bz kdnnen miteinander multipliziert werden. Indem
man formal ausmultipliziert und,, ;1 = ... = ag, = byy1 = ... = bey, = 0 €rganzt,
gelangt man zu der Setzung:

2n 7
P Q = Z (Z agbl'g> Zi.

1=0 \/=0

Fir diese Multiplikation laBt sich leicht ein Distribugjesetz zeigen. Sa)’ =
Yo bizt, dann ist auf Grund des reellen Distributivgesetzes:

2n

P-(Q+Q)= Z <Z ar (bi—e + blz’[)) Z
=0

2n % %
() (00
=0 £=0 =0

n ) 2n [
<Z aﬂ%—é) 2+ Z <Z aeb/z‘—e> 2
= =0 =0 \/=0

=P -Q+P-Q.

¥

Wir betrachten eirfestesPolynomP, € V und definieren eine Abbildung
F: V-V, F(P):=PF,-P.
Diese Abbildung istinear, denn fir allex € R, P, @ € V gilt:
1) FP+Q)=R - (P+Q)=F P+ Q=FP)+FQ).
(2) Fla-P)=Py-(a-P)=a-(Py-P)=a-F(P).
Dagegen istG : V. — V, G(P) := P - P nicht linear denn es gilt beispielsweise
G2-2)=4-22#2-22=2-G(2).
3.2.6 Folgerungen

SeiF : Vi — V, eine lineare Abbildung, ferner seien, ..., x, € Vi,a1,...,a, €
R. Dann gilt:

(a) F <Z aixi> = ZazF(xZ)
i=1

i=1
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(b) Sindzxy,...,x, linear abhangig, so audfi(xy), ..., F(x,).
(¢) SindF(xy),...,F(x,) linear unabhangig, so aueh, ..., x,.
Beweis

(a) Folgt durch einen leichten Induktionsbeweis nackus den Eigenschaften einer
linearen Abbildung.

(b) Sindzy,...,z, linear abhangig, so existieren,...,a, € Rmit>_" | a;x; =
Oy;, wobei eina; # 0 ist. Mit Satz[3ZB und (a) folgtdy, = F (0y,) =
F(Oor ai) = > a;F(x;). Also ist Oy, eine nichttriviale Linearkombi-

nation vonF'(zy), ..., F(xy).
(c) Da die AussagenA = B" und ,nicht B = nicht A* aquivalent sind, ist (c)
lediglich eine Umformulierung von (b). O
3.2.7 Satz

SeiF' : Vi — Vs eine lineare Abbildung. Dann ist die Bildmenge(F') = F (V1) =
{F(x) : x € V1} ein Untervektorraum vols, und es gilidim F' (V}) < dim V;.

Beweis
Die erste Behauptung ist offensichtlich, die zweite ergibh aus der vorhergehenden

Folgerund—3.216 (c). O

Lineare Abbildungen kénnen demnach die Dimension nidibleen, wogegen man in
der Differential- und Integralrechnung oder Topologientedal? es durchaus stetige
surjektive AbbildungenR — R?, sogenannte Peano-Kurven gibt. Dazu s. z.B. J.
Cigler, H.-C. ReichelTopologie Bibliographisches Institut: Mannheim 1978.

3.2.8 Satz

Es seienF, : Vi — Vo, Iy : Vo — V3 lineare Abbildungen. Dann ist auch
F, o Fy : V1 — V3 eine lineare Abbildung.

Beweis

Wir missen die Eigenschaften (1) und (2) aus DefinifiondBa2iifen. Fur beliebige
x,y € Vi,a € Rqilt: (Fy0 F1)(z +y) = Fo(Fi(x +vy)) = Fa(Fi(x) + Fi(y)) =
Fy(Fi(z)) + Fa(Fi(y)) = (Fa o Fi)(z) + (F2 0 F1)(y) und (Fy o F1)(a - ) =
Fy(Fi(a-x)) = Fy(a- Fi(z)) =a- Fy(Fi(z) =a- (Fyo Fy)(x). 0

Der nachste Satz bekraftigt, dal3 die Linearitat einebildlong F' eine sehr starke
Eigenschaft ist: Schon durch die Werte auf einem System vaeugern istF
vollkommen bestimmt.

3.2.9 Satz

Seienz.,...,x, € Vi Erzeugende voiv;. Weiter seienf’,G : V; — V5 lineare
Abbildungen mitF'(x;) = G(x;) furi =1,...,n. Dann istF' = G.
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Beweis

Es ist zu zeigen, daB'(x) = G(x) fur allex € V; gilt. Sei alsox € V; beliebig. Es
existierenay,...,a, € Rmitz = > | a;x;. Folgerund_3.216 (a) liefert:

F(z)=F (Z aﬂi) = ZaiF (2;) = ZaiG(xi) =G (Z aixZ) = G(z).
i=1 i=1 i=1 i=1

a

Konstruktion von linearen Abbildungen

Der folgende fundamentale Satz liefert die Existenz vornthiwialen linearen Ab-
bildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorraunizsr. Beweis gibt sogar ein
Konstruktionsverfahremn, dielineare FortsetzungWir erinnern an Satz_ 1317, wo-
nach jeder endlichdimensionale Vektorraum eine Basidziesi

3.2.10 Satz

Sei{zy,...,z,} C Vi eine Basis vori/;. Die Vektoreny,...,y, € V, seien
beliebig. Dann existiert genau eine lineare Abbildung Vi — Vo, mit F(z;) = y;
firi=1,...,n.

Beweis

Die Eindeutigkeitsaussage ist auf Grund von $afz 13.2.9 Kiar den Nachweis der
Existenz ist dieeindeutigeDarstellbarkeit beliebiger Vektorem < V7 durch die
Basis{z1,...,z,} entscheidend. Zu € V; existieren eindeutig bestimmte Zahlen
ai,...,ap € Rmitz = "7 | a;z;. Wir definierenF'(z) := >, a;y; € V2 und
erhalten eine Abbildund’ : V; — Vo mit F(z;) = y;, i = 1,...,n. Die Abbildung

F ist wohldefiniert wegen der Eindeutigkeit der Darstelluiog ¥.

Es bleibt die Linearitat voi” zu zeigen. Fun € R,z = Y7, a;xi, o' = Y1, aix;
ergibt die Definition vong™

n n n
F (:U + x') =F (Z a;r; + Z a;xi> =F (Z (ai + a;) acZ)
i=1 i=1 i=1
n

n n
= Z (ai +ai) yi = Zaiyi + Z a;y;
i=1 i=1 i=1

)

=F <Z am) +F <Z aéxz) =F(x) + F(y);
1=1 1=1
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F(a-x)=F (a- <Z aixZ)) =F <Z (aa;) xi> = Z (aa;) y;

i=1 i=1

n n
:a-Zaiyi:a-F<Zaixi> =a-F(x).
i=1 i=1

O

Legt man die Existenz von Basen auch in unendlichdimenkangektorraumen
zugrunde (dazu vgl. die Bemerkung am Ende von Abschnitt ka8)n man dort auch
einen entsprechenden Satz zeigen.

Isomorphismen

3.2.11 Definition

Eine bijektive lineare Abbildung” : V, — V5 heifStVektorraumisomorphismus
oder kurZsomorphismus.

Bei Isomorphismen schreibt man auth V; = V5.

3.2.12 Beispiel

(@) Die lineare AbbildungF : R? — R2, F(c1,c2) = (c1 + 2ca,c1 — co) ist
ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung—' : R? — R2, F~!(dy,ds) =
(%(dl + 2d2), %(dl — dg))

(b) SeiV; = {Z;;O ajz’ 1 n € Ny, ag,...,an € IR} der schon wiederholt be-
trachtete Vektorraum aller reellen Polynome urid = {Z;;O a;z% : n €
Ng, ag,...,a, € ]R} der Vektorraum aller reellen Polynomesh. Die Polyno-
me in V3 enthalten also nur gerade Potenzen yvourch F (Z?:o ajzj) =
<Z?:0 CLjZQj) wird ein kanonischer Isomorphismiis — V5 vermittelt.

Gleichzeitig kann mam; als echten Untervektorraum véf auffassen.

3.2.13 Satz

SeiF : Vi, — V; ein Isomorphismus. Dann ist die Umkehrabbilduig' : Vo — V;
ebenfalls ein Isomorphismus.

Beweis

Wegen der Folgerung_3.1]12 i8t~! auch bijektiv, und es reicht, die Linearitat von
F~1 zu zeigen:
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(1) Zuyi,ys € Vs definieren wirz; := F~1(y;), damit ist auchy; = F(z;). Weil
Flinear ist, gilt F(z1 + z2) = F(x1) + F(x2). Anwendung vonF'~! auf diese
Gleichung liefert: F=1(y1) + F~Y(y2) = o1 + 22 = F Y F (21 + 22)) =
FY(F(x1) + F(x2)) = F~ N (y1 + y2).

(2) Seiena € R undy € V; gegeben, wir setzen := F~1(y). Analog zu (1) gilt:
a-F Y y)=a-z2=FYF(a-2))=F Ya - F(z))=F Ya-y). O

3.2.14 Folgerungen
SeiF : Vi — V, ein Isomorphismus. Dann gilt:

(@) Sindzy,...,x, € V4 linear unabhangig, so aué(zy), ..., F(x,).

(b) WirdVy vonz.,...,x, € V4 erzeugt, so wir@, vonF(xl) F(z,) erzeugt.

(c) Ist{xy,...,xz,} eine Basis vori/y, so ist{F(xz1),...,F(z n)} eine Basis von
Vs.

(d) dimV; = dim V5.

Beweis

(@) GemaR Voraussetzung sing = F~1(F(z1)),...,7, = F~Y(F(x,)) linear
unabhangig. Anwendung der Folgerung_3.2.6 &auf' ergibt die lineare Un-
abhangigkeit vorF'(z1), ..., F(xy).

(b) Seiy € V5 gegeben. Zur = F~l(y) existierenay,...,a, € R mit x =
Z?:l a;T;. Es fOlgty = F(I’) = Z?:l azF(xZ)

(c) Folgtaus (a) und (b).

(d) Folgt aus (a) und der entsprechenden Aussagg filr O

Diese Folgerungen zeigen, daf3 Vektorraume, zwischenndeime Isomorphismus

existiert, sehr eng verwandt sind. Die spezielle GestaltAdbildung ist dabei von

untergeordnetem Interesse, weshalb ein weiterer Begnigléihrt wird.

3.2.15 Definition

Zwei Vektorrauméy/;, Vs, heilBenisomorph, wenn ein Isomorphismug : Vi = Vj
existiert. In diesem Falle schreibt m&n~ V5. Ist F' kanonisch, so nennt man, Vs
kanonisch isomorphund schreib¥; = V, oderV, = V5.

3.2.16 Satz
SeiV ein Vektorraum mit der Basigry, . ..,z }. Dann giltV ~ R™.

Beweis

Wir verseherR™ mit der kanonischen Basig1, . .., é,}. Nach Satg-3.2.10 existieren
eindeutig bestimmte lineare Abbildungéh: R* — V undG : V — R mit G(¢;) =
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x; bzw. G(z;) = € furi = 1,...,n. In Anlehnung an die geometrisch naheliegenden
Falle zweier und dreier Dimensionen he®tKarte und G KoordinatensystemAus
(G oG)(@&) =& und(GoQ)(x;) =z (i =1,...,n) folgt G o G = idr» und
G o G = idy, denn lineare Abbildungen sind durch die Werte auf eineisBsshon
festgelegt. Nach Safz3:1]11 si6tdund G Isomorphismen und zueinander inverss

Dieser Satz ermdoglicht es, aus linearen Abbildungen awisendlichdimensionalen
Vektorraumen in naheliegender Weise lineare AbbildungeischenR™ undR™ (n,
m geeignet) zu konstruieren. Letztere sind besonders dirfladehandeln, weil sie
dem Matrizenkalkill zuganglich sind.

Seien alsd/, V5 Vektorraume midim V; = n, dim Vo = mundH : V4 — V5 eine
lineare Abbildung. Es existieren Basgén, ..., z,} vonVi und{yi, ..., ym} von Vs,
siehe AbschnitiI]3. (Schon im nachsten Abschnitt werders@hen, daffede Basis
von V; bzw. V; genaun bzw. m Elemente hat.)

Es seienG; : R — V3 und Gy : R™ — V;, die im vorhergehenden Beweis
konstruierten Karten. Wir haben folgende Situation:

H
Vi > Va

G1 Gy!

R" R™

F = ,H in den Koordinaten* g
Durch F' := G;l o H o G1 wird eine lineare AbbildundR™ — IR gegeben, wir
nennen sigd in den KoordinatenSie bildet namlich die Koordinate@; ! () von
z € Viabauf(Gy' o HoGy) (G (z)) = Gy (H(z)), die Koordinaten vorf (z).

3.3 Lineare Abbildungei” — R™

Die vorhergehenden Erlauterungen erlauben, uns ganziadrmdersuchung dieser
speziellen linearen Abbildungen zu konzentrieren.

In diesem Abschnitt wird zunachst eine bijektive Zuordgurwischen den linearen
AbbildungenR™ — IR™ und bestimmten Zahlenschemata, défatrizen“, herge-
stellt. Wesentlich ist dabei, daf} lineare Abbildundgeh — R™ gemal Satz_3.Z10
durch die Angabe der Werte auf einer (etwa der kanonischagisBlesR™ vollkom-
men bestimmt sind. Fir die Matrizen wird ein einfacher Kiakntwickelt, der sich
sogar leicht auf dem Computer programmieren lafdt.
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Gleichzeitig konnen wir mit Hilfe dieses Kalkils wichégtheoretische Resultate
herleiten. Als Folgerung aus dep@Gaul3schen Algorithmus® erhalten wir in Satz
B33, dalk die Dimension voR" tatsachlichn ist, und in Sat4_3.3.15, daR alle
Basen eines Vektorraums dieselbe Anzahl von Elementetzbesind diese Anzahl

die Dimension des Vektorraums ist.

Matrizen

3.3.1 Definition
Einem x n-Matrix A ist ein rechteckiges Schema reeller Zahlen

a1 a12 A1n

a21 a22 a2n
A - . — (CLZ]) i=1,..., m
Jj=1,..., n

Aml am2 ... amnp

mit m Zeilen undn Spalten. Dier;; € R heillenKomponenten oderKoeffizienten
von A.

Der erste Index heil3t Zeilenindex, er bleibt in jeder Zedstf Der zweite Index heil3t
Spaltenindex, er bleibt in jeder Spalte fest. Will man dasyizd einer Matrix angeben,
so schreibt maml = A™™ oder auchd € R™*",

Im Rahmen des Matrizenkalkils fassen whitupel @ = (aq,...,a,) € R™ als
Spalten, d. h. ala x 1-Matrizen auf:

ay
a2

Q
I
I
—
£
N
Il
L
3

an

Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen

Sei zunachst eine beliebige lineare Abbildufig R™ — R™ gegeben. Wir wollen
dieser einen x n-Matrix A zuordnen. Wir betrachten dazu die Einheitsvektoren

1 0
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und deren Bilder

alj
agj
a; : = F(€;) e R™.
amj
Die Matrix
ail a1 e A1n
a1 a2 . A2, . .
A= . . . == (a17 7aTZ)
Gml AAm2 - - Gmn

ist die zu F' gehérige Matrix\Wir habenA gemal der Merkregel gebildet:
Die Spalten sind die Bilder der Einheitsvektoren.

Umgekehrt kann man gemaR den Ausfuhrungen aus Abs€RBitBjederm x n-
Matrix A = (dy,...,d,) eine lineare Abbildung” : R™ — R konstruieren, indem
manF' (€;) := d; setzt. Die beschriebenen Zuordnungén— A bzw. A — F von
linearen Abbildungerf’ : R™ — R™ undm x n-Matrizen A sind zueinander invers
und deshalb insbesondere bijektiv.

Es soll nun ein Produkt von Matrizen und Spaltenvektoregediihrt werden, das der
Auswertung der zugehorigen linearen Abbildung in den jikgen Punkten entspricht.
3.3.2 Definition

DasProdukt einerm x n-Matrix A = (a;j)
wird definiert durch

...,m Mit einem Spaltenvektar ¢ R"

i=1,
j=1
n
D=1 015C;
n n
. > j=102;C5 .
Ao = _ = E aijcj e R™.
n : J=1 i=1,....,m
D=1 Gm;C;

Mitunter verwendet man auch den gewdhnlichen Multipliaspunkt: A - .

Man kann sich diese Definition folgendermal3en merken: Mpptkiie SpalteZ und
legt sie Uber jede Zeile voA. Ubereinanderliegende Zahlen werden multipliziert und
die Komponenten einer Zeile dann jeweils addiert.

3.3.3 Beispiel

° (32
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(o i)(7)

Mit dem so eingefuihrten Produkt reduziert sich die Ausumgtlinearer Abbildungen
tatsachlich auf die Multiplikation von Zahlenschemata:

(b) Dagegen ist

nicht erklart.

3.3.4 Satz

SeiF' : R" — R™ eine lineare Abbildung und die zuF gehdrigem x n-Matrix.
Dann gilt far allec € R™:
F(@)=AocC

Ist B eine weiteren x n-Matrix derart, dal¥'(¢) = B o ¢ fir alle¢ € R™ gilt, so ist
B=A.

Beweis
GemaR der Zuordnungsvorschifit— A ist A = (ai;) i=1,..m = (d1, ..., d,) Mit
Jj=1,...,n
alj
S a2; o
aj = : =F (ej) .
amj
Auf Grund der Linearitat vor¥ folgt:
n n
F@)=F|Y e | = ¢F @)
j=1 j=1
n
a1j a15Cj ijl 1565
n
! az; | ez 2 j=1025C)
j=1 j=1 L
U UmjCj =1 Gm;C;
®f 40 c.

Fur diej-te Spalte der Matrip3 gilt nun:
blj
bi=| 1 |=Bog=F).
binj
Also stimmen alle Spalten vaA und B und damit die beiden Matrizen Uiberein. O
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Die Linearitat der zuin x n-Matrix gehdrigen Abbildung schlagt sich auf Grund des
vorhergehenden Satzes unmittelbar in den folgenden Regler:

3.3.5 Folgerung
Sei A einem x n-Matrix. Dann gilt fir aIIeE, e R™undd € R:

Ao (5+ 5) — Aob+ Aog, (Distributivgesetz)
Ao (dg) =d- (Aog).

3.3.6 Beispiele

(a) Die linearen Abbildungeft’ : R — R werden durch x 1-Matrizen, also reelle
Zahlen gegeben. Sie sind also stets von der FBfr) = a - ¢ mit einer festen
reellen Zahk.

(b) Wir betrachten den Isomorphismis: R? — R? aus Beispie[3.2.12:
o f(cat+2e) (1 2 ca) (1 2 -
re=(070) -0 A)(0) -0 )

also gehort zuF' die 2 x 2-Matrix A = (1 2 ) )

1 -1

(c) Sein = mund F = idgr~. WegenF (€;) = €; gehort zur Identitat die
Einheitsmatrix

1 0 0
0 1 0
E:=E"" = (é1,...,é,) =] . . .
0 0 1

Die Diagonale besteht aus Einsen, sonst findet man in deiXviair Nullen.

In der englischsprachigen Literatur findet man haufig diedggnnungl fur
»ldentity”.

Zur Beschreibung der Komponenten der Einheitsmatrixdiitwir das Kroneckersym-
bol ein:

3.3.7 Definition
Fir je zwei Indizes, j € N wird dasKroneckersymbol §;; durch
1, fallsi = j,
Yo, fallsi # §,

definiert.
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Damit haben wir fur die Einheitsmatrix:

Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme treten in unzahligen Bespialf. Wir werden gleich se-
hen, dal sich deren Losungsmengen mit Hilfe von Matrizén ei@fach beschreiben
lassen. Zwischen Matrizen und linearen Abbildungen béstédderum der soeben
beschriebene unmittelbare Zusammenhang. Das bedeulanaladie Theorie linea-
rer Gleichungssysteme, linearer Abbildungen und der lgkatrisimultan entwickeln
kann.

Wir betrachten ein (homogenes) lineares Gleichungssyatesm Gleichungen im

Veranderlichen
ai1ry + aipxre + ...+ aipry, =0
a1 Ty + axry + ...+ amr, =0

Am1T1 + G2 + ... + amnxn =0
mit Koeffizientenmatrix A = (a;j)i=1...m. S€i F' : R® — R™ die zu dieser

j=1,...,n
Matrix gehorige lineare AbbiIdung.JWegen Definitibn_3l318d Satd-3.314 gilt fur
die Losungsmenge des Gleichungssystems:

anzy + appxr: + ...+ appry, =0

g anxy + axnry + ...+ agry, =0
WS : . . . .

Am1T1 + Gmaxs + ... + Gmnxn =0

n
=<¢reR": E ajjr;=0,i=1,...,m
Jj=1

= {fe]R”: Aof:ﬁﬁm} = {fe R" : F () :6]Rm}.
Das Losen von linearen Gleichungssystemen ist also glkeidttg mit der ,Null-

stellensuche” bei linearen Abbildungen. Daher schieben jetzt wieder einige
Betrachtungen Uber lineare Abbildungen ein.

3.3.8 Definition
Es seienVl;, M, Mengen und?’ : My, — M- eine Abbildung, ferner séifl}, C M.
Dann heiRt" 1 (M}) := {x € My : F(x) € M4} Urbild von M}, unterF'.

Die Umkehrabbildungt~! von F muR nicht existieren. In der Definition wird jeder
Teilmenge vonl/, eine (moglicherweise leere) Teilmenge vibAh zugeordnet.
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Der Begriff des Urbildes unter linearen Abbildungdreachtet* ebenfalls die Vektor-
raumstruktur:

3.3.9 Satz
Es seienVy,V; reelle Vektorraume und” : Vi — V5 eine lineare Abbildung.
Ist Vj C Vi, ein Untervektorraum voivy, dann istV] = F~1(V]) ebenfalls ein

Untervektorraum voiv;.

Beweis
(1) V] # 0, denn wegerF'(0) = 0und0 € V4 gilt 0 € V.

(2) Seient,y € V{.DannsindF'(z), F(y) € V4, alsoistF(z+y) = F(z)+F(y) €
Vy. Esfolgtz +y € V.

(8) Seir € V/unda € R. DannistF(z) € Vy, weiter gilt F(a-z) = a- F(z) € Vj.
Esfolgta - = € V7. O
Besonders wichtig sind die Urbilder des einfachsten Uedeirraums{0} von V5:

3.3.10 Definition

Es seiert/, V5 reelle Vektorraume und : Vi — V; eine lineare Abbildung. Dann
heifdt
ker(F) := F'({0}) ={zx € Vi: F(z) =0¢ Va}

Kern (engl. kernel) odeNullraum von F'.

Der Kern einer linearen Abbildung ist ein Untervektorraum.

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichurtgesysst der Kern der
zur Koeffizientenmatrix gehorigen linearen Abbildul®j — RR™ und folglich ein
Untervektorraum deR™.

Wir stellen im Folgenden einen Algorithmus zur effektiveesBmmung der Losungs-
mengen (homogener) linearer Gleichungssysteme bzw. deeHKiaearer Abbildun-
gen vor.

Gauldscher Algorithmus

Die KoeffizientenmatrixA soll auf einfache Weise so umgeformt werden, daf3

e sich die Losungsmenge des Gleichungssystdms? = ( nicht andert und

e die Matrix A eine Gestalt erhalt, die ein direktes Ablesen von Vekteremdglicht,
die ker(F') bzw. die Losungsmenge des Gleichungssystems erzeugen.

Diesen Anforderungen werden die folgendelementaren Zeilenumformungeye-
recht:
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(1) Diei-te Zeile wird mit einer Zaht € R \ {0} multipliziert. Die Zeile
ail .. Qin
geht also Uber in
Cz1 ... CQin,
alle anderen Zeilen bleiben unverandert. Wegen0 gilt
ai1x1+ ...+ apry, =0
genau dann, wenn
caij1x1 + ...+ capry, =0
erfullt ist. Die Losungsmenge andert sich also nicht.

(2) Fur Indizes? # i und eine reelle Zaht wird dasc-fache deri-ten Zeile zur/-
ten Zeile addiert, alle anderen Zeilen bleiben unveran@esbesondere diete
Zeile.) Die Zeile

agr ... Qyp

geht also tber in
ap1 + CQA;1 - .. Qpp + CQip .

Das gleichzeitige Erfulltsein von
a1y + ...+ amr, =0 und apri+ ...+ apmxy, =0
ist aquivalent zur gleichzeitigen Giiltigkeit von

ai121 + ...+ aipxy, =0 und (ap + cap)xy + ... + (ag + cain)x, = 0.

(3) Zwei Zeilen werden miteinander vertauscht. Offendicihtandert auch diese
Umformung die Losungsmenge nicht.

3.3.11 Satz

SeiA einem x n-Matrix. Durch elementare Zeilenumformungen kann ertaigrden,
dal3A die folgende Gestalt annimmt:

SZp;-E/ J1 J2 Js n
1 0O ... 001 % ... = 0 % ... x 0 =
0 1 E
0 0 0
: ' 0
s 0O ... 0 0 =« * 0 x * 1 % ... %
s+1 0 ... 0 0 0
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In den mit ,x* gekennzeichneten Bereichen befinden sich Komponenteey, die
keine Aussage gemacht wird.

Beweis

Ohne Einschrankung kdnnen wir annehmen, dal3 mindesteaskemponente der

Matrix ungleichO ist. Es seij; € {1,...,n} der kleinste Spaltenindex mit;, # 0.

Also gibt es eini; € {1,...,m} mita;;, # 0. Man multipliziere diei;-te Zeile mit
ﬁ und addiere fur allé # i, £ € {1,...,m} das—ay;, -fache deri;-ten Zeile zur
f-ten Zeile. So erhalt dig; -te Spalte die Gestalt

0
11-te Zeile| 1

0
Dieses Verfahren wird nun wiederholt, allerdings siad> j; kleinstmdglich und
io € {1,...,m} \ {i1} so zu wahlen, da@,,;, # 0 gilt. Dadurch bleibt diej;-te
Spalte unverandert.
Im k-ten Schritt sindj, > jr—; undi; € {1,...,m} \ {i1,...,i—1} zu wahlen.
Das Verfahren wird nack Schritten abgebrochen, wenn= m ist, oder wenn fir die

verbleibenden Zeilenindizese {1,...,m}\{i1,...,is} die zugehdrigen Zeilen nur
noch aus Nullen bestehen. Die Spaljgrhaben furk = 1,. .., s die Gestalt

0
i,-te Zeile| 1
0

Durch Zeilenvertauschungen wird die im Satz behauptet¢éaesreicht: Die Zeile;
wird in die erste Zeile geschrieben, die Zeilén die zweite Zeile, usw. An das untere

Ende der Matrix schreibt man die Null-Zeilen. O
3.3.12 Beispiel
2 2 2 4 0 00 —2 -2 -8
. 12 3 4| (11 2 3 4
1 1 2 3 3 00 0 0 -1
-1 -1 -3 —4 -5 0 0 -1 -1
00 —2 -2 -8 0000 —6
otz o34 ot o 2
00 0 0 -1 0000
0 0 11 0011 1
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0000 —6 00000
fr o 2 fr oo
000 0 [1] 0000 1
0011 1 00110
11010
oo 110
00001
00000

Es bleibt anzugeben, wie die Lésungen vbnz = 0 € R™ zu bestimmen sind, wenn
diem x n-Matrix A die in Sat£3.371 beschriebene Gestalt hat. Der Spetialfals
ist einfach:z; = 29 = ... = x, = 0 ist die einzige LOsung.

Sei also nuns < n. Wir bezeichnen mitl < k1 < ko < ... < kp—s < n
die Spaltenindizes au$l,...,n}\{j1,...,Js}. Dann wird durchA das folgende
Gleichungssystem gegeben:

Zle = —alklxkl — alkzxkz — ... — alknfs:vknfs

£Cj2 = —agkICCkl — agkzxkz — ... — agknfs:vknfs

.%'js = —Qgf Ty — Agkoglhy — -+ — G/Skn—swkn—s'
Man erhalt alle Losungen dieses Gleichungssystems,ingde,, , ...z, .) alle
Werte audR™~*® durchlauft und die zugehorigery, , . .., z;, berechnet werden. Wahit
man fur (zg,,...,z,_.) die (n — s) linear unabhangigen Vektoren, ..., ée,_s €

R™ %, so erhalt marin — s) linear unabhangige Losungsvektoren vbr 7 = 0; es
ist alsodim(Ldsungsmenge> n — s.

Diese Vektoren erzeugen sogar die Losungsmenge, den 8eliesier Tatsache ver-
schieben wir ebenso wie den Beweis véim(Losungsmenge = n — s auf den
Abschnitt35. Dabei werden wir von der zwischenzeitlichtareentwickelten Theo-
rie profitieren. Dort werden wir ebenfalls inhomogene lime&leichungssysteme
Ao =bmit gegebenerﬁ € R™ behandeln.

3.3.13 Folgerung
SeiF : R™ — R™ eine lineare Abbildung mit. < n. Dann istdim ker(F') > 0.

Beweis

Sei A die zugehorige Matrix. Fur die Zahl der linear unabhangigen Zeilen aus
SatA33N ist < m, daher liefern die obigebberlegungendim ker(F) >n—s>
n—m > 0. O



Gauf3scher Algorithmus 63

Dimension und Basiséinge

Mit Hilfe der vorhergehenden Resultate gelingt nun der Magk, dald die Dimension
als Maximalzahl linear unabhangiger Vektoren gleich diendie einejedenBasis ist.

Wir untersuchen zunachB™:

3.3.14 Satz
Fir allem € N gilt dim R™ = m.

Beweis

Durch Angabe der kanonischen Basis aus Einheitsvektordterhavir bereits
dimR™ > m gezeigt. Es bleibt also nachzuweisen, dafh@&shstensn linear un-
abhangige Vektoren ifR™ gibt. Seien alsaiy,...,d, € R™ linear unabhangige
Vektoren. Wir schreiben dig; als Spalten dem x n-Matrix A = (@, ..., d,). SeiF
die zuA gehérige lineare Abbildun®t™ — R™, dann istF(Z) = 0 aquivalent zu

a1y + axrs + ...+ apry, =0
a1r1 + axry + ...+ agpr, =0

Am1T1 + Qmaxo + ... + ampxy =0,

d.h. zZuzd@, + -+ + zpd, = 0 € R™. Aus der linearen Unabhangigkeit von
a,...,a, folgt & = (x1,...,2,) = 0. Also istker(F) = {6} Wie vorher folgt
n —m < dimker(F) = 0, damit istn < m. O

Mit Hilfe von Karten bzw. Koordinatensystemen konnen wiesks Resultat auf
beliebige Vektorraume ausdehneiifien”).

3.3.15 Satz

SeiV ein Vektorraum mit Basi§z1, . ..,z }. Dann gilt:

(@) Sindy,...,ym, linear unabhéngig, so gift. < n.

(b) Ist{yi,...,yn} eine Basis volV, so giltm = n.

(c) dimV =n.

Insbesondere isfede Basis ein linear unabhangiges System von gro3tmogliche
Lange.

Beweis

(a) Wir betrachten den durdfi(z;) = €; gegebenen Isomorphismags: V' — R™.
Wegen der Folgerungén 32114 siédy, ), . . . , G(y.n) € R" linear unabhangig,
es folgtm < n.
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(b) DasowohKy,...,yn} alsauch{zy,...,x,} Basen vorV sind, giltV ~ R"
undV ~ R™, alsoR"™ =~ R™. Die Folgerungef-3.2.14 ergeben= dim R" =
dim R"™ = m.

(c) Folgtaus (a). O
In der Literatur wird dieser Satz meist abstrakter bewigsewma durch dedustausch-
satz von SteinitzDessen Rolle hat hier der Gaul3sche Algorithmus Uibernamme
3.3.16 Satz

SeiV sei ein reeller Vektorraum urid’ C V' ein Untervektorraum.

(@) EsgiltdimV’' < dimV.

(b) IstdimV’ < 0o, s0qilt: V' #V < dim V' < dim V.

Beweis
(@) Folgt aus der Definition der Dimension: Kap[fell1.3.

(b) ,=“ EsseiV' c V, V' # V. Nach Sat4_1.37 exisitiert eine Basis
{1,...,2m}von V' mitm = dim V', Es existiert einc € V' \ V', wegen
Sat41.3B sind;, x4, . .., z,, linear unabhangig. Also gitim V" > m + 1.

<= WareV' =V, soware auckdim V' = dim V.. O

3.3.17 Bemerkung

Wir haben wiederholt den Vektorraum der reellen Polynomgabhtet, zuletzt in Bei-
spiel3ZIP. Dort hatten wir gesehen, daf’ dieser echteridghterraume besitzt, die
auch von unendlicher Dimension sind. Das bedeutet: Diei&mnditsvoraussetzung
in Teil (b) des vorhergehenden Satzes ist notwendig.

3.3.18 Satz

SeiV ein reeller Vektorraum mitim V= m < oo. Fir die Vektorerxy, ..., x,, €V
gelteeineder folgenden Bedingungen:

(@ x1,...,z,, sind linear unabhangig.

(b) x1,...,x, erzeugery.

Dannist{x1, ...,z } eine Basis voiV .

Beweis

(@) Siehe Satz1.3116.

(b) Es ist zu zeigenxq,...,z, sind linear unabhangig. Wir fuhren einen Wi-

derspruchsbeweis und nehmen dazu an, dieses sei nicht ileE$-aei s die
maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren van. .., z.,; €s ists < m.
Gegebenenfalls nach Umnumerierung kann man erreichen: . , x sind line-
ar unabhangigry, . .., zs, zsy; Sind linear abhangig fiir=1,...,m — s. Nach
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Sat4T1.3B ist jedes,,; furi = 1,..., m — s Linearkombination vory, . .., zs.
Folglich erzeugenzy, ...,z schonV und bilden deshalb eine Basis. Also ist
dimV = s < m nach Satg3.315. Wir erhalten einen Widerspruch! Deslsalb i
die Annahme falsch und die Behauptung damit bewiesen. O

Dasselbe Argument zeigt:

3.3.19 Folgerung
Es seiency, ..., x, Erzeuger einem-dimensionalen Vektorraumis. Dann giltn >
m, und es ish = m genau dann, wenfxy, ..., x,} eine Basis volV ist.

Jedes System von Erzeugern von kleinstmoglicher Langdsis eine Basis.

3.4 Rang und Corang

In diesem Abschnitt werden wir eines der wichtigsten Rasellaus der Theorie der
linearen Abbildungen herleiten: In ddbimensionsformel* wird ein einfacher Zusam-
menhang zwischen den Dimensionen von Urbildraum, Kern utlith@rgestellit.

Rang und Corang einer linearen Abbildung

Zunachst wollen wir Injektivitat linearer Abbildungeregauer charakterisieren. In-
jektivitat einer beliebigen Abbildung bedeutet, dal3 jeder Punkt im Wertebereich
hochstens ein Urbild hat. Im folgenden Satz werden wir setial3 das bei linearen
Abbildungen gleichwertig damit ist, dal’ dieses fur derzigken Wert0 richtig ist.
Damit wird erneut deutlich, eine wie starke EigenschaftLdiearitat einer Abbildung
ist.

Es bezeichnei, V1, V5, . .. wieder stets reelle Vektorraume.

3.4.1 Satz
Eine lineare Abbildung” : Vi — V5 ist genau dann injektiv, werlter(F') = {0} ist.

Letzteres ist gleichbedeutend miiin ker(F') = 0.

Beweis

»,="1 WegenF(0) = 0 folgt aus der Injektivitaker(F") = {0}.

,<"1 Esseiker(F) = {0}. Firz,y € Vi mit F(z) = F(y) qilt 0 = F(x) — F(y) =
F(z —vy),d.h.(xr —y) € ker(F). Man erhéaltr —y =0, d.h.z = y. O

Wir haben nur benutzt, daf¥;, +), ¢« = 1,2, Gruppen sind. Ein entsprechender Satz

gilt also auch fir Gruppenhomomorphismen.

Die Surjektivitat einer linearen Abbildung' : V; — V5 wird durch den Bildraum
im(F') = F(V7) bzw. dessen Dimension bestimmt. Bereits in $afzB.2.7 rhaite
gesehen, daB das Bild {ifi) tatsachlich ein Untervektorraum vaa ist.
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3.4.2 Satz

Es seidimV; = n < co undF : Vi — V5 eine lineare Abbildung. Dann idt
surjektiv genau dann, werhm im(F') = dim V; gilt.

Beweis

,="1 Ist F' surjektiv, so ist in{F’) = V.

,<": Sicheristdimim(F') < n < oo. Deshalb ist iniF’) = V, gemal Satz-3.3116.
Diese beiden Satze deuten schon an, daB3 die Zdhieker(F') unddimim(F') eine
grol3e Rolle spielen werden.

3.4.3 Definition

Sei FF : V; — V4 eine lineare Abbildung. Man erklart ddRang von F' durch
rg(F) = dimim(F) = dim F(V;) und denCorang oder Defekt von F' durch
crg(F) := dimker(F).

3.4.4 Satz (Dimensionsformel)
Es sedimV; =n < co undF : Vi, — V; eine lineare Abbildung. Dann gilt:

dim Vi =rg(F) + crg(F).

Beweis

Wegen/ := dimker(F) < dimV; < oo existiert eine Basigx;,...,z,} von
ker(F'). Wir zeigen nun, daf diese zu einer Basis ¥grerganzt werden kann (Ba-
siserganzungssatz). Dazu wahle man sukzessive Vekigrgne Vi, (i = 1,2,...)
derart, dal3cy,...,z,.; linear unabhangig sind. Das Verfahren wird abgebrochen,
wenn kein derartiger Vektor mehr gefunden werden kann.d3iest moglicherweise
schon nach demnullten® Schritt und wegerim V; = n spatestens nach= n — /¢
Schritten der Fall.

Auf diese Weise ist ein System, ..., zx, (¢ < k < n) linear unabhangiger Vektoren
entstanden, wobei fur alle € V7 das Systenx, z1, . .., xx linear abhangig ist. Nach
SatzZ[1.3B wirdV; von x1, ...,z erzeugt. Also is{zq, ...,z } eine Basis vori;
und deswegek = dim V; = n.

Mit Hilfe der Basisvektorency,1,...,x,, die nicht zur Basis voiker(F') gehoren,
wird eine Basis vonF'(V;) konstruiert. Flry,y; = F(zp41),...,yn = F(zy)
werden wir zeigen:

(1) yes1,---,yn sind linear unabhangig;

(2) Yo+1y---5Yn erzeUgerF(Vl);
folglich ist {ys41, ..., y,} €ine Basis vorF'(V}).
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Zum Nachweis von (1) betrachte man den Nullvektor als Likeabination von
Yo41y--- y Yn:

1Yo+l + oo+ apy, =0€ Vo mit apyq,...,a, € R.

Wegen0 = a1 F(xes1) + ... + anF(zn) = F(ag1mesr + .. + apzy) ist
ap11To41+- . -+apx, € ker(F) und kann daher als Linearkombination von . . . , z,

dargestellt werden: Es existieren,...,a; € R mit: app 1241 + ... + apzy, =
a1x1+ ... +apze, d.N—ayxy — ... —apxy + apr1x041 + . ..+ apzy, =0 € V4. Die
lineare Unabhangigkeit vony, . . ., z,, ergibt insbesondere

a4l =...=ap=0.

Zum Nachweis von (2) sei ein beliebiggs= F'(V1) gegeben. Es existiert ein Urbild
x € Vi mit F(z) = y, dieses besitzt die Darstellung:

T=a121+ ...+ apTy, ai,...,an € R.
Es folgt
y=F(x)=a1F(z1)+ ...+ aeF(z¢) + ap1 F(xps1) + ... + anF(xy)
= ar1Yet1 + oo+ anyn € R (Yoy1, -+, Yn) -

Bisher wurde also gezeigfz,...,z,} ist eine Basis vorker(F), {z1,...,2n}
von Vi und {ysy1,-..,y,} von F (V7). Mit Satz[33Tb folgt! = dimker(F) =
crg(F') undn = dim V; und schlieflich

rg(F) = dim F(V;) =n — £ = dim V; — crg(F).

Man beachte, dal? im Fal = 0 bzw. ¢ = n die Basen{z,...,zy} bzw.
{Y¢+1,--.,yn} durch die leere Mengg zu ersetzen sind. O

Stimmen Urbildbereich und Wertevorrat einer linearen Ahlbig uberein, so er-
gibt sich durch Kombination der vorhergehenden drei S&imebemerkenswerter
Zusammenhang zwischen Injektivitat und Surjektiviidie Voraussetzung endlicher
Dimension ist dabei ganz wesentlich, wie das Beidpie["2 ] zeigt.

3.4.5 Folgerung

Es seidimV < ocoundF : V — V eine lineare Abbildung. Dann ist surjektiv
genau dann, wenR injektiv ist.

3.4.6 Beispiel
Es soll der Rang der linearen Abbildung

F:R3—>]R3, F(E) = (Cl—202,024—03,2014—3624—763)
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bestimmt werden. WegeR(¢) = ¢;(1,0,2) + c2(—2,1,3,) + ¢3(0,1,7) wird im(F’)
von b; = (1,0,2), by := (—2,1,3) und b3 = (0,1,7) erzeugt. Allerdings sind
b1, ba, bs linear abhangig2b; + by — b3 = 0.

Dagegen sind; undb, linear unabhangig:

. . di —2dy =0
d1by + doby =0 = dy=0 = dy =0undd; =0.
2d; +3dy =0

Wegengg = 281 + gg ist stetsF(E) = 0151 + 6252 + 6353 = (1 + 203)51 + (02 —|—03)52,
also wird im F) von b, b, auch erzeugt, un{l;l, 52} ist eine Basis von irff¥"). Wir
erhalten rgF’) = 2.

Rang einer Matrix

Die Bestimmung des Ranges einer linearen Abbildung gereéf&rsDefinition ist
eine langwierige Aufgabe: Man muf} Systeme von Erzeugernmof’) bestimmen
und durchUberpriifen der linearen Unabhangigkeit bzw. Abhaneigku einer Basis
Ubergehen. Deren Lange ist danirg.

Wir wollen uns wieder den Matrizenkalkil zur effektiventzmdlung dieser Aufgabe
zu Nutze machen, indem wir einen Zusammenhang zwischen damg ¥nf' und
der maximalen Anzahl linear unabhangiger Spalten bzwe&eaion A herleiten.

Fur den Rest des Abschnitts bezeichine R™ — R eine lineare Abbildung undl
die zugehorigen x n-Matrix.

3.4.7 Definition

Dien x m-Matrix

ajl a1 ... Qi

a2 as9 cee A2
At = . . . . = (blj) i=1,...,n
: . ., . j=1,...,m

Q1p G2n ... Qmn

mitb;; = aj; heit die zum x n-Matrix A = (a;;) i=1....- transponierte Matrix . Die
P

1,..., n

zu At gehorige lineare Abbildung™ : R™ — R™ heif3t die zuF' duale Abbildung.

Istn = m und stimmtA mit der transponierten Matri® (iberein, so daB;; = a;;
farallei,j = 1,...,n gilt, dann nennt ma@ symmetrisch

Die transponierte Matrixi’ entsteht, indem man die Zeilen veials Spalten schreibt.

Auf die Bedeutung der dualen Abbildung werden wir in den Aiwsiten[4.3 und
A4 Uber Dualraume eingehen. Im Zusammenhang mit dea&wdting reeller Vek-
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torraume, die mit einem Skalarprodukt (Orthogonaliiatgiff) versehen sind, spricht
man vonadjungierten Abbildungemieses Thema werden wir in Kapifél 7 ausfuhrlich
behandeln.

3.4.8 Definition

Wir definieren derSpaltenrang einer Matrix A als Rang der zugehdrigen linearen
Abbildung F' und denZeilenrang von A als Spaltenrang der transponierten Matrix
At:

Spaltenran@A) := rg(F").

ZeilenrangA) := SpaltenrangA®).
Die folgende Bemerkung ist grundlegend firr die weitetdrerlegungen.

3.4.9 Bemerkung
Die Spalteriiy, ..., d, von A erzeuger¥'(R").

Beweis
FolgtausA o ¥ =37, z;d; fur 7 € R™. O

Man beachte die Dualitat der folgenden Resultate zum GaedsAlgorithmus. Zur
Bestimmung von ifi/") = F(R™) und rg F') eignen sich die folgendeelementaren
Spaltenumformungerir die Matrix A, da diese iMF) nicht andern (wohl aber
ker(F') und F selbst):

(1) Fureinj € {1,...,n} und ein reellesc # 0 wird die j-te Spalte mitc
multipliziert, die Ubrigen Spalten werden nicht geamder

alj calj
. azj .. . Caz;j
Die Spalted; = .| gehtlberirc- d; =
amj camj
Ein Vektory € R™ ist genau dann Linearkombination van, ..., d,, wenn
y Linearkombination voriiy, . .., d;_1,cd;, djy1,. . ., dy ist; denny = x1d; +
oot Tpdy = 21d1 + ... + Z(cdj) + ... + z,d,. Die Bildmenge bleibt also

unverandert.

(2) Fur zwei Indizes: # j und einc € R wird dasc-fache derj-ten Spalte zuk-ten
Spalte addiert. Die Spalt&, wird durchdj, + ca; ersetzt, die Ubrigen Spalten
bleiben unverandert. Wegend; + ... + x,d, = x1d1 + ... + x4 (dy + cd;) +
.+ (zj — cxp)dj + ... + x,a, andert auch diese Umformung die Bildmenge
nicht.

(3) Die Vertauschung zweier Spalten andert ebenfalls dari2nge nicht.
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Entsprechend Saz-3:3111 qilt:

3.4.10 Satz

Durch elementare Spaltenumformungen kann erreicht werdg®A die folgende
Gestalt annimmt:

Spalte/

Zeile 1 s s+l n

1 0 0 O ... 0
0 0

i1 1 0 O 0 O 0

*

io 01 0

is 0O 0 O 0 0
*

Beweis

Wir wenden Satz3.3.11 auf an; Spaltenumformungen héientsprechen Zeilenum-
formungen beid’. O

Zur Bestimmung vonF'(R™) und rg F') kdnnen wir ohne Einschrankung anneh-
men, daRA die gerade beschriebene Gestalt hat. Die restlichen Zmilzes aus
{1,...,m}\ {i1,...,is} werden mitl < ¢; < ... < {,—s < m bezeichnet. Sei
ZeR", ¢=F(Z) = AoZ, dann erhalt mag aus den folgenden Gleichungen:

Yi, = 21

Yi, = Ts
Yo, = Q11 +...+ QgysTs

Yones = Op_AT1+ ...+ Qg sTs.

Die BildmengeF' (IR™) wird durch ein Gleichungssystem aus — s) Gleichungen in
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m Veranderlichen gegeben:

Yo, = Qp1Yi; + - -+ Qg sl

Yy = Ay AYiy T+ Qp sV

Man erhalt alsaF'(R"), indem(x1,...,zs) denR*® durchlauft und many, ...,y
jeweils gemall dem obigen Gleichungssystem bestimmt.

Dadurch wird eine lineare Abbildung
G:R°—R™, (1,...2s) — (Y1, -, Ym)

mit G(R®) = F(R"™) gegeben. Diese ist injektiv, denn ays= ... = y,,, = 0 folgt
1=y =0,...,2s = y;, = 0. Also istG ein Isomorphismus voiR* auf G(IR?).
Da Isomorphismen die Dimension erhalten, haben wir sdidief3

SpaltenrangA) def rg(F) = dim F(R") = dim G(R*) = dimR® = s.
Der Spaltenrangd) kann also unmittelbar von der Matrix aus S@iz_34.10 abgeles

werden.

Dens-dimensionalen Untervektorrauf(R™) von R"™ nennt man auck-dimensionale
Ebene durch € R™.

3.4.11 Satz

DerSpaltenrang@A) ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten detrida
A.

Beweis

Es bezeichneg* die maximale Zahl linear unabhangiger Spalten vanwir finden
also linear unabhangige Spaltén ,...,d; . von A. Dann ist jede andere Spalte
Linearkombination vong;,,...,d; .. Da im(F) von di,...,d, erzeugt wird, ist
{@;,,...,d;.} eine Basis von irl"). Es folgt s* = dimim(F) = rg(F) oef
SpaltenrangA). O

3.4.12 Folgerung
DerZeilenrandgA) ist die maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilen van

Beweis

Folgt sofort aus Salz-3.4]11 und Definition—314.8, weil didefevon A die Spalten
von A! sind. O
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Bei der Bestimmung voter(F") durfen nur elementare Zeilenumformungen durch-
gefuhrt werden, bei der Bestimmung von(iff) dagegen nur elementare Spaltenum-
formungen. Die Dimensionsformel gestattet den deshallkede@nswerten Satz:

3.4.13 Satz

ZeilenrangA) und Spaltenran@A) andern sich bei elementaren (Zeilen- oder Spal-
ten-) Umformungen nicht.

Beweis

Es reicht, die Behauptung fur SpaltenréAg zu zeigen; das Resultat fur den Zei-
lenrang erhalt man durch Betrachtung der transponiertatrif4 Die Matrix A gehe
durch eine elementare Umformung adshervor, es sef’ die zu A gehorige Abbil-
dung. Handelt es sich um eine Spaltenumformung, so giltrsogar) = im(F).
Handelt es sich dagegen um eine Zeilenumformung, so gilh meeschnitt[(3.B:
ker(F) = ker (F). In diesem Fall ergibt die Dimensionsformel: Spalteniahg=
rg(F) = dim(R") — crg(F) = dim(R") — crg(F) = rg(F) = Spaltenrangd). O

3.4.14 Satz
ZeilenrangA) = SpaltenrangA).

Beweis

Die Matrix A werde durch Zeilenumformungen auf die Gestalt von $aizl3.3.
gebracht, durch Spaltenumformungen kann man schlief@igefide Form erreichen:

Szpe"’}:;d 1 2 3 s s+l n
1 1 0 O 0 0 ... 0
2 0O 1 O 0
3 0o 0 1 0

A= .

s 0O 0 O 1 0 0
s+1 0 0 0O O 0
m O ... 0 ... 0 O ... 0

Wie wir oben hergeleitet haben, ist Spaltenrahg= SpaltenrangA), ZeilenrangA)
= ZeilenrangA). Man liest unmittelbar ab, daRsowohl die maximale Anzahl linear
unabhangiger Spalten als auch Zeilen vbist:

Spaltenrangd) = s = ZeilenrangA). m
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Fur die zugehorigen linearen Abbildungen bedeutet diSatz:

3.4.15 Folgerung

Jede lineare Abbildung : R™ — R™ hat denselben Rang wie ihre duale Abbildung
F*:R™ — R"™. Istn = m, so haben beide Abbildungen auch denselben Corang.

SatzZ[ 3411 erlaubt es, die Unterscheidung von Zeilen- padté&hrang aufzugeben
und einfach vomRang einer MatrixA zu sprechen, der wie im obigen Beweis
bestimmt wird:

Rang (A) := Spaltenran@A) = ZeilenrangA).

3.4.16 Beispiel

Wie in Beispiel[3.Zb bestimmen wir den Rang der linearenilong ' : R? —
]RB, F(E) = (01 — 2¢9,c9 + c3,2¢1 + 3co + 763), aIIerdings hier mit Hilfe des
Matrizenkalkils. Die zugehorige Matrix ist

1 -2 0
A=(10 1 1].
2 3 7

Esistrd F) = Rang (A). Indem man daé—2)-fache der ersten Zeile zur dritten Zeile
addiert, erhalt man:

1 =2 0 subtrahierer-faches der 2. Zeile von
rg(F)=Rang [0 1 1 der 3. Zeile und addiere doppeltes der 2. Zeile
o 7 7 zur 1. Zeile
1 0 2 .
subtrahiere doppeltes der 1. Spalte

= Rang | 011 von der 3. Spalte

00 0 9P

100 subtrahiere 2. Spalte
= Rang | 011 von der 3. Spalte

00 0 9P

1 00
=Rang [0 1 0] =2

0 00

3.5 Allgemeine lineare Gleichungssysteme

Auch in diesem Abschnitt sei stets einem x n-Matrix und F' : R* — R™ die
zugehorige lineare Abbildung.
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Homogene lineare Gleichungssysteme

Nun stehen alle Hilfsmittel zur Verfigung, um die Losuhg®rie fur homogene
lineare Gleichungssystemé o ¥ = 0 abzuschlieBen. Auf $.52 hatten wir bereits
beschrieben, wie man — s linear unabhangige Losungsvektoren, also Elemente
von i ¥ : Ao = 6} = ker(F") konstruiert, nachdem man das Gleichungssystem
mit Hilfe des Gaul3schen Algorithmus’ in eine Standardforabrgcht hat. Dabei
ist s die maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilen vdn Die Resultate des

vorhergehenden Abschnitts zeigen= ZeilenrandA) = SpaltenrangA) = rg(F),
auf Grund der Dimensionsformel haben wir dann

dim(L6sungsmenge= dim ker(F’) d:Efcrg(F) =n—rg9(F)=n—s.

Bereits in Satf~3.3.18 hatten wir gesehen, daB ein Systerarluimabhangiger Vek-
toren, deren Anzahl gleich der Dimension des Vektorraumsise Basis desselben
bildet. Also ist durch die auf $.62 konstruiertén — s) Vektoren tatsachlich eine

Basis der Lbsungsmenéef ER": AoZ = 6} gegeben.

3.5.1 Beispiel

Gesucht ist die Losungsmenge des Gleichungssystémst = 0 mit der 4 x 5-
Koeffizientenmatrix

2 2 2 4 0
1 1 2 3 4
1 1 2 3 3
-1 -1 -3 —4 -5

A=

In Beispiel[3:33IP hatten wir diese Matrix durch Zeilenumfangen so vereinfacht,
daRA o 7 = 0 aquivalent ist zu

Tl = —T2 —T4
T3 = —T4
Iy = 0.

Es istn = 5, s = 3, der Lésungsraum ist also zweidimensional. Wir setzerhnac
einanderzy, = 1, x4 = 0 und dannes, = 0, z4 = 1, bestimmen dazu jeweils,, z3, 5
und erhalten mit{(—1,1,0,0,0)*,(-1,0,—1,1,0)"} eine Basis der Losungsmenge

{feR5:Aof:6R4}.

Inhomogene lineare Gleichungssysteme

Hierunter versteht man Gleichungssysteme der Faronz = b, wobei nun auch der
Vektor b € R™ gegeben ist. Gesucht sind wieder Losungsvektarea R"™. Das
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=0 o) =)

zeigt, daf? hier im Gegensatz zum homogenen Fall i. a. niet# sine Losung existiert.

Beispiel

Neben der Koeffizientenmatrif ist auch dieerweiterte Koeffizientenmatrix A, 5) €
R™*(+1) yvon Bedeutung. Denn es gilt das folgende Losbarkeitsiuite

3.5.2 Satz

Das Gleichungssystem o & = b besitzt eine Lésung € R™ genau dann, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix und der Rang der erweitekmeffizientenmatrix

iibereinstimmerRang (A) = Rang (A, E).
Beweis

Seiena;, j = 1,...,n die Spalten vond. Wie oben erwahnt, bezeichnét die
zugehorige lineare Abbildung.

Offensichtlich besitzt das Gleichungssystetro # = b eine Lésung genau dann,
wennb € im(F) gilt. Nach Bemerkund 34,9 ist ithf) = R - (d1,...,d,). Im
vorhergehenden Abschnitt hatten wir auch gesehensdafRang (A) = rg(F) <n
die Maximalzahl linear unabhangiger Spalten vdnist. Also existieren Indizes
1 <ji <...<js <n,sodaBl{a,,...,d;} eine Basis von irZ") ist. Indem
wir noch verwenden, dal’ der Rang einer Matrix die Dimensgsbn ihren Spalten
erzeugten Untervektorraums ist, erhalten wir:
AoZ =bistlosbar < beim(F) < beR-(a,...,dn)

& {@j,,...,d;} isteine Basis vorR - (61, ey, 5)

< Rang (A, g) = s = Rang (4).

3.5.3 Folgerung

Ist Rang (A™"™) = m, so ist das Gleichungssystemo ¥ = b fiir jedesb € R™
lbsbar.

Beweis
Folgt aus dem vorhergehenden Satz und = Rang(A4) < Rang (A, 5) <

Zeilenzahl (A, 5) <m. a
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Im Falle der Losbarkeit ergibt sich die Losungsmenge dhemogenen Gleichungs-
systems leicht aus der Losungsmenge des zugehorigengeomo Systems:

3.5.4 Satz
Seity € R"™ eine Lésung des linearen Gleichungssysteimsg — b, wobeiA = A™n
undb € R™ gegeben sind. Dann gilt:

{:EGIR": Aof:z?}:{fexa"; f:fo+gmitAog:6}.

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems ist die &uaus einer speziel-
len Losung des inhomogenen Systems und der allgemeinsanigddes homogenen
Systems. Ganz ahnlich wird man beispielsweise auch beaden Differentialglei-
chungen vorgehen.

Beweis
Die Behauptung folgt direkt aus dem Distributivgesetz ilgeoung3.3b:

Aof=bs Aof=AoZy e Aof—AoZy=0a Ao (Z—T))=0. O

Wie trifft man nun die Losbarkeitsentscheidung und bestingegebenenfalls eine
spezielle Losung des inhomogenen Systems?

Wie in AbschnitiC3.B kann man auch bei der erweiterten Koiefﬁilanmatrix(A, 5)

elementare Zeilenumformungen durchfiihren, diese andier Losungsmenge nicht.
Nach Anwendung des GauBschen Algorithmus’ (§aiz_3.3.bhnéri wir davon
ausgehen, daf das Gleichungssystem die folgende Gestalt ha

Tj = b1 =1 Ty — QkoThy — -+ — A1y Thy_,
Tjy, = by —op, Tk — A2kyThy — -+ — Q2py_ Ty,
.%'js = bs —Agl Lhy — AgkogLhy — « o — askn_sxkn_s
0 = bs+1
0 = by,.
Dabei sind1l < j; < ... < js < n geeignete Spaltenindizes urdder Rang

der Koeffizientenmatrix. Mifl < k& < ... < k,—s < n werden die verbliebenen
Spaltenindizes aufl, ..., n} \ {j1,...,js} bezeichnet.

Dieses Gleichungssystem ist ldsbar genau dann, wenn= ... = b,,, = 0 gilt. In
diesem Fall erhalt man eine spezielle Losung, indem man= by, ..., z;, = b, und
T = ... =y, , = 0setzt.
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3.5.5 Beispiel
Wir betrachten did x 5-KoeffizientenmatrixA aus Beispie[3.5]11.

(@) Furb = (1,-2,0,7)! erhalten wir:

(b)

2 2 2 4 0]1 00 —-2-2-85
A_1234_2 11 2 3 4|2
11 2 3 3|0 000 0 —1|2

—1-1-3-4-5|7 00[-1]-1-1]5
00—-2-2-85 0000 —6|-5
112 3 4|-2 1101 28
“loo0oo0 012 “loooo0[1]2
00[1] 1 1|5 0011 1|5
0000 —6-5 0000 0|-17
|rron 2 [ ttro1o)2
000 0][1]-2 0000 1|-2
0011 1|-5 00110|-3
11010]12
o001 10{-3
00001|-2 |
00000|-17
also das Gleichungssystem
r1 =12 —x9 —14
T3 = —3 —y
565:—2
0=—17,

dieses besitzt keine Losung.
Firb = (2,12,9, —14)! ist A o & dagegen aquivalent zu
Ir1 = 2 —X9 —X4

T3 — -1 —x4
Iy5 — 3.

Dieses Gleichungssystem ist losbap = (2,0,—1,0,3)t ist eine spezielle
Losung. Mit den Basisvektorely = (—1,1,0,0,0)", by = (—1,0,—1,1,0)"
der Losungsmenge des homogenen Syst%gjhs R°: Aoy = 6} aus Beispiel
B5.1 erhalten wir:

{56R5:Aof:g}:{:E’o+a151+a252:a1,a2611%}.
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3.6 Matrizenoperationen

Aus dem Zusammenhang von linearen Abbildungen und Matiiedyen wir schon
grol3en Nutzen gezogen. Wir wollen diesen Zusammenhanigfegrtindem wir Ma-
trizenoperationen einfiihren, die der gleich zu definideenSumme und dem skalaren
Vielfachen von Abbildungen und vor allem der bereits abgfth behandelten Kom-
position linearer Abbildungen entsprechen.

Matrizenaddition und Skalarmultiplikation
Seien zunachdt, V7, Vs, ... beliebige reelle Vektorraume.
3.6.1 Definition
Die Summeder Abbildungent’ : Vi, — Vo undG : Vi — Va wird durch
F+G: Vi — Vs, (F 4+ G)(z) .= F(z) + G(x)
erklart. Fur eine reelle Zaklist
c-F:V — Vs, (c-F)(z):=c-F(x)
dasskalare Vielfacheder AbbildungF (Skalarmultiplikation) .
Bezuglich dieseAddition von Abbildungerhat man einfNullelement
O: V1 — Vs, O(z) := Oy,
und zu jeder Abbildung” : V; — V; ein negatives Element
—F: Vi = Vs, (—F)(x) := —F(x).
Aus den Vektorraumeigenschaften vk — der Definitionsbereicly; hatte bis hier
auch lediglich eine beliebige Menge sein kdnnen — folgt ittetbar:

3.6.2 Satz

Mit dieser Addition und Skalarmultiplikation it : F ist eine Abbildung/; — V5}
ein reeller Viektorraum.

Im Folgenden spezialisieren wir uns ditfeare AbbildungenF, G : V1 — V5.

Zunachst halten wir fest, daf? Addition und Skalarmulkiplion die Linearitat von
Abbildungen erhalten:

3.6.3 Satz

SeienF, G : Vi — V4 lineare Abbildungen und € R. Dann sindF + G : V; — V,
undc - F : Vi — V; ebenfalls linear. Insbesondere {&f : F ist eine lineare
Abbildung V, — V,} ein Untervektorraum des Vektorraums aller Abbildungen
Vi — Va.
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Beweis
Fur allea € R undz,y € Vi qilt:

(F+@)(z+y) EF@+y)+Ga+y) =F@)+ Fy) + G) + Gy)
E(F+G)() + (F+G)(y);
(F + G) (ax) d:efF(ax) + G(ax) = aF(x) + aG(z) = a(F(z) + G(z))
©a(F + G)(x);
(c' F)(z+y) € cFn+y) = c(F(x) + F(y)) = c F(z) + c F(y)
L (e F)(@) + (¢ F)(y);
(¢ F)(az) d:ech(ax) =c(a(F(z))=a(c(F(z)) = a(c - F)(z).

Indem wir nun zusatzlich; = R™ und V5, = R"™ annehmen, kdnnen wir entspre-
chende Matrizen einfihren.

3.6.4 Definition

Es seienA, B € R™*"™ Matrizen undF, G : R™ — R™ die zugehorigen linearen
Abbildungen. Ferner sei eine reelle Zaht R gegeben. Dann ist deummeA + B
die zur linearen Abbildung” + G und dasskalare Vielfachec - A die zur linearen
Abbildungc - F' gehorigem x n-Matrix.

Diese Matrixaddition und Skalarmultiplikationlassen sich auch durch eine einfache
Rechenvorschrift beschreiben:

3.6.5 Satz
FirA = (aij)izl ,,,,, m, B = (bij)¢:1 ,,,,, m,c € R gilt:
Jj=1,..., n Jj=1,..., n
a1 +bi1 ... aip +biy
A+B: :(alj—{—bw)z:ll ,,,,, m o,
j=1,..., n
Am1 +bm1 .. Qmn + b
C- a1 e C: Qln
c-A:= = (C . aij)izl,m,m .
Jj=1,...,n
C Qml ... C-Qmn
Beweis

Fur allez € R gilt:

=

F+Q) @) L F@)+G@)=Aci+Boi
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n
= [ > aiz;
j=1

n

= Z (aij + bl'j) x; = (aij + bij)¢;1 ,,,,, m O T;
=1 -

n
+ | 2 b
j=1

i=1,....,m i=1,....m

i=1,....,m

(c-F)YZ)=c- F(Z)=c-(AoZ)=c- Zaijmj

j=1 i=1,....m
n
= Z (c-aij) z; =(c- aij)z;:ill,m,rrn oZ.
j=1 i=1,...,.m o
Die Behauptung folgt nun aus S&iz_313.4. O

Der Zusammenhang vaA + B und F' + G schlagt sich in denbistributivgesetz

(A+B)oi=(F+G) (@) T F(@)+G @) =Aoi+Boi

nieder, wahrend das schon friilher bewiesene Gesetz
Ao(Z+y)=AoZd+ Aoy
die Linearitat (genauer die Additivitat) der Abbildudgwiderspiegelt.
Ganz analog wie bei den Abbildungen hat man éih#matrix
0O ... 0
o=0"™""=|": :
0 ... 0
und zu jeder Matrixd = A™" einenegative Matrix

—ail . —Q1p
—A .= = (—az‘j)i_:l,m,m ,
—aml -+ —CGmn '
und es gilt in vollkommener Analogie zu dem obigen $aiz 8.6.3
3.6.6 Satz

Mit der Matrixaddition und Skalarmultiplikation istA : A ist m x n-Matrix} ein
reeller Vektorraum.

Matrizenmultiplikation
Gemal Satz'3.2.8 ist die Zusammensetzung linearer Alsigiiluebenfalls linear.
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3.6.7 Definition

Es seiA einem x n-Matrix und B einel x m-Matrix. Weiter seierF’ : R™ — R™

undG : R™ — R! die zugehérigen linearen Abbildungen. Die n-Matrix C gehére
zur Zusammensetzung o F : R" — R¢. DasMatrixprodukt von A und B wird

durchB o A := C erkléart.

Haufig verwendet man auch den gewohnlichen MultiplikedjsunktC = A - B oder
lalkt diesen ganz weg@! = A B. Man bemerke, dal3 nur Matrizen geeigneten Formats
multipliziert werden kdnnen:
(¢ x m) o (m xn).
——

Auch hier lassen sich die Komponenten der Produktmatrehteaus den Komponen-
ten vonA und B berechnen.

3.6.8 Satz
Es seierA = (a;j)i=1...m. € R™*", B = (by;)
j=1

,,,,, n

10 ERX™yndC = Bo A =

,,,,,

k=
= =1
(ckj) k=1.... € R*™ die Produktmatrix. Dann gilt:

,,,,,

j=1,...,n

m
= briag; k=104 j=1..,n
i=1

Beweis

Mit F' und G werden wie in der Definition die zud und B gehorigen linearen
Abbildungen bezeichnet. Wir erinnern wieder an $aiz B.3.4.

Fur jeden Vektorr € R™ gilt:

Y1

R Y2 - - =

g=| . | =F(@) =A0%= Zaijxj ,
y;n =1 i=1,..,m

ey
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Dieser Satz zeigt auch, dal} das allgemeine Matrizenpraditdétt mit dem bereits
bekannten Produkt von einer Matrix und einem Spaltenveddeammenhangt und im
Spezialfalln = 1 mit diesem zusammenfallt:

Sinda,...,d, € R™ die Spalten vomM undéi, ..., &, € R’ die Spalten vorC, so
folgt:

6]' =Bo C?j.
Wir stellen einige Gesetze fur die Matrizenmultiplikatisusammen.

Zunachst sei an Beispie[[3.B.6 (c) erinnert, wo wir die zlantitat gehorige (quadra-
tische) Einheitsmatridy eingefiihrt haben. Somit gilt ganz offensichtlich:

3.6.9 Satz
SeiA einem x n-Matrix. Dann gilt

AoE™" = A E™™Mo A= A.

Fur MatrizenA und B wie in der Definition ist das Produkd o B auf Grund ihres
Formats im allgemeinen gar nicht erklart. Nur weha n gilt, kann man aucti o B
bilden. Doch auch in diesem Fall ist die Matrizenmultiptika nicht kommutativ

3.6.10 Beispiel
Far
1 2 1 2
A:<3 4> und B:(O 1)
gilt namlich
(1 2+2\ (1 4
AOB_<3 6+4>_<3 10)’
aber

(146 248\ (7 10
BOA_<3 4)‘(3 4)'
Die Matrizenmultiplikation geniigt aber defissoziativgesetz

3.6.11 Satz
SeiA einem x n-Matrix, B einel x m-Matrix undC' einek x ¢-Matrix. Dann gilt:

(CoB)oA=Co(BoA).
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Beweis
EsseiF : R” — R™ bzw.G : R™ — R’ bzw. H : R — RF* die zuA bzw. B bzw.
C gehorige lineare Abbildung. Gemaf Definiton316.7 geho

HoG Zu CoB, (HoG)oF Zu (CoB)oA,

GoF zu BoA, Ho(GoF) zu Co(BoA).
Die Behauptung folgt nun aus dem Assoziativgesetz fir dimposition von Abbil-
dungen: siehe Safiz 3.1.9. O

Eine besondere Rolle spielen zu Isomorphismen gehorige2da. Da dann Dimen-
sion von Urbildraum und Wertevorrat notwendigerweiseréimstimmen, reicht es, im
Folgenden nur quadratische Matrizen (d. h. Spaltenzabéilenzahl) zu betrachten.

3.6.12 Definition

Zu dem x n-Matrix A existiere eine, x n-Matrix B mit AoB = BoA = E = E™".
Dann heil3tA nichtsingular oder auchiegular. Man nenntB die zuA inverse Matrix
oderUmkehrmatrix und schreibz = A~".

In SatA3T TN hatten wir entsprechend die Existenz von Wnakdildungen charak-
terisiert. Deshalb folgt unmittelbar:
3.6.13 Folgerung

Die n x n-Matrix A ist nichtsingular genau dann, wenn die zugehorige lmear
Abbildung F' : R™ — R™ ein Isomorphismus, d. h. bijektiv ist. In diesem Fall exagti
die inverse MatrixA—!, ist die zuF'—' gehdrige Matrix und ist deshalb auch eindeutig
bestimmt.

Ganz analog folgern wir aus S&fz-3.1.15 fir das Inverse voduktmatrizen:

3.6.14 Folgerung

Die n x n-Matrizen A, B seien nichtsingular. Dann ist auch die Produktmatrix
nichtsingulér, und fir die inverse Matrix gilt:

(Bo A)_1 =A'oB7L.
Auf die Frage nach der Existenz und vor allem auf die Berecbmler inversen Matrix

gehen wir in AbschnitE=3]18 noch einmal ausfuhrlich ein. Aasér Stelle sollen die
folgenden Beispiele genugen:

3.6.15 Beispiele
(@) Es soll untersucht werden, ob diex 2-Matrix

=06 0)
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regular (d.h. nichtsingular) ist. Auf Grund von FolgeguB. 4% reicht es zu
zeigen, daf3 die zugehorige lineare Abbildung injektividszu prifen wir mittels
des GauRschen Algorithmus’, ob das lineare Gleichungssysto # = 0 nur

die triviale LosungZ = 0 € R? besitzt. Wir gehen dabei gemaR dem Beweis von
Sat43.371 vor.

[1] 2 1 2 1 2 10
(34_’0_’0_’01'
Also gilt:

(remaermap frem (g 1) () -0}
:{EGRQ:ﬂﬁ:O,xQ:O}:{(—)’}.

Somit istA regular, undA—! existiert. Um die inverse Matrix zu bestimmen, ist
alsoB = (51, 52) = A~! derart gesucht, daR insbesondere gilt:

AoB=E=E*>? &  Aob =& undAdob, =a.
Wir [6sen beide Gleichungssysteme mit Hilfe des GauBséH@orithmus’.

.2 1 2
(5 20)=(ozl=) - Gl )
10— Ib—_2-

—>01% ,a.SOl—%,
[1] 2|0 1 210 1 2]0
(341_>01_’0—%

1011 alsob. 1
— =
01|-3)° 2 -1

N =

Mit
gilt neben

(=243 1-1\ _ (1 0\ _
AOB_<—6+6 3—2)‘(0 1>_E

bemerkenswerterweise auch

Bod— <2+3 —4+4> ( (1)>:E7
2

folglichist A~! = B
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Die vorab geklarte Existenz vaA~! ist der Grund dafiir, daR die Gultigkeit von
Ao B = E schon die Gultigkeit voiB o A = E impliziert.

(b) Ebenso wollen wir untersuchen, ob

A=

~ =~ =
co Ot N
O O W

regular ist. Die Lbsungsmeng{afi ceR3:Aoi = 6}, d. h. der Kern der zu-
gehdrigen linearen Abbildung, wird durch elementare Unmifangen bestimmt.

(1] 2 3 1 2 3

4 5 6| —1(0 [3 -6

7 89 0 —6 -12
1 2 3 10 -1
—(o [1] 2 J—=l0o 1 2
0 —6 —12 00 0

Gemal Abschniti—3l5 Wir({f ceR3: 407 = 6} von (1, —2, 1) erzeugt, ist
also ein eindimensionaler Untervektorraum \RA. Die zugehorige Abbildung

ist nicht injektiv und inshesondere nicht bijektiv, die MatA ist daher nicht
nichtsingular, man nenmt dannsingular.

FUr quadratische Matrized kann man auch Potenzen definieren. pie N setzt
man
AP :=Ao...0A.
S——_——

p-mal
Dabei tritt eine weitere Besonderheit des Matrixprodukti$. &am Gegensatz zur

Multiplikation reeller Zahlen gibt edullteiler; ein Produkt kann die Null ergeben,
obwohl beide Faktoren von Null verschieden sind:

3.6.16 Beispiel
oo (0 1\ .. oo (01 0 1Y\ _ oo :
FurA = (0 0> gilt A= = (0 0> o (0 0> = O%*; man erhalt die Nullmatrix.

3.6.17 Definition

Man nennt einer x n-Matrix A nilpotent, wenn eine Zahp € N mit AP = O™"
existiert.
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Skalarmultiplikation, Matrizenaddition und -multiplika tion

3.6.18 Satz (Distributivgesetze)

Es seiemm x £-MatrizenA:, As undf x n-MatrizenB1, B, gegeben. Dann gilt:
(@ (A1 + A3)oB; =Aj0DB;+ Ayo By,

(b) Aio(By1+ By)=A10B1+ AjoBs.

Beweis
SeienFi, F : RY — R™ und G1,G2 : R* — RY die zu A;, A» und By, By
gehorigen linearen Abbildungen. Zum Nachweis von (a) esslen wir nur die
Definitionen von Summe und Komposition von Abbildungent &lie © € R™ gilt:

((F1 + F2) 0 G1) () = (I1 + F2) (G1 (2))

= I (G1 (%)) + F2 (G1 (%)) = (F1 0 G1) (Z) + (F2 0 G1) (2)

= (FloGl—i-FgoGl)(f).
Zum Nachweis von (b) verwenden wir dagegen zusatzlich tiedritat der Abbildung
Fy. Fur allez € R™ gilt:

(F10(G1+G2)) (Z) = F1 ((G1 + G2) (%)) = F1 (G1 (Z) + G2 (7))

= I (G1(2)) + F1 (G2 (2)) = (F1 0 G1) (Z) + (F1 0 G2) ()

= (FloGl—i-FloGg)(f).

3.6.19 Satz
SeiA einem x £-Matrix und B einel x n-Matrix. Dann gilt fir alle reellen Zahlett

c-(AoB)=(c-A)oB=Ao(c-B).

Beweis

SeienF : RY — R™ undG : R™ — R’ die zugehorigen linearen Abbildungen. Im
Folgenden verwenden wir die Linearitat der AbbilduRigFir alleZ € R™ gilt:

(c- (FoG))() ¢ (FoG)(¥) =c-F(G(T))
= (c- F)(G (7)) = ((c- F) o G) ()
—F(C G (7)) = F((c-G) (7)) = (Fo(c-G))(T).
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Koordinatenwechsel

Wir erinnern an dieUberlegungen am Ende von Abschrff]3.2: Es seignVs
endlichdimensionale Vektorrauméim V7 = n, dim V5 = m, undH : V; — V5 eine
lineare Abbildung. Durch Auswahl von Basén, ..., z,} von Vi und{yi,...,ym}
von V5 konnte die Abbildungd in den Koordinaterkonstruiert werden.

EsseierG; : R" — Vi undGsy : R™ — Vi die durchGy(€;) = x; bzw. G2 () = vk
definierten Isomorphismen (Karten), dann erhalten wir mit

F:R"—=R", F:=G,'oHoG

die Abbildung H in den Koordinaten. Die dieser Abbildung zugehorigem x n-
Matrix werde mitA bezeichnet.

H
Vl »>- V2
G Gy!
R" > R™
F = H in den Koordinaten g
Genauso gut hatte man andere Bagen ..., 2, } von Vy und{gi,...,%m} von Vs

wahlen kénnen, hatte entsprechend dufshié;) = i; bzw. Go(é,) = i andere
Karten (Isomorphismeng; : R* — V; undGs : R™ — V und mit

F:R"— R™, F:zégloHOGl

die AbbildungH bezuglich dieser Koordinaten erhalten. Es bezeichmie zu dieser
Abbildung F' gehorigem x n-Matrix.

H

Vl »>- V2
\Gl Gz /
~ F ~

(eh R™ > R™ Gt
e RN

R > R™
= >

Koordinatenwechsel
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Offensichtlich besteht zwischefi und F' der Zusammenhang:
F:G;OHOCH :GgloGQOGQIOHOGlonloél
= (Gz_loGg) oFo (Gfloél).
Wir wollen nun herausfinden, ob die Kenntnis eines Zusamiaags zwischen den
Basen{xi,...,z,} und {Z4,...,%,} auf einfache Weise die Berechnung der zur

Koordinatenwechsel-Abbildung (Koordinatentransforiomg)t Gfl o G1 gehorigen
n X n-Matrix gestattet.

Dazu gehen wir davon aus, daf die Darstellung ,d#ch”-Basisvektoren in den
,ungedachten" Basisvektoren gegeben sei:

n
-@j:szjwi, j:1,...,n7
=1
und entsprechend
m
@ZZchgyk, L=1,....,m.
k=1

Die moglicherweise im Vergleich zur Matrizenmultiplikatt zunachst verwirrend wir-
kende Wahl deffransformationsmatrize® = (bi;); ;_, ., UndC = (cke)y o1 m
ist dadurch begriindet, dal? man die Komponenterydes, Dach*-vektors beziglich
seiner Darstellung in delungedachten* Basis in dgften Spaltefindet.

Fur einen beliebigen Vektar € V; seien

b1 b1
D | =G (@) bzw. | ¢ | =G ()
Pn Pn
die Koordinaten bezuglicHx1,...,z,} bzw. {z1,...,2,}. Es ist also einerseits

xz =Y | piz; und andererseits
n n n n n
o= Ynits= 3o (Son ) = 30 (S |
Jj=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
Da die Darstellung des Vektorsin der Basis{z1, . .., x,} eindeutig ist, erhalten wir

n
(m) = (szjﬁ» =Bo (m) :
i=1,....,n j=1 i=1,....,n i=1,...,n

goooy =1,...,

Wegen
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folgt also, dalRB die zum Koordinatenwechséll‘1 o G4 gehorige Matrix ist.

Entsprechend gehort die Matri€' zum IsomorphismusG; ! o Go. Auf Grund
von Folgerund—3.6.13 existied ! und gehort zum inversen Koordinatenwechsel

(G;l o G‘z)fl — Gyl (G =Gyt o G

Damit erhalten wir als Ergebnis fiir die Zuund ' gehérigen Matrizen:
A=CloAoB

und durch Multiplikation von links mi€ und von rechts miB—!:

A=CoAoB 1

Fur die Frage nach ddBerechnungvon inversen Matrizen verweisen wir nochmals
auf Abschnit{33B.

In Kapitel[d werden wir fir den Fal; = V5 eingehend die Frage studieren, ob man
bei gegebener Matrid eine Transformationsmatri® = C' und damit eine geeignete
neue Basis finden kann, so daf3 die Matd>eine moglichst einfache Gestalt, etwa
»Diagonalgestalt* erhalt.

3.7 Ebenen

Wir kniipfen hier an dié&Jberlegungen aus AbschrlffB.4 an, in dem die Bilder lineare
Abbildungen untersucht wurden. DurgWerschiebung® dieser Bildraume in einen
vorgegebenen Punkt gelangen wir zum allgemeinen BegrifEdbene

Wie schon teilweise in Kapitéll 2 unterscheiden wir hier hipischen Punkten und
Vektoren. Wir wollen uns auch nicht wie dort auf eindimensile Geraden und zwei-
dimensionale Ebenen im dreidimensionalen Ravtmeschranken, sondern allgemein
die,,Geometrie“s-dimensionaler Ebenen iR™ studieren. Diese allgemeinen Ebenen
sind der einfachste Spezialfall von (im allgemeinggekrimmten®) Untermannig-
faltigkeiten desR™, die in der Regel im dritten Teil des Analysis-Kurses beledind
werden.

Parameterdarstellung

3.7.1 Definition

Es sei
aill a9 . A1g
asy as9 . a92s
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einem x s-Matrix mit s < m und maximalem Rang; d. Rang (A) = s. Ferner sei
¢ € R™ gegeben. Dann heif3t

M:={FfecR™: =7+ Aot fireini ¢ R*}
s-dimensionale Ebenelurchc.
Einenulldimensionale Ebeneist eine einelementige Mendé} mitc € R™.

Die BedingungRang (A) = s stellt sicher, daf’ die Spalten vohlinear unabhangig
sind, sie erzeugen also eingmdimensionalen Untervektorraum. Die in der Definition
gewahlte Darstellung heilRarameterdarstellunger Ebene. Ebenen sind also Bilder
eines Vektorraums unter einer affin linearen Abbildungeaeiffin lineare Abbildung
ist die Summe aus einer linearen Abbildung und einem kotestaviektor.

Wir wollen im Folgenden der Frage nachgehen, ob Ebenen auichraere Weise
dargestellt werden kdnnen.

Ebenen als Losungsmengen linearer Gleichungssysteme

SeiM eines-dimensionale Eben@ (< s < m) in R™ durchéwie in Definition[3.7.1..
Da Spaltenumformungen die Bildmenge der4&gehorigen Abbildung nicht andern,
kdnnen wir nach geeigneter Umnumerierung der Komponemtené,© € R™
(entspricht Zeilenvertauschungen vdi) annehmen, dad die folgende Gestalt hat
(siehe Abschniff=314):

éggﬁé123 s
1 1 0 0 0
2 [0 1 0 0
3 0 0 1 0
A_sooo
s+1 ko ok ok

Dann ist die Gultigkeit der Darstellungj= ¢+ A o ¢ fir eint € R* und damit? € M



3.7 Ebenen 91

aquivalent zu

r1—C =1
To — Co =19
Tg — Cg =g

fureint € R®
Ts+1 — Cs41 = aerl,ltl + ...+ as+1,sts ’
Tst2 — Cs42 = Gsp2,1t1 + ... + asq25ts

Ty — Cmy = am,1t1 + ...+ amsts

Top1 — Copl = Asp1,1(T1 —€1) + ...+ Gsp1,5(Ts — Cs)

Lot — Coq2 = Asp21(T1 — €1) + ...+ Gsq2.5(Ts — Cs)
<~ . .

T —Cm = am1(x1 —c1) + ...+ ams(zs — C5).
Setzt man nun )
d; = —CZ‘—|—ZCLZ‘J'C]' furi=s+1,...,m,
j=1
so werden die Punkte der Ebenel/ genau durch das Gleichungssystem

ds41 = Q41,171 + ...+ As41,6Ts — Ts41
ds12 = Q542171 + ... + U542 5Ts — Ts42

Ay = Qm1T1+ ...+ Ay sTs — Ty

beschrieben. Die-dimensionale Eben&/ ist also Losungsmenge eines inhomogenen
linearen Gleichungssystems aus ( s) Gleichungen inm Veranderlichen. Die
Koeffizientenmatrix lautet

Gs+11 --- Qs41;s -1 0 e 0
Gs421 .. Q5425 0 -1 ... 0
Am1 .-  Qmg 0 o ... -1

und hat den gro3tmoglichen Rang— s.

An dieser Stelle ordnen sich nun auch nulldimensionale &b&f} ohne weiteres ein;
sie sind genau die eindeutig bestimmten Losungen deslGlejssystems

—E™Mo ¥ = —¢.

Zusammenfassend gilt:
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3.7.2 Satz

SeiM C R™ eines-dimensionale Ebens, < m. Dann gibt es einém — s) x m-
Matrix B mit Rang (B) = m — s und einen Vektorl € R™ ¢, so daBM =

{f ER™:BoZf=d gilt. Die EbeneM ist also die Lésungsmenge eines linearen

Gleichungssystems aus — s Gleichungen inn Veranderlichen, dessen Koeffizien-
tenmatrix maximalen Rang hat.

Ist M c R™ einem-dimensionale Ebene, so gMf = R™.

3.7.3 Beispiele
(@ Im Falls = 1 sprechen wir vonGeraden vgl. auch AbschnitCZ]3. Es ist
ay
a
A=| 2] ==d£0undM ={F € R" : ¥ = &+¢-4d fur ein

am
t € R}. Geraden werden bei geeigneter Numerierung der Variahlechddie
m — 1 Gleichungen
dy = asxry — T2
d3 == C~L3I1 — X3

Ay = QmT1 — Ty

beschrieben. Ist zusatzlieh = 2, so erhalt man die vertraute Darstellung von
Geraden ifR?:

To =br1+d mit geeigneten Zahlenb, d € R.

(b) Ebenen der Dimensiamn — 1 heiRen auctHyperebenenSie werden durch eine
Gleichung beschrieben:

d=bix1+ ... +bp1Tm—1 — T

Es soll nun umgekehrt untersucht werden, ob durch inhoma@eichungssysteme
ausm — r Gleichungen inm Veranderlichen stets einedimensionale Ebene gegeben
wird.

Wir betrachten das Gleichungssystého & = d mit der (m — ) x m-Matrix B # O

undd € R™" und untersuchen mit Hilfe der in AbschiffB.5 bereitgétstel Theorie
die Losungsmenge

L::{fGIRm: Bofzci}.
Diese Losungsmenge ist leer genau dann, wemng (B) < Rang <B,J) ist, wenn

also d nicht im Bild der zuB gehorigen linearen Abbildun®&™ — R™ " liegt.
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Die leere Menge fassen wir nicht als Ebene auf. Diese Mbigdiit lalt sich gemanr
Folgerund—=3.513 jedoch ausschlieen, indem iRang (B) = m — r voraussetzt:

Hat B maximalen Rang, so ist die Losungsmenge stets nichtlegri).

Fur das Folgende setzen wir # () voraus. Dann existiert ei@ € R™ mit
B o &= d, und die Bestimmung voi reduziert sich auf das Losen eines homogenen
Gleichungssystems:

L:{feIRm: f:6+gmitBog:6}.

Es seiRang (B) =: m — s < m — r. Zunachst sei fernes # 0, auf den Fall

s = 0 gehen wir unten kurz ein. Durch elementare Zeilenumforreangnd geeigntete
Numerierung der Komponenten vghz, ¢ (entspricht Spaltenvertauschungen \vn
gelangt man fiir die Lésungen vd®o i = 0 zu folgendem Gleichungssystem (siehe
Satz[337N, hier stehen die Nullzeilen oben und die Eishmtrix rechts in der
Matrix, der Rangn — s von B ersetzt dort die Zahi):

Ys+1 = —bs+1,1y1 - ... strl,sys
Ys+2 = —bs+2,1y1 — ... bs+2,sys

T | (+
Ym = —bm,lyl e bm,sys-

Die Gesamtheit der Losungen dieses Gleichungssystendt entan, indem man
den Parametervektdr € R® einfilhrt und damit den ganzeR® durchlauft,y; =
t1,...,ys = ts Setzt undys41, - . ., ym, aUSs dem Gleichungssystef®) bestimmt. Mit
derm x s-Matrix:

1 0 0

0 1 0

A= 0 0 - 1
—bsy11 —bst12 ... —bsyis
—bm 1 —bma2 ... —bpys

ist also L = {#=c+ Aot: t€R*}. Die Matrix A hat schlieBlichs linear
unabhangige Spalten, es ist aRang (A) = s. Somit ist L eine s-dimensionale
Ebene, dabei ist = m — Rang (B) > r.

Nulldimensionale Ebenen erhalt man im Fal= 0 und Rang (B) = m — s = m,

d. h. als Losungsmenge eines quadratischen GleichungBsy® o 7 = d mit der
regularenKoeffizientenmatrixB = B"™™. Den ganzen Raum, d.R.= m, erhalt
man mittels der Nullmatrix3 = © undd = 0, bzw. indem man keine Gleichungen an
Z verlangt. 0
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Ist der Rang vonB maximal, so lassen sich unsere Ergebnisse wie folgt zusamme
fassen:

3.7.4 Satz

SeiB eine(m — s) x m-Matrix mit Rang (B) = m — s. Dann ist die Lésungsmenge
L= {:E €ER™:BoF= J} fiir jedesd € R™~* nichtleer und beschreibt eine
dimensionale Ebene.

Ebenen lassen sich also gleichwertig mit Hilfe von Parardatstellungen und als
Losungsmengen linearer Gleichungssysteme beschreiben.

3.7.5 Beispiele

(@) Wir betrachten das Gleichungssystem

r1+ 20 =1 N - 1 2 7 1
o1+ @y = 2, d.h.BogC—alml'[B—<1 1) undd_<2>.
Zur Bestimmung der Losungsmenge formen wir die erweit&xeffizienten-

matrix <B,cf) gemalR AbschnitEZ3l5 um, hier allerdings mit dem Ziel, den
Einheitsblock rechts unten in der Matrix zu erhalten:

(rl) = (F13) = (R1) = (o 1))

Dieses Gleichungssystem hat die eindeutig bestimmtenggu= (x1,z2) =
(3, —1) und beschreibt einen PunktR?; es istRang (B) = 2.

(b) Seinun
1 2 0 -1 3
B=|2 -1 0 1 |undd=|[1
4 3 0 -1 7

Mit den Bezeichnungen von E193 haben wir atsa= 4, »r = 1. Wir betrachten
wieder die erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten@uoifind von

1 2 0 —-113 1 2 0 -1| 3
2 -10 1|1 - 2 =10 1|1

4 3 0 [1]|7 —4 -3 0 [1]]|-7

3 -1 0 0|4 -3 -1 0 0|4
—| 6 [2000|8 |—=| 3 [1] 0 0] 4
—4 =30 1|-7 —4 =30 1|-7
00000
—~|3100/4],
500 1[5
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daBRang (B) = 2 = m — 2 ist und daR das Gleichungssystesno & = d
aquivalent zu

$2:4—3$1,
:C4=5—5$1

ist. Indem mane, = t1, x3 = ty setzt, erhalt man alle Losungen durch

T t1 0 1 0
. ) . 4 — 3t1 . 4 -3 0 t1
r= T3 o tg B 0 T 0 1 © (tg) )
Ty 5 — 5t1 5 -5 0

=

Also ist {f :Boil= d} eine zweidimensionale Ebenelit.

Lineare Ausdehnung von Ebenen

Im folgenden Satz wird gezeigt, daf? jede (allgemeine) Eloeeie Ebene vorgege-
bener hdherer Dimension eingebettet werden kann.

3.7.6 Satz

Es seiM C R™ eines-dimensionale Eben® < s < m). Weiter sei eine natlirliche
Zahlr mit s < r < m gegeben. Dann gibt es einedimensionale Eben& C R™
mit M C N. Gilt weiters < r < m, So istN nicht eindeutig bestimmt.

Beweis

Istr = s, so setzen wilv = M, wahrend im Falle = m notwendigerweisév = R™
gilt. Wir kdnnen uns also auf den Fall< » < m beschranken.

Wir zeigen zunachst die Existenz einer derartigen El€éne

Die gegebene Ebenk wird definitionsgemall mit Hilfe einef, x s-Matrix A mit

Rang (A) = s und eines,Aufpunktes‘ ¢ € R™ beschrieben:
M:{:E’:5—|—A02?: fGRS}.

Wie im Anschluf an Definitioh=3.4.1 konnen wir nach Umnuraemg der Kompo-
nenten vore, ¥ € R™ annehmen, da die folgende Gestalt hat:

E55
A= </~1m—s,s> .

Zur Konstruktion der Ebené/ erganzen wir dien x s-Matrix A in der folgenden
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Weise zu einefn x r-Matrix B:
E858 | O3S

B — Er—sr—s
Amfs,s

Bm—r,r—s

die Teilmatrix B kann dabei beliebig gewahlt werden. Die Betrachtung dstear
Zeilen liefertRang (B) = r, also ist

N:={Z=¢+Bo7: 7TeR"}
einer-dimensionale Ebene iR™.

Wir zeigen noch, dafl? diese Ebene auch tatsactlichmfalit: Seir € M, dann gibt
eseint € R* mit# = ¢4+ Aot. FUr7¥ = (t1,...,t,,0,...,0)! (transponiert man eine
1 x r-Matrix, d. h. eine Zeile, so erhalt man einex 1-Matrix, d. h. eine Spalte) gilt:

BO?:tl-gl—i-...—l—ts-gS:Aoa

wobeil;j die j-te Spalte vonB bezeichnet. Also ist € N.

Wir zeigen nun, daf3 fis < r < m die soeben konstruierte Ebenenicht eindeutig
bestimmt ist:

Die (m — r) x (r — s)-Teilmatrix B von B tritt tatsachlich auf. Wir betrachten eine
einparametrige Familie derartiger Teilmatrizen

0 ... 0
B(a)= | : © ], acR,
0O ... a

und die entsprechenden Famili&{a) von m x r-Matrizen und von EbenetV (a).
Wir wollen beweisen, dalR verschiedene Werte des Parametaush verschiedene
EbenenN (a) ergeben.

Spaltenumformungen vomB(a) andern N(a) als Bildmenge einer affin-linearen
Abbildung nicht; wir kdbnnen also annehmen, daf3

ET’,T’
7= (V)

gilt. Man bemerke, daf3 die notigen Spaltenumformungertrdies) Spalten rechts in
der Matrix, also insbesondet®(a), nicht andern. Wir konstruieren ein Element aus
N(a), das in keiner weiteren Ebeé(a’) enthalten ist. FU£(a) := ¢+ B(a) o &, €
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N(a) gilt
c; ,fallsj £ r, j #m,
zj(a) =q ¢j+1,fallsj=r,
cj+a, fallsj =m.

Tatsachlich giltZ(a) ¢ N(d'), falls a # o'. Sonst gabe es namlich eih € R”

mit Z(a) = ¢+ B(d’) o 7. Ein Vergleich der beiden Darstellungen v@tu) ergabe
cj+1i=cjfurj=1,...,r —1lundec, + 7. = ¢, + 1, also7 = €,. Man erhielte
Tm(a) = em + a = ¢ + d/, alsoa = o’ und damit einen Widerspruch!

Somit gilt N(a) # N(d') fir a # o’; es gibt also eine ganze Schar von Ebenen mit
der gewiinschten Eigenschaft. O

Dieser Beweis lafit sich in dem Fall veranschaulichen, da&ine (eindimensionale)
Gerade undV eine (zweidimensionale) EbeneR? sind. Wir haben angenommen,
daf der Richtungsvektor varl nicht in derz,-23-Ebene liegt und erganzevf durch
einen zweiten Richtungsvekt@d, 1, )t aus derrs-z3-Ebene zur Ebend’ = N (a).

Ebenen durch gegebene Punkte

In dem der anschaulichen Geometrie gewidmeten Absdhdith@ben wir uns mit
der Existenz von Geraden in der anschaulichen Ebene dumgegebene Punkte
beschaftigt. Wir Ubersetzen diese Frage in die Sprache/eltorraumtheorie und
betrachten deren Verallgemeinerung auf beliebige Dinogiesi.

3.7.7 Satz

Es seien(r + 1) Punktexy,...,Z, € R™ gegeben, dabei sei< m. Dann existiert
einer-dimensionale Ebenk&l durchy, ..., T,.

Beweis

Im Fall » = 0 ist die Losung durctM/ = {Z,} gegeben. Fur das Folgende kdnnen wir
alsor > 0 annehmen.

SeiA := (¥ — @y, T2 — Zo, ..., T, — To) diem x r-Matrix mit den Spalterr; — .
Seis := Rang (A), esists < r. Man erkennt, dal3 die Menge

M = {f:fo—i—Aof: te IRT}
die vorgegebenen Punkte enthalt, indem man nacheinanéd, ¢, . . . , &, betrach-
tet.
Wir zeigen nun:\/ ist eines-dimensionale Ebene.

Beweis dazu: Da/ durch Spaltenumformungen vehnicht geandert wird, kann man
nach Umnumerieren der Komponenten der ElementeRBn(Zeilenvertauschungen
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von A) annehmen, daf die folgende Gestalt hat:

ES:s

A= omr=s | = (B|0).

Am—s,s
Dabei ist B die m x s-Matrix, die aus dens linken Spalten vonA besteht. Es

ist Rang (B) = Rang(A) = s. Firi = (t1,...,t,)" € R’ bezeichne? =
(t1,...,ts)" € R®, esgilt

Aot=(B|O)ot=DBo7
und damitM = {# = Zo + Bo7: 7 € R*}.
Damit haben wir gezeigt, daB/ tatsachlich eines-dimensionale Ebene ist. Im
allgemeinen ist jedoch < r. Nun stellt allerdings Satz_3.7.6 sicher, dal eine

dimensionale Ebend/ C R™ mit M D M existiert. Diese enthalt inshesondere
die vorgegebenen Punkig, ..., 7. O

Der Beweis von Satz_31.6 zeigt, dal unter Umstanden eimeegdchar von Ebenen
das in Satg-3.717 formulierte Problem I6st. Liegen z. Bi Buskte auf einer Geraden,
so lafdt sich der zweite Richtungsvektor der gesuchtend&frenwahlen.

Einer ganz ahnlichen Situation sind wir in Abschiiffl 3.8&égnet: Ein System aus
Vektoren erzeugt einesrdimensionalen Untervektorraum dann und nur dann, wenn
diese Vektoren linear unabhangig sind.

Entsprechend soll ein Begriff eingefuhrt werden, der gesiéistet, dafl eine-
dimensionale Ebene durch Vorgabe von+ 1) geeigneten Punkten eindeutig fest-
gelegt ist.

3.7.8 Definition
Wir sagen, da8s + 1) Punktezy, ..., Zs € R™ (s < m), inallgemeiner Lagesind,

wenn die Vektoren
Zo Ts m+1
<1>,...,<1>€]R

Es sei noch einmal darin erinnert, dafd wir zwischen Punkbehvektoren nicht mehr
unterscheiden.

linear unabhangig sind.

3.7.9 Bemerkung

Der Begriff,,allgemeine Lage* erfahrt seine Berechtigung durch foltgdsberlegung,
dabei seis < m: Mit Hilfe von topologischen und maf3theoretischen Begrifund
Methoden, die in der Regel im dritten Semester besprochetienekann man zeigen,
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daR die Menge allgfs + 1)-tupel von Punkten, die sich in allgemeiner Lage befinden,
den Raum samtlichefs + 1)-tupel von Punktenfast* vollstandig ausfullt. Kdnnte
man wirklich ,zufallig® jeweils (s + 1) Punkte ausR™ auswahlen, so ware die
»Wahrscheinlichkeit’, dal’ diese in allgemeiner Lage simeic 1.

3.7.10 Satz

Die Punktety, ..., #s € R™ (s < m) sind genau dann in allgemeiner Lage, wenn die
Vektorenz, — ¥y, ..., Ts — Zo € R™ linear unabhangig sind.

Beweis

Definitionsgemal sind, ..., #s € R™ genau dann in allgemeiner Lage, wenn die

(m+1) x (s + 1)-Matrix

To ... @

1 ... 1
maximalen Rang, d. h. Rang+ 1 hat. Da elementare Umformungen den Rang nicht
andern, ist das aquivalent zu

To T1—To ... Ts—To\ _
Rang<1 0 ... 0 >_5+1'
(Die erste Spalte wurde von den ubrigen subtrahiert.)
0 &1—Zo ... Ty—1Tp\ _
<:>Rang<1 0 0 =s+ 1.

(Das—z ;-fache der letzten Zeile wurde zguten Zeile addiert.)
& (¥ — Zo), ..., (s — Xy) sind linear unabhangig.

Wir zeigen noch die Giiltigkeit der letztdékquivalenz:

,=": Insbesondere sinz< 1 6900) e, <x3 6 x0> linear unabhangig. Wegen
ia, Tj—To\ _ [ 25=1a(F; — To)
2%\ "o 0
7=1
(a; € R beliebig) sind(Z; — Zo), . .., (s — Zp) linear unabhangig.
<" Seienag,...,as € R mit
- 0 > T — i S a(& — i)
q 0(1)+Z( ; ) ( é |
]:

Die Betrachtung der letzten Komponente liefest = 0, aus der linearen Un-
abhangigkeit voriz; — o), ..., (¥s — @) folgta; = ... = a5 = 0. O
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Man hatte auch Safz_3.7]10 zur Definition erheben kdnnémh2r gewahlte Defi-

nition hat aber den Vorteil, dal3 im Gegensatz dazu die Faenumg inZg, . .., s
symmetrisch ist; kein Vektor ist ausgezeichnet.

3.7.11 Satz

Fiirs < m seien(s + 1) Punktezy, ...,z € R™ in allgemeiner Lage gegeben. Dann

existiertgenau eing-dimensionale Ebene M durch diese Punkte.

Die EbeneM ist dabei in dem folgenden Sinne minimal: Jede Ebkhe- R™, die
Zo, . .., Ts enthalt, umfaldt auch die Ebené: M > M.

Insbesondere konnen sich in einedimensionalen Ebene jeweils hochstensg 1
Punkte in allgemeiner Lage befinden. Zweidimensionale Ee(Tischplatten)
kdnnen nicht vier Punkte (Tischbeine) in allgemeiner Lagthalten. Zusammen mit
der Bemerkung tber den Hintergrund des Begyiffisgemeine Lage" bestatigt das die
Erfahrung, daf3 Tischgm allgemeinen“ wackeln.

Beweis

Wegen Satg 3717 reicht es fur den Beweis des ersten Teisigen, dafhdchstens
eine derartige Ebene existiert. Dazu nimmt man ein deestlg als gegeben an und
zeigt, dal3V/ eine durchty, ..., Zs bestimmte Gestalt hat.

SeialsQVl = {# =+ Aot: t € R*} eines-dimensionale Ebene duraf, . .., s,
es ist alsdRang (A) = s. Da @ in M enthalten ist, gibt es eify € R* mit 7, =
¢+ Aoty. Fur beliebiges folgt ¢+ Aot = ¢+ Ao (t — 1) + Aoty = T+ Ao (t — ty).
Wir kénnen also ohne Einschrankung annehmen,da® {z = &,+ Aot : £ € R*}
gilt. Wir setzeny; = &, — Zo, (i = 1,...,s)undV =R (41,...,¥s). Dady,..., T

in allgemeiner Lage sind, istim V' = s.

Esgit M ={f e R™: -2y V}.

Beweis dazu: Es set’ : R®* — R™ die zu A gehorige lineare Abbildung, wegen
s = Rang(A) = rg(F) ist im(F) = {Aot: teR*} ein s-dimensionaler
Untervektorraum de®™. WegenZ; € M qilt 3; € im(F'), alsoV C im(F). Da
im(F') und V' dieselbe Dimension haben, folgt (i) = V. Offensichtlich ist aber
M={ZeR™: - €im(F)}.

Wir zeigen noch den Zusatz tiber die Minimalitat der Eb&fie

Sei M eine Ebene irR™ mit Zy,...,Z, € M. Wie vorher zeigt man, da :=
{f— To: X € M} ein Untervektorraum voiR™ ist. Gemalfd Voraussetzung enthalt
V die Vektoreny;, = @; — &y, i =1, ..., s. DamitistV > V und M > M. O
3.7.12 Beispiel

Wir wollen prifen, ob die Punkt&, = (1,0,2), #; = (0,-3,2), @2 = (—1,1,0) €
R? in allgemeiner Lage sind. GemaR Definitibn_317.8 bestimmvanden Rang der
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folgenden Matrix:

0 -1 1 0 -1 10 -1
0o -3 1 . 0 -3 1 . 0o o0 7
Rang 9 9 0 = Rang 0 2 9 = Rang 00
1 1 1 0 2 01 2
1 0 -1 1 0 O 1 0 0
00 7 0 0 O 01 0
= Rang 0 0 = Rang 00 1|~ Rang 00 1|~ 3.
01 2 0 1 0 0 0 O

Diese Matrix hat den gro3tmoglichen Rang, namlichDamit sindzy, #1, Z2 in
allgemeiner Lage, und es gibt genau eine (zweidimensiprighene durch diese
Punkte.

Schnitt zweier Ebenen

Fur die als nicht leer angenommene Schnittebene zweigeatiner) Ebenen wird
sich herausstellen, daf? deren Dimension auch von der Diamedss umgebenden
Raumes abhangt: Zwei sich schneidende zweidimensionadémedd haben irR?
mindestens eine Gerade, Rt jedoch nur mindestens einen Punkt gemeinsam.

Deshalb fihren wir mit der Codimension eine Maf3zahl dafiiv, wieviele freie
Richtungen aufRerhalb einer Ebene im einbettenden Rautieexis
3.7.13 Definition

Fiir eines-dimensionale Ebenkl C R™ heifStcodimM := m — s dieCodimension
von M .

3.7.14 Satz
Ist fir EbenenVl; und M, in R™ der Durchschnitt nicht leer, dann schneiden sie sich
in einer Ebenél := My N Ms, deren Codimension der Abschatzung
codimM < codimM; + codimM,
geniigt.

Beweis

Bei der Untersuchung von Schnittgebilden von Ebenen istadeliegend, deren
Beschreibung als Loésungsmengen von Gleichungssysteogganraezulegen. Es sei-
en sy und s, die Dimensionen vonl/; und M,. Wir kbnnen ohne Einschrankung
0 < s1,82 < m annehmen. Dann existierefin — s;) x m-Matrizen B; mit

Rang (B;) = m — s; und Vektorend; € R, so daR gilt:

Mi:{feRm: Biof:cfi}, i=1,2.
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Wir fuhren die(m — s; +m — s2) x m-Matrix

B = B und den Vektor d = % c R2m—s1—s2
By dy

ein, es sein — s der Rang vorB. Wegenz € M, N My < (Z € My und@ € M) <
(B o & =dy und By o ¥ = dy) und wegen

Bl - Bl Of 2m—s1—S89
(52)ee= (222)

=

M:{fe]Rm: Bof:d}

gilt:

Da voraussetzungsgemdd =# 0 ist, ist folglich M eine s-dimensionale Ebene.
Die offensichtliche Ungleichung Zeilenrafl§) < ZeilenrangB;) + ZeilenrangB>)
ergibt die Abschatzung fiir die Codimensionen

m—s < (m-—s1)+ (m—s2). O

Dem Beweis entnimmt man auch, dafy N M, # () folgt und da? man deshalb auf
diese Voraussetzung verzichten kann, fallskleng (B) gleich der Zeilenzahl voi3

ist, d. h. fallsRang (B) = (m — s1) 4+ (m — s2). Wir widmen die folgende Definition
dieser Situation, die sich algypisch* herausstellen wird, solange die Gesamtzahl
2m — (s1 + s2) der Gleichungen die Zahh der Veranderlichen nicht Gibersteigt.

3.7.15 Definition
Die s;-dimensionalen Ebeneh!; = {f €cR™: BjoZ = d:} seien mittels der
(m — s;) x m-MatrizenB; gegeben; = 1, 2.

Man sagt, dal3 die Ebenét, undM, in allgemeiner Lagesind, wenn der Rang,— s
der(m — s; +m — sg) x m-Matrix

5= ()
gleich der Zeilenzahl voms ist, d. h., wenn die Gleichung
m — s = codimM; + codimM,
gilt.

Die allgemeine Lage von Ebenen ist nicht mit der vorher defian allgemeinen Lage
von Punkten zu verwechseln.
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3.7.16 Bemerkung
Sind M, M, in allgemeiner Lage, so gilt insbesondgre — s1) + (m — s3) =
codimM; 4 codimMs = m — s < m, also

S1+ 89 > m.

So sind etwa zwei Geraden It® niemals in allgemeiner Lage.

Unsere bisherigetuberlegungen lassen sich unter Verwendung des neuen Begrif
zusammenfassen:
3.7.17 Satz

Genau dann sind die Ebenéi, und M, in allgemeiner Lage, wenn deren Durch-
schnittM := M, N My eine Ebene mitodimM = codimM; + codimAM/; ist.

Das Schnittgebilde von Ebenen in allgemeiner Lage hattgro@liche Codimension
und damit kleinstmdgliche Dimension= s; + so — m.

3.7.18 Bemerkung

Betrachtet man nun Ebenédy, M5 in R™ mit codimM; + codimMs < m, d.h.

m < s1 + s2, dann kann man entsprechend der Bemerkungl3.7.9 mit derolitath
der Analysis zeigen, daf¥ast alle® Paare von Ebenen in allgemeiner Lage sind.
Insbesondere kann man allgemeine Lage bei Ebenen, di¢ salhsin allgemeiner
Lage sind, durch beliebig kleingddrehungen” einer Ebene erreichen. Fir die prazise
Definition und Untersuchung von Drehungen missen wir aefKhpitel[® undd7
verweisen.

3.7.19 Beispiel
Wir betrachten)/; := {(z1,22) € R?: x93 = a; - 21} Mita; € R, = 1,2. Mit den
1 x 2-MatrizenB; = (—a; 1), Rang(B;) =1, gilt

M;={f€R®: BioZ=0€R}.

Also sind die); eindimensionale Ebenen, d.h. GeradeRih Es soll der Durch-
schnitt

M =M, N My = {(561,562) € RQ DX = a1xr] = ale}
untersucht werden.

Sicher ist0 € M, M ist nach SatE3.7.14 eine (allgemeine) Ebene. Zur Bestigmun
der Dimension vonl/ ist die zusammengesetzte Matrix

5=(5)= (" 1)

zu untersuchen. Offensichtlich gibt es zwei verschiedeilkeF
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Falla; # ay: Dann sind die Zeilen vorB linear unabhéangig, es iRang (B) =
2 = 2 — 0. Also ist M eine nulldimensionale Ebene, ein Punkt, und es gilt
codimM =2 = 1+1 = codimM; + codimM,, M, und M, sind in allgemeiner
Lage.

Falla; = as: Dann sind die Zeilen vorB gleich, es istRang (B) = 1. Also ist
M eine Gerade, was man auch direkt aus = M, folgern kann. Wegen
codmM =1 < 1+ 1 = codimM; + codimMsy = 2 sind M; und M5 nicht
in allgemeiner Lage. Allerdings kann man durch eine baljédeine,, Drehung”,
etwa von)/; erreichen, dafé; # as wird und damiti/; und M, in allgemeiner
Lage sind. Diese Bemerkung stimmt mit der Anschauung iinere

3.7.20 Beispiel
Wir betrachtenM; := {(z1,...,22,) € R*™ : 2y = ... = =z, = 0}. Das
Gleichungssystem wird durch diex 2n-Matrix

B1 — B{%Qn _ (En’n, On,n)

beschrieben, es istf; = {fe R?": BioZ = 6}. Da B; genaun linear un-

abhangige Spalten besitzt, iRang (B;) = n = 2n — n, also ist M; eine
n-dimensionale Ebene. Wir betrachten ferner dielimensionale Ebend/l, :=
{fGRQ”: Tpal :...:x2n:0} = {fGRQ”: Bgofzﬁ},wobei

By = BP*™ = (O™, E™") und Rang(B)=n
ist. Far den Durchschnitt gild/ := MiN My, = {# € R : 2, = ... =
Ty = Tpp1 = ... = Top = 0} = {6} M ist ein Punkt, d.h. codim/ = 2n =
codimM; + codim M. Folglich sindM; und M, in allgemeiner Lage.

Durch eine scheinbar kleinénderung erhalten wir eine ganz andere Situation. Statt
M, betrachten wir diei-dimensionale Ebene

M = {feIRQ”: xn:...:xgn,lz()}:{feRQ”: Béof:ﬁ}
mit B, = (O™t Err O™t)undRang (Bj) = n. Eine M’ := My N M} =
{Z€R™: 1 =...= 129, 1 = 0} beschreibend€n — 1) x 2n-Matrix ist
B/ — (E2n—1,2n—1 OQn—l,l)

offensichtlich istRang (B’) = 2n — 1. Also ist M’ eine eindimensionale Ebene, eine
Gerade. Es gilgn — 1 = codimM’ < codimM; + codimMY}, = 2n, My und M}, sind
nicht in allgemeiner Lage, die Dimension des Durchschisttgu grof3.

Wir ,drehen* nunM/ um einen geeigneten, beliebig kleingwinkel‘, um wieder
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allgemeine Lage herzustellen. R 0 sei
Mie = {f ER™: zp1=...=29p_1=0,2, = exgn}
—{7er™: By 07 =0}
mit By, = (O™"~1, E™", —¢é&;)undRang (B5.) = n. Nun folgt wieder aus
Fe M :=MNM,,, daBz; = ...z 1 =0, 22, = 2z, = 0 und damitz = 0
gilt. EsistM] = {6} und M; und Mj . sind in allgemeiner Lage.

3.8 Spezielle lineare Abbildungen

Wir wollen dieses Kapitdll3 beschlieRen, indem wir einigesBiele linearer Abbil-
dungenR”™ — R zusammenstellen, die in zwei und drei Dimensionen samder
anschaulichen Geometrie entstammen. Im ersten Teil didsahnitts stellen wir Pro-
jektionsabbildungen als typische Beispiele fur nichieltive lineare Abbildungen vor.
Im zweiten Teil behandeln wir bijektive lineare Abbildumg@somorphismen) deR”
und stellen zunachst noch einmal die hierzu bislang ¢erigheoretischen Resultate
zusammen. An Beispielen diskutieren wir insbesondere Hiostien (Streckungen
bzw. Stauchungen des Raumes), Dehnungen und Scherungen.

Projektionen

3.8.1 Definition

Es seim < n. Eine lineare Abbildung : R™ — R™ heilStProjektion von R"™ auf
R™, fallsm Indizesl < iy < ... < i, < n existieren, so daf3 fur alté € R™ gilt:

F(Z)=F(z1,...,2n) = (Tiy, - - -, Tiy,)-
Im Spezialfallm = 1 nennt man

P :R" — R, T=(x1,...,2p) — T4
diei-te Projektion vorlR"™ — RR.
Offensichtlich sind Projektionen surjektiv und fiar < n nicht injektiv.

3.8.2 Beispiele

(@ Wir betrachten?; : R? — R, (z1,72) — . Die zugehorige Matrix ist
(1, 0).DurchP; werden anschaulich Parallelen zty-Achse auf einen Punkt
abgebildet.
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2

Y

O 1

Projektion auf diec;-Achse

(b) AuchdurchF : R3 — R2?, (21, 2,23) — (71, 22) werden Geraden auf einen
Punkt,projiziert".

3

Y

)

K o

ProjektionR® — R?

(c) Durch die zweite KoordinatenprojektioR, : R?® — R, (z1,22,73) — 2
werden Ebenen auf Punkte abgebildet.

A
z3

Y

z2

xr1

ProjektionR® — R
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Umkehrbar lineare Abbildungen

Da bijektive lineare Abbildungen nur zwischen Vektorraammderselben Dimension
existieren, betrachten wir im Rest dieses Abschnitts nahdbbildungent’ : R" —
R™. Um die Tatsache hervorzuheben, dalR Urbild- und Wertetfetdereinstimmen,
definieren wir:

3.8.3 Definition

Unter einerumkehrbar linearen oder invertierbaren linearen Abbildung des
R™ verstehen wir eine bijektive lineare Abbildunig : R™ — R", also einen
Isomorphismud” : R™ — R".

Im folgenden Satz stellen wir eine Vielzahl von Kriterierfidtazusammen, ob eine
lineare AbbildungF' : R™ — R™ umkehrbar linear ist. Auch hier wollen wir wieder
Nutzen aus dem Matrizenkalkil ziehen.

3.8.4 Satz

Es seiF : R® — R"™ eine lineare Abbildung und die zugehérigen x n-Matrix.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(a) F istumkehrbar linear.

(b) A ist nichtsingulér.

(c) Esgibt einer x n-Matrix BmitBo A = FE.
(d) Esgibt einer x n-Matrix B mit Ao B = F.
(e) Rang(A)=n.

(f) Alle Spalten vonA sind linear unabhéngig.
(g9) Alle Zeilen vonA sind linear unabhangig.
(h) Die Spalten vorA erzeugemR™.

(i) Die Zeilen vonA erzeugeR™.

() F istinjektiv.

(k) F ist surjektiv.

Beweis

Wir brauchen nur sovieldquivalenzen zu beweisen, daR sich die ilbrigen mit Hilfe
der Transitivitat von,<" ergeben.

(@) < (b)*: DieseAquivalenz haben wir bereits in Folgeruig3.8.13 im Zusamme
hang mit der Definition nichtsingularer Matrizen erlatite

»() < (K)*: Siehe Folgerung-3.415.
»(@)< (j)*: Folgt dann unmittelbar.
(D) = (c)*: Offensichtlich.
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»(¢) = (j)': Sei F (#) = 0. Nach (c) folgt¥ = Eo & = (Bo A)oif = Bo (Ao ) =
Bo(=0.

Wir wissen bereitg(j) < (b)*, und damit haben wig(b) < (c)* und,(c) < (j) “.

»(D) = (d)*: Offensichtlich.

»(d) = (K): Sei iy € R"™ gegeben. MitB gemal (d) setz& := B o y; es folgt
y=FEoj=(AoB)oy=Ao(Boy)= Ao, alsoisty = F ().

Indem wir hier,, (k) < (b) “ verwenden, folgt damit wie ober{b) « (d)* und ,(d)
(k) “.

»(h) & (k)*: Die Spalten vonA erzeugen irF).

Die UbrigenAquivalenzen folgen aus Zeilenrapg) = SpaltenrangA) = Rang (A)
und Sat4-3.3718, wonach ein System augektoren inR", das linear unabangig ist
oderdenR"™ erzeugt, bereits eine Basis ist. O

Es liegt nahe, auf der mit der Matrizenmultiplikation vérseen Menge der nichtsin-
gularen Matrizen eine Gruppenstruktur zu vermuten.

3.8.5 Definition

Die MengeGL(n,R) := {A : A stnichtsinguléare (reelle) x n-Matrix} heildt
allgemeine lineare Gruppevom Rang UiberR. Die Elemente volk: L(n,R) heif3en
auchregulare oderinvertierbare Matrizen.

Die Abkurzung GL erklart sich durch die englische Bezeichnuygeneral linear
group“.
3.8.6 Satz

Beziiglich der Matrizenmultiplikation it L(n, R) eine Gruppe. Fin > 2 ist diese
Gruppe nicht kommutativ.

Beweis

Die Einheitsmatrix ist nichtsingular, also Z.(n, R) # (. In Folgerund-3.6.74 hatten
wir festgestellt, dal? das Produkt nichtsingularer Matriebenfalls nichtsingular ist.
Also istGL(n,R) gegentiber der Matrizenmultiplikation abgeschlossen.

(1) Die Assoziativitat der Matrizenmultiplikation wurdie SatA3.6. 111 gezeigt.

(2) Die EinheitsmatrixZ ist nichtsingular, und fir allel € GL(n,R) gilt Ao E =
A.

(3) Die Existenz jeweils eines (Rechts-)Inversen zu jedatrdd ausG L(n, R) wird
durch die Definitiodl-3.6.32 der nichtsingularen Matrizexsighert.

Zum Nachweis der Nicht-Kommutativitat der Matrizenmpiiation bauen wir auf
Beispiel[3.6.ID auf: Dort hatten wir regulate< 2-Matrizen A, Bmit Ao B # Bo A
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gefunden. Fin > 2 setzen wir
A2,2 ‘ OQ,n—Q

A=

On—2,2 En—Q,n—Q

und entsprechenB. Die so entstehenden Matrizen haben maximalen Ramyl sind
folglich ebenfalls regular. Man erhalt

AoB|O BoA|lO
BoA=
O |FE O |E

AoB=

und damitd o B # B o A. O

Man beachte, dal3 die Summe invertierbarer Matrizen im rmligeennicht invertier-
bar ist.

Um die Invertierbarkeit einer gegebenenx n-Matrix A zu prufen, verwendet man
in der Regel Kriterium (d) aus Saflz_3B.4. Die Existenz eimet n-Matrix B mit
Ao B = E ist gleichbedeutend damit, dal3 die Gleichungssystdmel;j = ¢; fur
j=1,...,neine Lbsungﬁj besitzen. Dabei is?tj die j-te Spalte der gesuchten Matrix
B. Anstatt diese: Gleichungssysteme nacheinander zu behandeln und immeemwie
dieselben Umformungen durchzufilhren, werden diese Rlaigssysteme simultan
betrachtet. Man gelangt so zu der folgenden VarianteGk#3schen Algorithmus’

Man schreibt gleichzeitig alle rechten Seiten in die erar&it Koeffizientenmatrix,
man beginnt also mit det x 2n-Matrix (A, E'). Durch Zeilenumformungergelangt

man zu einer Matri><[1, B).
Ist Rang (A) = n, so lakt sichA = F erreichen, die MatrixA ist invertierbar,
A€ GL(n,R),undesistB = A~ L.

Ist dagegerRang (A) < n, so erhalt man eine MatriA, die mindestens eine Nullzeile
enthalt. In diesem Fall besitzt keine inverse MatrixA ¢ GL(n,R).

3.8.7 Beispiele
(&) Wirwollen untersuchen, ob die Matrix
-1 1 1
A= -3 4 3
-4 6 5

nichtsingular ist und eine inverse Matrix besitzt.
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Wir erhalten durch Zeilenumformungen:

11100 1 -1 =1|-1 00
(A,E)=| =3 43[010 —lo1] o|-310
—4 65001 02 1]|-401

10 -1]-4 1 0 100/-2 11

—~lo1 0|31 0|=[010/-3 10
0012 -21 0012 —21

= (E, B).
Also istRang (A) = 3 und A invertierbar,A € GL(3,R), es gilt

2 -1 1
Al=1-3 1 o0
2 -2 1

Es mag zunachst ilberraschen, daR sowcdlls auchA~! nur ganzzahlige Kom-
ponenten haben. DiesgRatsel* werden wir im Abschnitt Uber die Cramersche
Regel, Beispid[5.517, aufldsen.

(b) Entsprechend wollen wir

1 1 2
A=|-2 3 0
-1 4 2
auf Invertierbarkeit untersuchen:
1] 12100 1 1 2(100
(A,E)=[-230/010| —|o0][54[210
~142(001 0 5 4/101
1121 00 )
~los4/2 10 :<A,B)
000/—-1—-11

Es istRang (A) = Rang (A) = 2 < 3, also besitztd keine inverse Matrix,
A ¢ GL(3,R).
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3.8.8 Beispiel
Wir betrachten dier x n-Matrix
0 O 0 1
0 O 1 0
A = (aij)ij=1,..,n = : :
0 1 0 0
1 0 0 O

mit
- J 1 fallsi+j=n+1,
Y71 0, sonst.

Durch A wird die lineare Abbildung

F:R"—>R" (x1,...,2,) — (zp,...,21)
gegeben. Man berechndto A = FE, entsprechend gilf’ o F' = id. Nach Satf_3.8l4
ist ' umkehrbar linear.

Zur anschaulichen Interpretation sei nun spezie# 2. Es istF'(x;, z2) = (22, 21).
Obwohl der Begriff, Spiegelung an einer beliebigen Achse® und die zugrundetidg
Orthogonalitat erst in Kapitdll 6 streng eingefiihrt werdsei erwahnt, da®' eine
Spiegelung an der Winkelhalbierendgh = {(z1,z2) € R? : 21 = x5} ist.

A
) M

Y

Spiegelung an der Winkelhalbierenden

Zugleich istM die Menge deFixpunkte{Z € R? : F(&) = &} vonF, dennF (&) =
Z ist aquivalent zuz; = xo.

Spezielle umkehrbar lineare Abbildungen

Im Folgenden wollen wir einige Klassen spezieller lined@bbildungen bzw. speziel-
ler Matrizen als Untergruppen vaiL(n, R) betrachten. Dabei ist eine Untergruppe
ganz analog dem Untervektorraum definiert, vgl. DefinifighA.



112 3 Lineare Abbildungen

3.8.9 Definition

Es sei(G, o) eine Gruppe. Eine Teilmengé C G heif3tUntergruppe, falls gilt:
(1) H #0.

(2) Furallex,y € H istauchxoy € H.

(3) Furallexr ¢ Histz~' € H.

Es gilt wieder: Eine Untergrupp# von G ist mit derselben Operation wie aGfeine
Gruppe.

Homothetien

3.8.10 Definition

Eine lineare Abbildung' : R™ — R"™ heilstHomothetie, falls eine reelle Zaht # 0
existiert, so daf3 fir allé € R"™ gilt:

F(Z@)=a-z.
a 0 ... 0
. L. 0O a ... 0O . . .
Wegenl'(¢;) = ac;istA=| . . . . | =a-EdiezuF gehorige Matrix.
0 0 a

3.8.11 Satz
Die Menge aller eine Homothetie beschreibenden n-Matrizen

H:={A: A=a-E™" acR\{0}}
ist eine Untergruppe vo&L(n,R).

Beweis

Wir verwenden die Rechenregeln aus Abschiil 3.6 fur Skaldtiplikation und
Matrizenmultiplikation.

SeiA=a-E € H.Wegen( - E)o(a-E)=(a-E)o(: - E)=(a-1)(EoE)=
E ist A nichtsingular. Damit giltH C GL(n,R) und H enthalt mit jedem Element
auch sein Inverses. Offenbar 8t (), schlie3lich gilt furA = a-E, B=b-F € H:
AoB=(a-E)o(b-E)=(a-b)-(FEoFE)=(ab)-E,alsoAoc B € H. Die Menge
H ist also bezlglich der Gruppenoperatigfi abgeschlossen. O

Wir prazisieren noch die offensichtlich&hnlichkeit der Multiplikation inH und der
Multiplikation reeller Zahlen.

3.8.12 Definition
Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus he@uppenisomorphismus
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3.8.13 Bemerkung

Die Menge der vorf) verschiedenen ZahldR* := R \ {0} ist mit der gewdhnlichen
Multiplikation eine abelsche Gruppe. Duréh : R* — H, a — a - E wird

offensichtlich ein Gruppenisomorphismi®* — H definiert. Daher istH eine
abelsche Untergruppger nichtabelschen Grupp@L(n,R).

3.8.14 Beispiel
Zur Veranschaulichung betrachten wir fir ¢ R* die HomothetieF : R? —
R2, F(%) = af.

Fall 1:a > 0. Die Strahlensatze zeigen, dal3 ein Dreieck durch die IStrgcunter
H in ein ahnliches Dreieck (mit denselben Langenverliggen) Gberfihrt wird.

A0

A’0<a<1)

Streckung/Stauchung A(a>1)

Fall2:a = —1. Die Abbildung F ist eine Spiegelung am Nullpunkt. In Kapifél 6
werden wir sehen, daR (nur) iiR? diese Spiegelung auch als Drehung Lg0°
aufgefal3t werden kann.

N

Spiegelung am Nullpunkt
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Fall3:a < 0. Dannist—a > 0und F(Z) = (-1) - ((—a) - &) = H o G (&) mit
G(Z) = (—a)-Zund H(Z) = (—1) - Z. In diesem Falle ist’ Zusammensetzung
von einer Streckung und einer Spiegelung am Nullpunkt.

e N

A'(-1<a<0)

A(a < —1)
Zusammensetzung einer Spiegelung und einer Streckung

In jedem Fall bleiben die Langenverhaltnisse in Dreieckehalten, Homothetien
sind also speziellédhnlichkeitstransformationen. Zudem sind hier die Seitlem
Bilddreiecke und der Urbilddreiecke parallel.

Dehnungen

3.8.15 Definition
Eine lineare Abbildungt’ : R™ — R"™ hei3t Dehnung falls n reelle Zahlen

ai,...,a, € R* existieren, so daB'(¢;) = a; - €; furi =1,...,n gilt.
aq 0 0
ay ... 0

Zu F gehort also die Matri
0O 0 ... apn
3.8.16 Satz

Die MengeD := {A € R"*" : A beschreibt eine Dehnung dB$'} ist eine Unter-
gruppe voriGL(n, R).

Beweis
Jede Homothetie ist inshesondere eine DehnuiigC D, also ist D nicht leer.
al 0 . 0
. 0 agy ... 0 L. .
Fur A = : _— : € D existiert wegena; # 0, ¢ = 1,...,n,

0O 0 ... ap
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1
a 0 ... 0
o , 0o £ ... 0
stets die inverse Matrbd~' = | = |, esfolgtD C GL(n,R).
0 0 o

AuRerdem beschreibd—! ebenfalls eine Dehnun(af SchlieRlich i3tgegeniuiber der
Matrizenmultiplikation abgeschlossen, denn mit

ag 0 ... O by 0 ... 0
0 a ... O 0 by, ... 0
A= . . . . leD, B=| . | . . €D
o 0 ... a, 0O 0 ... b,
ist auch stets
a1b1 0 0
0 agbg 0
AoB = ) . . ) e D.

0 0 anbn,

3.8.17 Bemerkung

Die Menge der HomothetieH! ist auch eine Untergruppe der Gruppeder Dehnun-
gen.

3.8.18 Beispiel
Dieses Beispiel soll den BegrifDehnung* erlautern. Die Abbildung : R? — R?

werde durch<(2) ?) gegeben, sie fuhrt den Einheitskreis in eine Ellipse .Uber

1

Dehnung
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3.8.19 Beispiel
1

DurchA = 0 _01> wird eine Spiegelung an def;-Achse(x1, z2) — (x1, —x2)

beschrieben.

Scherungen

3.8.20 Definition

Eine lineare Abbildung® : R™ — R™ hei3tScherung falls Zahlenas, ... ,a, € R
existieren, so daf3 fiir die Zu gehérigen x n-Matrix A gilt:

1 a9 an
0
A= Aa?v--van = : En—1n—1

0

Fur das Produkt derartigeSchermatrizen® gilt:

/ /
1 as . an 1 a5 a,
0 0
Aag,...,a" © Aaé,...,agl = : En_l’n_l © . En—l,n—l

0 0
1 ag+dj . an + al,
0

- : En—1ln-1 ’
0

also
Aan---yan ° Aa/QV"'va;L - Aa2+a’2,...,an+aél' (*)

Die Zusammensetzung zweier Scherungen ist also wieder Siherung. Diese
Formel zeigt ferne,, .. 4, © A—q,... —a, = E. Schermatrizen sind also invertierbar,
und die inverse Matrix beschreibt ebenfalls eine Scheruxigo haben wir das
folgende Resultat:

3.8.21 Satz
Die Menge der zu Scherungen de% gehorigen Matrizen

S = {Aa27___7an e R™"™: ag,...,an € ]R}
ist eine Untergruppe vo&L(n,R).
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Auch diese Untergruppe votrL(n,RR) kdnnen wir mit einer bereits bekannten
Gruppe identifizieren:

3.8.22 Satz
Die Abbildungf : R"~! — S, (ag,...,a,) — Aa,...a, iStein Gruppenisomorphis-
mus von(R"~!, +) auf(S, o). Insbesondere i$5, o) abelsch.

Beweis

Die Bijektivitat von f ist offensichtlich. Es ist also nur die Gruppenhomomonphis-
eigenschatft

f((ag,...,an) + (a'z,...,a'n)) = f(ag,...,an) o f(ag,...,a,)
zu zeigen. Diese ist aber gleichbedeutend mit der oben benés Identitatx). O
Sei F : R" — R" eine Scherung und = A,, ., € S die zugehorige Matrix.
FurZ € R" qilt Ao @ = (z1 + agza + -+ + apxy, z2,...,x,). Die Abbildung
F 1aRt die letztenn — 1) Komponenten unverandert. Halt mam, ... , z,,) fest, so

wird z; durch F' auf einer zurr;-Achse parallelen Geraden dur@h zs, ..., x,) um
asT9 + -+ + anx, Verschoben.

Fur die Menge der Fixpunkt®/ := {# € R" : Ao Z = &} qilt:

M:{:EG]R”: Aof—Eof:ﬁ}:{fe]R”:(A—E)o:E:ﬁ}.

Die Matrix
0 a9 an,
0 0 0
A—F = :
0 0 0
hat
0, fallsas = ... =a, =0;

R A—F)=
ang ( ) { 1, falls eina; # 0.

Daher istM eine (n — 1)-dimensionale Ebene, d.h. eine Hyperebene, sofern we-
nigstens eina; # 0 ist, und einen-dimensionale Ebene, d.l/ = R", falls
as =...=a, =0.
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3.8.23 Beispiel

Sein = 2und A = A, dh A = <1 1

0 1
M = {(x1,22) € R? : x5 = 0}, also diex;-Achse. Das Einheitsquadrat geht
durch die entsprechende Abbildung in ein Parallelograner,lindem zwei Seiten
parallel zurz,-Achse verschoben und die anderen zwei Seiten-4f Grad gedreht
und entsprechend verlangert werden.

>. Die Menge der Fixpunkte ist

z2

Scherung



119

4 \ektorraumkonstruktionen

Haufig ist mit der Untersuchung von Vektorraumen und lieeaAbbildungen in
ganz naheliegender Weise die Betrachtung daraus hererdeh Vektorraume und
Abbildungen verbunden.

In der Mechanik wird die Position eines Massepunktes durektdren ausR?® (~
physikalischer Raum) beschrieben, fur die Beschreiblergzeit verwendet maiR.

Oft sind aber Raum und Zeit gleichzeitig zu betrachten uneinem Vektorraum,
der ,direkten SummeR? @ R*, zusammenzufiigen. Fir die Geschwindigkeit eines
Massepunktes verwendet man ebenfalls VektorenRiisDa in der Mechanik aber
stets Position und Geschwindigkeit (Impuls) und im allgeme eine Anzahh von
Massepunkten gleichzeitig betrachtet werden, mochte j@ats- und, Impulsraum*
zu,R? @ R* und fur das GesamtsystemKopien derselben zusammensetzen. Mit
diesem,Zusammensetzen* und umgekehrt auch d&mrlegen” von Vektorraumen
befassen wir uns in Abschniff4.2.

In Abschnitt[338 hatten wir u.a. Projektionsabbildungerd umsbesondere Projek-
tionen auf jeweils eine Koordinatenrichtung vorgestdélias ganze Architektur- und
Ingenieurwesen basiert auf der intensiven Verwendung vaijeRionen, und das
schon bei der Beschreibung dreidimensionaler Objekte. dmmshr sind Projek-

tionsabbildungen geeignet, um hoher- oder unendlichdéioaale Vektorraume zu
studieren. Wie wichtig solche unendlichdimensionalentdgiume sind, wird in Ab-

schnitfZ1 an Hand einiger Beispiele (Folgen- und Funlgimsaume) erlautert werden.
In solchen Raumen wird beispielsweise Gleichheit zwelenmiente haufig so gezeigt,
dal’ man die Gleichheit deren Werte unter allen bzw. hinegidhvielen Projektions-

abbildungen zeigt.

Da wir hier Uber den Begriff der Orthogonalitat noch niserfligen und dieser in
vielen wichtigen Beispielen unendlichdimensionaler (nierter) Vektorraumenicht
eingefuihrt werden kanpnodsen wir uns von der damit verbundenen speziellen Vor-
stellung von Projektionsabbildungen und gelangen zunewri&jneren Begriff der
~Linearform“, deren Gesamtheit den zum urspringlichenta@ium V' ,dualen
Vektorraum® V* bildet. Diesen,Dualraumen” widmen wir den zweiten Teil dieses
Kapitels.
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4.1 Beispiele unendlichdimensionaler Vektarme

Gerade die in den folgenden Abschnitten einzufuhrenderie@engen von Vek-
torraumen in direkte Summen sowie die Dual- und Biduairéspielen in der Theorie
der,unendlichdimensionalen normierten Vektorraume* (Fimidlanalysis) eine we-
sentliche Rolle. Um schon hier den Blickwinkel ein wenig irstt Richtung 6ffnen
zu konnen, diskutieren wir detailliert zwei Beispiele ndichdimensionaler Vek-
torraume und dabei insbesondere die BegriBasis* und,Dimension”.

Wir erinnern zunachst an Definitin 1.3114.
4.1.1 Definition
SeiV ein reeller Vektorraum un@! C V eine Teilmenge.

(a) Die Mengell heiftlinear unabhangig, wenn jedes endliche System, . . ., x,
(n € N) paarweise verschiedener Vektoren adisinear unabhéngig ist.

(b) Man sagt, da¥/ von M erzeugt wird, wenn zu jedem: € V eine endli-
che Anzahin € N von Vektorenxq,...,x, € M und von reellen Zahlen
ai,...,ay, €E RMitx = a1x1 + ... + apx, eXistiert.

(c) Man nenntVl eineBasisvonV , wennM linear unabhangig ist und erzeugt.

In der Funktionalanalysis tritt ein anderer Basisbeg#tifauderbasis, Hilbertbasis)
in den Vordergrund. Man laf3t dort auch die Darstellung etstkonvergenter Reihen

statt nur endlicher Linearkombinationen zu. Um dann Vehskmgen zu vermeiden,

nennt man Basen im oben erklarten Sinne aBaben im Sinne der (linearen) Algebra
oderHamelbasen

Wie bereits nach Salz1.3117 erlautert, kann man allgetraireisen:

4.1.2 Satz
Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Aus Satz[3375 folgt auch: Ein unendlichdimensionaler téeaum kann keine
endliche Basis besitzen. Auch wenn max“ als Mal3zahl fir die Lange einer Basis
hinzunimmt, bleibt also richtig: Die Dimension ist gleichrdBasislange.

Wie in der Differential- und Integralrechnung gezeigt wigibt es jedoch,verschie-
dene Stufen von Unendlichkeit‘. So gibt es abzahlbar ulgrel Mengen wieN und
Uberabzahlbare Mengen wie etiRaoder Intervalle der Form

[a,b] :={r €eR:a<z<b}mita <b.

Die folgenden Beispiele zeigen, dald bei verschiedenenoxf@kimen linear un-
abhangige Mengen verschieden&tachtigkeit* auftreten konnen. Bei der Dimensi-
onszahloo kdnnte also weiter differenziert werden. Wegen des groRefivandes
wollen wir hier jedoch nicht in die Theorie dgKardinalzahlen* einsteigen.
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4.1.3 Beispiel

Wir erinnern an den in Kapit€[1.3 eingefihrten Vektorraunder reellen Polynome
Dort wurden die Monome als Einheitsvektoran= 1, e; = z, es = 22, ... ausge-
zeichnet. Diese Monome erzeug®€h und je endlich viele (paarweise verschiedene)
von ihnen sind linear unabhangig. Also &f := {e; : i € Ny} eine Basis vor¥/.
Die Elemente vonV/ kdnnen mit Indizes aud® durchnumeriert werdeny/ ist eine
abzahlbar unendlichBasis vonV/.

4.1.4 Beispiel
Fur zwei reelle Zahlerw < b betrachten wir das Intervall := [a,b] und den
VektorraumV := {f: I — R} aller reellen FunktionenAuf V ist ganz analog

wie zu Beginn von AbschnifiZ3.6 eine Addition dur€lfi + g)(z) = f(x) + g(z)

und eine Skalarmultiplikation durcfe - f)(z) := ¢ - f(x), x € I, gegeben. Zwei
Funktionenf,g € V sind gleich, wennf(z) = g(z) fur alle x € I gilt. Die
Vektorraumeigenschaften vdnfolgen dann direkt aus den entsprechenden Gesetzen
fur die reellen Zahlen. Das Nullelemefit e V ist die Nullfunktion:z — 0. Zu jedem

f € V existiert mit(— f)(x) := —(f(x)), z € I, ein negatives Element.

GemalR dem obigen Satz besifZt eine Basis, die man allerdings nicht explizit
konstruieren kann. Es kann aber eine sehr grol3e linear &nglge Menge angegeben
werden. Flr beliebiges, aber festes I definieren wirf, € V durch

1, fallsz =y,

Fyl@) = {O, sonst.

Die MengeM = {f,: y € I} enthalt wiel iberabzahlbar viel&lemente und ist
linear unabhangig. Seien namlichy, ,..., f,, € M paarweise verschieden, d.h.
y; # y; far i # j; dann folgt aus

> aif,, = O (Nullfunktion!), as,...,a, € R,
i=1

daf fur allex € I gilt:

B B " ‘ | aj, fallsz =y,
0=0(zx) = Easz(“’”) = {0, fallsz & {y1,...,yn}

Alsoista; =...=a, =0.

Gleichzeitig wirdV" aber nicht von)\ erzeugt: Sei dazul C [a, b] eine unendliche
Menge und

17 falleGAa
14:[a,b] — R, 1A($):{0 fallsz ¢ A

die charakteristische Funktioder Menge A. Diese Funktion ist nicht (endliche!)
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Linearkombination der Elemente vavi. Durch Hinzunahme dieser Funktion erhalt
man mitM U {14} eine weitere linear unabhangige Mengéd/in

Der Vektorraum der reellen Funktionen ist alsodherdimensional* (in dem vor
Beispiel[4.1.B angedeuteten Sinne) als der Vektorraumeadien Polynome.

In Verallgemeinerung zu Sdiz 4.1L.2 gilt auch in dieser Sitnader Basiserganzungs-
satz: es existiert eine Basis voh die die MengelM/ enthalt (ebenfalls ohne Beweis).
So erhalt man die Existenz eingberabzéhlbaren Basisn V.

4.2 Direkte Summen

Mit V.14, Vo, ..., W, Wy, Wo, ... werden reelle Vektorraume bezeichnet.

Zuammensetzen
Vermutlich haben die einleitenden Bemerkungen zu Begiasati Kapitels schon den
Gedanken nahegelegt, die Elemente der jeweiligen Veldare' alg-tupel zu einem
Element der,direkten Summe" zusammenzufiigen.
4.2.1 Definition
EsheiBtV :=Vi®...dV,:= @leVi ={(x1,...,z¢): z; €V furi=1,... ¢}
diedirekte SummevonVs, ..., V,. Auf vV wird durch

(fEl,...,ng) +(y17"'>yé) = (.Il +y17”‘>‘rf+y€)

eineAddition und durch

¢ (x1,...,x0) = (c-x1,...,C" Ty)
eine Skalarmultiplikation erklart. Zwei Elementéx, ..., z;), (y1,...,y¢) € V
sindgleich, wennx; = y; fur allei =1, ...,/ gilt.

Die Definition vonV; & ... & V; entspricht der Definition voiR¢ in Kapitel[l. Ganz
analog wie dort zeigt man, dafy & ... ® V, ein Vektorraum ist. Das Nullelement ist
durch

Ovig..ov, = Oy, - - ,Ow)
und das zUzxq,...,z¢) € @f:ﬂ/; negative Element durch
_(xl’ s 7$€) = (—561, cees —-TZ)

gegeben. Offensichtlich gilt
R‘=R&e...6R und R =R‘@R"
N —’

/-mal
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Die Konstruktion der kanonischen BasisIikf gibt die Idee, wie man aus Basen der
(nun als endlichdimensional angenommenen) Vektorraume. . , V, zu einer Basis
der direkten Summe gelangt.

4.2.2 Satz
Es seien{xl(l), ... ,x("i)} C V; Basenvori;,n; € N,i=1,...,¢. Dann ist

7

M;:{<o, a9 ,0) : jzl,...,ni,izl,...,f}
——
i-te Stelle

= {(acgl),O,...,O),...,(xgm),...,()),.n,
(0,...,0,@”) ,...,(o,...,o,m,f,”f))}

eine Basis voiV =V, @ ... ® V,. Insbesondere h&t die Dimension
dm(Vi@®...®& V) =n1+...+ny.

Beweis

(1) Die Elemente vonV/ sind linear unabhangig: Sei namlich das Nullelement der
direkten Summe eine Linearkombination aus Elementenion

L n; ¢ i
ZZ@Z@ (0,...,x§j),...70> :Z 0,...,Za§j>x§j>,...,o
. =

i=1 j=1 i=1
=(0,...,0) =0y

mit aﬁj ) € R. Die Betrachtung deiten Komponente liefert

Z%(j)%(j) =0eV;, i=1,...,L
j=1

Aus der linearen Unabhangigkeit vmfml), . ,x("i) in V; folgt schlieBlich

NON

(2) Die Elemente vonM erzeugenV: Sei namlich ein beliebiges Element der
direkten Summeézxy,...,x,) € V gegeben. D& von :cgl), . ,xz(”i) erzeugt
wird, gibt es reelle Zahlen" . ... a{™ mit

T; = Za(-j)x(j), i=1,...,¢
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Es folgt die Darstellbarkeit mittels der Elemente ads

L n,;
(ml,...,xg):ZZagj) (O,...,xﬁj),...,O).

i=1 j=1
Die Dimension vorl/ ergibt sich nun als die Lange der Basgis vgl. Sat43.375.0

Auch lineare Abbildungen von den direkten Summanden inregeneinsamen Wer-
tevorrat lassen sich zu einer auf der direkten Summe dedénidinearen Abbildung
zusammenflgen:

4.2.3 Definition

SeienF; : V; — W (i = 1,...,{) lineare Abbildungen, es s& =V, & ... ® V.
Die AbbildungF : V. — W, F(z1,...,x¢) == Fi(x1) + ... + Fy(x,) heil3t von
Fy, ..., F, erzeugte lineare Abbildungoderdirekte Summe von Fy, ..., F,. Man
schreibtF =: F1 & ... ® F, =: ®_, F;.

4.2.4 Bemerkung

Auf Grund der Linearitat der einzelnen Abbildungéhist F' tatsachlich linear, denn
furce R, (z1,...,2¢0), (Y1,-..,y¢) € V qilt:

F((z1,...,me) + (1, -+, v0) = F(w1 +y1, .., 20 + ye)

F(c-(:vl,...,xg)):F(c-:ﬂl,...,c-xg):ZFi(c-xi)

i=1
[ ¢
= ZCE(ZCZ) =c- (ZE(:UQ) =c-F(r1,...,2p).
=1 i=1
O
Seien nun spezielF; : R™ — R™, i = 1,...,¢, lineare Abbildungen mit zu-

gehorigenm x n;-Matrizen 4;. Im Rahmen des Matrizenkalkills schreiben wir fir
die Elemente der direkten Summg_; R™ alle ,Komponenten* au®R™ unterein-

ander, d.h. in eine Spalte der Lém@f:1 n;. Dann gehort zu der direkten Summe
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F =a!_F,diem x (Zle ni)—Matrix

A= (Al,..,A[),

diese nennt man auch direkte Summeler MatrizenA,, ..., Ay.

In dem Fall, daR bei den linearen Abbildungén: V; — W;,i = 1,..., ¢ die Wer-
tevorrate nicht notwendig Ubereinstimmen, lassen siebedin ganz ahnlicher Weise
zu einer Abbildung zwischen den entsprechenden direktem$an der Vektorraume
zusammensetzen:

F ol \Vi— @l Wi, F(xi,...,2) = (Fi(z1),...,Fx)).

Sind speziellV; = R™, W, = R™i,i = 1,...,¢ und A; die zuF; gehorigenm; x n;-
Matrizen, so gehort zi die (Zle mi) X (zle ni)—Matrix

A O ... O
R O Ay, ... O
A= : s :
0O 0 ... A

Zerlegen

Wir kehren nun unseren Standpunkt um: Gegeben sei ein ValtoriV, der auf
~geeignete" Weise als direkte Summe zweier — oder, was bigiagf Iteration auf
dasselbe hinauslauft, endlich vieler — Untervektorraur, V5, dargestellt werden
soll. Dabei wird noch zu erklaren sein, unter welchen Wmdén marl; @ V5 als
Untervektorraum voriV selbst auffassen kann. Da die Darstellung von Elementen
x € Vi @ V, mittels ihrer Komponenter; € V;, = = (1, z2), eindeutigist, 1alt
sich die Darstellung als direkte Sumriié = V; & V, als Weiterentwicklung bzw.
als eine (im jeweiligen Kontext erwiinschte) Vergroberules Basisbegriffs ansehen,
vgl. Sat4Z.Z2J7. Gerade bei unendlichdimensionalen Vektionen, fiir die man haufig
keine Basis explizit angeben kann (dazu vgl. den vorheryre Abschnit{’Z11),
kommt solchen Zerlegungen eine grof3e Bedeutung zu.

Haufig ist nebeV bereits ein Untervektorrauii, gegeben, und es wird ein geeigne-
tes,Komplement‘V, mit W = V; @ V5 gesucht. So waren wir z. B. beim Beweis der
Dimensionsformel in endlichdimensionalen Vektorraumeryegangen, wo wiv; als
Kern einer linearen Abbildung’ gewahlt haben und dazu ein Komplement konstruiert
haben, auf dem (die Einschrankung vdn)njektiv geworden ist.

4.2.5 Satz

SeienVy,V, Untervektorraume voWV mit V, N Vo = {0}. Wir betrachten die
kanonischen Injektionsabbildungéh: V; — W, F;(x) = z. DannistF’ .= F1®F, :
VieV, - W, F(I‘l,wg) =T+ x9 injektiv.
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Beweis

Weil F linear ist, reicht es zu zeigerker(F) = {Ov,¢1,} = {(0,0)}. Sei also
(.%'1,.%'2) S ker(F) c Vi@ Vs Esist) = F(.%'l —I—I'Q) = Fl(xl) + FQ(I‘Q) =T+ To.
Folglich istzy = —x2 € V1 N V2 = {0}, d.h.(z1,22) = (0,0). a

Unter der Voraussetzunigy N Vo = {0} kdnnen wir alsd/; & V> und das Bild unter
der kanonischen Abbildung : (z1,z2) — x1 + x2 identifizieren und somiV; @ V;
als Untervektorraum voil’ auffassen. Ist diese Abbildung zusatzlich surjektiv, so
erhalt man einen kanonischen Isomorphismiyst V5 <~ W undV; & V5 und W
werden identifiziert. Dieses fassen wir in der folgenden migdin zusammen:

4.2.6 Definition

SeienVi, V, Untervektorraume volV mit vV, NV, = {0}. Die kanonische Abbildung
F:Vi®Vy — W, F(x1,x2) = x1 + x2 Sei surjektiv. Dann hei3# direkte Summe
vonV; undVs, und man schreibfy/ = V| @ V5.

4.2.7 Satz

Es seiW = Vi & V,. Zu jedemx € V existieren eindeutig bestimmte Vektoren
1 € V5,29 € V5 mitx = 1 + x».

Beweis

Seixz € W beliebig. DaF bijektiv ist, existiert genau ein Paét;, z5) € Vi @ Vo mit
I'ZF(.%'l,.%'Q) :Fl(l'l)—l-FQ(.%'Q) =T+ xo. O
4.2.8 Beispiele

(@) SeienV; = {66 R3: ay =a3 = O} und Vo = {a@: aj + 2ay + 3a3z = 0}.
Dann ist ganz offensichtliciv; NV, = {6} Zu beliebigemz € R? bestimmt

man ferneﬁl = (.%'1+2.%'2—|—31‘3,0,0) ewn und62 = (—2.%'2—31‘3,1‘2,1‘3) eV
Mite=d; +dy = F(al,ﬁg). Also istR3 = Vi e Vs,

(b) SeiV = {f:[-1,1] — R} der Vektorraum aller reellen Funktionen auf dem
Intervall [—1, 1], vgl. Beispie[4.IB. Wir betrachten die Untervektorr&am

Vi={feV: furalezist f(z) = f(—z)}
der geraden und
Vo={feV: furallezist f(z) = —f(—x)}

der ungeraden Funktionen.

Ist f € V1 N4, also gleichzeitig gerade und ungerade, so ist furake[—1, 1]:
f(z) = f(=z) = —f(z), folglich f(z) = 0. Wir habenV; NV, = {O}.



4.2 Direkte Summen 127

Eine beliebige Funktionf € V IaRt sich in einen geraden Antefl (x) :=
2(f(z) + f(—=)) und einen ungeraden Antefh(z) = 2(f(z) — f(-x))
zerlegen: Esisf = f1 + fo, fi € V;.

Insgesamt folgl” = V; & V.

Wir wenden uns nun der schon oben angeschnittenen Fragedeadixistenz von
~Komplementen“ zu: Gegeben sei ein Vektorralimund ein Untervektorraunyy,
gesucht ist ein weiterer Untervektorrabiderart, daf3¥ direkte Summe voi; und

Vo wird: W = V4 & V5. Es liegt auf der Hand, dal3 bei der Losung dieses Problems
geeignete Basen hilfreich sein werden.

Damit die folgenden Beweise elementar bleiben und wir asfAtansche Lemma als
transzendentes Hilfsmittel verzichten kdnnen, besutted wir uns im Folgenden auf
endlichdimensionale Vektorraume. Die Resultate gekelo¢h entsprechend auch im
Unendlichdimensionalen.

Wir erinnern an den Basiserganzungssatz, den wir bereita Beweis der Dimen-
sionsformel (s. Safz_3.4.4) gezeigt haben:

4.2.9 Satz (Basiser@nzungssatz)

Sei W ein endlichdimensionaler Vektorraumjm W = n, und es seien line-
ar unabhéangige Vektorem,,...,x; € W gegeben. Dann existieren Vektoren
Tsil,--.,Tn € W derart, dal{xy,...,x,} eine Basis voiV ist.

4.2.10 Satz (Existenz eines Komplements)

Es seilV ein endlichdimensionaler Vektorraum ukgl C W ein Untervektorraum.
Dann gibt es einen Untervektorralry C W derart, da3V =V, & V, gilt.

Beweis

Da mit W auch V; endlichdimensional ist, existiert nach S&fz_1.B.17 einsiBa
{z1,...,25} von V7. Diese werde gemaR S&iz4]2.9 zu einer Bsis. .., x5, x5 1,
..., xn} vOon W erganzt.

Wir setzenV, := R - (2s41,...,2,) Und zeigen zunachst; NV, = {0}: Sei
dazuzr € Vi N Vh. Wegenz € Vi bzw. z € V; existierenay,...,as € R bzw.

Gsi1y---,0n €E RMitx = a1x1 + ... + asTs = as11%s11 + - .. + anTy,. AlSO ist
0=aix1+ ...+ asxs — as11Ts11 — ... — apxy,. Die lineare Unabhangigkeit von
x1,...,oTy lieferta; = ... = a, = 0 und damitr = 0. Umgekehrt gilt offensichtlich
0eVins.

Sei nunF' wie in Sat44.Z}5. Wir weisen die Glltigkeit vdn(V; @ V2) = W nach:
Sei ein beliebiges € W gegeben, es existieren, ..., a, € Rmite = a121+...+

AnTn. S€tzey) == a1x1 + ... + asxs € V1, Y2 1= as41%s11 + ... + anxy € Vo. ES
istx = y1 + y2 = F(y1,y2); also istF' surjektiv. O
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Das folgende Beispiel zeigt, dal das Komplemiénvon V; (auBer im Falll; = W
oderV; = {0}) im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist:

4.2.11 Beispiel

Wir kommen auf das Beispid[4.2.8 (a) zuriick. Seildh = R3? und V; =
{@eR?: ag=a3=0}. Dann sindV, = {d@€R?: a; + 2as +3a3 =0} und
auchV, = {@eR?: a; =0} Komplemente vor//; im Sinne des vorhergehenden
SatzesW =V, & Vo =V, & Va.

Beim Verzicht auf die Voraussetzuig N Vo = {0} kdnnen wirV; @ Vs zwar nicht
mehr als Untervektorraum vdi ansehen, es ergibt sich aber dennoch eine wichtige
Begriffsbildung:

4.2.12 Definition

SeienVi, V, Untervektorraume volW undF : Vi @ Vo — W die durchF (z1,x2) =
x1 + x9 gegebene kanonische Abbildung. Dann h&i3t Vo := F(V, & V,) = {x =
x1 + a9 0 1 € V1, 29 € Vo} der vonVy undV; aufgespannte Untervektorraum
vonW.

Weil F' linear ist, istV; + V5 tatsachlich ein Untervektorraum. Im Gegensatz zur
Situation von Satg"4.2.7 ist die Zerlegung der ElementeWo#n V5 im allgemeinen
nicht mehr eindeutig. Die Eindeutigkeit ist eine Folge dedBigungV; N Vo = {0}.

Diese Bildungl; + V4 tritt an die Stelle der in der Vektorraumtheorie wenig siilan
Vereinigungsmenge, im allgemeinen ist namlith U V5 kein Untervektorraum.
Der kleinste Untervektorraum, déf; U V;, enthalt, ist gerade der vol; und V;
aufgespannte Untervektorrauviy + V5.

4.3 Linearformen und Duaume

Auch hier bezeichneir, 11, V5, . .. wieder stets reelle Vektorraume.

Duale Vektorraume

4.3.1 Definition
(a) EineLinearform ist eine lineare reelle Funktioh : V — R.

(b) Eshei8t/* :={L:V — R: ListLinearform der zuV duale Vektorraum
oderDualraum vonV.

4.3.2 Bemerkung

Wir erinnern an den ersten Teil von Abschhiffl3.6. Danachlerhan firL,, L, € V*,

c € Rdurch(L; + Lo)(z) © Li(2) + La(), (c- L1)(z) & ¢- Ly(2) lineare reelle
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FunktionenV — R, also Elemente des Dualraums; + Ly € V*, ¢- L1 € V*,
und V* ist tatsachlich ein Vektorraum. Das Nullelement viri ist die Nullform
O:V — R, =z~ 0.Das zuL € V* negative Element ist durqh-L)(z) = —(L(x))
gegeben.

4.3.3 Beispiel

Sei V' der Vektorraum der reellen Polynome (siehe Beispie[ ¥.m&) der ka-
nonischen Basigey = 1,e1 = z,...}. Daher istV’ vermoge der Abbildung
(ag,...,an) — > iy a;z" kanonisch isomorph zum Vektorraum alndlichenreel-
len Folgen{(ao, ...,a,): n € Ny, a; € R}.

Um den Dualrauni’* zu charakterisieren, erinnern wir an Sgfz_3.P.10, der estsp

chend auch fir unendlichdimensionale Vektorraume Datmnach ist jede Linearform
L € V* durch die Wertey; = L(e;), i € Ny, eindeutig bestimmt.

Also ist V* isomorph zum Vektorraum alleunendlichenreellen FolgenWV =
{(a;)ien, : a; € R} und damit wesentlichgroRer* alsV'. Genauer gilt, dal”
eine abzahlbar unendliche Basis hat, dal3 aber jede Basi&vand damit vonV*
Uberabzahlbaist.

Wir orientieren uns am Beweis d&lberabzahlbarkeit voik und nehmen dazu an, es
gabe eine abzahlbare Basis

(), 720
vonW.

Zunachst wahlen wir Zahlefyy, ) xen,, vk < vi+1, SO dald fuk € N die Betrachtung
der ersteny;,_1 + 1 Komponenten bereits die lineare Unabhangigkeit der merkte
Basiselemente zeigt:

dim(IR- ((bgﬂ,...,bg@{l),j:o,...,k_1)) — k.

Esisty;, > k. Wir begrinden am Ende dieses Beweises, dal3 man derartigedy,,
tatsachlich finden kann.

Wir konstruieren induktiv die Glieder einer Fol¢€ );cn, € W, die nicht Linearkom-
bination der Basiselemente ist und erhalten so einen Widésh. Im ersten Schritt

wahlen wircy, . .., ¢,, und imk-ten(k > 2) Schritte,, ,41,...,¢,,, S0 daB fur alle
k € N qilt:
(s c) €R- ((bgﬂ,...,bg@)) =0, k- 1). )
Die Wahl voney, ¢, . . ., ¢,, ist trivial, da man mit mindestens zwei freien Parametern

lediglich einen eindimensionalen Raum meiden mul3. Se@ml&@reitsco, ..., c,, )
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gemafyx) gewahlt. Wir nehmen nuébgk)) N als Erzeuger hinzu. Gilt auch
1€No

(ore.rcn) € R- ((” b(J)),j:O,...,k—l,k>,

so konnen wik,, 11, ..., ¢, ,, beliebig wahlen. Ist dagegen
(cos..-,cn) ER- ((b( ) ..,bgg) L :o,...,k—1,k) :
S0 existierereindeutigbestimmteny, . . ., a; € R mit

k
c = Zajbl(]), 1=0,...,0.
=0

Hier benutzen wir, dal3 schon die erstep + 1 Komponenten die lineare Un-
abhangigkeit der erstei 4+ 1)-Basisvektoren zeigen. In diesem Fall wahlen wir

()
Cl’k+1 # Z a]buk+1

und gofs.c, 42, . ..
k + 1 ersetzt ist.

Fur jedesk € N ergibt sich damit

(ci)iex, € R - <(b§j))z‘elNo’ j=0,... k- 1)

allein schon aus der Betrachtung der ersten+ 1) Folgenglieder. Wir haben also
ein Element voni? gefunden, das nicht als Linearkombination der Elementerein
als abzahlbar angenommenen Basis dargestellt werden W&ime namlich(c;);en,

(endliche!) Linearkombination der Elemenéégj))iem, j € Ny, so ware(c;)ien,

beliebig. In Jedem Fall ist danfx) erfullt, wobeik durch

’Cl’k+1

fur eine hinreichend grofRe Zahlauch Linearkombination der Elemeréégj)) o

.. 1€Ng
j=0,...,k— 1. Dieser Widerspruch zeigt dldberabzahlbarkeit jeder Basis v
und damit vonl/*.

Wir haben noch die Existenz geeigneter Zahlgreu zeigen, und nehmen dazu bei
festgehaltenemt an, dal

(bgﬂ,...,bg)), j=0,.. . k-1,

fur jedesv € N linear abhangig sind. Dann existieren also Zaméf‘?, Jj =
0,...,k — 1, die wir durchmax;_q . x—1 ag.”)‘ = 1 normiert annehmen konnen,

so daf firi < v gilt: Y°5=] 5” ) = 0. Indem man fir digk Folgen(ag”))yeN
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gemal dem Satz von Bolzano-Weierstrall sukzegsimal Teilfolgen auswahlt, kann

man simultan Konvergenz erreichdim,_. ., a,g.”’v’) = a; fur eine geeignete Teilfolge

vp. FUr wenigstens ein gilt unendlich oft‘ag.””

= 1, also sind nicht alle:; = 0.
Wir erhaltean;é a,jbgj) = 0 fur alle ¢ und damit einen Widerspruch zur linearen
Unabhangigkeit vor(bgj)) i =0 k- 0

0

1€

Direkte Summen in Dualraumen

Am Ende von Abschniff4]12 hatten wir ausfiihrlich die Zedeg von Vektorraumen
in direkte SummerV = V; @ V5 diskutiert. Wir zeigen nun, dafd sich die Existenz
derartiger Zerlegungen unmittelbar in entsprechendeleg@engen des Dualraums*
niederschlagt.

4.3.4 Satz
Es seieri/;, Vo Untervektorraume vol mitV = Vi @ V. Dann giltV* = V" @ V.

Beweis

Zunachst ist zu klaren, in welchem Sinkg, i = 1,2, als Untervektorraume von
V* aufgefal3t werden kdnnen. Es wivit behandelt, funs gilt Entsprechendes. Wir
betrachten den Untervektorraum

W :={LeV*: L(zg) = 0flrallexs € V2}

und die lineare AbbildungG : W — Vi L — L|V;. Dabei ist L|V; die
Einschrankung vorl, auf V;. Diese Abbildung ist injektiv, denn fif. € W folgt
ausL|Vy = O, daR furaller € V, x = 1 + zo mitx; € V;, gilt:

L(.%') = L(.%'l) + L(I‘Q) =0+0=0.

FolglichistL = O.

AulRerdem istG' auch surjektiv, denn jedes € V;* kann zu eineml € W mit
G(ﬁ) = [ fortgesetzt werden: Jedes € V gestattet eineeindeutigeZerlegung
T = x1 + x9, 7; € V; (siehe SatEZA7). Wir setze(z) = L(z), L ist wegen
der Eindeutigkeit der Zerlegung wohldefiniert. Esise V*, L|V, = 0 und damit
L € W. Weiter istG(L) = L|V; = L. Also sindV;* und W kanonisch isomorph und
werden identifiziert.

Die Glltigkeit vonV;* N V5 = {O} laBt sich nun leicht einsehen: I6te V" N V5
und damit sowohL |V, = O als auchL|V; = O, so ergibt sich fur alle: € V:

x=x1+x2, x; € V; = L(z) = L(z1) + L(x2) =0+ 0= 0.
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Zu jedemL € V* existieren schlieB3lictL; € V¥, Ly € Vyy mit L = L; + Lo: Jedes
x € V gestattet namlich eineindeutigeZerlegunge = z1 + z2, 2; € V;. Durch die
SetzungL;(x) := L(x1), Lao(x) := L(x2) erhalten wir das Gewunschte. 0

Duale Abbildungen

Wir betrachten nun auch lineare Abbildung&n: V; — V5, und wollen untersuchen,
ob diese auf kanonische Weise Abbildungen zwischen denr@urakenV;* und V5
erzeugen fnduzieren®): Das Diagramm

F
Vi - V2

'

Lo

Duale Abbildung R

zeigt, daf3 mit Hilfe derinearenAbbildung F' jede LinearformL, € V5 zu einer
LinearformL; € V;* zusammengesetzt werden kann.
4.3.5 Definition
SeiF : Vi — V; eine lineare Abbildung. Dann heif3t
F*: Vi =V F*(Ly):=LaoF (Ly€eVy),
die zuF' duale Abbildung.
Die duale Abbildungt™ wirkt in ,umgekehrter Richtung* wié", sie,holt Linearfor-
men aufl; nachV; zurick®. Im Spezialfall’; = R”, V, = R™ steht diese Definition

der dualen Abbildung neben Definitibn_3}4.7. Deté#rereinstimmung zeigen wir un-
ten in Satf4.4]13.

4.3.6 Satz

SeiF : Vi — V; eine lineare Abbildung. Dann ist die duale Abbildufig: V5 — V}*
ebenfalls linear.
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Beweis

SeienLsy, Ly € V5, ¢ € R gegeben. Wir gehen ganz analog wie beim Beweis der
Satzd 36718 urld 3.6 119 vor. Fir alle= 1 gilt:

F* <L2 + £2> (z) = ((L2 n ig) o F) (z) = <L2 + £2> (F (z))
= Ly(F () + Ly (F (z)) = Lyo F () + Ly o F ()
- (L2 oF + [noF)(z) = <F (L2> t (ﬁz)) ()

und
F* (¢ Ly) (x) = (¢ Ly) o F) () = (¢ La) (F () = ¢+ Ly (F ()
=c-((L2oF)(x) = (c- (Lo F)) (x) = (c- F" (L2)) (x) -
Also gilt
F* (Lo + L) = F*(Lo) + F* (L)
und
F*(CL2):CF*(L2) O

4.3.7 Satz

(a) (Zdv)* = idy+.
(b) Es seienFy : Vi — Vo, Fy : Vo — V3 lineare Abbildungen. Dann gilt fiir
(F2 o Fl)* : V:q)* — Vl*"
(Fyo F1)* = Ff o Fy. (Transitives Gesetz)

(c) IstF :V, — Vs bijektiv, so ist auchF™ : V5* — Vi bijektiv, und es gilt:
(F*)—l _ (F—l)* ]

Beweis
(@ FurL e V*qilt Loid = L.
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(b) Auf Grund der Definition der dualen Abbildung gilt fulal. € V5"

(F2 OFl)*(L) =Lo (F2 OFl) - (LOFQ) OFl = Fz*(L) OFl
= Iy (F3(L)) = (F} © F3) (L)

Fy Fy
Vi - V2 - V3
Fy(L) L
Fy(F3 (L))
Y
Transitives Gesetz R
(c) Gemal (a) und (b) ist
idyy = (idy,)" = (Fo F71)" = (F7!) o F*
und
idyy = (idy,)" = (F ' oF)" = F*o (F7')",
woraus sich zusammen die Behauptung ergibt. O

Der Bidualraum
Das Verfahren der Dualraumbildung laf3t sich iterieren.

4.3.8 Definition
Der Dualraum des Dualraums™ := (V*)* hei3tBidualraum des Vektorraum¥’.

Diese Begriffshildung mag zunachst sehr abstrakt undkiniich erscheinen. Der
nachste Satz wird allerdings zeigen, dal jeder Vektorraufrkanonische Weise als
Untervektorraum seines Bidualraums aufgefal3t werden .kistirdiese kanonische
Injektion auch surjektiv, so kann man = V** identifizieren: V" ist dann ebenso
Dualraum vonV* wie umgekehrt, die Dualraumbildung verliert ihre ursmgiiche
Asymmetrie. Um wieviel der Bidualraum grof3er ist als dekidgeraum selbst (bzw.
sein Bild unter der kanonischen Injektion) und man damit dem symmetrischen
Idealbild entfernt ist, ist ein MaR fur digkompliziertheit* des Vektorraumd’. Im
nachsten Abschnitt werden sich die endlichdimensionaektorraume als die in
diesem Sinne idealen Vektorraume herausstellen. EntspneeUberlegungen, dann
unter Einbeziehung von Norm und Stetigkeit, sind z. B. infelemktionalanalysis von
zentraler Wichtigkeit.
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4.3.9 Satz und Definition

Durch®(z)(L) := L(x), x € V, L € V* wird eine injektive lineare Abbildung
® : V — V**, diekanonische Injektion erklart.

Beweis

(&) Wir zeigen zunéachst, daRin V** abbildet, daR als@®(z) fur beliebigesr € V
eine Linearform aul/* ist. Tatsachlich gilt furL,, Lo, € V*, ¢ € R auf Grund
der Definition der Summe und der Skalarmultiplikation vorbAdungen:

O(x) (L1 + L2) = (L1 + Le)(2) = L1(x) + La(x) = @(x)(L1) + B () (Le);
O(x)(c-L1) = (¢ L1)(x) =c- Li(x) = c- P(x)(Lq).

(b) Wir zeigen nun die Linearitat der Abbildurig dafd also fur alle;,y € V, c € R
gilt:
B(z +y) = B(x) + B(y), Blc-z)=c- B(2).

Die Gultigkeit dieser Gleichungen wird fir alle Argumerdt € V* gezeigt:

L linear

®(z +y)(L) E L(z +y) L(z) + L(y)
def

P (@)(L) + D(y)(L) £ (B(2) + B(y))(L);
O(c-x)(L) d:efL(c - ) Llinear .. L(z)
©f e (@(2)(L) E (e B(2))(L).

(c) Wegen der Linearitat vof® erhalten wir die Injektivitat aus dem Nachweis von
x#0 = = &ker(®).
Seialsoxr € V'\ {0}. Um ®(z) # O (Nullabbildung!) zu zeigen, konstruieren
wirein L € V* mit 0 # ®(z)(L) = L(z). Der Basiserganzungssdiz_412.9 gilt
(ohne daR3 wir das hier beweisen) auch in unendlichdimeakarVektorraumen.
Wir erganzen also hier das linear unabhangige Element einer Basis\/ von
V. Mit Hilfe dieser Basis kdnnen wir genauso wie in Sgiz_3¥elne lineare
reelle FunktionZ : V' — R konstruieren, indem wir die Werte vah auf der
BasisM vorgeben und die Funktion linear vad nachV fortsetzen. Also gibt
es eine Linearforn. € V* mit L(z) = 1und L(y) = 0fury € M \ {z}. Es
folgt

®(x)(L) = L(x) =1#0. O

Die Beweisteile sind sehr verschieden. Der Nachweis ®0i) C V** und der
Linearitat von® erfordert nur geschicktes Anwenden einiger Definitionemrkalso
als ,leicht’ erachtet werden. Fir den Nachweis der Injeldivitiul? dagegen ein
tieferliegender Satz lber die Existenz geeigneter Basewendet werden, der hier
so nicht bewiesen wurde.
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4.3.10 Beispiel

SeienV, V* wie in BeispiellZ3B,V ist isomorph zum Vektorraum aller endlichen
und V* isomorph zum Vektorraum aller unendlichen reellen FolganoRerdem
haben wir gezeigt, dall’* eine Uberabzahlbare Basis besitzt, also it mit
Hilfe ,Uberabzahlbar langer Folgen“ zu beschreiben. In einaan ticht weiter zu
prazisierenden Sinne ist al$6"* noch einmal wesentlichgroRer* alsV’* und damit
insbesondere auch dis

Im Falle endlichdimensionaler Vektorraume ist die Situafjedoch einfacher.

4.4 Dualaume endlichdimensionaler Vektatme

Bei endlichdimensionalen Vektorraumé&nwird es auf naheliegende Weise gelingen,
aus einer Basis volr eine entsprechende Basis des Dualradffizu konstruieren.
Daraus werden wir den auf dem Hintergrund der dieses Kagiitdditenden Bemer-
kungen wohl nicht sonderlich Uberraschenden Schlul? mjetafd endlichdimensionale
Vektorraume und ihre Dualraume und damit auch ihre Bidwethe isomorph sind.

Als Folgerung werden wir den Matrizenkalkil auf die duakdsbildungen ausdehnen
kdonnen.

In diesem Abschnitt bezeichnén V7, V5, . . . stets endlichdimensionale Vektorraume,
fur die Dimension vorl/ schreiben widimV =: n < oo.

Duale Basen
Wir erinnern an die Definition des Kroneckersymbols

5 1, fallsi = j,
Yo, fallsi # .

4.4.1 Satz und Definition

Es sei{z1,...,x,} C V eine Basis vorV. Dann gibt es Linearformeny, ... x} :
V — R mit

SE:(ZC]): ijs i,jzl,...,n,
und{x7,...,z}} ist eine Basis vo*. Sie heif3t die z{§x, ..., xz,} duale Basis
Beweis

GemalR Satz_3. 2110 existieren derartige Linearformemnd@ferte auf einer Basis von
V vorgegeben werden.
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(1) Wir zeigen zunachst die lineare Unabhangigkeit.alsty + ... + ayz;, = O
(Nullform!) mit a4, ..., a, € R, so folgt fir allex € V:

0=0(z) =azi(z)+... + arzi(z) = Zaix;‘(x).
i=1

Wahit man spzielk = z;, j = 1,...,n, so erhalt man auf Grund der Definition
derz;:

n n
0= Zaix’{(xj) = Zai&-j =aj, alsoa; = ... =a, =0.
i=1 i=1

(2) Die Linearformency, ...,z erzeugen auch™: Sei dazuL € V* beliebig. Mit
der Setzungy; := L(x;) € R, i = 1,...,n folgt auf Grund der Definition von
Summe und skalaren Vielfachen von Linearformenjfés 1, ..., n:

L(zj) =a; = Zazﬁij = Zaix;‘(xj) = (Z am}k) (x5).
i=1 i=1 i=1

Die Ubereinstimmung beider Linearformen auf einer Basis Voergibt:

n
L= Z a; ;. O
i=1

4.4.2 Folgerungen

(@ dimV =dimV* =dimV** = n.

(b) Die kanonische Injektio® : V — V** ist sogar ein Isomorphismug, undV **
kénnen identifiziert werden.

Beweis

(@) Klarwegen Satz4.4.1 uid* = (V*)*.

(b) Die Surjektivitat von® folgt unmittelbar aus der Dimensionsformel Saiz_3.4.4.
0

WegendimV = dimV* sind V' und V* isomorph, im allgemeinen aber nicht
kanonisch isomorph. Der durch S&iz214.1 nahegelegte Ismsonus mitz; — z}
hangt von der Wahl der Basis ab, ist also im allgemeinent kighonisch.

Nur wennV mit einer kanonischen Basig,...,e,} versehen ist (wie etwa der
R™), so wird durche; — e} ein kanonischer Isomorphismus gegeben, und man kann
V = V* schreiben.
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Duale Abbildungen in den Koordinaten

Um lineare Abbildungerd : V; — V5 zwischen beliebigen endlichdimensionalen
Vektorraumen dem Matrizenkalkul zuganglich zu machHeaben wir am Ende von
Abschnitt[32 erlautert, wie man zu den Abbildungen in desoidinaten gelangt.
Sei dazu{xi,...,z,} eine Basis vonV; und {y1,...,yn} €ine Basis vonV;,
G1 : R™ — Vi der durchGy(€;) = z; und Gy : R™ — V5 der durchG(€5) = y;
gegebene Isomorphismus (Karte, mit Umkehrabbildung ats#ipatensystem). Dann
ist F := G5! o H o G die lineare Abbildungd in den Koordinaten.

H
Vi . VA

G1 G;l

R" R™

Y

F = H in den Koordinaten

Mit Hilfe von Satz[4.3V uber die duale Abbildung von Komjtiasien und Umkehr-
abbildungen erhalt man daraus unmittelbar das dazu doatenkitative Diagramm:

H*
* *
Vs Vi

Y

G5~ G

(R™)* (R™)*

Y

F*

Wir wollen noch den Zusammenhang des dualen Koordinatesmagss; : V" —
(R™)* mitden dualen Basefxy,. .., z:} vonVi* und{ey, ... €} von(R")* = R"™
studieren, fUiG% : V55 — (R™)* = R™ gilt Entsprechendes.

Fari,j =1,...,nist
Gi(x7)(€)) = (z7 0 G1)(€)) = 27 (G1(€))) = 7 (x;) = 655 = €; (&),

also
@) =&, i=L..n Giy)) =&, j=1...,m.
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Bis auf die Umkehr der Richtung gehen also digalen Koordinatensystente;, G
auf dieselbe Weise aus den dualen Basen hervor wie dieumgmtien Koordina-
tensysteme aus den Basen der urspriinglichen Vektorrawmegen(R™)" =~ R™,
(R™)* = R™ ist alsoF™* die duale AbbildungZ* in den dualen Koordinaten.

In diesem Sinne spezialisieren wir nun auf lineare AbbigkmZ#’ : R™ — R™ und
deren duale Abbildungef™ : R™ — R".

Duale Abbildungen R — R”

Wir betrachtenR™ bzw. (R™)* mit der kanonischen Basigeéy,...,é,} bzw.

{€f,...,é;} und beschreiben die durah — €, i = 1,...,n, gegebenen kano-

nischen Isomorphisme& : R" — (R")* undG~! : (R")* — R" explizit. Ist
€ (R™)*, so gilt gemaR dem Beweis von Skiz 4.4.1:

n
L=Y b& mith;=L(&),i=1,..,n.

Also gilt
G: (by,...,b Z und G7': L (L(E1),...,L(E)).
=1
Im Folgenden sind unter Linearformen df immern-tupel (b4, ...,b,) zu verste-

hen. Die Anwendung vo(b, ..., b,) auf ein Argument € R" ergibt:

. def n . n o n
(br - bn)(F) S D 0 (&) = Y by & (6) = > bis.
=1 2,7=1 =1
Sei nunF : R™ — IRR™ eine lineare AbbildungA = (a”)z L die zugehorige

,,,,,

m x n-Matrix. Wir wollen jetzt zeigen, daf3 zu der dualen Abbllguﬁ* R™ — R"®
(im Sinne von Definitiod.4.315) die transponierte Matrlk gehort und sich so eine
Ubereinstimmung mit der bereits fiir den Spezialfall giééreen Definition[3.417
ergibt.
Seib = (by,...,by) € R™ = (R™)* gegeben. Fir die-te Komponente
(F*(b1,...,bm)); VONF*(by,...,by) € R™ qilt:

)

(F*(by, ... . bm)); = F* (b1, - bu) (€) = (b1, .., bm) (F (&)

Also ist
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4.4.3 Satz

SeiF : R™ — R™ eine lineare Abbildung und die zugehdrigen x n-Matrix. Dann
gehort zur (im Sinne von Definitidn 4.8.5) dualen Abbildufig : R™ — R™ die
transponierte, x m-Matrix At

In Kapitel[d werden wir den AbbildungeR besondere Aufmerksamkeit widmen, bei
denen Urbildraum und Wertevorrat gleich sind und die migildualen Abbildung™
Ubereinstimmen, die also durch symmetrische Matrizerlgexg werden.

4.4.4 Folgerungen

(@) SeiA einem x n-Matrix, B einel x m-Matrix. Dann gilt(B o A)' = A! o B.

(b) Stets gilfRang (A) = Rang (A?).

Beweis

(@ SeiF : R® — R™ bzw. G : R™ — R’ die zu A bzw. B gehorige lineare
Abbildung. Dann gehorB o A zuG o F, (B o A)! zu (G o F)*, A o Bt zu
F* o G*. Die Behauptung folgt nun ays: o F')* = F* o G*, siehe SatE4.3.7.

(b) Siehe Satz-3.4.14. |
In Verallgemeinerung hiervon und von Folgerling 3:¥.1%krnan durch Betrachtung
von Koordinatensystemen:
4.4.5 Folgerung
Es seienV;, V5 endlichdimensionale Vektorraumé, : Vi, — V5 eine lineare
Abbildung undF™ : V5 — Vi* die dazu duale Abbildung. Dann gilt:

rg(F) = rg(F™).

Fir die in AbschnitiZ316 eingefiihrte Matrizenadditiordukalarmultiplikation haben
wir schlief3lich:

4.4.6 Satz

Seienm x n-Matrizen A, B und eine reelle Zahi gegeben. Dann giltA + B)t =
At + Bt (a-A)f =a- Al

Beweis

Der Beweis folgt sofort aus der Definition der transponieféatrix. Entsprechendes
gilt gemaf Satg_4.4.3 fur die zugehorigen linearen Ahlrigen, dabei beachte man:
GehortF : R — R™ zuAundG : R® — R™ zu B, so gehortF + G zu A + B
unda - F zua - A. Es folgt:

(F+G)=F"+G*, (a-F)=a-F" 0

Die Abbildung F' — F* ist also ebenfalls linear.
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4.5 Weitere spezielle lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt werden die Ausfiihrungen von Kaff& &@&n solche Beispiele
erganzt, deren Behandlung intensiven Gebrauch transpeniMatrizen und der in
AbschnitfZ# hergeleiteten Gesetze erfordert.

Die orthogonale Gruppe

Die Anschauung von Lange, Winkel und insbesondere Orthaigéat behandeln
wir erst in Kapitel[®. Mit der Betrachtung dedualen Paare’(R",(R")*) =
(R™,R™) und vor allem der Auszeichnung der kanonischen Bagén...,e,}
bzw.{€1 ", ..., €} haben wir implizit bereits einen abstrakten Orthogoatsiegriff
eingefiihrt. Dazu vgl. man unten die Definitibn415.5 desokaschen Skalarprodukts
und die Wirkung einer Linearfornfbs,...,b,) € (R™)* = R" auf einen Vektor

£ € R™ (by,...,by) (&) = > biw;. In abstrakten Situationen kann man haufig
kein Skalarprodukt einfihren. Dann ist tatsachlich @dt Betrachtung,dualer Paare*
(V,V*) und,dualer Paarungen(z, L) := L(z), (z € V, L € V*) ein hinreichender
Ersatz fur die fehlende Orthogonalitat.

4.5.1 Definition

Einen x n-Matrix A heiStorthogonal, wennA! o A = E gilt. Die Menge aller
orthogonalen Matrize®(n) := O(n,R) := {A : A ist orthogonale: x n-Matrix}
heifstorthogonale Gruppe vom Rangn lberR.

Letztere Bezeichnung ist gerechtfertigt durch:

4.5.2 Satz
O(n,R) ist eine Untergruppe vo&@L(n,R).

Beweis

Zunachst ist jedest € O(n,R) nichtsingular mitA—! = A’, dazu beachte man
Sat43.8 M. Folglich gilO(n, R) € GL(n,R).

Offensichtlich istE' € O(n, R) und deshall) # O(n, R).

Die orthogonale Gruppe ist beziglich der Matrizenmukgtion abgeschlossen, denn
fur A, B € O(n,R) gilt nach Folgerung4.414:

(AoB) o(AoB)=B'o(A'oA)oB=B'cEoB=B'oB=E.

Schliellich ist auch das Inverse jeder orthogonalen Matnixieder orthogonal. Denn
fur A=1 gilt wegenAd—! = A%

(AN oA =AY oAl =A0A'=Ac A =E. O



142 4 \ektorraumkonstruktionen

Die orthogonaler2 x 2-Matrizen lassen sich auf elementare Weise explizit beschr
ben:

453 Satz
Sei
M1::{<a b):a,beR,amﬂ:l}
-b a
und
MZ;:{(G b):a,beR,amﬂ:l}.
b —a
Dann gilt:

(a) O(Q,]R) = M7 U M.
(b) M, ist eine Untergruppe vo@(2,R).

WegenE ¢ M, ist M, dagegen keine Untergruppe vor2, R).

Beweis y
@ Fird = (¢ Z e R gitatod = (40 Zé’ifg) Also ist
A € 0(2,R) genau dann, wenn di@rthogonalitatsbedingungen
a2+ =1, Q)
V+d:=1, (2)
ab+cd=0 €)

gelten.
Die Inklusion ,M; U My C O(2,R)" gilt dann ganz offensichtlich, und es
bleibt der Nachweis vonM; U My D> O(2,R)“. Dazu untersuchen wir fur

A— <Z Z) € O(2,R) dasnichtlineareGleichungssytem (1)-(3).

1. Fall:a # 0. Aus (3) folgth = —%d. Einsetzen in (2) liefert unter Verwendung
von (1):
2(,2 2 2
T Gl i
a a

a b
—b
a? +v2 = a®>+c = 1,also0A € M. Ist hingegena = —d, so gilt

b = c und folglich A = (Z _ba> alsoA € My,

Ist a = d, so folgt aus (3)c = —b und damitA = ( und
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2.Fall:a =0. Esfolgtc? =1,c-d =0,d.h.d = 0und1 = b? + d? = b*. Also
gilt c € {—1,1} undb € {—1,1}. Es gibt vier Moglichkeiten, diese Werte
fr b und ¢ zu kombinieren:

0 1 0 -1 0 1 0 -1
(o) () em (1) (5 ) ere
(b) Offenbar enthaltd/; die Matrix £ und mit A auch A= = A’ Fur A =

/ /
(_ab 2> e M, A = (_ab, 2,> € M gilt

;o ad =bb  ab +d'b
Ao A= (—ab'—a'b aa’ — b ()

und
(ad’ — bb')? + (ab' + a'b)?
= a?a’® — 2aad’bb’ + b2? + a?b? + 2ad' bV + d*b?
— a2(a/2 —|—bl2) +b2(a/2 +bl2) — a? +b2 — 17
alsoA o A’ € M;. O

4.5.4 Bemerkungen
(@ O(2,R) ist nicht abelsch, denn es ist

(o)=(o 5= (032 (5 0)= (6 B)-(0 o)

An der Gleichung(x) aus dem obigen Beweis erkennt man, dal dagegen die
Untergruppel; von O(2,R) abelsch ist.

(b) Die Elemente der Untergruppé; sind genau von der Form:

A:<cosa —sinoz>‘ 1)

sina  cos«
In Kapitel[@ werden wir sehen, daR diese Matrizen genau Riexhungender
anschaulichen Ebene entsprechen.
Beweis

Matrizen von der Fornf+) sind offenbar Elemente vah; .

a
-b
einad € R mitcos@ = a; es folgtl = cos? & + b%, alsob? = sin? a&. Im Fall
b = —sina wahlen wira := &. Im Fall b = sin & setzen wiree := —& und
erhalten wegenos o = cos(—«), sin(—a) = — sin « die gewiinschte Forrti-)
fur A. O

Sei umgekehrid = ( 2) € My, insbesondere giliz| < 1. Also gibt es
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(¢) In AbschnittC3B wurde erwahnt, dal durch := 01 eine Spiegelung
1 0

an der Winkelhalbierendefi(z1,22) € R? : x; = x2} gegeben ist. Fur

A= (Z _ba> € Mygit CoA = (Z _ba>’ alsoC o A € M;. Wegen

C? = Efolgt A = Co(CoA) mitCoA € M. Jede Matrix aus\y
beschreibt also die Zusammensetzung einer Drehung undSpmegelung, also
eineDrehspiegelung

Zum Abschluf3 wollen wir die fur den zweidimensionalen Ralimulierten,,Ortho-
gonalitatsbedingungen* aus dem Beweis von $afz14.5.3 eligbige Dimensionen
ausdehnen. Dazu definieren wir (ganz formal) das kanoniSkh&rprodukt.

4.5.5 Definition
Durchz -y = ! zy;, &,y € R" wird daskanonische Skalarprodukt
R™ @ R"™ — R gegeben.

Da wir die Anschauung von Orthogonalitat noch nicht bespen haben, interpretie-
ren wir das Skalarprodukt hier als Auswertung der Lineanfarim Punktey.

4.5.6 Bemerkung
Fur jede orthogonale x n-Matrix A = (ay,...,d,) hat man
i
E:AtoA: 0(61,---,6n):(5i‘6j)?:1 ,,,,, n,
=t
an

das heifdt, es gelten d@rthogonalitatsbedingungen

a; CL_] — Uiy — O7 fa”SZ#]

Die Spalten vord bilden ein sogenannte®©rthonormalsystem®. Entsprechendes gilt
fur die Zeilen, dad—! = A auch eine orthogonale Matrix ist.

Die Lorentzgruppe

4.5.7 Definition
Sei

SO O
o
|
[
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Dann heiBStL, := {A € R*** : A'o Ho A = H} Lorentzgruppe. Die linearen
Abbildungenz — A o ¥, A € L, heiBeri_orentztransformationen.

4.5.8 Satz
Die Lorentzgruppd. ist eine Untergruppe vo@L(4,R).

Beweis

Sicher istE € L, also istL nichtleer.

Wir verwenden im Folgenden wiederhdlt = H* und H> = E,d.h.H~! = H.
FurA e List A' o H o A = H und folglich

(HoA'oH)oA=Ho(A'ocHoA)=HoH=E.
Somit istA auf Grund von Satz_3.8.4 nichtsingular mit
A'=Ho Ao H.

Insbesondere ist die Lorentzgruppe Teilmenge &dr{4, R).

Diese ist auch beziglich der Matrizenmultiplikation abgdossen, dennfik, B € L
git (AoB)loHo(AoB)=B'oA'ocHo Ao B = B'oHo B = H, das heiit
AoBe L.

SchlieRlich ist mitA € L auchA~! = H o A o H € L, denn man hat

(A Y oHoA ' =(HoA'oH)Y o Ho(H oA o H)
:HvoHoHoHoAtoH:Hvo(HoAtoH)
=HoAo A '=H.

d

Die Lorentzgruppe ist in der Relativitatstheorie von B&tdeg. Im physikalischen
Raum sei ein,ruhendes’ Bezugssystem (Inertialsysteki)gegeben. Jedem Punkt
P des physikalischen Raums sind dann bezuglickoordinatent, x1, x2, x3 Zuge-
ordnet, dabei ist die Zeitkoordinate und:, x2, z3 sind die Ortskoordinaten. In der
Relativitatstheorie erweist es sich als nitzlich, statds Vielfachery = ct als, Zeit-
koordinate* zu nehmen, wobei~ 3 - 108m/sec die Lichtgeschwindigkeit bedeutet.
VermdgeK haben wir eine bijektive Abbildung

physikalischer Raum- R*, P (z0,21, T2, T3).

Sei jetzt K’ ein anderes Koordinatensystem, das sich relativkzumit konstan-
ter Geschwindigkeitv bewegt. Einem Punkf sind dann bzgl.K’ Koordinaten

(yo, y1, Y2, y3) zugeordnet.
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In der speziellen Relativitatstheorie gilt nun, andessimlder klassischen Mechanik:
iy = A o Z mit einer geeigneten Matrid € L,

wobei ¥ = (xg,...,z3) die Koordinaten vonP bzgl. K und§ = (yo,...,ys) die

Koordinaten vonP bzgl. K’ sind.

Man betrachte etwa den Fall, daR sict mit der Geschwindigkeit relativ zu K in
x1-Richtung bewegt und dig;-Achse jeweils parallel zur;-Achse ist(i = 1,2, 3).
Dann hatA die Gestalt

12,2 | 12,2
A O

wobei

1 1 -0 . v
Am mit g = >
/1 _ 62 <—ﬁ 1 ) ﬁ C
ist. Wegen|v| < cist 3% < 1, und+/1 — 32 existiert als reelle Zahl.

Eine Herleitung dieses Ergebnisses findet man etwa in M. welRie Relativitats-
theorie Erster Band, 7. Auflage, Kapitel 13, 7.
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5 Determinantentheorie

Mit der Determinante werden wir eine Abbildung von dem Rauen wreihigen
quadratischen MatrizefR™*"™ in die reellen ZahlerR einfiihren, mit deren Hilfe
wir entscheiden koénnen, ob gegebene Matrizen singulér oithtsingular (regular,
invertierbar) sind. Zwar sind wir zu Beginn des Abschniftdmkehrbar lineare
Abbildungen” in Kapite[3.B bereits ausfiihrlich auf dieage nach der Invertierbarkeit
gquadratischer Matrizen eingegangen und haben dort mit dem@§&hen Algorithmus
ein sehr effizientes Verfahren angegeben, wie man die laviearkeit einerfest
vorgegebenerMatrix prifen und ggfs. deren inverse Matrix berechnennkariir
subtilere Fragen vor allem auch analytischer Natur wie z. B.

e Bleibt die Invertierbarkeit einer Matrix bekleinen“ Anderungen der Komponen-
ten der Matrix erhalten?

e Hangtim Falle der Existenz die inverse Matrix ! stetig von den Komponenten
von A ab?

e Wie sieht die,Mannigfaltigkeit der singularen Matrizen* in der Mengdeal
gquadratischen MatrizeR™*"™ aus und welchen Raum nimmt sie dort ein?

ist der Gaul3sche Algorithmus nicht (ohne weiteres) geei@ezu werden wir mit der
Determinante als Polynom in der? Matrixkomponenten ein adaquates Instrument
vorstellen.

Wir werden in Kapite[b zeigen, daf3 der Determinante nebesedianalytischen auch
eine grofl3e anschaulich geometrische Bedeutung zukommZysammenhang mit
Flacheninhalt bzw. allgemein Volumen, Kreuzprodukt,e@tierung,. . .).

Mit Hilfe von Karten und des Uberaus wichtigen Multiplil@issatzes lassen sich
Determinanten schlieZlich leicht fur lineare Abbildungg : V' — V von endlichdi-
mensionalen Vektorraumen in sich erklaren.

5.1 Allgemeines Kroneckersymbol

Wie bereits einleitend angedeutet, werden wir die Deteaintim als Polynom in den
Matrixkomponenten erklaren. In diesem Abschnitt flhréneine Vorzeichenfunktion
fur die einzelnen Summanden dieses Determinanten-Polyrein.
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Dazu betrachten wir das folgende reelle Polynom ind&eranderlichency, . . ., z,:
D(x1,...,zn) = ] (2j—m), fallsn>2,
1<i<j<n
D(zq) =1, fallsn = 1.

Dabei bedeutet das Produktzeichen (groBeg Ri),_;,,, dall das Produkt Uber alle
Indexpaare, j € {1,...,n} zu erstrecken ist, fur die< j gilt.

Wie in BeispiellI.3IB sind:, ..., z, Veranderliche (Unbestimmte, Variable), und
wir kdnnen die algebraische Definition dieses Polynomscigieertig neben der
analytischen verwenden. Indem man fijt. . . , z,, reelle Zahlen einsetzt, erhalt man
eine FunktionD : R"™ — R.

Furn = 2 lautet beispielsweise
D(z1,x2) = g — 21
und furn = 3:
D(x1,z0,23) = (3 — z2) - (x3 — x1) - (X2 — 21).
5.1.1 Satz
Seik € {1,...,n — 1}, dann gilt:
D(xy,...,xp) = =D(x1, ..., Th—1, Tk 1, Thy Tkt 2y - - - » L)

Bei Vertauschung zweier benachbarter Veranderlichdedr das Vorzeichen.
Beweis

Die beiden Polynome bestehen aus derselben Anzahl vonreakiir werden jedem

Faktor vonD(x1,...,z,) einen Faktor vonD(z1,...,xg+1, Tk, - . - , T,) ZUOFdNEN.

Mt P= [ (2 — ) @it D(z1,...,2n) = (zk41 — ) - P. Wir betrachten
. () 1)

samtliche Faktoref; — z;) von D(z1, ..., zy):

Fall1: i & {k,k + 1}, j € {k,k + 1}. Die Veranderlichenz;, z; sind von der Ver-
tauschung nicht betroffen.

Fall2: i < k, j = koderi < k, j = k+ 1. Der Faktor(z) — x;) geht durch Vertau-
schung Uber iz, — x;), der Faktor{xy 1 — x;) in (x; — x;). Beide Faktoren
treten jeweils in beiden Produkten auf.

Fall3:i =k, j = k+ 1. Der Faktor(x;+1 — xx) geht durch Vertauschung uber in
(zx — zk11), €s findet einvorzeichenwechsedtatt.

Fall4:i =k, j>k+1oderi =k+1,j>Fk+ 1. DerFaktorr; —x; geht ber in
Tj—Try1, Tj— Ty INx; — ). Beide Faktoren treten jeweils in beiden Produkten
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auf.

Insgesamt gilt:

D(x1,. .., Zps1, Ty o ooy ) = (T — Tpt1) - P = —D(x1,...,24). O

Ein entsprechender Satz gilt auch fur allgemeine Vertawsgen zweier Variabler.

5.1.2 Satz
Fur alle Indizes:, ¢ € {1,...,n} mitk < ¢ gilt:

D(.%'l, ey L1, X0, Tt 15 -+ + 5 TY—1, LThey L4125 - - - 7'%.71) = _D(xlv s 71.77,)'
Beweis

Wir erhalten dieses Ergebnis durch eine hinreichend héufigvendung des vorher-
gehenden Satzes. Ausgehend Vo(, ..., x,) wird z; (¢ — k)-mal mit seinem
jeweiligen Nachfolger vertauscht:

D(zy,...,2,) = (—1)£7kD(x1, ey D1y Thtdy - o vy Tly Thy Tht1y - -+ y L)

Nun wirdz, ((¢ — 2) — (k — 1))-mal mit seinem jeweiligen Vorganger vertauscht:

D(x1, ..o B, Thotds vy Tl Thy Tog1s- -y L)
= (—1)€_k_1D(-’E1, sy L1 T4y Tt 15 -« - 5 Tp—1, Lhey LAy - - - >‘Tn)~
Wegen(—1)¢—k+t-k=1 — (_1)2(t=k)=1 — _1 folgt die Behauptung. O
g

5.1.3 Definition
Die Signum-Funktion sgn : R — R wird durch
1, fallsz > 0,

sgn (z) = 0, fallsz =0,
-1, fallsx < 0,

erklart.

5.1.4 Definition
Fir jeweilsn reelle Zahlerr, . . ., r,, definieren wir dasllgemeine Kroneckersym-
bol durcho(ry,...,rn) :==sgn (D(r1,...,m0)).
Ist spezielln = 2, so erhalten wir fUfi, j) € N x N:
1, fallsj > 1,
0(i,7) =sgn(j —1i) = 0, fallsj = i,
—1, fallsj < 1,
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und damit fur das vorher eingefiihrte (spezielle) Kromesikmbol
dij =1 —1[0(i, )|
Wir wollen den Zusammenhang zwischen der Anordnung deregiahl . . ., r, und

dem allgemeinen Kroneckersymbd(ry,...,r,) studieren. Dazu zeichnen wir eine
spezielle Anordnung dieser Zahlen aus:

5.1.5 Definition

Es seierry,...,r, € R paarweise verschiedene reelle Zahlen, d. h. es gelter;
furi # j. Wir sagen, daf8,, . . . ,r,, in naturlicher Anordnung sind, wenmn < rq <
o<y gilt.

5.1.6 Bemerkung

(@) Genaudannistry,...,r,) = 0, wenn fiir mindestens ein Indexpdat: j gilt:
Ty ="Tj.

(b) Sindry,...,r, € Rinnatdrlicher Anordnung, so gilt fijir > i stetsr; —r; > 0,
alsod(ry,...,ry) = 1.

5.1.7 Satz
Die reellen Zahlem, . .. ,r, seien paarweise verschieden. Dann gilt:

(a) Durch eine endliche Anzahf(n—1) von Vertauschungen je zweier Zahlen kann
man firr, ..., r, natirliche Anordnung erreichen.

(b) Genau dann wird die natiirliche Anordnung durch einederbzw. ungerade
Anzahl von Vertauschungen erreicht, wenn
0(riy...,mn) =1 bzw. 6(rq,...,rn) =—1
gilt.
Beweis

(@) Zunachst wird-; mit der kleinsten Zahl vertauscht. In der neuen Anordnung
wird ro mit der zweitkleinsten Zahl vertauscht, usw. Nach maxirfial- 1)
Schritten hat man erreicht, daf} _; die zweitgro3te und damit, die groite
Zahl geworden ist.

(b) Folgt aus Satz5.7.2 und Bemerkdng3.1.6 (b). O

Insbesondere ist es unmoglich, daf3 natirliche Anordraagphl durch eine gerade
als auch eine ungerade Anzahl von Vertauschungen erreatdenw kann.

5.1.8 Beispiel
@ (3,1,2) — (2,1,3) — (1,2, 3), zwei Vertauschungen.
(3,1,2) — (3,2,1) — (2,3,1) — (1,3,2) — (1,2,3), vier Vertauschungen.
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(b) (2,1,3) — (1,2,3), eine Vertauschung.
(2,1,3) — (2,3,1) — (3,2,1) — (1,2,3), drei Vertauschungen.

5.1.9 Definition

Es seienr1,...,r, € R paarweise verschiedene reelle Zahlen in nattrlicher An-
ordnung. Sind.,...,i, € {1,...,n} paarweise verschiedene Indizes, so heif3t die
Anordnungr;,, ... ,r;, einePermutation vonry,...,r,. Die Permutation heilje-
rade, wennd(r;,,...,r;,) = 1 ist, undungerade wennd(r;,,...,r;,) = —1 ist.
Man nennt(r;,, ..., r;, ) auch dad/orzeichen der Permutation.

Die Wahl der Bezeichnungeygerade* und,ungerade” erklart sich unmittelbar durch
SatA51V.

Permutationen konnen auch als bijektive Abbildungen : {r,...,r,} —
{r1,...,rn} erklart werden. Durchr(ry),...,n(r,) wird eine Anordnung gegeben.
Liegt umgekehrt eine Anordnung, , . .., r;,, vor, kannr durchr(r;) = r;; gewonnen
werden.

5.1.10 Definition

Die Fakultatsfunktion N — N, n +— n! wird induktiv durchl! := 1, (n + 1)! :=
n!- (n+ 1) erklart.

Offensichtlich gilt auch! = []7_, j.

5.1.11 Satz

Es gibt genatn! Permutationen von, . ..,n oder allgemeiner von reellen Zahlen
r<...<rmp.

Beweis

Wir fuhren den Beweis durch vollstandige Induktion nachDer Induktionsanfang
n = 1ist trivial, denn die Zahl kann auf genau eine Art angeordnet werden.

Um den Induktionsschritt durchzufiihren, wahlen wie N beliebig und nehmen an,
die Behauptung sei bereits filr. . ., n bewiesen. Zu jeder der folgendém+ 1) An-
ordnungen gibt es durch Permutation von. ., n je n! verschiedene Anordnungen,
die die Zahin + 1 fest lassen:

n+1,1,2,....,n,
1,n+1,2,...,n,

1,2,....,.n,n+ 1.
Insgesamt gibt es! - (n 4+ 1) = (n + 1)! verschiedene Anordnungen. 0
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Die Fakultatsfunktion wachst aufRerordentlich schn#ll:= 1, 2! = 2, 3! = 6,
4! = 24,... Fur groBen ist daher zur Berechnung van eine Naherungsformel
zweckmalRig. Gemal détirlingschen Formeldie in vielen Lehrbichern der Analysis

hergeleitet wird, ist
2 n—+1 ntl
n! ~ .
n+1 e

Die Zahlent = 3,14... unde = 2,718... werden in der Analysis eingefiuhrt. Fur
n = 100 ergibt sich beispielsweise

100! ~ 9,3 - 1057,

5.2 Determinanten

5.2.1 Definition
Die Determinante der quadratischen Matrix = (a;;); j—1,...» wird durch

n
det(A) = Z 5(i17---7in)'ai11 et Qipn
i1yeeyin=1
definiert.

n
Dasn-fach indizierte Summenzeichenz steht abkirzend fir Summenzeichen

i1, in=1

n n
> ..., auf deren Reihenfolge es wegen des allgemeinen Kommutatiges
i1=1 in=1
nicht ankommt. In der Formel fitet(A) tretenn™ Summanden auf. Wenn allerdings
i1,...,i, Nicht paarweise verschieden sind, sodigt, .. .,i,) = 0; die Summe ist
also letztlich, nur* Gber dien! Permutationen von, . .., n zu erstrecken.

Die Determinante ist ein Polynom in den Matrixkomponentarfalgenden Sinne:
Ein reelles Polynom imn Veranderlichen ist ein Ausdruck der Form

p(T1,. . Tm) = Z Cip i LY e Ty
i1=0,...,k1
zm:054.4,km
mit ¢;,..i. € R, k1,...,kn € No; dabei wirdz) = 1 vereinbart. Fiir, ...,z

konnen reelle Zahlen eingesetzt werdeist dann eine FunktioliR™ — R.
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SeinunA = (a;;)i,j=1,..» €iNenxn-Matrix, dann fassen wir die;; als Veranderliche
auf:
(T15- -y @) = (@115 -+, ARy Q215+ -+, A2y - -+, Al - -+ 5 A

mit m = n?. Die Determinante

det(A) = Z 5(2‘1,...72'”)-0,“1-...-ainn

1150 in=1
ist also ein Polynom imn» = n? Veranderlichen mit ganzzahligen Koeffizienten.

5.2.2 Beispiel
Im Fall n = 1 hat die MatrixA eine Komponented = (a;1), und es ist
1
det(A) = Z 0(i1) - aj;1 = 6(1) - a1 = asy.

i1=1

Fir die2-reihige MatrixA = (a” a12> ergibt die Definition
a1 a2

2
det(A) = Z 5(i1,i2)a2~11a2~22 = 5(1, 2)@110,22 + 5(2, 1)&21&12.
i1,i0=1
Die Zahlenl, 2 sind in naturlicher Anordnung, 1 gehen durch eine Vertauschung in
natlirliche Anordnung Uber, also i1, 2) = 1, §(2,1) = —1. Folglich ist

det(A) = ai11ag2 — ag1012.

Im Falln = 3 kann man die schon etwas uniubersichtliche Formel von $arru

a1l a2 Q13
det | a21 a2 az3 | = arnaxeaszz + aziazzaiz + aziaizass
aszyp as2 ass
—a31022013 — (21012033 — (11032023

herleiten.

Fir groRerer wird Definition[5.221 fur dieBerechnungron Determinanten schnell zu
aufwendig. Im Folgenden werden deshalb Eigenschaften eriinante hergeleitet,
auf Grund derer dafur der Gaul3sche Algorithmus eingesstmien kann.

Wir fassen die Determinante nun als Funkti®@¥ @ ... # R" — R der Spalten
—_———

n-mal
der Matrix A = (dy,...,d,) auf und stellen dereoharakteristisché&igenschaften

Zzusammen.
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5.2.3 Definition
Eine Funktionf : R" @ ... ®R" — R heiBtmultilinear oder genauem-fach
N———

m-mal
multilinear, falls sie in jeder Komponente linear ist, dfdls fir jedesk = 1,...,m

stets gilt:
(1) f(ala"'aak+ak/7"‘aam) :f(c_il,...,c_ik,...,&'m)+f(61,...,6k/,...,c_im),
(2) f(ﬁl,...,c-ﬁk,...,am):c-f(cil,...,ﬁk,...,am).

Eine multilineare Funktion heidultilinearform , im Fallem = 2 spricht man von
Bilinearformen.

Im Fall m = 1 erhalt man die Definition einer Linearform, siehe Kadif&l.4
5.2.4 Satz
Die Determinantenfunktion

fR'®...eR"—> R, f(d,...,d,):=det(d,...,d,)
n-mal
ist einen-fache Multilinearform.
Beweis
Seik € {1,...,n} beliebig. Furay’, di,...,d, € R", ¢ € R gilt:

det((il,... , Ak +6kl,... ,Qp)

n
= Z 6(i1,...,in)-ai11-...-(aikk—i—a;kk)-...-ainn

1150 in=1

n

= E 5(i1,...,in)-ai11-...-aikk-...-ainn
T1yeenyin=1
n
. . i

+ E 5(21,...,zn)-ai11-...-aikk-...-al-nn

T1yeeyin=1

=det(@,...,ak,...,0,) +det(a@r,...,a,...,a,);

det(@y,...,c-dy,...,ay)

n
= Z 5(i1,...,in)-ai11-...-(c-aikk)-...-ainn

T1yeeyin=1
n
=C- E 5(11,...,zn)-aill-...-aikk-...-ainn
115eyin=1

=c-det(dy,...,dg,...,0dn).
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5.2.5 Satz
Seif : R"@...®R" — R einem-fache Multilinearform. Gilt fur ein Argument
N———
. m-mal
a; =0, soistf(d,...,d,) =0.
Beweis
Wir halten die Vektorendy,...,d;—; und dj41,...,d, fest und betrachterf als
lineare Abbildung R™ — R allein im j-ten Spaltenvektor. Jede solche lineare
Abbildung bildet abef) auf0 ab. O

5.2.6 Definition
Einem-fache Multilinearformf : R™ @ ... ® R"™ — R heitalternierend, wenn fiir
N———

. - m-mal
je zwei Indizesl < k < ¢ < m stets gilt:

F(@1y e @y s ln) = —f (@1 @l Ty . s ).
~—~ ~—~

k-te Stelle ¢-te Stelle

5.2.7 Satz
Die Determinantenfunktiodet : R" @ ... ® R™ — R ist alternierend.
~—_——
n-mal
Beweis

Seienl < k < £ < n zwei Indizes. Der Beweis beruht auf der entsprechenden
Eigenschaft des allgemeinen Kroneckersymbols, vgl.[S4id 5

det(c_il,... ,6@, "'76}{)7"'7671)
~—~ ~—~

k-te Stelle ¢-te Stelle

= E 5(i1,...,in)-aill-...-aikg-...-ailk-...-ainn

= E 5(i1,...,ig,...,ik,...,in)-aill-...-aieg-...-aik,k-...-ainn
Ulyeeyin=1
n
= - E 5(1'15 5 Uk 500, aln) CAgl et Qiyn
11505 in=1
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5.2.8 Satz
Fir die Einheitsmatrix istet(E) = det(é,...,é,) = 1.

Beweis
In diesem Falle besteht die Summe aus Definifion b.2.1 awsremcht verschwin-
denden Summanden, fur dieseniist 1, ..., i, = n:
n
det(E) = Y 0(in,- . rin)di1 oo Gin =0(1,...,m) = 1. O

i1yeyin=1

GemaR Salz5.2.4 bis SEZ5]2.8dst eine alternierende, normidfte-fache Multili-
nearform. Es soll nun gezeigt werden, daf? die Determinanthaliese Eigenschaften
bereits vollkommen bestimmt ist. Man hatte die Determieaauch gleich auf diese
Weise definieren kdnnen, dann hatte man allerdings dieevgehendetberlegungen
zum Nachweis der Existenz einer solchen Funktion nachtragjgssen.

Zunachst bendtigen wir allerdings noch einen Hilfssatz:

5.2.9 Satz
Esseif :R" @ ... R"™ — R eine alternierenden-fache Multilinearform.
N———

m-mal
(@) Sinddy,...,d, € R™ nicht paarweise verschieden, so §i(tiy, ... ,d,) = 0.
(b) Firjem Indizesl < iq,...,i, < m undm Vektorendy,...,d,, € R" gilt:

f@iyyey@i,) =0(i1, o yim) - f(@1, .. ).

Beweis

(@ Sinddy,...,d, € R™ nicht paarweise verschieden, so gibt es zwei Indizes
1 <k<{<mmitd, = d,. Daf alternierend ist, folgt

—

f(&l,...,ﬁm):—f(ﬁl,... ,&’g,...,&’k,...,&’n):—f(al,...,am),
~ =~

k-te Stelle ¢-te Stelle
also2 - f(a,...,dm) = 0.

(b) Wir kdnnen ohne Einschrankung annehmen, @al. . , @,,, paarweise verschie-
den sind; andernfalls reduziert sich die Behauptung weggragf 0 = 0.
Weiter seieniq,...,1i, ohne Einschrankung paarweise verschieden,..,i,,
ist also eine Permutation von ..., m. Damit istd(iy,...,4i,) = +1. Wegen
8(it, ... im) = m reicht es zu zeigen:

ity e yim) - f(@iyy. .. @;,) = f(@1,...,0m).

! D.h.det(é1,...,é,) = 1.
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Bei Vertauschung zweier Indizes andert sich die linkeeSgitht,d und f andern
namlich jeweils ihr Vorzeichen. Durch endlich viele Versghungen erreicht man
naturliche Reihenfolge von, . . ., i,,,d.h.1,...,m. Dabeiisty(1,...,m) = 1.

O

5.2.10 Satz
Seif :R"@...®&R" — R eine alternierende-fache Multilinearform. Dann gilt
~—_——

n-mal

furallea.,...,d, € R™:
f(c_il, e ,Jn) = f(gl, e >€n) . det(c_il, e ,Jn)
Hat man zusétzlictf (é1, ... ,€,) = 1, soistf = det.

Beweis
Wegenay, = > ; a;,€; ergibt sich unter Benutzung von S&iz5]2.9:

n
f@r,. .. dn) = > a1 f(E,,d, ... dn)

i1=1
n n
- E aiq1 E ai22f(€i1,€i27 ag, ... aan)

i1=1 io=1

n
= Z a/ill."'.ainn.f(gi17"'7€i7l)
110 in=1
n
= Y @i Qi 800, i) - F(EL L En)

110 in=1

= det(@y,...,dn) f(E1,...,En).

5.3 Weitere Eigenschaften der Determinante

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die Determinante efiige und als alternie-
renden-fache Multilinearform charakterisiert haben, wollen Wier daraus zwei der
wichtigsten Satze der Determinantentheorie herleitenGdeichheit der Determinan-
ten vonA und A? und den Multiplikationssatz fiir Determinanten.
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Determinanten transponierter Matrizen

5.3.1 Satz
Fir jeden x n-Matrix A gilt det(A) = det(A?).

Beweis
Definitionsgeman gilt
n
det(AN) = Y (1, dn) Aty e O, (x)
Jlyeevyin=1

paarweise verschieden

denn das allgemeine Kroneckersymbol verschwindet, sobakdl Indizes Uiberein-
stimmen.

Wir betrachten zunachst einen festen Summanden, der deireh Anordnung
Ji,---,Jn vON 1, ... n gegeben ist. Jeder Faktor ist durch ein Indexpaay;) ge-

geben, das Produkt kann durch die Abfoldej),. .., (n,j,) beschrieben werden.
Die Vertauschung zweier Faktoren entspricht der Vertawsghder zugehorigen In-
dexpaare. Man kann durch eine Anzahl von Vertauschungeicken, dai die jeweils

zweiten Indizegy, . . ., j, naturliche Anordnung einnehmen, die jeweils ersten ksliz
1,...,ntreten nun in der Anordnung, ..., 1, auf. Aufgrund des Kommutativgeset-
zes inRR gilt

aljl Caet anjn =Ajy1 - Qiyn-
Da nach Konstruktionyy, ..., j, undiq,...,i, ausl,...,n durch dieselbe Anzahl

von Vertauschungen hervorgehen, gilt auch
i1y yin) =001y Jn)-

Damit erhalten wir eine Abbildun® : (j1,...,4n) — (i1,...,%,) von M in M,
wobei M die Menge aller Permutationen van. . . , n bezeichnet. Diese Abbildung ist

wohldefiniert, denn jedestaucht in den Indexpaaré, j,), . . ., (n, j,) genau einmal
als zweiter Index auf, der entsprechende erste Index ist datum die Summation
in (x) statt Uberjy, ..., j, Uberiy, ..., i, erstrecken zu kbnnen, ist zu zeigen, dafd die
Zuordnung® bijektiv ist.
Zum Nachweis der Injektivitat seien zwei Permutatio@n. . ., j,) und (71, . .., jn)
vonl,...,n mit

q)(jl, . ,jn) =: (’L'l, e ,in) = (51, e ,’Zn) = (I)(jl, e ,jn) (**)

gegeben. Die Abfolge der zugehorigen Indexpaare ist

(i1,1),...,(in,n) bzw. (i1,1),...,(n,n),
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gemal unserer Annahmex stimmen diese Abfolgen tberein. Durch umgekehrte
Anwendung der Vertauschungen, die
(17j1)7---7(n7jn) bZW' (17j1)7"'7(n7jn)
in
(i1,1), ..., (in,n) bzw. (i1, 1),..., (in,n)
Uberfuhrt haben, gelangt man zu
(le)a---a(najn) bzw. (le),"'a(n’jn)-
Beide Abfolgen bestehen aus denselben Indexpaaren, #lso gi

Folglich ist @ eine injektive Abbildung der endlichen Mendé in sich und damit
auch surjektiv.

Da nun® : M — M bijektiv ist, kbnnen wir in ¢) Uber die Permutationen, . .. , i,
summieren und erhalten:

n

det(At) = E 5(j1,...,jn)-a1j1 tee. g,
jla s ,jn:1
N——
paarweise verschieden

n
= > (i in) @iy Gy = det(A),
il,... ,’L'nzl
N—_——

paarweise verschieden

5.3.2 Bemerkung

Folglich gelten alle Aussagen Uber Determinanten, di€Spitlten formuliert werden,
auch fur Zeilen. Fal3t man etwiat als Funktion von den je Zeilen der Matrizen auf,
so istdet eine alternierende-fache Multilinearform in den Zeilen.

Mit dieser Bemerkung erhalten wir beispielsweise aus G285

5.3.3 Satz

Hat eine MatrixA eine Nullzeile oder eine Nullspalte, so dtt(A) = 0.
Ebenso folgt aus Safz5.P.9:

5.3.4 Satz

Sei A einen x n-Matrix. Sind in A zwei Spalten gleich, so gilflet(A) = 0.
Entsprechendes gilt auch fiir Zeilen.
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Es ist nun leicht, dieAnderungen der Determinante unter elementaren Matrixumfo
mungen zu beschreiben. Multiplikation einer Zeile bzweeiSpalte mit dem Faktor
¢ € R ver~c-facht den Wert der Determinante, denn die Determinante-fath linear
und damit insbesonderefach homogen.

Bei Vertauschungen zweier Spalten bzw. Zeilen andertalterfierende!) Determi-
nante ihr Vorzeichen.

Schlieflich gilt noch:

5.3.5 Satz

Es seiA einen x n-Matrix, und es seief, k € {1,...,n} zwei verschiedene Indizes:
j # k. Addiert man ein Vielfaches dgrten Spalte vom zur k-ten Spalte, so andert
sich die Determinante nicht. Entsprechendes gilt auc&dilen.

Beweis
Sinday, ..., d, die Spalten vo, so lautet digk-te Spalte der umgeformten Matrix:
a, + c - d; mit einemc € R, die Ubrigen Spalten werden nicht geandert. Da die
Determinante multilinear und alternierend ist, gilt:

det(c_il,...,6k+c-5j,...,5n)

=det(dy,...,dy) +c-det(dy,...,d;,...,d,) = det(A) +0,

~—
k-te Stelle

denn in der zweiten Matrix stimmen zwei Spalten Uiberein. O

Multiplikationssatz

5.3.6 Satz (Multiplikationssatz)
Fir allen x n-MatrizenA, B gilt det(B o A) = det(B) - det(A).

Beweis

Wir fUhren den Beweis mit Hilfe unserer axiomatischen @Réarisierung der Deter-
minante als alternierendefache Multilinearform.

Sei B eine beliebige, aber im Folgenden festex n-Matrix. Wir definieren eine
Funktion
f:R"®...eR" — R,
n-mal

f(ay,...,d,) :=det(Body,...,Body,) =det(BoA),

wobei wir A = (dy, ..., d,) schreiben.



5.3 Weitere Eigenschaften der Determinante 161

Diese Funktionf ist multilinear, denn die Linearitat der zB8 gehorigen Abbildung
(man vgl. auch Folgerurig-3.8.5) und die Multilinearitahvtzt ergeben
f(@y,...,axy+ay,...,a,) =det(Body,...,Bo(a+a),...,Body)
=det(Body,...,Body+ Bod,...,Body,)
=det(Body,...,Body,...,Body,)
+det(Body,...,Body,...,Boady,)
= f(@1,. . Apyensan) + f(@1,. . a8, dn)

und entsprechend
f@,...,c Qg @p) =c- f@1,...,dk,...,0n).

AulRerdem istf alternierend, dendet ist alternierend.
Die Anwendung von Safz5.Z10 liefert nun fur allex n-MatrizenA = (@, ..., dy,):

det(Bo A) = f(dy,...,d,) = det(dy,...,dn) - f(E1,...,€n)
=det(A) -det(Boeéy,...,Boé,) =det(A) - det(B).

5.3.7 Satz

Fiir einen x n-Matrix A gilt det(A) # 0 genau dann, wendA nichtsingulér ist. In

diesem Fall gildet(A™1) = detl( -

Die Determinante legt fest (determiniert), ob eine Matingslar oder nichtsingular
(regular, invertierbar) ist.

Beweis
.<": Sei A nichtsingular. Dann existiert die Umkehrmatrix !, und es gilt

1 =det(E) = det(Ao A™1) = det(A) - det(A™1).
Es folgtdet(A) # 0 unddet(A™1) = ﬁ(m-

»,=": Sei nun A singular, nach Safz_3.8.4 sind die Spalten linear ablgar@egebe-
nenfalls nach einer Spaltenvertauschung, die nur das ibere vondet(A) andert,
kann man annehmen, daf} die erste Spalte Linearkombinagiditbdgen ist:

n

a, = E Cjaj, cj € R,
Jj=2
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und wir erhalten aus Sdiz5.B.4:

n

det(A) = det ch'aj? 62, ey EL}L
j=2

n
= ¢j-det(d;,d,...,dj, ..., dn) = 0.
= ~~
j-te Stelle
Wir haben also gezeigt:
Asingular=- det(A) =0

und damit
det(A) # 0 = Anichtsingular O

Matrizen mit Null-Bl 6cken

Der Definition der Determinante hatten wir fiirx 2-Matrizen det (Z“ 212> =
21 22

a11a29 — A21a12 = det(all)det(agg) — det(agl) det(alg) entnommen. Wir wollen
nun der Frage nachgehen, ob eine entsprechende Gleichcimfiagrofiere Matrizen
gilt, wenn aq1,...,a90 durch Untermatrizen geeigneter Formate ersetzt werden.
Das folgende Beispiel zeigt, dal3 die Frage in dieser Allgeh&it nicht positiv
beantwortet werden kann:

5.3.8 Beispiel
Esist

det

da zwei Spalten Gibereinstimmen, und dagegen

1 0 1 0 1 0 1 0
det(o 1>-det<0 2>—det<0 _1>-det<0 1)—3.

Auch der naheliegende Gedanke, aus Griinden des Matrnestfodas Minuszeichen
durch ein Pluszeichen zu ersetzen, fuhrt auf (—1) und damit auf ein falsches
Ergebnis.

Unter geeigneten, recht einschrankenden Voraussetaumaeen wir aber tatsachlich
derartige Gesetze.
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5.3.9 Satz
Es seien Matrizely = E** A = A%, B = B% und© = O** gegeben. Dann gilt

det (g i) — det(A).

Beweis

Wir verwenden wieder die Charakterisierung der Deterntmaals alternierende
Multilinearform aus Satf5.210. Sdi = (d@;,...,@)undf : R‘®...o R’ - R
~—_—————

£-mal

durch f(ay,...,dy) = det (g 3) gegeben. Die Spalten voA werden nach

oben durch Nullen zu Spalten al** erganzt. Daher haben die entsprechenden
Eigenschaften der Determinante zur Folge, daf?fach multilinear und alternierend
ist. Der oben zitierte Satz liefert

f(c_il,"‘>c_i€) :f(gla"'agf)'det(ala"waf)'

Es ist also noch zu zeigerf(éy, . . ., &) = 1. Tatsachlich gilt
1 0 0 ... 0
0 1 0
FEr... &) =det | by 1 0 | = det(mErerre,
bgl e bgk 0 1

Letzteres folgt auf Grund von S&iz 513.5, ddnpp kann durch Addition des-b;;-
fachen der(k + i)-ten Spalte zurj-ten Spalte durcld ersetzt werden. Der Rest der
Matrix bleibt jeweils unverandert. Wegelet(E) = 1 ist der Satz bewiesen. O

Durch Anwendung vourlet(A) = det(A?) auf Sat{5.319 gelangt man zu:

5.3.10 Satz
Es seien Matrizelt = EFF, A = A%, B = B**, © = O% gegeben. Dann gilt

det <g ﬁ) _ det(A).

5.3.11 Satz
Es seien Matrizem\ = A**, B = B, C = C*¢, D = D%* gegeben. Dann gilt

det(é g) :det<g g) — det(A) - det(B).



164 5 Determinantentheorie

Beweis

Wir gehen wie im Beweis von Safz’5.B.9 vor. Es sei wieder (a,...,dx) und
f:R'&...oR" - R durch
—_—

k-mal

. . A C
f(al,...,ak)::det<0 B>
gegeben. Diese Funktighist k-fach multilinear und alternierend, es folgt

F@r,... @) = det(@, .., @) - f(@..., &)

E C
= det(A) - det <(’) B) = det(A) - det(B)
wegen Satf 5.3.10.
Die zweite Gleichung folgt aus der ersten durch Betrachtdag transponierten
Matrizen. O

Man kann furm x n-Matrizen A, B, C, D unter geeigneten Voraussetzungen wie etwa,
daRD regular ist und die Vertauschbarkeitsrelat@nD = DoC gilt, zwar Identitaten
der Artdet <é g) = det(A o D — B o C) zeigen, weitere Aussagen sind aber
im allgemeinen nicht moglich, déet als Funktion in den Matrize®R™*"™ — R nicht

linear ist.

5.4 Berechnung von Determinanten

In diesem Abschnitt werden einander zwei Verfahren zur &erang von Determi-

nanten gegenibergestellt. Zunachst werden wir sehdh wiawie schon bei der

Bestimmung der Invertierbarkeit, déerechnungder inversen Matrizen und wie
bei der Auflosung linearer Gleichungssysteme den Gau3sslgerithmus einsetzen
kdonnen, die Grundlage dafiir ist SAfz 51 3.5. Das zweitéaWeen griindet sich auf den
Laplaceschen Entwicklungssatz und ist von groReifesaretischennteresse.

Gaul3sches Verfahren zur Berechnung von Determinanten

5.4.1 Definition

Einen x n-Matrix A = (a;j)i j=1,..» heilSt(obere) Dreiecksmatrix wenn in A
unterhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen stehen (d;h.= 0 fir i > j), und
(untere) Dreiecksmatrix, wenn inA oberhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen stehen
(d h.aij =0flri < j)



5.4 Berechnung von Determinanten 165

Der folgende Satz zeigt, daf3 wir in diesem Zusammenhangediebgne MatrixA
mittels des Gaul3schen Algorithmus’ nicht in die Einheitsimaunformen mussen,
sondern dal es reicht, Dreiecksgestalt anzustreben.

5.4.2 Satz
Es seiA = (a;j)i j=1,..n €ine Dreiecksmatrix. Dann gilt

det(A) = ﬁa“
i=1

Die Determinante von Dreiecksmatrizen ist das Produkt dag@halelemente.

Beweis

Es reicht, wegenlet(A) = det(A?) untere Dreiecksmatrizen zu betrachten, fur die
alsoa;; = 0ist, fallsi < j. Der Beweis wird durch vollstandige Induktion nagh
gefuhrt.

Die Induktionsbasisn = 1 ist trivial. FUr den Induktionsschritt nehmen wir an,
die Behauptung sei fii,...,n bereits gezeigt. SeA = (ai;)ij=1,..n+1 €INE

(n + 1) x (n + 1)-Dreiecksmatrix. Durch Zuhilfenahme von S&iz 5.8.11 falgs
der Induktionsannahme

aill 0 0 0
.. 0
det(A) = det 0
Apl  eve onn Qnn 0
An4+1,1 -« - - - An+1,n|0n+1,n+1
aill 0 0
o0
= det(ant1n+1) - det .
0
anl -+« .. Qpn
n+1
= Onp+1,n+1" (all et ann) = H (778
=1

d

Damit stehen alle Hilfsmittel bereit, um den Gaul3schen Algmus zur Berechnung
von Determinanten darzustellen:

5.4.3 Satz
Es seiA eine beliebiger x n-Matrix. Durch die elementaren Umformungen
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(1) Addition des Vielfachen einer Zeile zu eir@ndererZeile,

(2) Spaltenvertauschungen

kann man eine der beiden folgenden Situationen herstellen:

(a) Eine Zeile vorA geht in die Nullzeile tiber, in diesem Fall giét(A) = 0.

(b) Die Matrix A geht in eine Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen. . ,d,
Uber. Istk die Anzahl der durchgefihrten Spaltenvertauschungenn dgit
det(A) = (=1)*-dy ... d,.

Beweis

Hat die Matrix A selbst eine Nullzeile, so istet(A) = 0, wie wir schon in Satz 5.3.3
festgehalten hatten.

Sei nunA einen x n-Matrix ohne Nullzeilen. Gegebenenfalls nach einer Spalte
vertauschung kann man; # 0 erreichen. Durch Addition geeigneter Vielfacher der
ersten Zeile zu den darunterliegenden Zeilen geht eine Matrix der Form

ai1] aiz ... ai,
0

: A

0

Uber. Enthaltd’ eine Nullzeile, so auch die gesamte Matrix; das Verfahrenl wiit
dem Ergebnislet(A) = 0 beendet.

Enthalt auchA’ keine Nullzeile, so wird das oben beschriebene VerfahrénAu
angewandt. Umformungen des Typs (1) werden innerhalbA/aturchgefiihrt, wegen
der Nullen links in der Matrix sind es automatisch Umformengler gesamten Matrix.
Umformungen vom Typ (2) sind stets auf die gesamte Matrixratrecken.

Ist im Laufe des Verfahrens keine Nullzeile aufgetretenhabman nach hochstens
(n — 1) Wiederholungen eine Dreiecksmatrix erhalten, deren Wert ggemani
SatA5. 4P berechnen. Die Behauptungdiir(A) folgt, weil gemaR Satz 5.3.5 Um-
formungen vom Typ (1) den Wert der Determinante nicht amddmformungen vom
Typ (2) andern das Vorzeichen der Determinante. O

Laplacescher Entwicklungssatz
Hier werden Determinanten vqistreichungsmatrizen® eine zentrale Rolle spielen.

5.4.4 Definition

Es seienA = (a;j)i j=1,..n €inen x n-Matrix undk,? € {1,...,n} zwei Indizes.
Durch Streichen det-ten Zeile und-ten Spalte entsteht eite— 1) x (n—1)-Matrix,
die mit Ay, bezeichnet wird. Deren Determinantg, := det(Ax,) heilBt(k,l)-ter
Cofaktor von A.
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5.4.5 Satz (Laplacescher Entwicklungssatz)
Fir die Determinante jederx n-Matrix A gilt die
(1) Entwicklung nach einer beliebigen Spalte: Fir jedetek? € {1,...,n} ist

n

det(A) = (1) apdyy.
k=1

(2) und die Entwicklung nach einer beliebigen Zeile: Fidlgie Index: € {1,...,n}
ist

n

det(A) =Y (=1)"aredy.
=1

Beweis

Wir betrachten zunachst die Entwicklung nach der erstait§sei alsd = 1. Nach
Definition gilt

det(A Z (i1, v yin) Qg1 e Qi

paarwelse verschleden

:iak1'< Z O(k,igy .. yin) - Giya - . 'ainn>-
k=1

D9 5ees yin=1

paarweise verschieden
ungleichk
Zur Berechung voi(k, iz, . . . , i, ): Die Anordnungis, . . ., i,, geht durch eine Anzahl
a einfacher Vertauschungen in natirliche Anordnang .,k — 1,k + 1,...,n Gber.

Die Anordnungk, 1,...,k—1,k+1,...,n kann durch(k — 1)-maliges Vertauschen
von k& mit seinem jeweiligen Nachfolger in natirliche Anordnuhg. ., n Uberfuhrt
werden. Firk,is,...,i, kann natirliche Anordnung durch + £ — 1 einfache
Vertauschungen erreicht werden. Zusammenfassend gilt:

S(kyig, ... i) = (=1)4TF L = (1)L (1)
= (=DM (=D = (=DM 5, . i),
und folglich

n

det(A) = Z( 1)k ( Z iy yin)aiy2 - -ainn)

AAAAA in=1
allez] # k

k=1
n

=> (-1 apdu,
k=1
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denn es ist

dip1 = det(Akl) = det(az‘j)izl ,,,,, k—1,k+1,...,n .
Jj=2,...,n
Seinun/ € {1,...,n} beliebig,A = (d,,...,d,). Durch(¢{—1)-maliges Vertauschen

von d, mit seinem jeweiligen Vorganger folgt
det(A) = (=1)*"L - det(@p, @1, ...,0_1,@rp1s- - dn).

Seidy, der(k, 1)-te Cofaktor vond = (dy, @1, . .., @y_1,@¢11, - - -, @n). Diese Matrix
geht durch Streichen det-ten Zeile und der ersten Spalte iy, Uber, also ist

dr1 = die. Durch Entwicklung vonlet(A) nach der ersten Spalte folgt:

det(A) = (—1)4_1 det(fl) = (—1)4_1 (i(—l)k+1akgjk1> = i(—l)]ﬁ_éaudu.

k=1 k=1

Da transponierte Matrizen jeweils dieselbe Determinateeh, lalt sich unser Er-
gebnis Uber die Entwicklung nach Spalten schnell auf dievieRlung nach Zeilen
ausdehnen. Sei}, der (¢,k)-te Cofaktor vonA’, wegen (A")y, = (Age)" gilt
d};. = dye. Durch Entwicklung vonlet(A") nach derk-ten Spalte erhalt man:

n n
det(A) = det(A") = > (=1 apudly, = > (=1 appdp. O
=1 (=1
5.4.6 Beispiel
Wir berechnen die Determinante dex 3-Matrix
1 2 3
A=[2 3 1
3 1 2
mittels
(@) des GaulRschen Verfahrens:
1 2 3 1 2 3
A—-10 -1 -5} -0 —-1 -5
0 -5 —7 0 0 18

Da keine Spaltenvertauschungen durchgefiihrt wurden, gil

det(4) =1-(=1)-18 = —18.
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(b) und des Entwicklungssatzes: Wir entwickeln nach deeerSpalte.

1 2 3
det [2 3 1 :1-det<3 1> —2-det<2 3) +3-det<2 3)
1 2 1 2 3 1
3 1 2
=(3-2-1-1)—2-(2-2—-1-3)+3-(2-1—3-3)
=5—2-21=-18.
Zur Berechnung konkret angegebener Determinanten ist daR§&he Algorithmus
wesentlich einfacher und schneller. Bei — 1)-maliger Anwendung des Entwick-
lungssatzes auf die jeweils entstehenden quadratischesrriftrizen vonA mit n,

n —1,...,2 Zeilen gelangt man letztlich wieder zu der Definition 5.2et Betermi-
nante.

Fur das nachste Beispiel erinnern wir an die Definitionlelynoms

D(ry,...,r)= [ (j—m)

zu Beginn von Abschniff Bl1.

5.4.7 Satz (Vandermondesche Determinante)

IR B
det | © : : =D(r1,...,rn).
1 r, rfb 7“2*1

Beweis
Durch Induktion nachw > 2. Flrn = 2 ist

1 r
det(1 ri) =r9—ry = D(ry1,72).

Sei nunn > 3 und die Behauptung fits — 1 bewiesen. Wir ziehen in

R I
A= : : : :
1 r, 7“121 o rﬁ’l

dasr-fache der(n — 1)-ten Spalte von den-ten Spalte ab. In dieser neuen Matrix
subtrahieren wir das, -fache der(n — 2)-ten Spalte von defn — 1)-ten. So fahren
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wir fort und erhalten schlief3lich:

1 0 0
1 r9—r1 ... 7“3_1 — 7"17“3_2
A— B =

1 rp,—1r1 ... T’Z_l — rlrﬁ_Q
1| 0 .. 0

| Liro—ry ... (rg— rl)rg_Q

n—2

Lirp—mr1 oo (rp—ry)rh

Folglich gilt auf Grund von Satz 5.3.9 Uiber Determinanteih @mem O-Block, der
Multilinearitat vondet und der Induktionsannahme

det(A) = det(B)

1 7 7“% rg_Q
=(rg—ry)-... (rp—r1)-det : : :
1 r, 7“,21 rﬁfz
=(ro—r1) ... (rp —11) H (rj — 1)
n>j>i>2
= H (7“] - Ti) - D(rh 7rn)
n>j>i>1

5.5 Cramersche Regel

In diesem Paragraphen werden wir aus dem Laplaceschen dkhingissatz einige
insbesondere fur die reine Mathematik wichtige Satzdelien. So wird etwa in
Satz[G.5 4 eine explizite Formel zur Bestimmung wn' angegeben, aus der u. a.
hervorgeht, daR im Falle der Existenz die Komponentendohrationale Funktionen
der Komponenten vonrl sind. Damit kann man beispielsweise quantitativ angeben,
inwiefern,kleine* Anderungen be# ,kleine* Anderungen bed—! nach sich ziehen.

Die Adjunkte

5.5.1 Definition

Firn x n-Matrizen A ist die Adjunkte adA die transponierte, mit alternierendem
Vorzeichen versehene Cofaktormatrix

adA := <((_1)k+edk£) k,ézl,---v”> | .
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5.5.2 Beispiel
Far

lautet

( (-3)  —(=6) (-3) )t (3 6 3)
adA= | —(=6) (-12) —(-6)| = 6 -12 6 |.
(=3)  —(=6) (=3)

5.5.3 Satz
Fur allen x n-MatrizenA gilt:

adAo A= AoadA =det(A)- E.

Beweis
Wir zeigen zunachsti o adA = det(A) - E, d. h., daB fur allé, £k = 1,...,n gilt:

> aie((—=1)"dig) = i, det(A).
/=1

Furi = k liefert die Entwicklung nach dekt-ten Zeile die Behauptung:

n

det(A) = Z(—l)kJréakzdkz-
=1

Sei nun; # k. Wir betrachten die Matrix4’, die in derk-ten Zeile diei-te Zeile von
A und sonst dieselben Zeilen wikenthalt:

al] ... Qin
i-te Zeile | a;1 ... Qip
A =
k-te Zeile| a;1 ... Qin
anl ... Qpn

Da A’ zwei gleiche Zeilen enthalt, istet(A’) = 0 = §;;, det(A). Andererseits liefert
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die Entwicklung vondet(A’) nach derk-ten Zeile:

n

det(A) = Z(—l)kHaM * dp-
=1

Damit haben wir die Gultigkeit vol o adA = det(A) - E gezeigt. Durch Transpo-
nieren folgt daraugadA)! o A' = det(A) - E und, indem mam durch A? ersetzt,
(adA')! o A = det(A) - E. Im Beweis des Laplaceschen Entwicklungssatzes hatten
wir gezeigt, daf? defik, ¢)-te Cofaktor vonA? der (¢, k)-te Cofaktor vonA ist, daR also

adA’ = (adA)! gilt. Es folgt ad4 o A = det(A) - E. O
5.5.4 Satz
Fur alle nichtsinguléaren x n-MatrizenA gilt:
1
ATl = -adA.
det(A) @
Beweis
Da voraussetzungsgem#R ! existiert, kann man in Safiz5.5.3 mit ! und mitﬁ(m
multiplizieren. O

Im AnschluBR an die Definitiol_5.4.1 hatten wir erlautertRddie Determinante
als Polynom mit dem?-Matrixkomponenten als Veranderlichen angesehen werden
kann. Ebenso sind die Cofaktorel; (Unter-) Determinanten und damit Polynome.
Wegen Satf5.54 ist also jede Komponente vort eine rationale Funktion in den

m = n? Veranderlichen(z1,...,2,,) = (a11,...,01n, ..., Gn1, - . -, Gny) gEMAR der
folgenden Definition.

5.5.5 Definition

SeienP, () Polynome inm Veranderlichen) sei nicht das Nullpolynom. Der Quotient
g heiBtrationale Funktion .

5.5.6 Beispiel
a b\ _ [(x1 22

Die zweireihige MatrixA = e a) = o sei nichtsingular, es ist also
3 T4
det(A) = zy24 — xox3 # 0. FUr die Cofaktoren berechnet mdn = x4, d12 = 3,

do1 = 9, doo = x1, die Adjunkte lautet

t
X —X X —X
adA = ( 4 3) _ < 4 2) .
— X9 I —XI3 I
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For

erhalt man also aus Saiz5J5.4:

CL/ _ T4 I _ —x2 I _ —T3 I 1
T1T4 — LT3 T1T4 — ToT3 T1Ty — LT3 T1Ty — ToT3
5.5.7 Beispiel
In Beispiel[3:8F hatten wir fur
-1 1 1
A=1-3 4 3
—4 6 5
die inverse Matrix mit
-2 -1 1
Al=1-3 1 0
2 =21

berechnet. Dal? sowol als auch4~! nur ganzzahlige Komponenten haben, erklart
sich aus Satz’5.3.4 und

-1 0 O
det(A) =det | -3 1 0| =-1.
—4 2 1

Hier haben wir die erste Spalte vehzur zweiten und zur dritten Spalte addiert.

Allgemein gilt sogar umgekehrt: Habei und A~! ganzzahlige Komponenten, so
sind det(A), det(A~!) € Z, dadet ein Polynom in den Matrixkomponenten mit
ganzzahligen Koeffizienten ist. Es folgt= det(A) - det(A~!), und diese Gleichung

hat inZ nur die Losungenlet(A), det(A™1) = +1.

Aufldsung von Gleichungssystemen

Der Zusammenhang zwischen Adjunkten und inversen Matrigdnt zu einem
weiteren Verfahren zur Auflosung von linearen GleichuggssnenAd o ¥ = 5, wobei

A = A™" einen x n-Matrix undb € R" ein (Spalten-) Vektor ist. Fir das Folgende
setzen wir stets voraus, dal3 die Matrxnichtsingular (invertierbar) ist. Dann wird
durch A ein Isomorphismug” : R™ — R™ gegeben, zu jederﬁ € R"™ existiert
also genau eine Losung € R™*von Ao ¥ = b, fur diese gilty = A~ o b. Durch
Verwendung von Safz5.%.4 ergibt sich:
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5.5.8 Satz (Cramersche Regel)

Es seiA eine nichtsingularen x n-Matrix mit den Spaltertiy, ..., d,, ferner sei
be R"™ Firj =1,...,n setze man
Bj = (61, . ,C_ij_l, b, Eij+1, e 7671)

Dann gilt fir die eindeutig bestimmte Losufige R™ des linearen Gleichungssystems

AoZ=b:
o det(Bj)

YT qet(A)

j=1...,n.

Beweis

= (=™ det(A)’

Cji =

Die Losung des Gleichungssystems ist dufch A~ o Egegeben, also folgt:

= 1 - L det(B;)
R by = — . —1)b.d. = J
X ;lebz det(A) Z( ) bldw det(A) ,

i=1

denn die Entwicklung vordet(B;) nach derj-ten Spalte ergibt:

n

det(B;) = Y _(=1)"bd;;. O
=1

5.5.9 Beispiel
Sei

1 2 - 2
A:<3 4> und b:<3>.

Es giltdet(A) = 4 — 6 = —2, die Cramersche Regel kann also verwendet werden. Es

ist By = (; Z) , By = <£1’> §> , det(By1) = 2, det(B2) = —3, wir erhalten

2 -3 3
1= Ty = — 5
Somit lost(—1, 2) das Gleichungssystem

T1+ 2290 =2
3x1 +4xo = 3.
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Unterdeterminanten und Rang einer Matrix

Es wird ein Zusammenhang zwischen dem Rang einer nicht ndigiguadratischen
Matrix und deren groRtmoglichen quadratischen niclgtgi@ren Untermatrizen herge-
stellt.

5.5.10 Definition

,,,,,

,,,,,

iq < m undd Spaltenindizes < j; < ... < jq < n existieren, so dal3 gilt:

Qjyjr -+ Qiggy

C = :
Qigjr -+ Qigjg

Unter einerd-dimensionalerinterdeterminante von A versteht man die Determi-

nante einetl-dimensionalen Untermatrix va#.

Die UntermatrixC' geht ausA hervor, indem man die: — d Zeilen vonA mit Index
i # {i1,...,1q} und dien — d Spalten vomrA mit Indexj ¢ {j1,...,jq} Streicht.

Die in Definition[5. 4% fum-reihige quadratische Matrize# erklarten, Sreichungs"-
MatrizenA;; sind (n — 1)-dimensionale Untermatrizen voh die Cofaktorent;; sind
(n — 1)-dimensionale Unterdeterminanten vdn

5.5.11 Definition

Es seiA einem x n-Matrix. Ist A nicht die Nullmatrix, so bezeichnen wir mitA) die
grolSte Zahll € N, fur die eine vord) verschiedend-dimensionale Unterdeterminante
von A existiert. Fur die Nullmatrix setzen wil{ O™") := 0.

5.5.12 Satz
Fiir jedem x n-Matrix A gilt Rang (A) = d(A).

Beweis

Es bezeichned;, ..., d, die Spalten vor4, d := d(A) undr := Rang (A). Wegen
derAquivalenzr = 0 & A = O < d = 0 kénnen wir ohne Einschrankung> 0
undd > 0 annehmen.

.d < r*“ Dieser Beweisteil ist einfach und beruht darauf, daRl dmdre
Unabhangigkeit von Vektoren alg? durch Hinzufiigen weiterer Komponenten nicht
verlorengeht. Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungedeme undd nicht geandert
wir kbnnen also ohne Einschrankung

ail ... Q1q
det | : : #0
aqr  -.. Q4qd
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annehmen. Die Spalten dieser Matrix sind linear unablgangd damitad,, ..., d, €
R™ ebenfalls. Folglich ist > d.

.7 < d": Da Spaltenvertauschungen den Rang einer Matrix nicdeam kénnen
wir annehmen, daf,, ... ., d, linear unabhangig sind.

Wir bezeichnerd’ := (dy, ..., d,) undd := d(A’), offenbar istd’ < r < m. Da jede
Unterdeterminante vor’ auch Unterdeterminante vof ist, gilt d < d. Es reicht
also zu zeigen: < d’. Dazu wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt.

Angenommen, es ware> d’. Da wir nur den Fall > 1 betrachten, ist offensichtlich
auchd’ > 1. Wir kdnnen, gegebenenfalls wieder nach Zeilen- und Spedirtauschun-
gen, ohne Einschrankung von

ail e Qg
det : : #0 (*)
aqgrr ... aqg
ausgehen. Flir=1, ..., m setzen wir
air ... Qi@ A1d+1
U !
By = BT o L

ag'y .- G@d Ad d'+1
a1 - Qi Gid+1

Wegen der Annahmé < r ist diese Setzung mdglich, und es gilt stéts(B;) = 0.
Die Entwicklung vondet(B;) nach der(d’ + 1)-ten Zeile ergibt:

d+1
U > .
O:det(BZ) = Z(—l)d Hﬂaij 'dj 1= 1,...,m,
Jj=1
mit
ail ... A1i-1 G141 ... Q1 d+1
d; = det : : :
ag1 .- Qg j—-1 ad j+1 --- Qg d'+1

Diesem Gleichungen werden zu einer Vektorgleichung zusammenfgefa

d'+1 '
Z (—1)d +1+‘7dJC_iJ == O]Rm.
j=1
Gemalyx) istdy 1 # 0; die Spalterdy, ..., @, 41 Sind linear abhangig. Wir erhalten

einen Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit @on . . , a@,.
Also gilt » < d' und folglichr < d. O
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5.5.13 Beispiel
Mit Hilfe dieses Satzes soll der Rang der Matrix
1 2 3
A=14 5 6
7T 8 9

bestimmt werden, vgl. BeispiE[[3.6]115. Mit einem der in Abstt [5.4 entwickelten
Verfahren berechnet matet(A) = 0, es ist alsal(A) < 2. Fur die zweidimensionale

Untermatrix 4’ — ( 2) gilt: det(A’) = =3 # 0, folglich ist d(A) > 2. Man

4 5
erhalt2 = d(A) = Rang (A).

5.6 Die Determinante einer linearen Abbildung
F: V-V

In den KapitellB undl4 haben wir stets die Theorie linearebillongen und den
Matrizenkalkdll simultan entwickelt. In diesem Sinne sulh die Determinantendefi-
nition auf lineare Abbildungen endlichdimensionaler \dékhume in sich ausgedehnt
werden.

SeiV einn-dimensionaler Vektorraum unfl : V' — V eine lineare Abbildung. Wir
betrachten eine Kart&/ : R® = V, das entsprechende Koordinatensystdm' :

V' = R™ und die lineare Abbildung in den Koordinaten ~!'o Fo H : R® — R",
(vgl. Kapitel[3:2).

Es liegt nahe, die Determinante vdn als Determinante der zur Abbildung in den
KoordinatenH ~! o F o H gehorigem x n-Matrix A zu erklarendet(F) := det(A).
Zuvor ist allerdings zu zeigen, daf diese Setzung nicht \@n\Vahl der KarteH
abhangt.

Zur Klarung der Wohldefiniertheit betrachten wir eine weit Karted : R" = V.

In diesen Koordinaten gehort i~ o F' o H eine Matrix A. Die zur Koordinaten-
wechselabbildung? ! o H : R" — R" gehorige regulare x n-Matrix werde mit

B bezeichnet. Wie im AbschnifKoordinatenwechsel* in Kapit€[3.6 berechnet man:

HloFocH=H'oHoH loFoHoH loH =
= (H o) o(H o FoH)o(H 'oH),
alsoA = B! o A o B. Der Determinanten-Multiplikationssatz zeigt schlieRli

_ det(B)
~ det(B)

det(A) = det(B™1) - det(A) - det(B) -det(A) = det(A).

Die folgende Definition ist also sinnvoll:
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5.6.1 Definition

Es seiF : V — V eine lineare Abbildung des-dimensionalen Vektorraumig in

sich. SeiH : R™ = V eine beliebige Karte und die zuH~' o F o H gehdrige
n x n-Matrix. Die Determinante von F' wird durchdet(F') := det(A) erklart.

Mit dieser Definition finden alle Gesetze fur Determinanten Matrizen ihre Entspre-
chung bei Determinanten von linearen Abbildungen. Im fotgn Satz wird davon
eine Auswahl zusammengestellt:

5.6.2 Satz

Es seient’, G : V — V lineare Abbildungen des-dimensionalen Vektorraums in
sich. Dann gilt:

(a) det(idy) = 1.

(b) det(F o G) = det(F) - det(G).

(c) Genau dann idf ein Isomorphismus, wentet(F') # 0 gilt.

Beweis

SeiH : R® = V eine Karte undd bzw. Bdie zuH 1o Fo Hbzw. H ' o Go H
gehorige Matrix.

(@) Folgtausd ! oidy o H = idpn.

(b) Die Matrix Ao B gehort zuH 'oFoHoH 'oGoH = H'o(Fo

G) o H, d.h. zur AbbildungF o G in den Koordinaten. Der Determinanten-

Multiplikationssat45.316 ergibtet(F o G) def det(AoB) = det(A)-det(B) oef

det(F') - det(G).

(c) Unter Verwendung von Salz5.B.7 erhalten wir die folgei@tte aquivalenter
Aussagen¥ ist ein Isomorphismugs> H ' o F o H ist ein Isomorphismuss A
ist nichtsingular= det(A) # 0 < det(F) # 0. O
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6 Orthogonaliat

6.1 Die euklidische Ebene

Wir knuipfen hier an KapitdIl2 an. Es sei wiedédie anschauliche Ebene utde E
der Basispunkt. Wir haben den Vektorraum der ¥@mausgehenden Pfeilvektoren in
E: V ={(0,P): P e E}.Bislang sind in Kapitdll2 zwolf Axiome filV" aufgestellt
worden. Wir Ubernehmen sie. Aus ihnen wurde abgeleitet:

V ist ein 2-dimensionaler Vektorraum.

Bislang hatV’ nur dielineare Geometrieks fehlt der Abstandsbegriff, der Winkelbe-
griff, das Senkrechtstehen. Wir miissen deshalb das Axieystem erganzen.

Wir werdenV nicht sogleich mit einem Skalarprodukt versehen, sondemBkgriff
des Winkels zugrundelegen. Dann kann manlawfuch ein Skalarprodukt festlegen.
Es ist bis auf eine Eichtransformation bestimmt. Wir gehemanschaulichen Begriff
der Drehungaus.

Axiome der Drehungen

In der raumlichen Anschauung ist evident, dal3 es Drehungew < E gibt. Wir
werden fir diese sechs weitere Axiome aufstellen.

Axiom XIlII
Zu jedem® € R ist eine AbbildungDeg : E — E mit O — O definiert.

In der raumlichen Anschauung bedeutet die Abbildung die Drehung vonE um

O mit dem Winkel®. Wir wollen den Winkel in gewdhnlichen Grad messen. Die
Drehung um 360 Grad ist also gerade wieder die Identith©ls- 0 so erfolgt die
Drehung im mathematisch positiven Sinn,@sk 0, so geschieht sie negativ, also wie
bei einer Uhr. Naturlich ist durch die Drehugynicht eindeutig festgelegt. Man kann
ein Vielfaches von 360 dazu addieren oder davon abziehen.

Die Abbildung D¢ ergibt auch immer eine Abbbildung der Vektoren. Wir setzen
einfachDg(P, Q) = (D@(P),D@(Q)> fir P,Q e E. Wir erhaltenDg (O, P) =

(O, D@(P)) e V. Also wirft die AbbildungDe den Vektorrauni’ in sich selbst.
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Es ist auch evident, dal3g ,parallel* invariant laRt:

Axiom XIV
Ist(P,Q) || (Py,Qo), so folgtDe (P, Q) || De(Po, Qo).

*

o

Drehung paralleler Vektoren uds®

Die Vergrolierung mit einem Faktarvor der Drehung ergibt eine VergroRerung mit
nach der Drehung.

Axiom XV
Wenna € R ist, folgt De <a - (O,P)) —a-De(O,P).

o

Verlangerung eines Vektors, Drehung

Wir beweisen nun, daf3 alle Drehungen lineare Abbilduriger V' sind.

6.1.1 Satz
Jede Drehun@e : V — V ist eine lineare Abbildung.

Beweis
(1) Wir miissen zeigen, da®@<(O,P) +(0,Q)) = Do(0,P) + Do(0,Q)
( \

ist. Es gibt genau einen Puni? € E 0,Q) || (P,R). Das folgt aus

mit Q)
Axiom llIIl. Wir erhalten (O, P) + (0,Q) = (O, P) + (P, ) (O, R). Weiter
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haben wir(o,D(Q)) I (D(P),D(R)) = D(P, R). Das bedeuteD(0, P) +
D(0,Q) = ( (P)) + (D(P),D(R)> - (O,D(R)) = D(O,R). Also ist
D : (V,+) — (V,+) ein Gruppenhomomorphismus.

o]
Vektoraddition, Drehung um5°

(2) Wir milssen weiter beweisen: File R ista-D(O, P) = ( (0, P)).Wenn
a > 0ist, ist das gerade Axiom XV. Also setzen wir< 0 voraus. Dann folgt:

f)(a.(o, P)) - b(_ ((—a) - (O, P))) - —f)((—a)-(o, P)) ,da ein Grup-

penhomomorphismus ist. Das heiﬁl(a - (0,P)> = — ((—a) -f)(O,P)) =

a-D(O, P). O
In der raumlichen Anschauung ist evident:

(&) Wenn wir eine Drehung um den Winkél, ausfihren und dann eine Drehung
um den Winkel®, so erhalten wir eine Drehung um den Winkg| + ©5.

(b) Zwei DrehungerDg, und Dg, sind genau dann gleich, we@y —0; = k- 360
mit k € 7Z ist.

Wir haben also noch die folgenden Axiome:

Axiom XVI
D@l o D@z = D@1+@2'

Axiom XVII

Die Abbildung Dy ist die Identitat. Es giltDg, = Deg, dann und nur dann, wenn
O, =01+ k360 (k € Z).

Es gelten die gleichen Aussagen fur die Abbildundes. Man hat: D@l o D@2 =
D@1+@2, Dy=id:V =V, D@1 = D@2 dann und nur dann, wert, = O+ k-360.

6.1.2 Satz
Fiir jedes® € R ist Dg : V — V ein Isomorphismus.
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Beweis
Es muR gezeigt werderDe hat eine lineare Umkehrabbildung. Es ist atberg o
Do =DgoD_g=id:V —V. O

DaV ein 2-dimensionaler Vektorraum ist, gibt es IsomorphismenR? = V. Wir
nennen wie in Kapitd[3]2 ein solchasstets eine&kartevon V und die Punkte voiR?
Koordinatenin V. Jede Drehund) : V — V wird in R? zu einer linearen Abbildung
¢ =a loDoa:R?— R2 Wir nennen sie die Drehunf in den Koordinaten von
V. Diese Abbildungp wird durch eine Matrix gegeben:

a,(0) c4(0)
4a(®) = (%(@) %(@)) '

Es soll nun der aus der Differentialrechnung fur Funktioi® — R bekannte
Stetigkeitsbegriff verwendet werden:

Axiom XVIII

Es gibt eine Kartex : R? = V, so daf$1,(0), . .., d,(©) stetig in© sind.

Naturlich ist die Stetigkeit unabhangig von der Karte:

6.1.3 Satz
Ist3: R? = V eine andere Karte vowi, so sind auclz(0), . .., ds(©) stetig in©.

Beweis
Es gilt pg = BloDopB=pfloaocaloDoaoalof =~lop,on
mity = o~ o 8 : R?> = R2. Die Abbildung~ ist die Koordinatentransformation.
Sie transformiert die neuen Koordinaten, die dusapegebenen, in die alten. Sie wird
durch eine MatrixC' gegeben, die der folgenden Gleichung gentuigt (man vgl. dazu
auch AbschnitE=316):

AngiloAaoC.

Ist A, stetig in©, so ist auchd s stetig in©. O

Die Determinante

6.1.4 Satz
Fiir alle® € R gilt det(De) % det(a' 0 Dg o a) = 1.

Beweis
Wir betrachten die Funktiori(©) = det(De ). Sie hat folgende drei Eigenschaften:

(1) fiststetigin®O;
dennesisff (©) =det (A, (0©)) = aq (0)dy (O) — by (O©) cq (O).



6.1 Die euklidische Ebene 183

(2) Esistf (01 +02) = f(01) f(O2):
wegendet (f)@1+92) = det (f)@l o ﬁ@2) = det (D@1> - det (D@2) , auf
Grund von Axiom XVI.

(3) Fureina #0ist f (a) =1,
wegendet (360) = det (id) = 1 nach Axiom XVII.

Unser Satz ergibt sich also aus der folgenden Behauptung:

6.1.5 Satz
Die Funktionf(©) : R — R habe die Eigenschaften (1)-(3). Dannfi$©) = 1.

Beweis

Ausl = f(a) = f(a+0) = f(a)- f(0) = 1- f(0) folgt f(0) = 1.

Wir zeigen mit vollstandiger Induktion nach=0,1,2,..., dalf(a/2") = 1.

Die Induktionsbasis: = 0 folgt wegen2® = 1 aus Eigenschaft (3). Ist nun die
Behauptung furn — 1 bewiesen, so folgt mit Eigenschaft (2):

1= f(a/2"7") = f(a/2" + a/2") = (f(a/2"))*.
Also ist f(a/2") = #41. Es ist auchf(a/2") = (f(a/2""1))? > 0. Folglich ist
fa/2") = 1.
Durch eine einfache Induktion folgt aus Eigenschaft (2R fan-©) = (f(©))™ fur
m =0,1,2,.... Ferner hat marf(—©) - f(©) = f(0) =1, alsof(—0) = 1/f(0).
Das ergibtf(+(m/2") - a) = 1 fur n,m € Ny. Die Menge{£(m/2")a} ist aber
,dicht' in R: Sind§ > 0, © reelle Zahlen, so gibt es immer eia(m/2")a mit
+ (m/2")a — ©| < 6. Wegen der Stetigkeit vogi kann man zu beliebig kleinem
e > 0eind > 0 finden, so dal3 in dem ganzen Intervall Wnmit Radiusé die
Ungleichung|f(x) — f(©)| < e gilt. Das Intervall enthalt aber eine Einsstelle vfn
Der Abstand zweier aufeinanderfolgender solcher Stefiefaihdchstenga|/2" und
n kann beliebig groR3 sein. Es muf3 dahgfe) — 1| < e fur beliebig kleines sein.
Dann kann nurf(©) = 1 sein. Unser Satz ist bewiesen. O

Spezielle lineare Gruppen

Im Folgenden missen Eigenschaften von einigen Gruppenreelien Matrizen
dargestellt werden.

6.1.6 Definition

Die spezielle lineare GruppeSL(n,RR) ist die mit der Matrizenmultiplikation verse-
hene MengdC € R™*" : det(C) = 1}.
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Es gilt:

(@ SL(n,R) Cc GL(n,R) ist eine Untergruppe.

(b) A, € SL(2,R) (nach SatE6.7114).

IstO(n,R) die in Kapite[45 eingefihrte orthogonale Gruppe, sdistf € O(n,R):

1 = det(Af 0 A) = det(A?) - det(A) = (det(A))?, alsodet(A) = +1.

6.1.7 Definition
Die spezielle orthogonale GruppeSO(n, R) ist die MengeSL(n,R) N O(n, R)
={C € O(n,R) : det(C) = 1}.

Wir werden spater sehen, da® (2, R) gerade aus den Drehungen der anschaulichen
Ebene bestehSO(n, R) ist eine Untergruppe vo@(n, R).

6.1.8 Satz
Es gilt

SO(Q,R):{<Z_GI)> : a2+62:1}, (+)
undSO(2,R) ist eine abelsche Gruppe.

Beweis
Nach Satf 4513 ist jede orthogonalex 2-Matrix in der Form §) oder als

a b
b—a
darstellbar. Die Determinante ist im zweiten Fall aber hipbsitiv. Es wurde in

Bemerkund~4.5]4 auch gezeigt, dal3 die Multiplikatiorbin(2, R) abelschist. O

Die Aussage dieses Satzes gilt hinsichtlich der Kommutativon SO(n, R) nicht
mehr, wenm > 3. Haufig lassen wir daR in der Bezeichnung dieser Gruppen fort,
da wir auch in diesem Abschnitt weiterhin nur reelle Matnibetrachten.

Der folgende Satz behandelQuadratwurzeln® orthogonaler Matrizen und dient der
genaueren Untersuchung der Matriz&n(©).

6.1.9 Satz
(@) IstA € SO(2),A # —E, dann gibt es genau zwei Matrizéh, B, € SL(2)
mit B> = B2 = A. Dabei istB; = —Bs, By, By € SO(2).
(b) FurB € SL(2) gilt B2 = —E genau dann, wenn
B = <T b >, det(B) = —r* —us = 1.

S —r
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Beweis
Esseid € SO(2), B € SL(2), also

Az(Z—ab>,a2+b2:1, Bz(Z?),rt—us:l.

Unter Benutzung voms = rt — 1 errechnet man:

o (r(r+t)—1 wu(r+t)
B2_< s(r+t) t(r—!—t)—l)'

Daher giltB?> = A genau dann, wenn die folgenden Gleichungen erfillt sind:
a=rr+t)—1=t(r+t)—1; (%)
b=s(r+t)=—u(r+t). (*%)

(@) Esseinum # —E, B? = A.Dannista+1 # 0, also wegenx) auchr 4+t # 0.
Esfolgtr = t, s = —uundr? + s = 1 wegendet(B) = 1, mithin B € SO(2).
Weiter folgt mit ¢) und ¢*): 2r2 = a +1, s = b/2r. Wegena # —1 ist
r? > 0, und es existieren zwei verschiedene Losungem, von r? = 2.
Dagegen ist durchr festgelegt. Also sind

fatl b [ 2
Bl _ 2 2 a+1 : 32 _ —Bl
b, [ 2 [atl
2 a+1 2
die Losungen (Man kann leicht nachrechnen, dall diese Bedien auch
hinreichend firB? = A sind).

(b) IstA = —F, so lauten#) und ¢x):
r(r+t)=t(r+t)=0,
s(r+t)=u(r+t)=0.

Warer +t # 0, so ware im Widerspruch dazu= v = s = ¢t = 0. Also gilt
r = —tund

B:<7° u),det(B):—TQ—us:l.
s —r

Alle dieseB erfiillen die Gleichung3? = —F. O

Orthogonale Karten

Es seia : IR? — V eine Karte in unserem Vektorraum der Pfeilvektoren. Die
DrehungenDg werden in den Koordinaten durch die Matrizep,(©) € SL(2)
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beschrieben. Auf Grund von Axiom XVI besitzt die Abbilduty — A,(©) die
multiplikative Eigenschatt:

Aa(Gl + @2) = Aa(@l) o Aa(@g) far 01,05 € R.
Insbesondere gilt nach Axiom XVII:
E = A,(360) = A,(180) o A, (180).

Gerade die MatrizeB = E, —F losen die Gleichung3? = E in SL(2). Folglich
ist A,(180) = +E. Aber +E kommt wegen Axiom XVII nicht in Frage. Also ist
A,(180) = —FE unabhangig vomv. Jedoch kann man nicht, (90) bestimmen. Wir

erhalten nur:
T u

Aa(90) = (

Das ist aber auch selbstverstandlich, da die aufspannéveldoren

> mit —r? — us = 1.

Tl i — Oé(éi), T = Oé(éé)
in beliebigem Winkel aufeinander stehen kdnnen.

6.1.10 Definition
Eine Karte heiBorthogonal, wennzs = Dgo (7).

Die Existenz von orthogonalen Karten ist beinahe trivialr Wahlen einfach einen
beliebigen Vektorr; # O und setzen danmy = Dy (21 ). Dann sind beide Vektoren
linear unabhangig. Aus, = a - z; folgt namlich

—x1 = Digo(x1) = Doo(x9) = Dog(axi) = aDgo(z1) = axy = a’z;.

Also ista> = —1. Das ist nicht moglich. Man hat im, z» eine Basis vor/. Die
zugehorige Abbildungy : R? — V ist eine Karte.

6.1.11 Satz
Bei einer orthogonalen Karte gilt:

0= (g 1) o0 = (9 ).

Aa<180>=(‘01 _01>, Aa<270>=(_°1 é)
Beweis

Nach Axiom XVII gilt A,(0) = E, A,(180) = —FE wurde soeben gezeigt. Es ist

Aa(90) = (Z _“T>
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(?) — A,(90) o <(1)> ,

mithin » = 0,s = 1. Man hatdet(A,(90)) = 1. Also muBu = —1 sein. Es ist
Aa(270) = Ao (90 + 180) = A, (90) o (—E) = —A,(90). Damit ist alles gezeigtd

und

6.1.12 Satz
Bei einer orthogonalen Karte ist immdy, (©) € SO(2).

Wir schreiben immer, (0) = <Z’°‘§83 2‘”23%) .

Beweis

Weil die Determinante der Abbildung immer gleich 1 ist, mu&8rmmur die Orthogo-
nalitat beweisen.

(@) Durch vollstandige Induktion Gbet = 0,1,2,... zeigen wir: Es ist stets
A,(90/2™) # +FE und orthogonal. Der Induktionsanfang = 0 ist klar.
Sei nun die Behauptung fit — 1 bewiesen. Dann folgt mit Saiz61.9 aus
(Aa(90/27))2 = A,(90/2771), daRA,(90/2") # +E und wieder orthogonal
ist.
(b) FUr® =q-90,q=m/2" € [0,1], m,n € Ny, gelten die Gleichungen
aa(@) = da(®)7 ba(@) = _Ca(®)7 (*)

denn Potenzen orthogonaler Matrizen sind wieder orthdgbigse Zahlery-90
liegen wieder,dicht* im Intervall zwischen 0 und 90. Weil die Funktionen
stetig sind, folgt dann wie beim Beweis von Shifz_6.1.5, daf} @iithogona-
litatsbedingungens{ im ganzen Intervall gelten. Man kann nun jedes durch
Multiplikation einer DrehungDe, zu einem®; aus dem Interval(0, 90] mit
Dyo, D1sg, Darg erreichen. Durch Multiplikation der zugehorigen Matrizgeht
man, dal3 immer orthogonale Matrizen entstehen. O

6.1.13 Satz

Es seia eine orthogonale Karte. Dann sind im Intervé® : 0 < © < 360} die

Nullstellen vona,(©) die Zahlen90 und270, die vonb,(©) die Zahlend und180.

(Echt) zwischerd und90 sowie zwischer270 und360 gilt a,(©) > 0, zwischerf0

und270 ista,(©) < 0, die Funktionb,(©) ist positiv zwischef® und180 und negativ
zwischenl80 und360.

Beweis

DafR die angegebenen Zahlen Nullstellen sind, ersieht maSau 6. T.71. Ist umge-
kehrt© eine Nullstelle voru,, so folgt1 = (a,(0))? + (b.(0))? = (b,(©))?, also
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bo(©) = £1 und folglich A, (0©) = A,(90) oderA,(0©) = A,(270). Axiom XVII
liefert dann® = 90 oder270. Entsprechend untersucht man(O).

Die Vorzeichenaussagen folgen wegen0) = —a,(180) = a,(360) = 1 und
ba(90) = —b,(270) = 1 und der Nullstellenaussagen aus dem Zwischenwertsatz
fur stetige Funktionen. Ware etwa zwischen 0 und 9Qugir< 0, so mufite in diesem
Intervall eine weitere Nullstelle voa,, vorliegen, was nicht der Fall ist. O

Es folgt jetzt, dal4,, (©) unabhangig vom ist.

6.1.14 Satz
Bei orthogonalen Kartea, 5 gilt fir alle© € R : A,(©) = Ag(O).

Wir schreiben deshalb fortan

Beweis

Wir fuhren ihn wie bei Satz 6.1.12 durch vollstandige lktilon Gbern = 0,1,2,...,
indem wir die Werte der beiden Matrixfunktionen fur athe = 90/2™ ausrechnen.
Beim Ubergang vor® = 90/2"~! zu©® = 90/2" haben wir zwei Moglichkeiten,
die sich jedoch nur durch das Vorzeichen unterscheiden.Bsaber,, (©) > 0 und
az(©) > 0 gelten. Dadurch ist dddbergang festgelegt. Wir erhalten die Gleichheit
von a,(90/2™) undag(90/2") fur alle n und durch anschlieBendes Potenzieren die
Gleichheit voru, (¢ - 90) = ag(q - 90), ¢ = m/2" € [0, 1]. Wegen der Stetigkeit folgt
danna,(©) = a3(©) und ganz entsprechertd (©) = bg(©) fur das ganze Intervall
zwischen0 und 90. Wieder durch Multiplikation mit4(90), A(180), A(270) ergibt
sich die Gleichheit dann tiberall. O

180 360

Funktion a@)
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180 360

Funktion b@)

In Kapitel[£% wurden bereits digigonometrischen Funktione#in, cos benutzt. Es
gibt fur sie eine analytische Definition durch unendlichatdhzreihen. Diese wird
meist in der Differential- und Integralrechnung gebradfiir geben jetzt eine exakte
geometrische Definition. Die Gleichheit beider Definitionggis auf Umrechnungen
der Winkel von Grad in Bogenmaf? und umgekehrt) folgt daratespiveil derR?
mit der analytischen Definition vosin, cos auch zu einem euklidischen Vektorraum
gemacht werden kann, dazu s. man untdn 3. 198.

6.1.15 Definition
Fire € R seicos(0) := a(©), sin(O) := b(O).

Die trigonometrischen Funktionen
(@) Die Funktionersin undcos sind stetig.
Der Beweis folgt aus Safz6.1.3. O
(b) Fiurk € Z,0 € R gilt cos(© + k - 360) = cos(0), sin(© + k - 360) = sin(O),
d. h.sin undcos haben die Periodé&s0.
Der Beweis folgt aus Axiom XVII. O

(c) Im abgeschlossenen Intervall zwisclernd360 sind0, 180, 360 die Nullstellen
vonsin und90, 270 die Nullstellen vorros .

Der Beweis dazu ist Sdiz6.T113. Erist es auch fur die falgameiden Aussagen:
(d) sin(90) = —sin(270) = 1, cos(0) = — cos(180) = 1.
(e) cos(©) > 0 in den offenen Intervallen zwischén 90 und zwischer270 und
360.
cos(®) < 0 im offenen Intervall zwischef0, 270.

sin(©) > 0 im offenen Intervall zwischef, 180.
sin(©) < 0 im offenen Intervall zwischet80, 360.
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(f)

(9)

(h)

(i)

Fir alle® € R gilt cos?(0) +sin?(0) = 1.

Der Satz folgt, weill = det(A(O)) = a?(0) + b*(O). O
Fir alle® € R gilt cos(—©) = cos(0),sin(—O) = —sin(O).

Beweis

EsistA(©) o A(—©) = E und damitA(—©) die Umkehrmatrix vonA(©).
WegenA(©) € SO(2) bedeutet das:

)
cos(0) sin(O) _ [ cos(—©) —sin(—0)
(—sm(@) cos(®) ) = A(©)" = A(-©) = sin(—0) cos(—O) /-
Das ist die Behauptung. O
Zu jedemz = (w1,72) € R2 mit 2?2 + 22 = 1 existiert genau ei® mit
0 < © < 360 undZ = (cos(O),sin(0)).

Beweis

Es qgilt|z1| < 1. Also gibt es ein®; : 0 < ©; < 90, so dal]z1| = cos(Oq).
Es ist danmry = +5sin(©1). Es ist auchr; = 4 cos(©;). Durch Ubergang zu
O = 0; + 180,60 = 360 — ©1, © = 180 — ©; folgt die Existenz einer Losung.

Gilt aber (cos(01),sin(©1)) = (cos(O2),sin(O2)), so folgt A(O;) = A(O2)
und nach Axiom XVIl auch®; = 05, weil 0 < 07 < 360 und0 < ©5 < 360.
O

Es gelten die Additiontheoreme:
sin(O; + O2) = sin(O1) - cos(O2) + cos(O1) - sin(O2),
cos(01 + O2) = cos(01) - cos(O2) — sin(O1) - sin(O2)

fir®; € R.

Beweis

Auf Grund von Axiom XVI gilt:
A(@l + @2) = A(@l) o] A(@Q)

_ <cos(@1) - cos(O2) — sin(©1) - sin(O3)
sin(©1) - cos(O2) + cos(O1) - sin(O2)

—sin(01) - cos(O2) — cos(Oq) - sin(®2)>
cos(01) - cos(O2) — sin(O1) - sin(O2)

Das ist die Behauptung. O
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6.2 Die Lange eines Vektors

Zunachst wird imr-dimensionalen reellen ZahlenradR¥ abstrakt mathematisch die
euklidische Norm eingefuhrt. Im anschaulichen Vektomdd 1a3t sich aber die Lange
auch anschaulich definieren. Bei Wahl einer geeignetertwaitkligen Karte imR?
stimmen beide Definitionen uUberein. Etwas Analoges giltdén Winkelbegriff. Im
Folgenden kdnnen deshalb alle Probleme der anschault&kemetrie inl” mit den
iblichen mathematischen Methoden @R%sbehandelt werden.

Im Kapitel [£% wurde das sogenannte kanonische Skalarradu R™ abstrakt
mathematisch eingefihrt. Es gilt fifr if € R™, wenn wir sie als Spalten schreiben:

n

—  —def ot o

-y = ;Y =2 oY
i=1

als Matrixprodukt. Mitunter laf3t man den Skalarproduktktuauch weg. Man hat die
folgenden typischen Eigenschaften (Axiome) des Skaldykies:

6.2.1 Satz
Furallea,b € R, 7, v, ', ' € R" gilt:
(1) (a-Z+b-2')-y=a-Z-y+b-2' 7,

Z-(a-y+b-y)=a - Z-g+b-Z-7'; (Bilinearitat)
2 2-y=9-7 (Kommutativitat, Symmetrie)
(3) Z-%>0,wenni # 0. (Positive Definitheit)

Von besonderer Wichtigkeit ist:

6.2.2 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fur allez,j € R" gilt |- 7| < \/(Z- %) - /(T §).

Beweis
Es werden allein die Ergebnisse von $afz$.2.1 benutzteFseiz # 0, 7 # 0. Sonst
ware die Behauptung trivial. FUr allec R qilt:
0<(Z+ty) - (Z+tf)=F- F+2T-F+127 7.
Setztmanrt = —(7-¥)/(y - ¥ ), so folgt
(79 , (#5)
vy vy vy
Multiplikation mit /i und Wurzelziehen liefert die Behauptung, denn die Wurzel is
eine monotone Funktion. O

0<Zx—2
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6.2.3 Definition
Die (mathematischeduklidische Norm eines Vektors: € R™ ist definiert durch:

—

17| =vZ-

8

Wir zeigen, dal die typischen Eigenschaften ederm erfullt sind:

6.2.4 Satz

Furallea € R, %,y € R gilt:

(1) ||Z] >0und|Z]| >0, fallsZ # 0; (Positive Definitheit)
2) |lla-Z| =|al-|Z]|; (Multiplikatives Gesetz)
@ lZ+gl <IN+ gl (Dreiecksungleichung)
Beweis

Die Eigenschaften (1) und (2) folgen unmittelbar aus §3tZ16 Die Dreiecksunglei-
chung (3) folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

|12+ 71> =(@+7) (T+7) =TT +2T7+ 7§
<lZI2+20ZIFI+1g17 = &1+ 171
Wurzelziehen liefert die Behauptung. O
6.2.5 Satz
Multiplikation mit orthogonalen Matrizen &ndert die Nogines Vektors nicht.

Beweis
In Matrizenschreibweise gilt:

|[AoZ|?=(Ao@) o(Aoi)=F'o(A'0oA)oFf=F" 0o Eoi= ||
wegenAdlo A = E. O

Wie schon angedeutet, ist in allgemeinen Vektorraumeder Normbegriff definiert.
Wir sagen es moglichst einfach:

6.2.6 Definition

Eine Abbildung|| - || : W — R heil3t eindNorm, wenn gilt:
(1) fiurz e W,z # 0istimmer|| x| # 0;
(2) esiststetda-x| =|a|l-|z|;

(3) man hat die Dreiecksungleichurgs: +y || < ||z || + || v |I-
Ein Vektorraum, der eine Norm tragt, heil3t @ormierter Vektorraum .
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Wegen (2) ist klar, da 0 || = 0 gilt, wegen0 = ||z — x| < 2|z || ist auch stets
[z]| = 0.

Der L angenbegriff

Man kann nun anschaulich den Begriff der Lange der Vektaneder anschaulichen
EbeneF einfuhren. Parallele Vektoren sollen gleiche Lange habs seiO € E der
Basispunkt. Es genugt dann, die Lange von Vektorenlaus {(O, P) : P € E} zu
definieren. Man nimmt eineMaBvektorz € V' \ {O} und gibt ihm die Lange 1.
Von dem Langenbegriff wird man fordern, daf? er invariarteafidrehungen ist. Wir
haben inV die orthogonale Karter : R? — V mit a(ey) = 2, a(éy) = Dgo(2).
Die nachR? uibertragenen Drehungert ! o Dg o o werden durch Matrizenl(©) =
cos(0) —sin(O) : L B
<sin(@) cos(O) ,© € R, gegeben. Essei € V \ {O} undZ = (z1,22) =
a~l(x). Wir wahlent € R* so, dalkt—2(x? + z2) = 1. Die Zahlt ist eindeutig
bestimmt. Nach (h) am Ende von Kapifell6.1 gibt es dannseifi < © < 360, mit
t~tz; = cos(0), t~lzo = sin(O). Die DrehungA(©) wirft danné; auft—1#, und
mithin drehtDg den Vektorz auft~!2. Die DrehungDg ist eindeutig bestimmt.
6.2.7 Definition
Essei|z| :=t,] O] :=0.
Beiz = zist die Drehung die Identitat. Also ist auch nach der Debinit| z || = 1. Es
gilt ||z || =t = /z? + x3. Also haben wir eine Norm wie ifR2. Wir nennen|| = ||
auch die Lange des Vektors Diese Lange hangt wesentlich von der Auswahl des
Malvektorsz ab. Wir brauchen eigUrmeter‘. Ersetzen wit durch einDg, (z), SO
andert sich die Norm nicht. Wird dagegedurchaz mita > 0 ersetzt, so multipliziert
sich die Norm mita 1.
6.2.8 Definition
Der Abstand zweier Punkte ) € E istdist(P, Q) := || (0,Q) — (O, P)|.

Wir haben das folgende Bild: o

I zu(0,Q) - (0, P)

O P

Entfernung vonP und @
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Die Dreiecksungleichung besagt, da@®, Q) — (O, P) || < || (0,Q) || + || (O, P) ||,
also distP,Q) < dist(O, P) + dist(O, Q). Das hei3t:Bei einem Dreieck ist die
Summe zweier Seitenlangen nicht kleiner als die drittéef&inge Das erklart den
Ausdruck!

Der Winkelbegriff

Wir haben geseherSindy,x € V \ {O} Vektoren, so gibt es genau et : 0 <

© < 360 mit||z|'z = Do (||y||"'y) . Dabei haben wit|y | 'y als MaRvektor
anstelle des urspriinglichen Mal3vekterbetrachtet; die Norm andert sich dadurch
nicht. Allerdings brauchen wir die Norm bzgl. des MaRve&tauch gar nicht zu
verwendenAquivalent ist, daR: positives Vielfaches vonf)@(y) ist. Dadurch is©
schon bestimmit.

6.2.9 Definition
© = Z(y,x) hei3t deMVinkel zwischeny undz.

Wenn wir y oder z mit einer positiven reellen Zahl multiplizieren, so artdsich
der Winkel nicht. Es giltZ(y,z) = —Z(z,y) mod(360), d.h. man muf} evtl. ein
ganzzahliges Vielfaches v&60 addieren.

Es seil” mit einer Norm versehen, die von einem Mal3vektdrerkommt. Wir haben
dann eine orthogonale Karte : R? — V unda™! : V — R? mit a(e;) = z.
Sind dannz,y € V Vektoren und istt = a~!(x), ¥ = o !(y), so definieren
wir als Skalarprodukt (x,y) = & - §. Es verschwindet, wenn einer der Vektoren
gleich O ist. Im anderen Falle s&d = /(z,y). Es gilt dannuTluy = ”—;Hf)@(x)
und damit—=7 = Ao <ﬁf) mit A = (Z?r?((g)) :;:Eg?) . Man hat dann
(ra7®) - (7)) = ((@f +23)/||7]%) cos(©) = cos(©). Das Skalarprodukt ist
also insofern unabhangig vandefiniert, als nur der durch den Mal3vektor gegebene
Langenbegriff eingeht.

6.2.10 Satz

Es seierc,y € V beliebige Vektoren. Dann gi(tc,y) = ||z || - ||y || - cos(©). Dabei
ist © der eingeschlossene Winkel. Im Falle= O odery = O kann er beliebig sein.
Es folgt(z,z) = || = ||%.

Wir betrachten jetzt das Senkrechtstehen.

6.2.11 Definition

Zwei Vektorenz,y € V stehensenkrecht aufeinander (singrthogonal, = 1 y),
wenn einer von ihne® ist oder wenn der eingeschlossene Wirtikebder270 ist.
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6.2.12 Satz

Die Vektorenz, y sind genau dann orthogonal, wenn das Skalarprodukt) = 0 ist.
Beweis

Der Satz ist trivial, wenn einer der Vektoréhist. Das sei nun nicht der Fall. Dann
gilt (z,y) = ||z |||y cos(©), wobei© der eingeschlossene Winkel ist. Es ist aber
cos(©) genau dann gleich 0, werth = 90 oder®© = 270. Das beweist alles. 0

Diese Eigenschaft benutzen wir, um IR¥ die Orthogonalitat zu definieren.

6.2.13 Definition
Zwei Vektorenz, ij € R™ heilfenorthogonal (Z L ), wennz - ¢ = 0.

Klassische &tze

Die bekannten klassischen Satze der euklidischen Geemetrden meistens nicht
exakt bewiesen. Das soll hier geschehen.

6.2.14 Satz (von Pythagoras)
Es seiem: = (O, P),y = (0,Q) € V' \ {O} orthogonale Vektoren. Dann gilt

dis(Q, P) = dist(0, P) + dist(0, Q).

Beweis
Esistdist(Q, P) = (z —y,z —y) = (z,2) = 2(z,y) + (,9) = (x,2) + (y,9) =
dist(0, P) + dist (O, Q). Dabei haben wir Saiz6.2]12 verwendet. m

Q

O
Hypotenusenquadrat = Summe der beiden Kathetenquadrate

6.2.15 Satz (von Thales)

Es seienP, () zwei verschiedene Punkte auf einer Geraden dOrciR ein weiterer
Punkt, der nicht auf der Geraden liegt. Es gdig O, P) = dist(O, Q) = dist(O, R).
Dann sind P, R) und(Q, R) zueinander orthogonal.
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Beweis

Es seiz = (0,Q), y = (O,R). Dann gilt (O,P) = —=z, (P,R) = y + =z,
(Q,R) = y — x. Das Skalarprodukfy — =,y + =) = (y,y) — (z,x) ist aber 0.
Also stehen P, R), (Q, R) senkrecht aufeinander. O

Der Winkel im Halbkreis ist ein rechter

Das Rallen des Lotes

Esseierf = {z =x1+t-zo: t€e R}undG = {z =2) +¢ -2 : t € R} Geraden
inV mitzy # O, z, # O wie in KapitellZB.

6.2.16 Definition

Die Geraderny, G’ sindorthogonal (stehersenkrechtaufeinander), wenn das Skalar-
produkt(zx{, o) = 0 ist.

Offenbar ist diese Definition unabhangig von der AuswahIRiehtungsvektoren.

6.2.17 Satz und Definition

Es seiy € V \ G ein Punkt. Dann gibt es genau eine Gerglelurchy, die aufG
senkrecht steht. Wir nennéh dasLot vony aufg.

Beweis

Wir betrachten die Abstandsfunktion+— (y — x1 —t - zg,y — 21 — t - xg) =
(y—2z1,y—x1) —2t(y — 1, 20) +12(20, 20 ). Diese positive Parabel hat ein Minimum
in einemt,. Hier verschwindet die Ableitung nach Es ist also—2(y — z1,xo) +
2to(zo, o) = 0. Das Minimum wird also int} = =1 + ((y — x1, z0)/(x0, z0))xo
angenommen. Der Richtungsvektor der Geraden dyrch, ist dannz( = y —
2y = y—ax1 — ((y — z1,20)/(x0,0))z0. Das Skalarprodukt dieses Vektors mit
xo verschwindet. Die Verbindungsgerade vgnund z steht also senkrecht auf
G. Wir nehmen diese flug’. Wahlt mant, irgendwie anders, ist die Gleichung
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y—2) = y—x1 — ((y — x1,20)/(z0,x0))x0 nicht mehr erfullt, es ist dann
y—x) =a1 (y —x1 — ((y — z1,20)/ (20, x0))z0) + apzo Mit reellen Zahler, # 0
und a,. Das Skalarprodukt mit ist dann# 0. Also ist G’ die einzige senkrechte
Gerade durcly. Das Lot ist eindeutig bestimmt. O

y*

Lot vony aufg

Deutung voncos und sin

Wir haben (orthogonale) Isomorphismen? : V — RR2, so daB die Drehungebg
- o . . [ cos(©) —sin(O)
in die Multiplikationen der Vektoren mit den Matrizet(©) = <sin(@) cos(0)

; : 1 , cos(O) ] -
ubergehen. Dann isti(©) o <0> gleich <sin(@)>’ also cos(©) die Lange der

Ankathete des Dreiecks zur x-Achse unter dem Bildvektorsinf®) die Lange der
Gegenkathete.

sin(©)

0] cos(0)

Die Definitionen nach der Schulmathematik

Der IR? als euklidische Ebene

Die Mathematik ist formal. Es kommt nie darauf an, was dieapelelten Objekte
eigentlich sind, sondern nur auf die Relationen, die zwascihnen bestehen. In
unserem Falle spielt es keine Rolle, dal3 die Elemente deg&l&éhanschauliche
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Punkte sind.

Wir wahlen jetzt firE denR? und nehmen it den Basispunki. Wir identifizieren
stets (0,7 ) mit Z und haben dann auci = R2. In E nennen wir zwei Vektoren
(Z,7), (&', y") (voll) parallel wenny’ — #' = ¢ — Z. Gilt (Z,7) || (Z',7"), so folgt
auch(z,Z") || (,y"). Es sind deshalb die Axiome | bis V erfillt. Als Multiplikanh
mit reellen Zahlen tibernehmen wir die Skalarenmultiglikain R2. Bekanntlich sind

Addition und Multiplikation stetig im Sinne der Differeafrechnung. Es gilt deshalb
das Axiom X. Die uibrigen Axiome bis XlI einschlief3lich sitrdvial.

Wir nehmen nun irgendeine Definition vens(©), sin(0©), etwa die mit den Potenz-
reihen, so dafd folgende Eigenschaften gelten:

(1) cos(©) undsin(©) sind stetig inO;
(2) das Paafcos(0©),sin(©)) hat genau die Periodi0;
(3) es gelten die Additionstheoreme:

cos(01 + O2) = cos(01) cos(O3) — sin(O1) sin(O3),
sin(©1 + O2) = sin(O1) cos(O3) + cos(O1) sin(O3).

cos(0) —sin(O)
sin(©) cos(O)
Es folgt dannDe (Z) = A(©)o . Da es sich um lineare Abbildungen handelt, sind die
Axiome bis XV erflllt. Axiom XVI und XVII folgen aus den Eigeschaften (2) und
(3), Axiom XVIII ist die Eigenschaft (1). Somit tragR? die euklidische Geometrie.
Die Kartea = id : R? — V = R? ist orthogonal. Die Koeffizientea, b der Matrix
A(©) sind eindeutig bestimmt. Somit gilt (wie bei SBiz6.1.14):

cos(0®) = a(O), sin(O©) = b(O).

Wir setzenA(©) = ( > .EsseiDg(Z,7) = (A(©)oZ, A(O)oy).

Das heif3t, daR die neue Definition der trigopnometrischenkffamen mit unserer
geometrischen Ubereinstimmt.

6.3 Orthogonalé-Beine

Die Ausfuhrungen von Kapitd[4.5 sollen erganzt werdes.dibt zwei Typen or-
thogonaler Matrizen. Fud € O(n) kanndet(A) = 1 oder gleich—1 sein. Gilt
det(A) = 1, so heif3t4, motiviert durch die Betrachtungen der beiden vorhergehen
den Paragraphen, eifgrehung Gilt dagegendet(A) = —1, so nennen witd eine
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DrehspiegelungDann istA Produkt einer Drehung und der Spiegelung:

10 --- 0
0o 1 --- 0
S = : oo :
o o0 --- 1

Dabei istS eine Spiegelung an der Hyperebgnec R" : z; = 0}. Es gilt: S = S¢,
StoS = E,det(S) = —1,5 € O(n). FUrB := So Aist:det(B) = (—1)-(-1) = 1.
Also ist B eine Drehung. Manhat = Fo A= S?0 A= S0 (S0 A) = SoB.

Unter Verwendung der folgenden Definition kann eine Anzabh \Aquivalenten
Kriterien fur die Orthogonalitat von Matrizen hergeégitverden.

6.3.1 Definition

Eink-tupel(#, ..., %)) von Vektorenz; € R™ heilt einorthogonalesk-Bein, wenn
furi,j =1,...,k gilt:
fi . fj = 62J

6.3.2 Satz

Es seiA = (d,,...,d,) einen x n-Matrix. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(a) A istorthogonal;
(b) furallez, 7€ R"gilt (AoZ) - (Aoy)=2-9;
(c) furallez e R"gilt||AoZ| =|Z|;

(d) (d,...,d,) ist ein orthogonales-Bein.

Die orthogonale Matrix4 bildet also das orthogonate-Bein (¢, ..., é,), die kano-
nische Basis deR", auf das orthogonale-Bein (dy, ..., d,) ab.

Beweis

»(@) = (c)": Siehe SatE6.215.

.(C) = (b)*: Es seiC = A’ o A. Dann istC* = A' o (A")! = C. Nach Voraussetzung
gilt fur alle # € R™ die Gleichungt- ¥ = (fto Af)oAoZ = FtoCof. FUrs, ij € R™
folgt:

T4 gy g=(F+y) (F+7) =@ +§)oCo(i+7)
=FloCoZ+Z'oCof+gloCoZ+gtoCoy
=F-Z+2'0Cof+4§'oCoZ+i-if

und damit
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Wegen der Symmetrie vafi ist die reelle Zahfj'oCoZ = (§'oCoZ )l = FtoCoy.
Also folgt:
F-f=7'0Cof=(AoZ) (Aoy).

»(0) = (d)*: Es seien wiedeg; € R"™, i = 1,...,n, die Einheitsvektoren. Fir
1,7 =1,...,ngitdann:

0ij = € - € = (Aog)- (Aod) = d; - dj.

.(d) = (a)": Die Gleichunga; - a@; = ¢;; ergibt, daf3 :
Alo A = : o (61, ey lp) = (d; - aj)z’,j:l,...,n = (5@)@-7]»:17_“7” =F. d

Dieser Satz enthalt auch, daf jedes orthogondBein linear unabhangig ist. Allge-
meiner gilt:

6.3.3 Satz

Essei#,...,Z}) ein orthogonalek-Bein imR™. Dann sind die Vektoref,, . . . , Tj
linear unabhéngig. Insbesonderekist. n.

Beweis
Giltetwa> ¥ a; - #; = 0 mit ¢; € R, so folgt:

k k k
0= E a; + T -sz E ai-(@--fj): E ai-éij:aj. O
i=1 =1 =1

Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren

6.3.4 Satz
Es seiV C R"™ ein Untervektorraum untfty, ..., %) ein orthogonale&-Bein inV
mit k < dim V. Dann gibt es eii;, € V, so dal{z,...,Z+1) ein orthogonales

(k+ 1)-Bein ist.

Beweis

Der von iy, ..., T, aufgespannte Vektorraum C V hat kleinere Dimension als
V. Es gibt daher einen Vektaf € V \ W. Wir setzeny’ = ¢ — Zle(gj- ;)T
und erhalten;’ # 0. Sonst ware ja/ Linearkombination vore,, . . ., #;. Der Vektor
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7] — 171
O

6.3.5 Satz
Es seiV C R" ein (-dimensionaler Untervektorraum urd, ..., %)) ein ortho-
gonalesk-Bein inV mit k < (. Dann gibt es Vektoref®y1,...,%, € V, so dal3
(Z1,...,@;) ein orthogonaleg-Bein ist. Dieses ist dann eine Basis Vion Im Falle
V = R"™ kann manlet(z,...,%,) = 1 erreichen.
Beweis

Wiederholte Anwendung von Sdfz613.4 liefert die Existddie. Vektorenzy, . .., 7,
sind dann linear unabhangig. Da aldex= dim V' ist, erzeugen sie audii. Im Falle
¢ = nistdet = £1. Ersetzt man ggfs. einen Vektor durch sein Negatives |temten
det = +1. O

In den Beweisen dieser beiden Satze wird ein explizites sKaktionsverfahren
gegeben. Es ist in der hoheren Analysis von grof3er Bedgutun

Das orthogonale Komplement
Es seiV ein k-dimensionaler Untervektorraum diR$'. Wir setzen

Vi={jeR": §j-F=0furallez e V}.

Die Vektorenmengel* ist dann gegeniiber Addition und Skalarenmultiplikation
abgeschlossen und ein Untervektorraum Wh. Wir nennen ihn dasrthogonale
Komplement vori/ .

6.3.6 Satz

Esistdim V+ = n—k. Nimmt man ein orthogonalds-Bein inV und ein orthogonales

(n — k)-Bein in V+, so ist das aus diesen Vektoren zusammengesetaipel ein
orthogonales,-Bein imR"™.

Beweis
Wir beginnen mit einem orthogonalérBein (71, . . ., ) in V. Wir bilden die Matrix
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Esisty - & = 0 fur alle £ € V, wenn das fur alletr = #;, ¢ = 1,...,k
gilt, da alle # Linearkombination dett; sind. Genau dann isf € V. Also ist
vVt = {gj: Aoy = 6}. Die Matrix A hat k linear unabhangige Zeilen und damit

den Rangk. Dieser Rang ist gleich dem Spaltenrang nach Kajpitél 3.4.Ea unter
der linearen Abbildung/ — A o i/ ist also der ganz&*. Der Kern dieser linearen
Abbildung ist abed/ . Er hat damit die Dimension — k.

Wahlt man nun irgendein orthogonalés — k)-Bein (i, ..., #,_x) in V*+, so gilt
immerZ; -y; =0furi =1,...,kundj = 1,...,n — k. Also sind diese Vektoren
paarweise zueinander orthogonal. Wir haben ein orthogenaBein imR™. O

Man hat nun zwei unmittelbar einsichtige Folgerungen:
(@) EsistV nV+ = {6};
(b) jeder Vektor audR™ ist eindeutig bestimmte Summe eines Vektors Husnd

eines Vektors aug .
Das heiRtR” =V & VL.

6.4 Das Kreuzprodukt

Wir wollen in diesem Abschnitt das Kreuzprodukt ven— 1 Vektoren desR”™
definieren. Im Fallen = 3 hangt es anschaulich eng mit dem Flacheninhalt des
Parallelogramms zusammen, das von den beiden Vektoremspaignt wird. Wir
machen folgende Betrachtung:

Es seients, ..., ¥, linear unabhangige Vektoren dé&s®. Dann ist der von diesen
n — 1 Vektoren aufgespannte Vektorraubh (n — 1)-dimensional und damit/+
eindimensional. Es gibt zwei Einheitsvektoreny, die aufl’ senkrecht stehen. Wir
setzen .

d:=det(+ ¥, Za,...,Tpn)  (£7).
Dieser Vektor ist unabhangig von der Auswahl des Vorzeish@ny bestimmt.
6.4.1 Definition
DasKreuzprodukt 75 x ... x &, ist ein Vektor de®R". Sind die Vektorerts, . .., %,
linear abhangig, so ist €s Im anderen Falle ist ek
Wir definieren nun fug = 1, ..., n:

12 ... Tin
zi = —(—1)i ~det | x40 nicht Tin

Tn2 .. Tpn
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Bei der Determinante wird also dige Zeile ausgelassen. Es gilt:

6.4.2 Satz
Fir das Kreuzprodukt istt; = z;.

Beweis
Nach dem Entwicklungssatz aus Kapitell5.4 hat man furakeR"

z—szl—detff Zn) (%)
und insbesonder€ - Z; = det(Z;, Zo,...,%,) = 0 furi = 2,...,n. Der Vektor
Zist also inV+. Es folgt det(2, %, ...,z,) = > 1 27 ||z ||2 Wir zeigen,

daR Z # 0 ist. Dazu erganzen wir das linear unabhanglge Sysiem. ., 7,
durch einen geeigneten Vektati € R™ zu einer Basis. Auf Grund volix) gilt
Tz = det(.%'l,.%'g,. Z,) # 0, alsoz # 0. Das bedeutet fir den Einheitsvektor
y = 1/HzH) Z die GlelchungHzH det(y,Zo, ..., Zp) und 2 = || Z|| - ¥ =
det(y, Za,...,2,) - §. Also ist 2 das Kreuzprodukt. O

6.4.3 Satz
Die Abbildungx : R™ @ ... ® R"™ — R" hat folgende Eigenschaften:
(n —1)-mal
(@) esgiltt; L (Zy x ... x &) firi=2,...,n;
(b) x ist multilinear, d. h. man hat fir alle
ToxX ... x (B +7) x...x Ty

=(Te X ... X Ty X oo X Tp) + (T X .. X T X .. X Ty)

und fiir allea € R:

— — —

ToxX...xX(a-Zi) X ...XTp=a-(TyX...XTX...xTp);

(c) x ist alternierend, d. h. das Kreuzprodukt &ndert beim dsithen zweier Vek-
toren das Vorzeichen;

(d) esqgiltZ, x ... x &, = 0 genau dann, wenfy, . .. , 7, linear abhangig sind.

Beweis

(@) Gilt nach Definition.

(b) Wir verwenden Safz6.4.2. Determinanten sind multidihe
(c) Ebenso folgtalternierend”.
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(d) Nach Definition ist das Kreuzprodukt gleidi, wenn die Vektoren linear
abhangig sind. Sei nun umgekehrt das Kreuzprodukt gi@idir nehmen an,
daf die Vektoren nicht linear abhangig sind. Wir hattenndaen orthogonalen
Einheitsvektory konstruiert. Er ist£ 0. Es muR jedochlet (7, Zo, . . ., &) =
¥ (Zy x ... x &) = 0 sein. Dann sind aber die Vektorghts, ..., Z, linear
abhangig. Da abgf senkrecht auf, . . . , Z, steht, kanry nicht Linearkombina-
tionvonz,, ..., &, sein. In der Kombination des Nullvektors durghts, ..., Z,
muf3 also der Koeffizient bef gleich 0 sein. Es sind alsty, . . . , #,, doch linear
abhangig. Das ist ein Widerspruch! O

Das Kreuzprodukt ist invariant gegentiber Drehungen:

6.4.4 Satz
FirA € SO(n) gilt stets:

(Aody) x ... x (AoZy) = Ao (T X ... X Tp).

Beweis

Das Senkrechtstehen und die Lange eines Vektors sindanvgregeniiber Drehungen
und sogar gegenuber allgemeinen orthogonalen Transfiomea. Also wirdy auf
A o abgebildet. Nach der Determinantentheorielis{ Ao ¢, Ao Zs, ..., Ao Z,) =
det(A o (¥, %2, ..., %)) = det(A) - det(y, Zo, ..., Ty,) = det(y, Za,...,Z,), Wwenn
A eine Drehung ist. O

Ist dagegenA eine Drehspiegelung, so ist die Determinante gleich Das neue
Kreuzprodukt istdanr-A o (Zy X ... X &y,).

Im anschaulichenlR?

Wir betrachten nun nur noch den Fall= 3. Es ist hierx : R3> @& R?> — R? ein
Produkt imRR2. Man hat folgende Rechenregeln:

(@) Distributivgesetze:

(Z+Y)XxZ=FxZ+yxZ, TXH+Z)=FXH+ITxZ
(b) FiraeRgilt: (a-Z)xyg=TZx(a-§)=a-(TXY).
(c) Das Kreuzprodukt ist antikommutativ: x §j = —(§ X ).

d) & (¥x72)=det(,y,7).
Beweis

Es seid = y x Z wieder dargestellt al&Unterdeterminanten der Matriy, ).
v,

Dann ist nach dem Entwicklungssatz (y x z) = z?zl x; - d; = det(Z, 9, 2).
O
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(e) IstA e SO(3) eine Drehung, so giltAo (¥ x i) = (Ao Z) x (Ao 7).
Es sei hier auf eine Besonderheit def’roduktes hingewiesen. Es istht assoziatiy
wie das folgende Beispiel lehrt:

& x (€1 x (1,1,0)) =& x é3 =0, (3 x &) x(1,1,0) = —és.

Es gibt ein komplizierteres Gesetz, das hier ohne Beweisgetign wird. Es gilt die
Jacobi-Identitat

(EXG)XZ+([FxZ)x T+ (ZxT)x§=0.
Um eine anschauliche Deutung des Kreuzproduktes zu gebkangvir wie folgt vor.

6.4.5 Satz

Es seient,j € R? linear unabhangigy’ die vone,, é; aufgespannte Ebene. Dann
gibt es eine Drehund € SO(3), so daR gilt:

(@ AoZ=a-é miteinema > 0;
(b) AoyeV;
(c) die zweite Komponente va# o i ist positiv.

Beweis

Es seilV die vonZ, i aufgespannte Ebene. Wir setzén = (1/||Z||) - Z. Wegen
Satz[6.3 1 gibt es ei, € W, so dal3(¥;,Z;) ein orthogonale2-Bein in W ist.
Nach Sat{6.315 existiert dann eii € R3, so daB(#, 2, Z3) ein orthogonales
3-Bein mit det(#y, 72, 73) = 1 ist. Es ist alsoB = (¥1,72,73) € SO(3). Es
seiA = B! € SO(3). Man hatBo ¢, = #, alsoA o Z; = & und damit
AoZ = || 7| - €1. Genauso folgi o 7y = €, Ao 3 = &3. Bei der Linearkombination
yvony, s liegt Aoy in V. Ist nun die zweite Komponente dieses Vektors negativ, so
ersetzen witt, — —'s, 3 — —'3. Die Determinante ist danhgeblieben, aber die
zweite Komponente vor o 3 ist nun positiv, da eine Spiegelung inhan der ersten
Koordinatenachse stattgefunden hat. O

Wir benutzen hier, ohne ausfiihrlich auf eine prazise Otefim einzugehen, einen
Begriff des Flacheninhaltes, der insbesondere bei Digdnuind Translationen nicht
verandert wird. IstP ¢ W das Parallelogrammiz = 17 + toy : 0 < t; < 1,

0 <ty < 1} und@ C V das Bildparallelogramm vo® unter der Drehungd
gemal Satz 6.4.5, so haben beide gleichen FlacheniftsadieiA o ¥ = v} = aey,
Aoy = Uy = bl 4+ céy. Dann gilta > 0,6 > Ound (Ao @) x (Aoy) =
(a€y) x (béy + c€1) = abés. Andererseits ist der Flacheninhalt v@nauch gleichub,
wie man an der folgenden Zeichnung sieht.
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b-és+c-é1

Y

0] a-é
Parallelogramm und Rechteck

Das Rechteclz hat den Flacheninhatih. Die beiden Dreiecke links und rechts in der
Zeichnung gehen durch Parallelverschiebung auseinaedesh Sie haben deswegen
den gleichen Inhalt. Nimmt man vaR das linke Dreieck und fligt das rechte hinzu,
so erhalt man au& das Parallelogramnd). Also hat auch) den Inhaltab. — Das
ParallelogramnP hat also den Flacheninhalb. Es gilt auchab = || Z x 7 ||.

Die Orientierung

Wir betrachten nun linear unabhangige Vektotgnv,, 3. Diese bilden ein Rechts-
system, wenn gilt: Legt man den Daumen der rechten Hand ihtiig ;, den

Zeigefinger in Richtungi;, so zeigt der Mittelfinger in Richtungs. Wirde man

die linke Hand verwenden, sprache man von einem Linkssydis gibt Rechts- und
Linkssysteme.

6.4.6 Satz
Bei einer Drehung um eine Achse geht ein Rechtssystem ineghtRsystem (iber.

Beweis

Die Achse werde durch einen Einheitsvekt®rbezeichnet. Die Drehungen um
erhalt man auf folgendem Wege. Man ergafizzu einem orthogonaleB-Bein mit
Determinantel und faf3t dann dieses Dreibein als Drehuniguf, die(ét, €3, €3) auf
dieses3-Bein abbildet. Die Drehungen ufisind dann die AbbildungeB oC o B!,
wobei C die Drehungen umej, also die konstant in Richtung; fortgesetzten
Drehungen defé,, e3)-Ebene um einen Winkéb sind. Man kann diesen Winkel stetig
auf 0 verkleinern und dadurch die Drehung uhstetig auf die Identitat deformieren.
Durch die inverse Deformation erhalt man eine Schar 8elBeinen, wenn man
anfangs ein (nicht notwendig orthogonalessBein vorgegeben hat. Ist dieses ein
Rechtssystem, so besteht die ganze Schar aus Rechtssysttandiese wegen der
Stetigkeit nicht plotzlich auf Linkssysteme springemhkén. Ein Rechtssystem geht
also durch eine Drehung ufhin eine Rechtssystem Uber. O
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Wir werden auch benutzen:

6.4.7 Satz
Jede Drehung ist das Produkt von zwei Drehungen um jeweis/Achse.

Beweis

Die Drehung moge das orthogonaeBein (&1, >, €3) auf das orthogonal8-Bein
(%1, %2, ¥3) abbilden. Wir drehen zunachst um einen Einheitsvekiater zuey, ¥
orthogonal ist, den Vekto#; auf #; und danach weiter den mitgedrehten Vektor
€ um 7 auf Z>. Nach den beiden Drehungen gily = 4 73’, wobei 73’ der
Vektor e3 nach den beiden Drehungen ist. Es mul3 dann aber die GleiaditEn,
dadet(fl,fz,fg) = det(fl,fz,fgl) = 1ist. |

Man kann allerdings auch zeigen, z.B. mit Hilfe der Eigertheorie aus dem
nachsten Kapitel, dal jede Drehung R3!) eine Drehung um eine einzige Achse
ist. Dazu vgl. man SafzZ.31 und die Erlauterungen aub3. 2

Durch eine beliebige Drehung geht also ein RechtssystermiRechtssystem uber.
Man hat also, indem man die Salze 8.8£.5=6.4.7 kombinierbeachtet, daR fid o 7,
Ao yjaus Satg6.415 das Kreuzprodukt o ¥) x (A o %) in €3-Richtung zeigt:

6.4.8 Satz

Es istZ,i,Z x i ein Rechtssystem. Die Lange des Produktvektors ist dexitlioles
vonZ, i aufgespannten ParallelogramisDer Produktvektor steht senkrecht auf den
beiden Vektorert, ij.

Ebenso sind auchi x ¥, Z, ¥ undy, ¥ x ¥, ¥ Rechtssysteme.

Wir nennen die Gesamtheit der RechtssystemeRimeine Orientierungdes R3.
Spiegelungen verwandeln Rechtssysteme in Linkssysterag.xBProdukt ist also
nicht gegen Spiegelungen (an Ebenen) invariant. Es idRimur dann koordinate-
nunabhangig definiert, wenn dieser mit einem Langentfiagrd einer Orientierung
versehen ist.

Wir erhalten die Orientierung durch den Korper des Mensclieke Hand — rechte
Hand. Seit den funfziger Jahren ist aber bekannt, daf3 disilPhicht invariant gegen
Spiegelungen ist. 1957 erhielten Yang und Lee dafur denelpobis (Kobalt-60-

Experiment). Spater wurde gezeigt, dal’ die Invarianz aictit nach nachfolgender
Vertauschung von Teilchen und Antiteilchen gilt. Der pkgdisch wirkliche Raum

ist also auch ohne menschliche Festlegung orientiert. K&finen nun drei Arten von
Raumen: den realen physikalischen Raum, den anschaulRbham und die vielen
mathematischen Raume.)
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/ Elgenwerte und
Hauptachsentransformation

In diesem Kapitel werden wir eingehend die am Ende von AligdBfl aufgeworfene
Frage studieren: Sef’ : V' — V eine lineare Abbildung des-dimensionalen
VektorraumsV in sich,G : R” — V eine Karte G~! : V — R" das entsprechende
Koordinatensystem und die zur Abbildung in den Koordinatefi—! o Fo G gehorige
n X n-Matrix.

Fur welche MatrizerA 1af3t sich eine Koordin<';1tenyvechselabbiIdtﬂﬁig1 oG :R" —
R™ mit zugehorigen x n-Matrix B finden, so daB3l := B~!o Ao B Diagonalgestalt

M 0 ... 0
i 0 Ao :
0 ... ... M\

hat? Wir wollen uns hier auf den Fall beschranken, dal digelkas und G
auseinander durch Drehungen hervorgehen, dal} die Trarefonsmatrix B also
orthogonal ist. In diesem Fall sagt man, dBRdie Hauptachsentransformatidiir
die Matrix A vermittelt.

Man ist deshalb so an einer Diagonalform interessiert, digbe einerseits eine
besonders naheliegende Interpretation der entspreamesiat@ldungen gestattet und
weil so andererseits Matrizen auf einfache Weise auch kaxepl Berechnungen wie
Potenzieren oder unendlichen Reihenbildungen zugdngkeacht werden.

Hat A Diagonalgestalt, so giltl o & = ;& und deshalb fiir die Basiselemente
;= G(&)vonV:

Derartige Vektorenz; heil3en Eigenvektorenzum jeweiligen Eigenwert \;, diese
werden unter der Anwendung vah lediglich um den Faktor\; gestreckt. Solche
Eigenvektoren werden beim Aufsuchen der Diagonalfgrron A eine grundlegende
Rolle spielen, dazu vgl. man den Abschhiffl 7.3.

Es wird sich herausstellen, dal3 eigeschlossen®ehandlung der angesprochenen
Fragen fur reelle Vektorraume im allgemeinen nicht nidyglst. Deshalb werden wir
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im folgenden Abschnitt zunachst den Korper der kompleXahlen und komplexe
Vektorraume einfihren und in Abschriiifl7.2 die unitakatrizen als Verallgemeine-
rung der orthogonalen Matrizen behandeln.

In AbschnitfZ%# werden wir, zunachst ikomplexen fur die,,groBtmogliche” Klasse

der ,normalen* Matrizen Diagonalisierungsresultate heneitein entsprechendes
reellesResultat konnen wir daraus im allgemeinen nur fir die wiieh speziellere

Klasse der,symmetrischen (selbstadjungierten)‘ Matrizen folgera,ndr in diesem

Fall stets die Existenz hinreichend viekeellerEigenwerte gesichert ist.

7.1 Der allgemeine Brperbegrift,
komplexe Vektoraume

Allgemeine Korper

7.1.1 Definition
Eine MengekK, die mit einer Addition

+: K xK—-K

und einer Multiplikation

K x K — K
versehen ist, heilitorper, falls gilt:
(1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.

(2) Esbezeichne das Nullelement vo(is, +) undK* := K\{0}. Dann ist K*, -)
ebenfalls eine abelsche Gruppe.

(3) Die Distributivgesetze gelten, d. h. fiir alleb, c,d € K ist
(a+b)-c=a-c+b-c, a-(c+d)=a-c+a-d.

Das neutrale Element bzgl. der Multiplikation wird miibezeichnet und die inversen
Elemente bzgl. der Addition mit—a) und bzgl. der Multiplikation mita—! oder
%. In jedem Korper gelten insbesondere sowohl fur die Additals auch fur die
Multiplikation die Regeln, wie wir sie in AbschniffZl.1 fifabelsche) Gruppen
zusammengestellt haben. Darliber hinaus haben wir fiWadlenipfung additiver und
multiplikativer Eigenschaften folgende Gesetze:

7.1.2 Satz
SeiK ein Koérper, dann gilt fur alle, b € K:
(@ a-0=0-a=0,
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(b) ausa-b =0 folgta =0 oderb =0, (Nullteilerfreiheit)
© (-a)-b=a-(~b)=—(a-b), (-a)-(~b)=a-b.

Fur den Beweis sowie flr weitere Folgerungen aus den ét@sgomen verweisen wir
auf die Lehrbiicher der Analysis etwa von O. Forstér§[2] und von H. Grauert, |.
Lieb [6, § 3].

Der Korper der reellen Zahlen verfugt zudem Uber einestatdsbegriff (Betrag),
bzgl. dessen er vollstandig ist, und Uber eine archinchdifAnordnung €, >).

Der Korper der komplexen Zahlen

Der fur das Folgende aul3erordentlich wichtige Korferder komplexen Zahlen

wird im allgemeinen in der Differentialrechnung definiddaher werden hier manche
Eigenschaften nur skizziert und einige Beweise Ubergandear weiteren Information

sei wieder auf O. Forstelrl[4,13] verwiesen.

Wir fuhren C als den zweidimensionalen reellen Vektorraum
C:=R?*={(z,9): =,y € R}
ein. Damit istC bereits eine additive abelsche Gruppe. Eine Multiplikatio
2 CxC—-C

wird durch

(z,y) - (u,v) := (xu — yv, zv + Yu)
erklart. Damit wird C zum Korper: das neutrale Element ist bzgl. der Addition
0 = (0,0) und bzgl. der Multiplikationl = (1,0). Das Negative vor(z,y) ist
(—z,—y), fur (z,y) # 04gilt (z,9) " = 7z (2, —y).
Die reellen Zahlen werden folgendermal3en in den komplexdk@rper eingebettet:

Die Abbildung
®:R—-C, z+— (2,0

ist ein injektiver Kdérperhomomorphismus, d. h. stets ist
O(x+y)=0(x)+P(y) und P(z-y)=d(z)-  P(y).

Infolgedessen is®(R) ein Teilkdrper vonC, d. h. eine Teilmenge vof® und, mit
denselben Verknupfungen wie versehen, ein Korper. Man identifiziert

R =®(R)={(z,0): z € R}.

Fiura € R, (z,y) € Cyilt a- (z,y) = (a,0) - (z,y) = (a- x,a -y), die
Skalarmultiplikation aufR? ist also ein Spezialfall der Multiplikation ad®.
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Durch Einfilhrung deimaginaren Einheit := (0,1) mit i> = —1 gelangt man zur
ublichen Darstellung komplexer Zahlen

(z,y) = (z,0) + (0,y) =z - 1+y-i=z+iy.

Da jetzt: stets die imaginare Einheit bezeichnet, steht es als Stinmsandex
nicht mehr zur Verfugung. Deshalb ersetzen wir fortan dghdrigen Standard-
Summationsindizes j durchy, v.

Furz = z + iy € Cist Rgz) := z der Realteilund Im(z) := y der Imaginarteil
von z. Zu jeder komplexen Zaht = =z + iy wird die konjugiert komplexe Zahl
z = x — iy erklart. Wegenz = z ist die Konjugation eine bijektive Abbildung.
Ferner giltz; + 29 = z; + Zo undzy - z3 = Zz - z9, die Konjugation ist also ein
Korperisomorphismus.

Da reelle Zahlen durch die Konjugation nicht verandertdeer, ist diese insbesondere
eine bijektive lineare Abbildung deR-VektorraumsC in sich, eineumkehrbarR -
lineare AbbildungSie ist anschaulich eine Spiegelung andekchse. Die Elemente
iy,y € R, dery-Achse heilRemein imaginares gilt: R = {(z,0) : z € R} = {z:
z=ziundiR:={iy: ye R} ={(0,y): ye R} ={z: z = —z}.

Mittels der Konjugation erhalt man geschlossene FormgliReal- und Imaginarteil:

Re(z):%(zu), Im(z) = ~(z — 3).

T2
Betrag einer komplexen Zahl
Firz = 2 + iy € C wird entsprechend der euklidischen Langé&ifidurch

ol = VT
der Betrag erklart, offensichtlich i$t|> = 2 - z. Damit erhalt man fie # 0 eine
einfache Formel zur Bestimmung der komplexen Kehrwerte:

1_ 2
z |2
Es gelten die typischen Eigenschaften eines Betragealléiy, 21, 2o € C ist:
1) |2|=0&2z=0,
(2) |21 22| = [21] - |22],
() |21+ 22| < |z1| + |22]- (Dreiecksungleichung)

Die erste und die dritte Eigenschaft folgen unmittelbaradar daf? der Betrag der
komplexen Zahk = x + iy mit der euklidischen Lange des Vektars,y) € R?
Ubereinstimmt. Fir die multiplikative Eigenschaft bereet man

|21 - 20| = |(@1 +1y1) - (22 +iy2)| = [(z122 — Y1y2) + i(T1Y2 + T291)]
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= \Ja3ad + v} + 2l + 2yt = /(@R + 1) - (@ +9d) = |l - |2al.

Da Konvergenz einer komplexen Zahlenfolgg )xcn = (xx + iyx)ren aquivalent
zur Konvergenz der beiden reellen Zahlenfolgen),en und (yx)ren ist, erhalt man
aus der Vollstandigkeit vofR:

Der KorperC der komplexen Zahlen ist vollstandig.

Im Gegensatz zIR ist jedochC nicht angeordnet, man kann also nicht ygno3eren®
und,kleineren* komplexen Zahlen sprechen.

Komplexe Vektorraume

7.1.3 Definition
Auf einer nichtleeren Meng¥ sei eine Addition

+: VXV -V
und eine Skalarmultiplikation

2 CxV =V
gegeben. Es séV/, +) eine abelsche Gruppe, es gelten also die Eigenschaftgn)(1)-
aus Definition_T.1]13. Ferner gelte fir allel € C undxz,y € V':
5) 1-z=nzx, (Unitares Gesetz)
6) (c-d)-x=c-(d-x), (Assoziativgesetz)
(7) (c+d)-z=c-z+d-zundc-(x+y)=c-x+c-y. (Distributivgesetze)
Dann hei38/ einkomplexer Vektorraum oderC-Vektorraum .
Man beachte die nahezu wortlichibereinstimmung mit der DefinitidiL.2.1, es wird
nur der SkalarenkorpéR durchC ersetzt. Mit Ausnahme der Abschnitte, in denen Or-
thogonalitat eine Rolle spielt (d. h. KapileI¥.5 und Kaffl), kann im gesamten Buch
R ohne weiteres durc ersetzt werden. Hinsichtlich der Orthogonalitat werden w
unten zeigen, daf? sich die Definition des Skalarproduktge@mneter Weise modifi-
zieren laRdt. Zur Vermeidung von Mi3verstandnissen pbefii des zugrundeliegenden

Skalarenkorpers (man vgl. Sdfz_7]1.6) spricht man voratiere(Un-) Abhangigkeit
UberC, C-Dimension(man schreibtlim), usw.

Dern-dimensionale komplexe Zahlenraum
C":={(21,...,2n) : 2, € C}
ist mit den Verknupfungen

Z4 = (z1+wi,...,2n+w,) uUNd c-Z:=(c-z1,...,¢" zp)
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ein komplexer Vektorraum mit dec-Basis
{1 =(1,0,...,0), ...,&, = (0,...,0,1)}.

In derselben Weise, wiR als Teilmenge vorC aufgefal3t werden kann, ist auch der
n-dimensionalereelle ZahlenraumR™ in C™ enthalten; furz € C™ schreiben wir
Z=Tr+iygmitZ e R".

Es gilt wortlich wie in Satf3.3.14:

7.1.4 Satz
dhn@(D"::7L

Da R ein Teilkorper vonC ist, wird jeder komplexe Vektorraun¥ durch Ein-
schrankung der Skalarmultiplikation vo&@ x V auf R x V zu einem reellen
Vektorraum. Im Folgenden stellen wir dar, wie die Eigen$igmvon V' als R-

Vektorraum und al€>-Vektorraum zusammenhangen.

7.1.5 Satz

Es seiV ein C-Vektorraum und{z, ..., z,} eine Basis vori/ UberC. Dann ist
{z1,i-21,...,2n,1 - 2, } €ineR-Basis vonV .

Beweis

Wir zeigen zunachst die lineare Unabhangigkeit lkeBeierna, . .., a,,b1,...,b, €
R mit

n n
Z ayz, + Z by(i-2,)=0.
v=1 v=1

Fure, := a, + b, folgt >""_, ¢,z, = 0. Die lineare Unabhangigkeit Ubé liefert
cg=-+=c¢,=0,also

ap=...=ap=by=...=b,=0.

Andererseits wirdVV auch von dem angegebenen System UBererzeugt. Da

{z1,...,2,} UberC ein Erzeugendensystem vbhist, existieren zu beliebigeme V'
komplexe Zahler,, = a, + ib, € C, a,,b, € R, v =1,...,n, mit
n n n n
z= Z Cy2y = Z(% +iby )z, = Z a,z, + Z by (izy). O
v=1 v=1 v=1 v=1

Eine unmittelbare Folgerung ist

7.1.6 Satz
SeiV ein komplexer Vektorraum miimg V' = n. Dann giltdimg V' = 2n.
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Die Isomorphie vonC™ und R?" tiberR sieht man am deutlichsten, indem man im
n-tupel 2 = (z1,...,2n), 2 = x, + iy, jede Komponente als Zahlenpaat,, v, )
schreibt:((z1,91), - - -, (Tn, yn)). GemaR Satz 7.5 erhalt man elReBasis vonC"
durch

(81,6 81y e,y - )
— {((1,0),(0,0),...,(0,0)), ((0,1),(0,0),...,(0,0)),...
...,<(o,0),...,(o,0),(1,0)), ((o,o),...,(o,O),(o,l))}.

Komplex lineare Abbildungen

7.1.7 Definition

Unter einerkomplex linearen oderC-linearen Abbildung F : V' — W zwischen
den komplexen Vektorrdumevi und W versteht man eine Abbildung, die mit den
Vektorraumoperationen vertraglich ist, so daf3 fiir alle € V', c € C gilt:

Flz+y) = F@)+ Fy), Flc-a)=c-F(a).

Sei nunF : C* — C™ eine C-lineare Abbildung, die durch die komplexex n-

Matrix
cl1 ... Cin

C = : : s Cuv = Ay + by, @, by € R,
Cpl ... Cpn

gegeben wird.
Man kannF insbesondere auch di-lineare AbbildungR?" — R?" auffassen. Wir
wollen untersuchen, wie die zugehorige reélie x 2n-Matrix A ausC' hervorgeht.
Dazu sind die Bilder der Einheitsvektoréi,: - €1, ..., ¢&,,1 - €, zu bestimmen. Fur
v=1,...,nqilt

F(é;/) = (Cll/a ce ,Cm/) = <(CL1,,, bll/)a ceey (anz/, bnl/))a

F(iey) =i (Ciyy-sCnp) = (1 Clyy.ovyi- Cpy)

— ((—bly,aw), e (_bnwam’))’

und man erhalt:

air —bun ... aw —biy

b ann ... by aip
A i : ) i

anl _bnl B ) _bnn

bnl Qnl cee bnn Qnn
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Also geht die reelle MatrixA aus der komplexen Matri€’ hervor, indem man jede
komplexe Komponente,, = a,,, + ib,, vonC durch das reell@ x 2-Kastchen

Ay —buy
b Ay
ersetzt.
Auch die Determinantentheorie fur komplexe Matrizentl&8h genauso wie im
reellen Fall durchfiihren. Insbesondere gilt:
7.1.8 Satz

Es seiF' : C" — C"™ eineC-lineare Abbildung mit zugehoériger Matri¥ = C™".
Dann sind aquivalent:

(a) Die AbbildungF ist bijektiv.
(b) Die MatrixC' ist nichtsingular.
(c) det(C) #0.

Nach diesen Vorbereitungen definieren wir genauso wie 3.8

7.1.9 Definition
Die Menge aller nichtsingularen komplexernx n-Matrizen

GL(n,C) :={C : C ist komplexen x n-Matrix mit det(C) # 0}

heifitallgemeine lineare Gruppevom Rangn UberC.

7.1.10 Bemerkung

Im Zusammenhang mit der Determinantenthe@tiéinearerAbbildungenist Vorsicht
geboten, da sich hier der Wert der Determinante andern, kaemn man zu der Inter-
pretation derselben Abbildung alg-linearer Abbildung zwischeiR-Vektorraumen
mit doppelt so groRdR-Dimension wechselt. Als Beispiel betrachten Wit C — C,
F(z) = —z; die entsprechende komplekxex 1-Matrix lautetC' = (—1), det(C) =
~1.ZUF : R?> - R?, F(z,y) = —(x,y) gehort dagegen die reelex 2-Matrix

-1 0 .
A_<O _1>mltdet(A)—1.

Ein komplexes Skalarprodukt

Um auchC"™ mit einem Skalarprodukt zu versehen, geht man von der |deedal®
Cn die euklidische Nornj| Z'|| = /]z1[% + ... + |2, |? tragen soll und daR diese von

dem gesuchten Skalarprodukt erzeugt werden &8lE’) = | Z{/?. Indem man noch
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das bereits erwahnte Gesgtz|? = z, - z, beachtet, gelangt man zu der Setzung

n

(Z,wW) := ZZ,, Wy,

v=1

Es stellt sich heraus, daR die axiomatische Beschreibusgkalarproduktes ifc”
oder allgemeiner in komplexen Vektorraumen gegenuberGlerakterisierung in
Satz[6.Z11 fur derR™ bzw. fur reelle Vektorraume hinsichtlich der Lineat#taund
Symmetrieeigenschaften zu modifizieren ist.

7.1.11 Satz

Fir das durchz,w) = >."_,z, - w, auf C" gegebeneanonische komplexe
Skalarprodukt gilt:

(1) Esistonjugiert linear in der ersten Komponente, d. h. fiile C, Z, Z',w € C"
gilt:

(Z+ 2" 0) = (Z,%) + (Z/,0), (c-Z,%)=¢c-(Z,0).
(2) Es st linear in der zweiten Komponente, d. h.dig C, Z,w,w' € C" gilt:

(Z,@+a3') = (Z,9) + (£3"), (Fc @) =c(Zd).
(3) EsistHermitesch (konjugiert symmetrisch), d. h. fi w € C™ gilt:

(2, @) = (0, 7).
(4) Es istpositiv definit, d. h. furz € C™ ist(Z, Z) reell, und es gilt:
(2,2) >0 wund (Z,%Z) >0, falls Z # 0.

Beweis
Der Beweis folgt durch elementares Nachrechnen aus deriflmficles Skalarpro-
dukts. O

AbbildungenC"®C™ — C mit den Eigenschaften (1) und (2) nennt nsasquilinear
Das kanonische komplexe Skalarprodukt ist also eine Hesatile, positiv definite
Sesquilinearform.

Es wird in der Literatur nicht einheitlich gehandhabt, ols d&kalarprodukt in der
ersten oder in der zweiten Komponente als konjugiert lirdediniert wird. Haufig
wird z. B. das Skalarprodukt i©” auch durch"_, z,w, eingefihrt.

7.1.12 Satz
Durch die Setzung

1Z7] = V(%,2) =
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wird C" zu einemnormierten komplexen Vektorraum. Die Abbildung|| . || :
C™ — R hat also die typischen Eigenschaften einer Norm; fira#teC, 7z, v € C™
gilt:

(1) ||Z]|=0«7=0,

@ ezl =l 12,

@) [Z+ad| <[ 2]+ ]|

Beweis
Man konnte zunachst die auch@i" gultige Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(Z ) <[ Z]- 7]
herleiten und anschlie3end genauso wie im Beweis vor Sa# @erfahren.

Hier wollen wir allerdings direkt auf das dort erzielte Rksuzuriickgreifen und
verwenden, da®” undR?" alsR-Vektorraume kanonisch isomorph sind. Wie bereits
vorher bemerkt, stimmen fur

Z=(21,-.y2n) = (®1 +iy1, ..., 2n +iyn) = (x1,91), -+, (T, Yn))

die euklidische Norm ifR2" und die euklidische Norm if™ Uiberein:

n
@iy yn) 1P =Y (@ +up) =D 22 =1 2]
v=1

v=1

Die Eigenschaften (1) und (3) folgen also direkt aus demeedResultat. Fie € C,
7 € C™ gilt weiter:

—

HC'ZH2:(C'Zvc'z):é'(gvc'z):é'c'('g?g):’6’2"’2”2' U

7.2 Unitare und adjungierte Abbildungen

Die unitare Gruppe

Die unitaren Abbildungen sind die komplexen Verallgeneeimgen der orthogonalen
Abbildungen. Zwar konnte man die folgende Theorie audeatiein in endlichdimen-
sionalen Vektorraumen mit Skalarprodukt (diese nennt amatéir bzw. im reellen Fall
euklidisch durchfuihren, wir beschranken uns aber der Einfachtadiign auf Abbil-
dungenC™ — C™. Zudem kann man sich, ganz ahnlich wie bei allgemeineraitare
Abbildungen in Kapite[B, durch die EinfuhrungnitarerKarten stets auf diesen Fall
zuriickziehen.

Zur Definition wahlen wir eine der Eigenschaften aus £§826.
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7.2.1 Definition

Eine komplexen x n-Matrix C' hei3tunitar, falls || C o Z’|| = || Z|| fir allezZ € C"
gilt. Eine lineare Abbildung” : C™ — C" hei3tunitar, falls die zugehoérige Matrix
unitar ist. Wir nennen

U(n):={C : C istunitaren x n-Matrix}
dieunitare Gruppe vom Rangn.
Tatsachlich ist die Bezeichnungnitare Gruppe" gerechtfertigt:

7.2.2 Satz
U(n) ist eine Untergruppe vo@L(n, C).

Beweis

Offenbar ist die zuC' € U(n) gehorige lineare Abbildung injektiv. Wie in Kapitgl 3
folgt daraus, daRC nichtsingular ist undC—! € GL(n,C) existiert. Es folgt
U(n) € GL(n,C) und auf Grund von|| Z|| = ||[CoC o Z| = ||[C Lo Z|
auchC~! € U(n). WegenE™" € U(n) ist U(n) # (. SchlieRlich istU(n) auch
gegenuber der Matrizenmultiplikation abgeschlossemndait C;,Cy € U(n) ist
wegen||CioCy0 2| = ||Cyo Z|| = || Z|| auchC} o Cy € U(n). O

Wir studieren zunachst die Verbindungen mit dem reellegriffeder orthogonalen
Matrix. Eine reelle MatrixC € R™*" ist naturlich auch eine komplexe Matrix
C € C™*™ und vermittelt damit sowohl Abbildungefr : R™" — R"™ als auch
Fg : C" — C". Die komplexe AbbildungF geht dabei augr hervor, indem man
fur 2 =27+ 1y € C", 7,y € R"™ beachtet:

F@(Z) = F@(f+zgj) = F@(f) +iF@(g) =CoZ+iCoy= F]R(f) +iFR(g).
Dieses Verfahren, das man auch unabhangig vom Matrizeilkdlirchfihren kann,
heilRtKomplexifizierung

7.2.3 Satz
O(n) C U(n).

Beweis
SeiC € O(n)undz = ¥ + iy, &,y € R". Die Eigenschaften der euklidischen Norm
in C" ergeben:
IZIP=IZI*+ 17> =1CoZ|*+ | Cog|?
=[CoZ+iCog|?=|Co@+if)|*=[Coz|"
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Wie bereits im vorhergehenden Abschnitt erlautert, kinwir C* und R?" als R-
Vektorraume identifizieren und entsprechefidineare AbbildungenC™ — C™ als
R-lineare AbbildungerR?” — R?" auffassen. In diesem Sinne ist der folgende Satz
zu verstehen.

7.2.4 Satz
U(n) ist eine Untergruppe vo@ (2n).

Beweis

Es sei® : U(n) — R2?"*?" die in AbschnittCZIL beschriebene Abbildung: Fiir
C = (cw)pv=1,..n €rhalt mand = &(C), indem man jede komplexe Komponente
Cu = Gy + 1by,, durch das reell@ x 2—Késtchen< e _ab“”> ersetzt.

uv uv
Wir haben also zu zeigen, da@i: U(n) — O(2n) ein injektiver Gruppenhomomor-
phismus ist.

DaC und A = ®(C) dieselbe Abbildung beschreiben und die euklidische Norm in
C™ mit der inIR?" tibereinstimmt, folgtb(U(n)) € O(2n) aus SatE6.312.

Wir zeigen nun, da® ein Gruppenhomomorphismus ist. Seeén Cy € U(n). Die
durchCy o Cy gegebene Abbildun@™ — C™ stimmt mit der durchb(Cy) o ®(C5)
gegebenen Abbilduni®?® — R?" tiberein, denn die Komposition der Abbildungen
ist unabhangig davon, ob méi* als komplexen oder reellen Vektorraum interpretiert.
Also gllt (I)(Cl o CQ) = (I)(Cl) o (I)(CQ)

Die Injektivitat von® ergibt sich schliel3lich aus

®(C) = B = C=E"" m

Im Spezialfalln = 1 1aRt sich Genaueres aussagen:

7.2.5 Satz
U(1) =2S0(2).

Beweis
Fur die im vorherigen Beweis betrachtete Abbildug: U(1) — O(2) bleibt zu
zeigen:

o(U(1)) C SO2), @:U(1) — SO(2) ist surjektiv.
Seic € U(1), es ist also insbesondef@® = |c - ¢| = |¢| = |¢| und damit|¢| = 1. Mit
a —b
- ) also®(c) € SO(2).

Um noch die Surjektivitat vo® zu zeigen, sel € SO(2) gegeben. GemaR S&iz611.8

c:a—|—ibgilta2—|—b2:1und<I>(c):<

existieren danm,b € R mita? +b> = 1undA = (Z _ab>. Flrc := a + ib gilt
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lc| = 1 und damit fur alled € C: |c-d| = |¢| - |d| = |d|, d.h.c € U(1). Ferner ist
®(c) = A und folglich im(®) = SO(2). O

Eine Drehung de®? ist also die Multiplikation mit einer komplexen Zah] deren
Betrag|c| = 1 ist.

Das nachste Ziel ist die komplexe Entsprechung des JafZgk 6s sollen also einige
aquivalente und fur das Folgende grundlegende Chaisiktemgen unitarer Matrizen
zusammengestellt werden. Dazu sind vorbereitend einigeKapitel [6 bekannte
Begriffe auf denC™ auszudehnen und einige Hilfsresultate zu beweisen.

Komplexe Orthogonalitat

7.2.6 Definition

Die Vektorenz,w € C" heilen(komplex) orthogonal, wenn(z,#) = 0 gilt. Unter
demorthogonalen Komplementdes Untervektorraumis C C™ verstehen wir

={ZeC": (Z,w)=0flrallew e V}.

7.2.7 Satz

Die Vektorenz,w € C™ seien (komplex) orthogonat; = ¥ + iy, W = @ + i¥
mit %, gj, u, ¥ € R™. Dann sind die entsprechenden Vektofen,y,...,xn,yn),
(u1,v1, ..., un,v,) € R* (reell) orthogonal.

Beweis

Aus der komplexen Orthogonalitat folgt

n

0=(Z,%) =Y (2 —ign)(uy +iv,)
v=1
n
= Z Tty + Ypy) +i > (0 — Yotty)
v=1 v=1
und damit durch Betrachtung des Realteils die Behauptung. O

Der Beweis zeigt, dal komplexe Orthogonalitatif eine wesentlich starkere Eigen-
schaft als reelle Orthogonalitat R?" ist, denn das entsprechende reelle Skalarprodukt
ist lediglich der Realteil des komplexen Skalarproduktaz geben wir folgendes
einfache Beispiel:

7.2.8 Beispiel

Die komplexen Zahlet und: sind inC natirlich nicht orthogonal, die entsprechenden
reellen Vektorer(1,0) und (0, 1) in R? hingegen schon.
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7.2.9 Satz
Fdr jeden Untervektorrauvi ¢ C™ gilt

Vit (W)L —V.

Beweis

Offensichtlich ist(Vl)L ={zZeC": (z,w) =0furallew € V+} > V.

Die umgekehrte Inklusion beweist man mit Hilfe eines Dimensarguments. Sei
k = dimg V, wie in Sat46.316 zeigt magimc V- = n — k. Eine Wiederholung
dieses Schlusses ergititn (VL)l = n— (n— k) = k und damit wegei’ c V-
die behauptete Gleichheit. O

In unendlichdimensionalen (unitaren) Vektorraumenrkaas Dimensionsargument
nicht verwendet werden. Tatsachlich behalt der obige 8aitt nur unter zusatzlichen
Voraussetzungen seine Gultigkeit.

7.2.10 Definition
Man nennt eirk-tupel (Z1, ..., Zi) von Vektoren au€™ ein (komplexes) orthogo-
nalesk-Bein, wenn furp,v = 1,..., k gilt:

(Zs Zv) = Opuw-
Ist ein orthogonale&-Bein gleichzeitig auch Erzeugendensystem eines Unttowek
raumsV vonC™, so spricht man von ein€rthonormalbasis vonV'.
Eine Orthonormalbasis vdn ist also eine Basis aus paarweise orthogonalen, normier-
ten (d. h. mit Lange 1) Vektoren.

Wie im Reellen stehen nun das Schmidtsche Orthonormalisjsierfahren, Projek-
tionen auf orthogonal&-Beine etc. zur Verfugung.

Wir bezeichnen mitC? die zurm x n-Matrix C konjugiert transponierte, x m-

ceey

Konjugieren hervorgeht:

Cl1 €C1 ... Cml
ot Cl2 C2 ... Cm2
Cln, Cop .- Cmn
Wir betrachten nun wieder ausschlief3lich quadratischerikéat.

7.2.11 Satz
Fir jeden x n-Matrix C und alle Vektorerz' i € C™ gilt:

(0,C07) = (C'o1, 7).
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Beweis
Das komplexe Skalarprodukt lautet in Matrizenschreibaeis

daraus erhalt man:

(Ctow,7)=(Clod) oZ=(Cow)or=wo(CoZ)=WCoZ). D

7.2.12 Satz

Ist D eine komplexen x n-Matrix derart, dal¥* o D o 7 = 0 fiir alle 7 € C" gilt,
dann folgt:D = O™".

Beweis

Wir zeigen zunachst, dal3 die Sesquilinearform, die je Aeditorenz,w € C"
die komplexe Zahlz, D o @) = z* o D o 1 zuordnet, bereits durch die Werte der
quadratischen Forrdi — Z* o D o Z bestimmt ist. Bei dem folgenden Verfahren der
Polarisierungsetzt man geeignete Kombinationen der beliebig vorgegeb®aktoren

Z,4 € C™ ein:

~+

oDoZ+ZtoDow+wWtoDoZ+wWoDouw,
toDoZ—ZtoDozﬁ—wtoDOZ+117toD0117,
toDoZ+iZtoDowW—iwtoDoZ+wWho Do,

(Z— i) oDo(Z—iwW)=Z"oDoZ—iZ'oDow+iw'oDoZ+wo Do,

1yl gl vyl

Indem man jeweils die ersten und letzten beiden Gleichurgeainander subtrahiert,
erhalt man:

Z'oDow+wloDoZ

_ % (FF@) oDo(z+d) ~F— @) oDo(7—));
Z'oDow—w'oDoZ

_ % (GFi@) o Do(z+iw) - F—iw) o Do (Z~id)).
Diese Gleichungen werden zueinander addiert, und es folgt:

_ 1 /e
ZtoDozD’:Z((Z+117)toDo(Z—|—1l7)—(Z—ﬁ)toDo(Z—ZU))

1 oo -

+o ((z+ W) o Do (Z+ i) — (F—iw)toDo (2 — iw)) .
1

Wir setzen nun in dieses auch an sich interessante Zwisebres unsere Voraus-

setzung ein, daR stefd o D o 7 = 0 ist. Dadurch erhalten wir fur allg @ € C™:

ZtoDow=0.
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Indem wir fur z und « die Elementee,, und ¢, der kanonischen Basis des”
einsetzen, folgt schlieBlich fD = (d,.)yv=1,...n:

du,,:é'utoDoé’,,:O. O

7.2.13 Bemerkung

Die komplexen x n-Matrix D und damit die entsprechende Sesquilinearfatm
C"eC" — C, S(Z,w) = 2t o Do = (%, D o w) sind durch die quadratische

Formz — Z'o Do Z,d. h. durch die Werte der Sesquilinearform auf d@iagonalen*
7 = w eindeutig bestimmt.

Ein entsprechendes Resultat gilt im Reellen nur unter Zusedussetzungen, wie et-

wa der Symmetrie (man vgl. den Beweis von $afz6.3.2), wiBadspiel ( _01 é)

zeigt.

Unitare Matrizen

7.2.14 Satz

Fir alle komplexem x n-MatrizenA = (a., ... ,d,) sind &quivalent:
(a) Alo A=E;

(b) fiurallez,w € C" gilt (Ao Z, Aow) = (Z,W);

(c) A istunitar;

(d) (ai,...,a,) ist ein komplexes orthogonalesBein.

Beweis

.(@)= (c): Furallez € C™ giltin Matrizenschreibweise:
|Z|?=2tcZ=2'0FEo0z=(Z'0AY) 0 (Ao ?)
=[Ao2) o(A0z) = Ao Z|?

.(c) = (b)*: In diesem Beweisteil kdnnen wir von den in S&fz_7Pdleisteten
Vorarbeiten profitieren. Wir wollen zeigen, dal? die Sesagedrform

S:C"eC" — C, S(Z,W) = (Ao Z,Aod) — (Z,W) (%)

stets den Wer0 ergibt. Gemaf Voraussetzung (c) ist der Wert dieser Forimdeu

= —

,Diagonalen“z’ = j stets0. Indem man noch beachtet, daf3 fur alles € C™
(Ao Z, Aow) — (Z,W) Yo (A'oA)ow — 2" o

to(f_ltoA—E)ou_f

Il
Nyl Ayl
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gilt, daR also die Sesquilinearforin (x) durch die MatrixA’ o A — E gegeben
wird, ergibt SatZ" 7.2 12 tatsachlich, dal3 es sich bei dikkgrix um die Nullmatrix

handelt. Mithin verschwindet die Sesquilinearfofirin (x) identisch, und wir haben
gleichzeitig auch(c) = (a)* mitbewiesen.

»(0) = (d)*: Gemal Voraussetzung (b) ist die Matrix,langen-“ und,winkeltreu®,
das gilt insbesondere auch fir die Elemente der kanomsBhsis de<sC":

O = (€y,€)) = (Ao ey, Aoe,) = (d,, d,).

»(d) = (a)‘: Dieser Schluf} basiert allein auf der Definition der Nanmultiplikati-
on:

Adjungierte Abbildungen

Wiederholt hat die zur komplexenx n-Matrix A konjugiert transponierte MatriX’
eine Rolle gespielt, nicht zuletzt als Umkehrmatrix urdtdvatrizen. Deshalb werden
wir nun die entsprechenden Abbildungen eingehender sardie

7.2.15 Definition

Sei A eine komplexen x n-Matrix und F' : C* — C™ die zugehorigeC-lineare
Abbildung.

(a) Die zur konjugiert transponierten Matrix! gehorige C-lineare Abbildung
C™ — C™ heif3t die zuF' adjungierte Abbildung.

(b) Gilt At = A, so heif3tA Hermitesch und F' selbstadjungiert
Ein Spezialfall hiervon ist die entsprechende reelle Dtdini

7.2.16 Definition

Sei A eine reellen x n-Matrix und F' : R™ — R" die zugehoérigeR-lineare
Abbildung.

(a) Die zur transponierten Matrix' gehérigeR -lineare AbbildungR™ — R™ heif3t
die zuF adjungierte Abbildung.

(b) IstA symmetrisch, d. hA = At, so nennen wiF selbstadjungiert
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7.2.17 Bemerkung

Bei reellen MatrizenA € R™*™ und zugehorigen linearen Abbildungéh: R"™ —

R™ fallen die adjungierte und die duale Abbildung zusammenKbmplexen dage-
gen wird die duale Abbildung™ unverandert durchi?, die adjungierte Abbildung
Fadiungiert yagegen durckl! gegeben. Hier besteht bei den Abbildungen der Zusam-

menhangadungier(z) — p+ (7).

Um im Folgenden nicht unnotig komplizierte Bezeichnungerwenden zu mussen,
werden wir mitunter die zur Matrixd gehorige lineare Abbildung ebenfalls mit
bezeichnen und beispielsweise vdhals der zuA adjungierten Abbildung sprechen.

7.2.18 Satz

Eine komplexen x n-Matrix A ist genau dann Hermitesch, wenn fir alle C" die
Zahl(Z, Ao ) reell ist.

Beweis
Grundlegend ist die folgende, auf den Eigenschaften kamjutgansponierter Matri-
zen beruhende Gleichheit:

(2,A'02)=(A0Z,2)=(Z,A0 7).
Ist A Hermitesch, so gilt fur alle’ € C™ also(z, Ao z2') = (Z, Ao Z'), demgemal sind
diese Zahlen stets reell.

Ist dagegeriz, Ao Z') stets reell, d. h(Z, Ao Z') = (Z, A o Z), so verschwindet die von
A" — A gegebene quadratische Form identisch, es ist also(stétd’ — A) o Z') = 0.
Der schon wiederholt zitierte Sdiz 7.2.12 zedjt- A = O und damit die Hermitizitat
von A. O

Auch um die Symmetrie eingeellenn x n-Matrix zu priufen, ist die quadratische
Form(Z, A o ) fur alle komplexenVektorenz € C" zu betrachten.

7.2.19 Satz

Fur die zur komplexen x n-Matrix A gehorige lineare Abbildung gilt:

(@) ker(A) =im(AH)"L,

(b) im(A) = ker(AH)*L.

Beweis

Seiz € ker(A), d.h.Ao 7z = 0. Fur alle A’ o @ € im(A?), @ e C", folgt mit

SatdA 7211 .
(7, At o ¥) = (A 0 Z,@) = (0, @) = 0.

Somit istker(A) C im(A?)*+.
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Sei nun umgekehd ¢ im(A*)+, fur allew € C™ haben wir also

0= (%, A o) = (Ao Z,0).
Indem man spezielli = A o Z wahlt, ergibt sichAd o Z7 = 0, 7 € ker(A),
im(A")L C ker(A) und damit insgesamt Behauptung (a).
Indem man in (a) zu den orthogonalen Komplementen tUbergehtMatrix A durch
Al ersetzt un@t = A beachtet, erhalt man

ker(AH)+ =im(A)*t.

Vorher hatten wir schon fiir beliebige Untervektorraubhe— C” die Giltigkeit von
V1L =V gezeigt, und folglich ist auch Behauptung (b) bewiesen. O

Bei selbstadjungierten Abbildungen kdnnen wir mit Hilieskes Satzes durch Abspal-
tung des Kerns zu Isomorphismen tibergehen.

7.2.20 Satz
Die lineare Abbildung : C" — C" sei selbstadjungiert, es bezeichne= ker(F)=.
Dann ist die Einschrankung vdn aufV’
FlV:V->V
ein Isomorphismus.

Beweis

GemaR dem vorhergehenden Satz istfifV) C im(F) = ker(F)* = V. Die
Abbildung F'|V ist offensichtlich injektiv und damit auf Grund der Dimemissformel
auch surjektiv. O

Normale Abbildungen

Unitare und selbstadjungierte Abbildungen scheinerazhst’ wenig miteinander zu
tun zu haben: Unitare Abbildungen sind langentreu, mitsets Isomorphismen.
Selbstadjungierte Abbildungen kdonnen durchaus eindnttniialen Kern haben und
die eingesetzten Vektoren strecken oder stauchen. Denaibeh diese Abbildungen
eine Eigenschaft, die sich in Abschriff]7.4 als entscheidandie Diagonalisierbar-
keit erweisen wird.

7.2.21 Definition

Wir nennen einev x n-Matrix A und die zugehdérige lineare Abbildurtg : C"* —
C™ normal, wenn die Abbildung und ihre adjungierte kommutieren,sfalso die
Bedingung

Alo A= Ao Al
erfallt ist.
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7.2.22 Satz
Einen x n-Matrix A ist normal genau dann, wenn fur allewi € C™ gilt:

(Ao 2, At o) = (Ao Z, Ao w). (%)

Beweis
Ist A normal, so folgt fir alleZ, w € C"
(Ao Z, Aow) = (Z,A' 0 Ao i) = (Z, Ao A’ 0 )
= (Ao 7, A" 0 0).
Gilt nun umgekehrtx) fur alle z, & € C™, so folgt
(Z, (A" 0 A) o) = (Ao Z, Ao W) = (A" 0 2, A" 0 W)
— (2. (40 A') o).
0= (Z, ([ltoA—Aoflt) 0117).
Indem man bei beliebigeny fur Z = (Ao A — Ao A") o einsetzt, erhalt man
(Ao A— Ao A') o = 0 und damit
Ao A— Ao Al = O

die Matrix A ist normal. O

7.3 Eigenwerte

Wir haben stets die Theorie linearer Abbildungen und denriktaikalkil simul-

tan und gleichberechtigt entwickelt und haben haufig mivi@e zwischen diesen
beiden Standpunkten gewechselt. In diesem Abschniteatslir den, Abbildungs-

standpunkt‘ in den Vordergrund.

Es bezeichnéd’ stets einem-dimensionalen komplexen Vektorraum uAd V — V
eineC-lineare Abbildung.

Eigenraume

7.3.1 Definition

Ein Vektorz € V' \ {0} heiBtEigenvektor von F' zumEigenwert A € C, wenn die
Eigenwertgleichung
Fz)=X-z

erfillt ist.
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Da gleichzeitig Eigenwert und Eigenvektor gesucht werden und die Abbildurigx
V — V, (\ z) — Xz nicht linear ist, handelt es sich bei der Eigenwertbestimgnu
um ein nichtlineares Problem.

Diese Begriffe stehen ebenso wie die im Folgenden noch zuidefnden auch fur
beliebigen x n-Matrizen zur Verfigung, indem man die entsprechefidéneare
Abbildung betrachtet. So iste C" \ {0} Eigenvektor vorA zum Eigenwert\ € C,
falls A o Z = X\ - Z gilt. Das Bestehen dieser Eigenwertgleichung ist aqeivaru
(A — AE) o Z= 0, bzw. auf Abbildungsebene Z&" — \ - id)(z) = 0. Also gilt
{z € V. zist Eigenvektor vorF' : V' — V zu A € C} U {0}
={z: (F—X-id)(z) =0} = ker(F — X - id).

7.3.2 Definition
Fir ) € C heif3t die Menge aller Eigenvektoren Xuerganzt um den Nullvektor,

V)\ = V)\(F) = ker(F - A Zd)

Eigenraum von F' zum Eigenwert € C.

7.3.3 Bemerkung

Als Kern einer linearen Abbildung ist, ein C-Untervektorraum vory. Genau dann
ist A Eigenwert vonF', wenndim V), # 0 gilt. Ist z Eigenvektor zu\ von F', so auch
jedes komplexe Vielfache: z, ¢ € C.

7.3.4 Satz
Es seien, ..., z;, Eigenvektoren voi' zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten
A,..., . € C:
F(z) =Xz, 2 #0, Ny F# N\ flrp #v.
Dann sinck+, . . ., z;, linear unabhangig.
Insbesondere hdt hochstens: paarweise verschiedene Eigenwerte.

Beweis

Wir fihren den Beweis durch Induktion nach der Anzahlder Eigenvektoren.
Der Fall £k = 1 ist offensichtlich, denn Eigenvektoren sind definitionsg® vom
Nullvektor verschieden. Sei nun die Behauptung i~ 1 gezeigt, und es seien
z1,...,2, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen Eigenwgiten. , A.
Wir betrachten Linearkombinationen des Nullvektors aus. . , zy:

k
Za,,z,, =0, a, € C.
v=1
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Man erhalt durch Multiplikation mi\:

k
Z ayApzy, =0
v=1

und durch die Anwendung vah:

k k k
0=F0)=F (Z a,,z,,) = Za,,F(z,,) = Za,,)\,,z,,.
v=1 v=1 v=1

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen folgt:

k k—1
Zay()\k — Az = Zay()\k — )z = 0.
v=1 v=1

Nach Induktionsvoraussetzung sind. . ., z;_1 linear unabhangig und somaif (A, —
Av) = 0. Da die Eigenwerte als paarweise verschieden vorausgesetzerhalten wir
a1 = ... = ai_1 = 0. Aus der urspringlichen Linearkombination des Nullvekto
wird 0 = ay 2z, hieraus folgt schlieZlich auah, = 0. O

Das charakteristische Polynom

Die Bestimmung von Eigenwerten soll auf die Bestimmung datidtellen eines
komplexen Polynoms reduziert werden. Wir fassen hier kemgPolynome im Sinne
der analytischen Definition als Funktionéh— C auf.

SeiG : C" — V eine Karte, d. h. eiC-Vektorraumisomorphismus. Die Abbildung
F in den KoordinatenG—! o F o G, wird durch einen x n-Matrix A gegeben. Wegen
der Linearitat des Koordinatensysteris! lautet die AbbildungF — X - id in den
KoordinatenG~lo(F—\-id)oG = G lo(FoG—\-G) = G loFoG—-\-G~1oG =
G Yo FoG — \-idgn, sie wird also durch die Matrixl — ) - E beschrieben. Da
die komplexe Zahh Eigenwert vonA bzw. F' genau dann ist, wenA — AE singular
(nicht invertierbar) ist, liegt es nahe, die entsprechdbdrminante zu betrachten:

n

det(A—=AE) = D 0(v1,. ) (@1 — Ady1) -+ (Gun — M)

Vl,ee,Un=1
=(=D"- A"+ QM)

dabei istQ () ein Polynom in\ vom Grade< n — 1. Es handelt sich belet(A — \E)
also um ein Polynom-ten Grades i\ mit hochtem Koeffiziente—1)". Auf Grund
derUberlegungen aus Kapitel 5.6 istt(A — AE) = det(F — X - id) unabhangig von
der Wahl der Karte>.
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7.3.5 Definition
Wir nennenP(\) := Pr(\) := (—1)"-det(F—\-id) dascharakteristische Polynom
der linearen Abbildung.

Das charakteristische Polynom ist normiert, besitzt atsthbten Koeffizientem.

7.3.6 Satz

Sei P(\) das charakteristische Polynom eirigflinearen AbbildungF : V. — V.
Dann ist\ € C Eigenwert vonF’ genau dann, wenR(\) = 0 gilt.

Beweis

Die komplexe Zahl\ € C ist Eigenwert vonF' genau dann, wenn die Abbildung
F — X\ -id nicht injektiv und damit nicht invertierbar ist. Letztelissjedoch aquivalent
zum Verschwinden der Determinanfé{\) = det(F — Aid) = 0. O

Das charakteristische Polynom ist invariant gegeniilxsomorphismen:

7.3.7 Satz

Sei P(\) das charakteristische Polynom eirigflinearen AbbildungF’ : V. — V.
Sei W ein weiterern-dimensionalerC-Vektorraum undH : W = V ein C-
Vektorraumisomorphismus. Fir das charakteristischerfeoh P(\) der Abbildung
F:=H 'oFoH gilt P(\) = P()\).

Beweis

SeiG : C" — V eine Karte. Dann isf ! o G eine Karte von/W und F' lautet in
diesen Koordinaten

(H ' oG) loFo(H ' oG) =G 'oHoH 'oFoHoH oG =G '0FoQ,

das ist auch die Abbildung’ in den KoordinaterG. Das charakteristische Polynom
ist aber von der Wahl der Karte unabhangig. O

Als Folgerung erhalten wir die Existenz einer weiteren htatvariante:

7.3.8 Definition

Unter derSpur einer quadratischen Matrix = (auy)uv—=1,..n Verstehen wir die
Summe der Diagonalelemente:

SpA) =ty

7.3.9 Satz

SeiA € C™ " beliebig, B € C"*" invertierbar. Dann habedA und B~' o Ao B
dieselbe Spur.
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Beweis
Eine genaue Inspektion der Definition des charakteristis¢Polynoms ergibt
Py(A\) = (—1)"det(A — \E)

n

= (=1 > W ) (@1 — A1) - (Gun — Adyn)

V.., Un=1
= A" = Sp AN+ Q(N),

das Polynon{)()\) ist vom Grade< n — 2. Die Koeffizienten dieses Polynoms andern
sich unter dem Koordinatenwechgglnicht. O

7.3.10 Bemerkung (Existenz reeller Eigenvektoren)

Sei\ € R ein Eigenwert der reellen x n-Matrix A. Dann istdet(A — AE) = 0,

und es existiert ei € R” \ {0} mit (A — AE) o & = 0. Also besitztA einen reellen
Eigenvektor.

Der folgende, fir unsere Zwecke zentrale Satz verliertén tkellen Zahlen seine
Glltigkeit und ist der Grund dafur, da die Eigenwerttieon komplexen Vek-
torraumen durchgefihrt wird.

7.3.11 Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes komplexe Polynom zerfallt til§énin Linearfaktoren. Genauer gilt: SB{\) ein

Polynom vom Grade. UberC. Dann gibt es Zahleg € N, s < n,r1,...,7s € N
mitry+---+rs=mn,a € C\{0},c1,...,¢c; € Cmite, # ¢, fir p # v, so dal3 gilt:
PA)=a-A—c))...-(A—cy)".

Man sagt, daf(\) in ¢, eine Nullsteller, -ter Ordnungbesitzt.

Der Beweis kann mit den hier zur Verfligung stehenden Mittetht gefiihrt werden
und wird im Rahmen der Funktionentheorie oder der Algebgeben.

Als Folgerung erhalten wir insbesondere ein Existenztastilr komplexeEigenwer-
te:

7.3.12 Satz
JedeC-lineare AbbildungF’ : V — V besitzt mindestens einen Eigenwert.

7.3.13 Definition

SeiPp(A) = (A=) ..o (A=) mit\, # N, furp #v,r,...,rs € Nund

r1 + ...+ rs = n das charakteristische Polynom eifiédinearen AbbildungF’. Man
nennt die Nullstellenordnung, diealgebraischeund die Dimension des Eigenraumes
dim V), diegeometrische Vielfachheitdes Eigenwertes,, .
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7.3.14 Beispiele

(@)

(b)

(©

(d)

Sei

A = ., .
O an,
eine Dreiecksmatrix. Gemaf Shiz5l4.2 gilt:

n n

P(A) = (-1)"-det(A - AE) = (=1)" [ (@ = 3) = [ (X = aw).

v=1 v=1

Die Diagonalelementey, ..., a, sind die Eigenwerte vou.
Sei
aq o
A=
) an

eine Diagonalmatrix. Es gill o €, = a,, - €, d. h.é,, ist Eigenvektor vord zum
Eigenwerta, . Die kanonische Basis ist eine Orthonormalbasis aus Eégoren
von A. Die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten dgerverte
stimmen Uberein.

Auch reelle Matrizen haben i. a. nur komplexe Eigenwddi@zu berechnen wir
die Eigenwerte vonA = _01 (1)> Das charakteristische Polynom lautet

P(\) = det (:i‘ _1)\> = )2 + 1, die Eigenwerte sindund —i.

Nicht fir jede Matrix existiert eine Basis aus Eigeneekn. Man betrachte dazu
A= (1) 61" mita € C\ {0}. EsistP(\) = (—=1)%(1 — X\)? = (1 — \)?, 1ist

also einziger Eigenwert voA. Zur Bestimmung der Eigenvektoren ist folgendes
Gleichungssystem zu losen:

(=(A—E)oz= <8 3)(2) _ (“‘()22).

Der Eigenraum zum einzigen Eigenwerist also
Vi={(z1,2) € C*: 20 =0} ={(21,0) : z; € C}.

Insbesondere existieren nicht zwei linear unabhangigeriwektoren vo. Die
algebraische Vielfachheit des Eigenwertdst 2, die geometrisché.
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7.3.15 Folgerung
Die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte (entsprathhren algebraischen

Vielfachheiten). Genauer gilt: S&(\) = (A — A1) - ...- (A= Xg)™ mit A, # X\,
firpw # v, r,...,rs € Nundry + ...+ rs = n das charakteristische Polynom der
C-linearen Abbildungt’. Dann gilt:det(F) =[], _; AL*.

Beweis

Wir haben

Pr(\) = (1) det(F — \id) = H A= \)™.
v=1

Durch Einsetzen von = 0 folgt

det(F) = [ - O
v=1

Eigenvektoren normaler Matrizen

Am Ende von Abschnitt7]12 haben wir die normalen Matrizen aufachst wenig
anschauliche Weise als Oberbegriff fur die Hermiteschah unitaren Matrizen ein-
gefluihrt. Die nachsten Satze verdeutlichen, wie wictiigger neue Begriff tatsachlich
ist.

7.3.16 Satz

Die n x n-Matrix A sei normal. Dann isk Eigenwert vonA genau dann, wenh
Eigenwert der adjungierten Abbildunf ist; die Eigenraume stimmen (iberein:

VA(4) = V5(4").
Beweis
Zunachst sei bemerkt, dafd mitauchA — A\ E normal ist.
Seiz € V\(A), alsoA o Z — X Z = 0. Mit Hilfe von SatA7.2.2P folgt
0=||AoZ—N|?=(A—AE)oZ,(A—)\E)oZ?)
- <(A TAE) 07, (A—AE) o z)
=((A'=X-E)oz,(A'=X-E)o?)

Vi (AY) C V5 (At = Vi(A) und damit auct’y (4) = V5 (AY). O
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7.3.17 Satz

Je zwei Eigenvektore# , Z, einer normalen Matrix zu verschiedenen Eigenwerten
A1 # Ao sind orthogonal.

Beweis
Gemal Voraussetzung igto 21 = A\ 21, A o 25 = A9Z5; der vorhergehende Satz
impliziert A o 21 = A1 21, A' 0 7, = A\y7,. Damit folgt:
)\2(217 2?2) == (51, )\222) == (517 A o 52)
— (At o 21,22) — (5\1 (] 21,22) = )\1(21,22),
0= ()\1 — )\2)(51,2?2).

Aus der Verschiedenheit der Eigenwerte erhalten wir dib@onalitat der Eigenvek-
toren:(z1, 25) = 0. a

Eigenwerte Hermitescher Matrizen

7.3.18 Satz
Alle Eigenwerte Hermitescher Matrizen sind reell.

Beweis

SeiA = A™" Hermitesch mit Eigenvektof € C" \ {0} zum Eigenwert\ € C.
Sat4 7,218 zeigt:

MZIP=MZ,2)=(Z,1-2)=(%,A0Z) € R.
Wegen|| 7||? € R\ {0} folgt, daRA reell ist. O

7.3.19 Beispiele
(@) Fur die Hermitesch2 x 2-Matrix

1 -3
A_<3i 1)

lautet das charakteristische Polynom

—31
1—-A

=A=12=-9=A—-4\+2);

P()\):det(A—)\E):det<1??Z.)‘ >:(1—A)2+9i2

die Eigenwerte sind; = 4 und Ay = —2.
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(b) Wir betrachten nun die reelle symmetris¢he 3-Matrix

T _2 1
62 23 62
A=| -3 35 -3
r _2 7
6 3 6
Das charakteristische Polynom lautet
1 (7—6)) —4 1
P()\) = (—=1)3det(A — \E) = — 57 det -4 (4-6)) -4
1 —4  (7T-6))
1 (7 —6)) —4 1
=56 det 24(1 = \) —6(2+2X) 0
12(-3X2+7A—4) 24(1—-X) 0
72
=516 {81 =N+ 2+ N)(=3\+7r—4)}

= L {3 63} = A - (A - 2),

wir haben also die drei Eigenwerte = 0, Ay = 1, A\3 = 2.

Eigenwerte unitarer Matrizen

7.3.20 Satz
Fir jeden Eigenwerk einer unitaren MatriA gilt || = 1.

Beweis

Sei\ Eigenwert vonA € U(n) zum Eigenvektog € €™ \ {0}. Die Langentreue der
unitaren Matrix impliziert

IZI?P=|AcZ|2=(AoZ,AcZ)=(N-Z,X-2) =M\ Z|>
Dal| Z||? # O'ist, folgt |\| = 1. O

7.3.21 Satz

SeiA € O(n,R) eine reelle orthogonale Matrix. Die Raumdimensiogei ungerade.
Dann ist+1 oder—1 Eigenwert vorA. Ist A sogar eine Drehung, d. K. € SO(n,R),
dann ist+-1 Eigenwert vonA.

Wir werden auf SC2Z87 mit Hilfe der Diagonalisierungsrestdterlautern, daR iR?>
der zu+1 gehorige Eigenvektor als Drehachse interpretiert wekaem.
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Beweis

Das charakteristische Polynofy () von A hat reelle Koeffizienten und wird hier
als FunktionR — R aufgefafl3t. Der Term hochster Ordnungi8tmit der ungeraden
Potenzn. Aus der Analysis weifd malim)_, o, P4(\) = +ooundlimy_, o, P4(\) =
—oo. Der Zwischenwertsatz ergibt die Existenz wenigstensrearllen Nullstelle\g
mit |A\o| = 1, dennA ist orthogonal und insbesondere unitar.

Die nichtreellen Eigenwerte voA treten immer in zueinander konjugierten Paaren
auf: Sei\; Eigenwert vonA4, d. h. Nullstelle des charakteristischen Polynoms

n—1

0=Pa(\) =N +> a), a €R.
v=0

Durch Konjugation erhalt man

n—1 n—1
0=Pa(h) =M + D a M =M +> al,
v=0 v=0

)\ ist also ebenfalls Eigenwert. Indem man den quadratiscR&oR A — A1) (A — A1)
abspaltet, der nur reelle Koeffizienten besitzt, und dagaXeen iteriert, erhalt man:
Die Matrix A hat0 < k < (n — 1)/2 (nicht notwendigerweise verschiedene) Paare
zueinander konjugiert komplexer Eigenwente, \i, ..., \x, A\x und eine ungerade
Anzahl reeller Eigenwertdsy 1 1,..., A, € {+1, —1}; die Eigenwerte werden jeweils
entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit aufgéfihie Determinante ist das
Produkt der Eigenwerte:

det(A) = [M® oo M Agkat o A = Aggr e A

Ist nundet(4) = +1, so kdnnen nicht alle reellen Eigenwerte —1 sein, denn
n wurde als ungerade vorausgesetzt. In diesem Falf-ist(zumindest einfacher)
Eigenwert vonA. O

7.3.22 Beispiel
Durch direktes Nachrechnen sieht man, daf? die r8ede3-Matrix

o
NINI—= poI=

orthogonal ist, daR alsdé’o A = E gilt. Wir berechnen das charakteristische Polynom:

2 2
T
Py(A) = —det(A —AE) = —det | —14 2 %4_%_)\ -1
% Lo
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L s I
=—det| —L4¥2 1) 1
1 0 L2
N s I W
=—det [ 2 0 —1
1 0 L2
Y2_ N 1 V2 S
— -1 2 — -1 - _
(A )det( . 72_)‘> (A—1) (2 A .
2 2 2 2
S i) (b 22),

die Eigenwerte vor lauten also\; = @(14—2’), Ay = @(1—2’) und\; = 1. Daraus

folgt auchdet(A) = @(1 +1) - @(1 —14)-1=1, also istA eine Drehung.
Wir bestimmen die Drehachse (sie sei vorbehaltlich dernacagenden Erlauterungen

von S[Z5V bereits so bezeichnet), d. h. den Eigenvektor agemf@ertl, als nichttri-
viale Losung des linearen Gleichungssystems

0=(A-E)oZ=

|
NI~ D=
S
SNON

|
NI~ D=
N
et

|
NI— N

V3
21

Etwa mittels des Gaul3schen Algorithmus’ findet man, dafedi€deichungssystem
eine linear unabhangige Losung hat. Der Losungsrauenideéhachse) wird von dem

t
Einheitsvektorr = (@,—@,0) aufgespannt.

7.4 Die Hauptachsentransformation

In diesem Abschnitt betrachten wir nur x n-Matrizen A € C™*™ bzw. A €
R™ ™ und die entsprechenden linearen Abbildungén: C" — C" bzw. F :
R™ — IR™. Lineare Abbildungen allgemeiner endlichdimensionalektgrraume
in sich kdnnten, wie schon erwahnt, durch die Einfuhrwngtarer Koordinaten
auf diesen Fall zuriickgefuihrt werden, die relevantereisghaften wignormal’,
»Selbstadjungiert* odepunitar’ blieben dabei erhalten.

Sei alsoF : C" — C" eine lineare Abbildung mit zugehoriger x n-Matrix
A. Wir kdnnen uns nun der zu Beginn dieses Kapitels wiedegeaubrfenen Frage
zuwenden: Unter welchen Bedingungen an die Ma#ritéf3t sich ein orthonormiertes

-

Koordinatensystenib: , . . . , b, ) in €™ so geschickteinzeichnen®, da die Abbildung
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F in den durch die unitare Matri8 = (b, ...,b,) bzw. die entsprechende unitare
KarteG : C* — C™ gegebenen Koordinaten

F=G'oFoG mitMatrix A=DB'oAoB

Diagonalgestalt hat?

Wir werden zeigen, dal3 ein solches Diagonalisierungdedsynau in der Klasse der
normalen Matrizen Gilltigkeit besitzt. Insbesondere tfolgmit die Diagonalisierbar-
keit unitarer und Hermitescher Matrizen. Da die Eigene/ggeller symmetrischer
Matrizen samtlich reell sind, erhalten wir daraus unriitie ein Diagonalisierungsre-
sultat auch im Reellen, wahrend débergang vom unitaren zum reell orthogonalen
Fall grof3ere Modifikationen erfordert.

Transformation auf Dreiecksgestalt, Trigonalisierung

Wir werden zunachst beweisen, daf jede komplexen-Matrix durch eine unitare
Transformationsmatrix auf Dreiecksgestalt gebracht werhann, und daraus spater
unsere Diagonalisierungsresultate herleiten.

Zur Vorbereitung dienen die folgenden beiden Hilfssatze:

7.4.1 Satz
Seim < n undB" € C™*™ eine unitaren x m-Matrix. Dann ist

En—m,n—m  Hn—m,m
B = < Om.n—m B ) e
ebenfalls unitar.
Beweis
Sei 7 € C" beliebig. Wir bezeichnert” := (21,...,2,-m)! € C* ™ und
Z" = (Zp—mat,---,20)t € ©™. Auf Grund der Nullblocke inB ist B o 7 =

(Z/,B" 0 ") € ©*™ @ ©™. Wir greifen noch auf die Definition der euklidischen
Norm in C™ zuriick und erhalten

IBoZ|?=[2"|P+ | B o 2" |* = 12" > + 1| 2"|* = | Z|> O

7.4.2 Satz

Zu je zwei Einheitsvektored,w € C™ (d. h.|| Z|| = || @ || = 1) existiert eine unitére
n x n-Matrix B € U(n) mitw = B o Z.

Beweis

Genauso wie in Satz 6.3.5 beweist man: es gibt Vektorgn. ., z, derart, dal
(2,%5,...,2,) ein orthogonalesn-Bein ist, d.h. nach SatE_7.2]14 id8; :=
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(Z,%9,...,2,) € U(n). Es gilt
Bioeé =7, alsoélzBl_loZ:Bloz.

Entsprechend konstruiert man iy € U(n) mit By o & = . FUrB := By o Bl €
U(n)istdanninder TaB o Z = By o ¢} = . O

7.4.3 Satz

Zu jeder komplexem x n-Matrix A existiert eine unitare, x n-Matrix B € U(n)

derart, dafi := B! o Ao B eine (obere) Dreiecksmatrix ist, daf3 alsp = 0 gilt fir
w>v.

Beweis

Wir fuhren den Beweis durch vollstandige Induktion nactBei der Induktionsbasis
n = 1ist nichts zu zeigen, denn jedex 1-,Matrix" ist eine Dreiecks;Matrix".

Sei nunn > 1, und wir nehmen an, die Behauptung sei fil 1 bewiesen. Das
charakteristische Polynom®?(\) = P4(\) dern x n-Matrix A zerfallt uberC in
Linearfaktoren, es gibt also einen Eigenwgit € C mit zugehdrigem Eigenvektor
71 # 0. Wir kdnnen den Eigenvektor normieren und ohne Einsdhrag || z; || = 1
annehmen. GemaR S&fz 714.2 existiert eine unitare Aloigld;, € U(n), die den
ersten Einheitsvektor auf diesen Eigenvektor abbilégts &1 = 27.

Far
Al = B{ oAo By
gilt
Ajoéi=BloAo(Bioé&)=DBlo(Aoz)=DBlo(\MZ) = e,
also

mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix A’. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein
B' € U(n—1),so0daB inB" o A’ o B’ unterhalb der Diagonalen ausschlieRlich Nullen
stehen. Auf die in Satz_7.4.1 beschriebene Weise erhalteawsiB’ einen-reihige

unitare Matrix:
1 Ol,nfl
B2 = Onflvl B/ € U(n)

Wir betrachten die Hintereinanderschaltung

B:=ByoBy;c€U(n)
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der unitaren Transformationdsy, und By. Fir
A= BéoAl 0By = BéoBfvoBloBg = (Bio Bg)tvo(BloBg) = B'oAoB
erhalten wir nun Dreiecksgestalt:
A o 1 {9 o )\1 * o 1 O

“\o B! o A O B

(M o1 O\ _ (M =

“\o B'oA O B) \0 B'oAoB )" O
Im Beweis haben wir wesentlichen Gebrauch vom Fundamettalder Algebra
gemacht. Betrachtet man eine reelle Mattixso hat deren charakteristisches Polynom
P4(X) zwar nur reelle Koeffizienten, der Fundamentalsatz der Bigevesitzt im
Reellen jedoch keine Gultigkeit. Tatsachlich wird deelsen bewiesene Satz in dieser
Situation im allgemeinen falsch:

7.4.4 Beispiel

Wir betrachten die reelle normalz x 2-Matrix A = (0

-1 . -
1 0 > Fur beliebiges

B = (CCL Z) € O(2,R) berechnet man

¢ _ 0 —ad+bc\ 0 —det(B) \
BoAOB_(—bc—i—ad 0 >_<det(B) 0 ’

Dreiecksgestalt 1aR3t sich nicht erreichen. Mit der komeie unitaren MatrixC' =
vl 1. - (=t 0
5 (Z _Z.>|stdagegerC voC_<0 ).

]

Um das reelle Analogon von Sdfz_7J4.3 zu beweisen, habensmeidée Existenz von
reellen Eigenwerten vorauszusetzen.
7.4.5 Satz

Die reellen x n-Matrix A habe nur reelle Eigenwerte, d. h. das charakteristische
PolynomP4()\) zerfalletberRR in Linearfaktoren. Dann existiert eine (reelle) Matrix
B € SO(n) derart, dafA = B! o Ao B = B! o Ao B eine Dreiecksmatrix ist.

Beweis

Weil wir hier weitgehend parallel zum Beweis von Saiz_1.©h8ehen, wird nur der
Induktionsschritt skizziert.

Gemald Voraussetzung existiert ein Eigenwgrt € R von A, wegen Bemer-
kung[Z.3ID gibt es zi; einen reellen Eigenvektor:

Aoflz)\l-fl mitflelR”, Hfl H:L
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In Sat46.3b haben wir eine Drehuiy € SO(n) konstruiert mitz; = B; o é;. Die
transformierte Matrix4; := B! o A o B; hat dasselbe Aussehen wie oben und geman
SatZ[7.3F dasselbe charakteristische PolynomAvikst Q(\) das charakteristische
Polynom von4’, so liefert die Entwicklung vordet(A; — A F) nach der ersten Spalte

P() = (A= A1) - Q).

Also zerfallt auch)(\) UberRR in Linearfaktoren. Die Induktionsvoraussetzung liefert
ein B’ € SO(n — 1), so dalRB" o A’ o B’ Dreiecksmatrix ist. Der Rest des Beweises
verlauft wie oben, wobei die Konjugationsstriche engalundU (n) durchSO(n) zu
ersetzen ist. O

7.4.6 Folgerung

Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes kanresagiebraische Vielfachheit
nicht libersteigen.

Beweis

Wir kdnnen uns auf den komplexen Fall beschranken: Diergiasche Vielfachheit
im Reellen kann die im Komplexen nicht Ubersteigen, deeelle \ektoren, also
solche au®R", die UberR linear unabhangig sind, sind auch ukelinear unabhangig.
Die algebraischen Vielfachheiten stimmen im Reellen unchglexen tiberein.

Sei \g Eigenwert dem x n-Matrix A mit geometrischer Vielfachhei = dim V),
und algebraischer Vielfachheit Ahnlich wie im Beweis von Satz 7.4.3 wollen wir
den Eigenrauny,, von C" abspalten. Sei daz, . .., Z; eine Orthonormalbasis von
Vi, diese konnen wir durch Verwendung des Schmidtschen @othwalisierungs-
verfahrens zu einem orthogonalenBein 71, ..., Z, erganzen. Die MatrixB; :=
(%1, ..., z,) ist also unitar. Mit der Wahl vonl; := Bio Ao B; folgtfirv =1,...,s:

Aloé'V:B{vo(Bloé'y):B{O(AOZV):AO(BfoZV) = A€y,

also _
gggletg 1 cr s s4l -+ m
1 )\0 O
: ) .
A = s| O Ao
s+1
(@) A

GemaR Satz 7.4.3 existiert eine unitare Mafixe U(n — s), so daRB’" o A’ o B’

Dreiecksgestalt hat. Mit
Ess O
BQZZ( ) B,)EU(TL)
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erhalten wir wie in Satz 7.4.3
Zeile/

Spalte 1 PR s 8+1 PR n
1 )\0 @)
: ' "
fl:zBéoAloBgz s| O Ao
s+1
: @ B"o Ao B
n
Zeile/
Spalte ! s s+1 n
1 )\0 @)
*
_ s| O Ao
s+1 )\s-l—l *
@)

Die Matrizen A und A haben dasselbe charakteristische Polynom, es |&(tet =

(A= 2X0)* - TI)—s41(A = A,). Die Nullstellen),, sind i. a.nicht paarweise und auch

nicht von )\ verschieden, es folgt < r. O

Diagonalisierbarkeit normaler Matrizen

Wir wollen zeigen, daf3 die Dreiecksmatrix aus $aiz ¥.4.&seme Diagonalmatrix
ist, sofern eine normale Matrix vorgegeben wurde. Hiertlthg Beobachtung zugrun-
de, dal3 Normalitat unter unitaren Koordinatentransédromen erhalten bleibt:

7.4.7 Satz

Die Matrix A € C"*™ sei normal. Dann isBB' o A o B fiir jede unitare Matrix
B € U(n) ebenfalls normal.

Beweis

mtoBtOAoB—BtvoBomt
=BloA'oBoB'oAoB—-B'oAoBoB'oA'oB
=BloA'oAoB—-—BloAoA'oB
:Bto(;ltoA—Ao[lt)oB:(’).

—~
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7.4.8 Satz

Zu jeder normalen Matrid € C"*™ existiert eine unitare Matri3 € U(n) derart,
daBA := B! o A o B Diagonalgestalt hat. Die Spalten véh= (51, e ,En) bilden
eine Orthonormalbasis val™ aus Eigenvektoren voA. Die Diagonalelemente von
A sind genau die Eigenwerte vanentsprechend ihren geometrischen Vielfachheiten.
Beweis

GemaR Satg74.3 finden wir eine unitare MatBx € U(n), so daBA := Bfo

A o B Dreiecksgestalt hat{l ist ebenfalls normal. Es bleibt zu zeigen, dafl3 normale
Dreiecksmatrizen schon Diagonalmatrizen sind.

Wir habena,,, = 0 fur ;> v. Die Normalitat ergibt fup, = 1,...,n:

n

I n
0= Z (Goubon — tpolpe) = Z [ Z s
o=1 o=1 o=

pn—1 n
=D laoul® = D laol*

o=1 o=p+1

Die Betrachtung vom = 1 ergibt
n
0=> la|>, G =0firc=2..n
o=2

Wir fahren induktiv fort und nehmen an, wir hatten kvten Schritta,, = 0 fir o =
uw+1,....n,u=1,... kerreicht. Durch Betrachtung von= k + 1 folgt:

n

k n
0=> lagst1l’ = D lawsrol == D laniiol®
o=1

o=k+2 o=k+2
alsoistauchii, i, =0firo =k +2,...,n.
Nach(n—1) Schritten erhalten wir, da,, = 0 auch fur allex, v mit 1 < v ist. Auch
oberhalb der Diagonalen enthaitnur Nullen und ist folglich eine Diagonalmatrix.

Da die Matrix B unitar ist, bilden deren Spalten ein orthogonateBein, also eine
Orthonormalbasis vofi’”. Wir haben zu zeigen, daf es sich dabei um Eigenvektoren
von A handelt. Ausd = B? o Ao Bfolgt Bo A = A o B. Wir betrachten jeweils die
v-te Spalte:

AogyzBoguzBo(&uygu):duy(Bogu):dl/uogu7

in der Tat istl;,, Eigenvektor vond zum Eigenwert\, := a,,. Jeder Eigenwert tritt
gemald seiner geometrischen Vielfachheit auf, denn diealfinder entsprechenden
Eigenvektoren imB ist gerade die Dimension des Eigenraums. Somit&ind . ., d,,
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genau die Eigenwerte vot, dennA und A haben dieselben Eigenwerte mit denselben
geometrischen Vielfachheiten. O

Mit den normalen Matrizen haben wir die grof3tmogliche 96k derjenigen Matrizen
bestimmt, die mit Hilfe unitarer Koordinatenwechseldthbhgen diagonalisiert wer-
den konnen:

7.4.9 Satz

Fur dien x n-Matrix A existiere eine unitare x n-Matrix B € U(n) derart, daf3
B' o A o B Diagonalgestalt hat. Dann igt normal.

Beweis
Es bezeichne
d1 @)
D = =B'oAoB;
(@] dy,
diese Diagonalmatrix ist normal:
dq @ dq )
DtoD = o
(@] dn, O dp,
Jl . d1 @)
= =DoD?!
) dy - dp

NunistA = Bo Do B! = Bt o Do B' mit B ¢ U(n), und A ist gemaR Salz7.4.7
normal. O

Das reelle Analogon zu Salz 7K.8 leitet man mit wortlichmdelben Beweis aus
Satd7.4b her.
7.4.10 Satz

Die reellen x n-Matrix A sei normal und habe nur reelle Eigenwerte. Dann existiert

eine reelle Drehun@ € SO(n) derart, da8\ := B'o AoB eine reelle Diagonalmatrix
ist.

Bezuglich jeder normalen Matrix kdnnen wir mit Hilfe desaDonalisierungssatzes
denC™ in eine orthogonale Summe uber deren Eigenraume zerlegen
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7.4.11 Satz

Es seien)\y,...,\s samtliche paarweise verschiedenen Eigenwerte eineraienm
n X n-Matrix A. Dann besitztC™ eine orthogonale Zerlegung in die Eigenraume
von A:

(Dn — @5:1 V)\V.
Ist P(X\) = [[J_y(A — \,)™ das charakteristische Polynom vaéh so istr, =
dim V), die geometrischen und algebraischen Vielfachheiten gemkverte stimmen
also tberein.

Beweis
Die Orthogonalitat der Eigenraume wurde bereits in nachgewiesen.

Sei B € U(n) derart, daBA := B' o A o B Diagonalgestalt hat, die Spalten
B = (51,...,5n) bilden eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren vanin der

Diagonalen vonA treten die Eigenwerte vor und damit die von4 entsprechend
ihrer geometrischen Vielfachheitim V,,, auf; man beachte, daf} sich geometrische
Vielfachheiten bei Koordinatenwechseln nicht andern.Arrund folglich auch in

A stimmen somit offensichtlich geometrische und algebhais¥ielfachheitenr,
uberein:r, = dim V). Indem man ggfs. die Spalten vas vertauscht, kann man
erreichen:

bi, ..., bry sind Eigenvektoren zu\q,
/S TN ) S sind Eigenvektoren zu\,,
bri4 . 4re_1+1,---,bn Sind Eigenvektoren zu\.

Da jedes Element € C" eine Darstellung in der Basisi, e ,En} besitzt, folgt
durch entsprechende Klammerung die Zerlegung ¥om Komponenten in den
jeweiligen Eigenraumen:

n 1 r1+re n
Z = chby = chby + Z cb, | +...+ Z ¢, by,
v=1 v=1 v=ri+1 v=ri+..4rs—1+1

= +... .+ Z, mitz, € V), .

Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt aus der Orthagtat der Eigenraume O

Die Hauptachsentransformation flr Hermitesche und reell
symmetrische Matrizen

Wir erhalten den folgenden Satz direkt aus dem Diagonalisgsresultat fur normale
Matrizen SatfZ.4]18 zusammen mit der Beobachtung audSaiB7daR Eigenwerte
Hermitescher Matrizen stets reell sind:
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7.4.12 Satz (Hauptachsentransformation)

Zu jeder Hermiteschen x n-Matrix A existiert eine unitare MatriB € U (n) derart,
daBA := B' o A o B eine reelle Diagonalmatrix ist.

Man erhalt das reelle Analogon, indem man auf $afz_7.4.¥atnauf Sati7.218
verweist.

7.4.13 Satz (Hauptachsentransformation)

Sei A eine symmetrische reelle x n-Matrix. Dann existiert eine Drehun§y €
SO(n,R) derart, dafA := B' o Ao B eine (reelle) Diagonalmatrix ist.

7.4.14 Bemerkung

Um den Begriff, Hauptachsentransformation” zu erlautern, betrachtarzumachst

eine reellen x n-Diagonalmatrix4 mit den (nicht notwendigerweise verschiedenen)
Diagonalelementeny, . .., \,. Unter dieser Abbildung wird die Einheitskugel

K={ZeR": |Z|” <1}
auf ein Ellipsoid
n 2
E:{EEIR”: Z%Sl}
v=1""Y
abgebildet. Die Basisvektoren, e, sind die Hauptachsen dieses Ellipsoids.

Sei nunA € R™ " eine symmetrische Matrix un@ € SO(n,R) eine Trans-
formationsmatrix derart, daf3 die Abbildung in diesen Kdamaiten Diagonalgestalt
A = B'o Ao B wie oben hat. Man kann also iR" eine Orthonormalbasis
B = (51,...,5n) ,einzeichnen®, so daR unter der Abbildurgdie Einheitskugel

K in ein Ellipsoid mit den Basisvektoren, b, als Hauptachsen tbergeht.

7.4.15 Beispiel

Eine wichtige Anwendung des Diagonalisierungssatzesefgit symmetrische Matri-
zen findet man in der Theorie der Drehbewegung starrer KdFge eine ausfuhrliche
Darstellung verweisen wir auf die Lehrbiicher der Mechaviketwa das voi. Budo
[, §5 51 ff].

Wir stellen uns einen solchen Korper vor und legen den Wirgpund ein orthogonales
Koordinatensystem in dessen Schwerpunkt. Wir betrachtehli2wegungen nur um
Achsen, die durch diesen Ursprung gehen, um insgesamtieesatieKréfte auf diese
Achsen zu vermeiden. Der Zusammenhang zwischen dem Drah;ivmktorﬁ und
der Winkelgeschwindigkeifi wird durch den, Tragheitstensor*

Jii —Ji2 —J13 s
J=1| —ja J —Jju3 | €R
—J31 —J32  J33
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vermittelt: B
L=Jo®.

Dabei sind die Diagonalelemenig, die ,Tragheitsmomente” bzgl. der Rotation um
die z,-Achse undj,,, far ;. # v ,Deviationsmomente”. Die Deviationsmomente sind
ein Mal3 dafur, wie sehr bei der Rotation um die KoordinatBean Drehmomente
auf diese Achsen auftreten, die deren Lage zu andern Vversu®ei realen Bewe-
gungen von Maschinen oder Fahrzeugen missen diese Morwenten Lagern der
Achse kompensiert werden und fuhren zu ein@mrunden* Lauf und erhdhtem Ver-
schleil3. Deshalb ist man bemunht, die Drehachse und dami einzurichten, dai3
Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit parallel sind. Bsdsalso die Eigenvektoren
des Tragheitstensorszu bestimmen.

Den definierenden Gleichungen fur dessen Komponenteninamtn man (vgl.
[, § 51]), daR der Tragheitstensor symmetrisch ist. Er besitzt somit eine Ortho-

normalbasis{l;l, 52, 53} aus Eigenvektoren, defdaupttragheitsachsen* des Korpers

im Schwerpunkt. Fihrt man die durdh = (51,52,53) gegebenen Koordinaten ein,
so lautet der Tragheitstensor in diesen Koordinaten:

) ju 0 0
J:=B'oJoB=| 0 ja 0
0 0 s

Bezuglich der Haupttragheitsachslenb., bs treten keine Deviationsmomente auf.

Unter ,Auswuchten” eines Korpers versteht man dessen Verandeder-
art, dal3 die (fest vorgegebene) Drehachse zu einer Hagp#itSachse im
Schwerpunkt wird.

7.4.16 Beispiele
Wir setzen hier die Behandlung der Beisplele 7.B.19 fort.

(@ FurA = 312 _131> hatten wir dortA\; = 4 und Ay = —2 als Eigenwerte

bestimmt. Zugehorige Eigenvektoren findet man als niefdate Losungen der
Gleichungssysteme

und
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Man berechnet sofoit; = (—i, 1)t undy = (4, 1)! als Losungsvektoren. Durch
Normieren erhalt man die Transformationsmatrix

s (1% iR\ _ V2 (=i

V2o 2 2 1 1)
2 2

Hiermit gilt

(b) Die Eigenwerte von

T2 1
62 23 62
A=|-3 3 -3
R T
6 3 6

lauten\; = 0, Ay = 1, A3 = 2. Als zugehdrige Eigenvektoren bestimmt man mit
dem GaufRschen Algorithmus beispielsweise= (1,2,1)!, o = (—1,0,1)
und#s = (1, —1,1)*. Durch Normieren gelangt man zu der Transformationsma-
trix

1 1 1
Vo V2 B e —V/3 V2
B=|% 0 -%|=—0(2 0 -v2|,
11 1 V6 1 V3 V2
V6 V2 3
esist
1 1 —V3 V2 1
det(B) = Gz det | 0 2V/3 —3V2 | = ] 66 =1.
0 2V3 0

Ohne dal? eine Spalte vag durch ihr Negatives ersetzt werden mif3te, haben
wir bereits B € SO(3), so daB alsd eine Drehung deR? ist. In den durchB
gegebenen Koordinaten lautet ndn

A=B'oAoB
1 2 L 7 s 1 1 1 L
NG V6 V6 5§ T3 % V6 V2 V3B
-l -r 0o Loz 2 2,12 o 1L
V2 V2 3 3 3 NG V3
1 1 L 1 2 7 o1 1
Vi V3 VB 6 3 6 Vi V2 VB

Il
ocoo
oo
OO O
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7.4.17 Beispiel

In der Analysis bendtigt man beispielsweise bei der Behsrgdgewohnlicher Dif-
ferentialgleichungssysteme diExponentialfunktion* quadratischerreihiger Matri-
zenA:

exp(A) = Z %Ak. (%)
k=0 """

i i — () — YN 14k gind iewei
Die PartialsummernSy := <3W et > h—o A" sind jeweilsn x n-

Matrizen, von deren Komponenteﬁ,\p man in der Analysis Konvergenz nachweist.
Man findet Zahlers,, := limy_. s,(f,\f) € © und setzexp(A) = (Suv), =1, _p

die Definition(x) ist also im Sinne komponentenweiser Konvergenz zu venstéig
wollen uns hier aber nicht mit Konvergenz, sondern mit dergerbeschaftigen, ob
man die Komponenten voexp(A) auf einfache Weise aus den Komponenten von
A bestimmen kann. Im Falle normaler und damit insbesondech &iermitescher
Matrizen ist das tatsachlich moglich.

Sei A eine normale: x n-Matrix und B € U(n) derart, da® wir Diagonalgestalt

A o
A:=B'oAoB= , Ay, A\ €C,
(@) An

erreichen. Es folgt:
A=BoAoB,
4" = (BodoB')
=BoAo(B'oB)oAoB'o...cBoAo B!

k

X0
—BoA*oB'=Bo o B,
o
oo M 0
1
exp(A) = ZHBO o B!
k=0 " @ Ak
NESY: 0
1 t
:BO Zk:!( OB
k=0 @ e
reo AT 0
=Bo OBt
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exp(A1) (@)
=Bo o Bt.
O exp(\n)

Man erhalt die Exponentialfunktion normaler Matrizendém man die gewdhnliche
komplexe Exponentialfunktion der Eigenwerte berechnet diese Diagonalmatrix
mittels B und Bt ,zurtick*-transformiert. Die Eigenwerte vanp(A) sind ebenfalls
exp(A1),...,exp(\,). Die Matrizen A und exp(A) haben mit den Spalten voB
dieselben Eigenvektoren.

Wir berechnenexp(A) fur die Hermitesche x 2-Matrix A = (31@ —13%> aus

dem vorhergehenden Beispiel. Diese hatten wir mitils- @ (EZ i) e U(2)

4

diagonalisierttA = Bt o Ao B = <O

_02 > . Daraus erhalten wir:

exp(4) =

Sesquilinearformen

Die Abbildung, die jedem Paar von Vektoréni € C" die komplexe Zah(z, A o W)
zuordnet, hat fur Hermitesche Matrizehahnliche Eigenschaften wie das komplexe
Skalarprodukt. Sie ist sesquilinear und Hermitesch:

(Z,Aow) = (Ao 2,d) = (Ao Z,@) = (@, A0 Z),

und wegen(z, A o Z) = (Z, Ao Z) ist die entsprechende quadratische Form stets
reellwertig. Die Positivitat dieser Terme kann aber ingatheinen nicht gezeigt
werden, sondern ist nur von einer Unterklassse der HerchisgesMatrizen erfillt:

7.4.18 Definition

(a) Eine Hermitesche Matrix € C™*™ heil3tpositiv definit, falls (2, Ao Z) > 0
fir allez € €\ {0} gilt.

(b) Eine symmetrischg Matrix € R™*™ heif3tpositiv definit, fallsz - (Ao z) > 0
fir allez € R™ \ {0} gilt.

Mit Hilfe der Hauptachsentransformation kann man die pasiDefinitheit einer
Matrix leicht erkennen.
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7.4.19 Satz

Eine komplexe Hermitesche (bzw. reelle symmetrisehej.-Matrix A ist genau dann
positiv definit, wenn alle Eigenwerte voh positiv sind.

Beweis

Hier werden nur komplexe Hermitesche Matrizen betrachtatreelle Fall ist genauso
zu behandeln.

Es gibt eine unitare Matri® € U(n) derart, dafd = B o Ao B eine Diagonalmatrix
ist:

A1 O
A=
O An
Die (nicht notwendigerweise verschiedenen) reellen Zahle(v = 1,...,n) sind

die Eigenwerte vord und daher auch vod. Firr alleZ € C" gilt mit der Setzung
W= Bloz

n
(E,Aoz):?tOBOAOBtOEZTEtOAOw:Z)\V‘wylz.
v=1

Daz=0< @ = BoZ =0, ist die Positivitat der vom erzeugten quadratischen
Form
(Z,AoZ)>0furallez e C"\ {0}

aquivalent zur Positivitat samtlicher Eigenwerte

Ay >0, v=1,...,n. O

7.4.20 Folgerung

Die reelle symmetrische x n-Matrix A sei positiv definit. Dann besitzt genau eine
symmetrische positiv definite Quadratwurgelc R™", fir die alsoC? = A gilt.
Man schreibt aucti’ =: A/2.

Beweis
Wir diagonalisiererd mittels einer Drehund3 € SO(n,R):

A1

A
A=B'oAoB =




7.4 Die Hauptachsentransformation 253

Dabei sind\q,..., s samtliche paarweise verschiedenen Eigenwerte Aoand
von A; jeder Eigenwert), tritt in A entsprechend seiner Vielfachhejt-mal auf;
r1+...+rs = n. Wie wir soeben gezeigt haben, sind wegen der positiven ifredin
von A samtliche Eigenwerte positiv, > 0. Wir setzen

VAL
@

C:= undC := Bo C o BY;

Vs
es ist
C?=BoCoBtoBoCoB!'=BoC?0B'=BoAoB!=A.

Die einander entsprechenden Eigenraume®amd von A werden jeweils von den-
selben Spalten vo® erzeugt und stimmen deshalb auf Grund unserer Konstruktion
Uberein:

Vi (A) =V 5 (O). (%)

Es bleibt die Eindeutigkeit der Quadratwurzel in der angegen Matrizenklasse
nachzuweisen. Sei al€0 irgendeine positiv definite symmetrischex n-Matrix mit

C? = A. Wir wollen zeigen, daR die Gleichhdit) auch fiir die Eigenraume vofl
erfiillt ist. Sei dazuf € R" Eigenvektor vorC' zum Eigenwerj: C o # = ;. DaC

als positiv definit vorausgesetzt ist, haben wir> 0. Aus Ao Z = C o C o & =
Co (n) = p2 folgt, daB ;2 mit einem Eigenwert\, von A iibereinstimmen
muB, wegenu > 0 ist © = +/\,. Folglich sind untery/\,...,+/)\s samtliche
paarweise verschiedenen Eigenwerte ¢yrund das gerade benutzte Argument zeigt

auchV - (C) C V), (A). Da wegen Satz 74111 bzw. dessen reeller Entsprechung
aber die orthogonale Zerlegung

R" =&,V x, (C) = B} Va, (4)

gilt, erhalten wir die Gleichheit der Eigenraumie- (C) = V), (A). Insbesondere
sind genaw/\1, . . ., /A, die Eigenwerte vor©’, und in Verbindung mitx) folgt:

Fur alle i
F= Zf,, ER" =@,V (C) =5V (C)
v=1
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folgt dann
5 S 5 S S
Coi=) Cody=> V/N# =) Coi,=Cof,
v=1 v=1 v=1
die positiv definiten Quadratwurzel#i und C' von A stimmen tiberein. O

Diagonalisierbarkeit unitarer Matrizen, Normalform ftr
reell orthogonale Matrizen

Hier erhalten wir das Diagonalisierungsresultat ebemfdlirch direkten Verweis auf
den entsprechenden Shiz7.4.8 fir normale Matrizen un8atdf7.3.20.

7.4.21 Satz

Zu jeder unitaren MatrixA € U(n) existiert eine unitare Transformationsmatrix
B € U(n) derart, daBl := B'o Ao B eine Diagonalmatrix ist. Die Diagonalelemente
von A haben samtlich den Betrag

Wir wollen im Folgenden noch reelle orthogonale Matrizertessuchen. Der Fall
zweier Raumdimensionen lalt sich elementar diskutierehwird die Richtung flr
unser angestrebtes allgemeines reelles Resultat anzeigen

7.4.22 Beispiele

(@) Seiersing, cos, die aus der Analysis bekannten im Bogenmal3 erklartenroigo
metrischen Funktionen. Fiir eine Drehung fés

A= () o)

gilt
P(\) = (cosa(p) — A\)? +sin2(p) = 1 — 2\ cosa () + A2

Die Eigenwerte vor sind \; = €%, Ay = e~%; diese sind fiipy €0, 27[\ {7}
nicht reell und verschieden. Im Reellen kdnnen wialso nicht diagonalisieren.
Es existiert jedoch eine komplexe unitézex 2-Matrix B derart, daRA =

_ i
BloAoB = <60 €_Ow> ist.

(b) Eine Drehspiegelung dé@? wird durch eine Matrix
A= ("’ b ) a?+ %=1,
b —a
gegeben. Es ist

PN =(a=XN(—a—=X)-b0*=X—(@®+) =X -1=A-1A+1).
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Weil die Eigenwerte vomA mit A\; = 1 und Ay = —1 samtlich reell sind,
kann man aus Safz"7.4110 die Existenz einer orthogonalernxVate SO(2)
folgern, so dafi := Bto Ao B = (1) _01
Koordinatensystems ist die Drehspiegeludgnur eine Spiegelung an einer
Koordinatenachse.

gilt. Bezuglich eines geeigneten

Um Sat4 7,221 auch fur den Fall reeller orthogonaler MatriA € O(n) nutzen zu
kdnnen, gehen wir von der im Beweis von Safz 7.8.21 gemaddé®bachtung aus,
daf die nichtreellen Eigenwerte in Paaren zueinander gajer Eigenwerte dersel-
ben (geometrischen und algebraischen) Vielfachheit etefic A\, \1,... . \x, \p €

C \ R mit einer geeigneten Zall < n/2; die Eigenwerte werden entsprechend ihrer

Vielfachheit aufgefuhrt. Dabei konnen wir erreichen3danterAy, Ao, ..., Ay nicht
zwei Eigenwerte zueinander konjugiert sing: # A\, u,v = 1,..., k. An das Ende
dieser Eigenwertliste schreiben wir die reellen Eigengvgsf. 1,..., A\, € {£1} C

RR. Bei den Eigenvektoren kdnnen wir eine ganz ahnliche Bebtung machen: Sind

b, € C" (1 < v < k) paarweise orthogonale normierte Eigenvektoren zu den Ei-
genwerten\, (1 < v < k), so folgt aus der Reellwertigkeit der Komponenten von
A

(A-NE)ob,=0 = (A— N E)ob, =0 = (A—X E)oby, =0;
die konjugierten Vektorei?,, (1 < v < k) sind also normierte Eigenvektoren zu den

Eigenwerten,,. Wir wahlen nun die Transformationsmatrix zur Diagorialisng von
A gemald

B = (51,(?1,... ,gk,gk,ggk+1,...,gn> S U(n),

dabei sindgng, by paarweise orthogonale normierteelle Eigenvektoren zu
den reellen Eigenwertensy1,...,\,. Wir haben noch zu beachten, dafl} aus der

Orthogonalitat vorb,,b,, 1 < v # p < k auch die Orthogonalitat der konjugierten

- -

Vektoren folgt: (31,,3#) = <b,,,bu) = 0. Wegen der Verschiedenheit, # 5\# gilt

forp,v=1,...k ohnehin:(g,,,gu) = 0. Bezuglich dieser TransformatiaB lautet
die Diagonalmatrix

A=Bl'oAoB= <
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Wir gelangen nun zu einer reellen orthogonalen TransfaomsinatrixC', indem wir

jeweils bei Paaren zueinander konjugierter Eigenvekt@mlg,,, v =1,...,k zu
deren normierten Real- und Imaginarteilen ubergehen:
2 /o = 2 /o =
Gpyy = g (o+b), &= 2£ (5, -b,) em",
1

wegen der Orthogonalitat vdn undgy handelt es sich dabei nicht um die Nullvekto-
ren. Ferner ist irC™ auf Grund dieser Orthogonalitat:

(B + 5025 =) = (bu.b) = (Bob) + (bB) — (B0
=115, 1P = (B,5,) =0,

also sindc,,_1 undé;, in R™ zueinander orthogonal. Indem man die reellen Eigen-
vektoren unverandert lafit,

62k‘+1 = ng‘-i—l, s 5511 = gn,
und nur ggfs. einen Eigenvektor durch sein Negatives drsatzalt man mit
C .= (51, e ,EQk, 52k+17 Ce ,En) S SO(TL, IR)

eine reelle Transformationsmatrix. Um die Matrix der Abbihg A in den durchC
gegebenen Koordinaten zu ermitteln, berechnen wirfirl, ... | k:
V2 (~

Aoy 1 =Ao Y2 (b, + Ey) _ Ve ()\,,5,, n X@)

I
3
—~
>
R
~
St
N
L
+

A
2

>
S—/
St
N

Fir die Matrix .
A:=C'oAoC,

die die AbbildungA : R™ — R"™ in den durch die orthogonale MatriX gegebenen
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Koordinaten beschreibt, haben wir also gefunden:

—|m()\1) RQ)\l) )

“im(\) Re(\y) € R
A2k y1

N
I

O

An

Diese Normalform zeigt, daf3 fur MatrizeA € SO(3,R) der Eigenvektor zum
Eigenwert+1 als Drehachse interpretiert werden kann: Indem man eirggetss Ko-
ordinatensystem einfuhrt, erhalt die AbbilduAgn diesen Koordinaten die folgende
Darstellung mit geeigneten reellen Zahtem, a® + v = 1:

B a —b 0 cos® —sin® 0
A=|b a 0| =|sn® cos® 0],
0 0 1 0 0 1

die Zahl® € [0,360[ ist geeignet zu wahlen. Die Abbildung laRt die dritte
Komponente fest, die ersten beiden Komponenten werdeh diige x 2-Untermatrix
<Z?§8 _C(i;n@@ abgebildet. Nach unseréiberlegungen am Ende von Kapiell6.1
(insbesondere Safz6.1112 und Definition 6.11.15) bedeaekthe Drehung der; -
xo-Ebene um den Winkeb, die x3-Achse (in den urspringlichen Koordinaten dem
Eigenvektor zum Eigenwettentsprechend) ist die Drehachse.

7.4.23 Beispiel

Wir bestimmen sowohl die komplexe als auch die reelle Noionail fir die schon in
BeispiellZ.3.2P betrachtete Matrix

1, v2 _1,v2 _1

2 4 2 \/il 2

— 2 2 1
A= -L142 142 1 1e€SOBR).

1 1 V2

2 2 2

Die Eigenwerte hatten wir als; = @(1 +1i), Ao = @(1 —i)und A3 = 1 bestimmt,
= t

wir hatten auch schon die Drehachse als normierten Eigémviek= @, —@, 0

zum Eigenwertl berechnet. Mittels des Gaul3schen Algorithmus’ findet maitewe

- . t - ) ) t
daRb; = (%, 5, @) undby = (—%, T @) normierte Eigenvektoren z\y und
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A9 sind. Mit
i i V2
2 T2
B:=135 -3 —%
V22 0
2 2
erhalten wir die komplexe Diagonalform
Y2(1 +4) 0 0
N B '
A=B'0AoB= 0 g(l—z) 0
0 0 1

Um die reelle Normalform zu erhalten, ersetzen wir, wie obdautert, die ersten
beiden Spalten voi durch deren normierte Real- und Imaginarteile:

V2 V2
2 2
C = Vi v2 | eSOo®).
0 2 2
10 0

Um mit C eine Drehung, d. h. eine orthogonale Abbildung mit Deteamia 1, zu
erhalten, haben wir gleichzeitig die letzte Spalte durahNkgatives ersetzt. Damit
berechnen wir

V2 V2

- 2 2 0
A:=CloAoC=| _v2 2
2 2
0 0 1

Bei der AbbildungA handelt es sich also um eine Drehung @iy Grad um die

t
Drehachsqg — @, @, 0) .
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Symbolverzeichnis

d:ef

=

<

0
zreM
ré& M
MCN
M >N
M=N
MNN
MUN
M\ N
M x N
N

Ny

Z

R

RJr
Ry

R*
max(a, b)

min(a, b)

Die linke Seite der Gleichung
wird durch die rechte Seite definiert.
Gleichheit auf Grund einer Definition
identisch gleich;f (z) = 0 bedeutet, daff(z) = 0 fur alle x gilt

Folgerung: Wenn die linke Aussage gilt,
dann auch die rechte.

Aquivalenz zweier Aussagen

leere Menge

x ist Element der Mengé/

x ist nicht Element der Mengk!

Teilmengexz € M =z € N.

ObermengeN Cc M

Gleichheit von Mengend/ ¢ N undN C M

= {z: x € M undz € N}, Durchschnitt

={z: x € M oderz € N}, Vereinigung

={zx € M: z ¢ N}, Differenzmenge

={(x,y): x € M,y € N}, kartesisches Produkt

Menge der naturlichen Zahlgn, 2,3, .. .}

NuU{0} ={0,1,2,3,...}

Menge der ganzen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der positiven reellen Zahl¢n € R : a > 0}

Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
{aeR: a>0}

=R\ {0}

die grofere der reellen Zahlenb

die kleinere der reellen Zahlenb



262 Symbolverzeichnis
sup Supremum

inf Infimum

> Summenzeichen

11 Produktzeichen

R™ n-dimensionaler reeller Zahlenraum

a = (a1,...,a,) € R", n-tupel reeller Zahlen

0 =(0,...,0) € R"

€; Einheitsvektoren iflR™

V,Vi,Vo, ... allgemeine reelle Vektorraume

T,y Elemente vorl/

Sparz, ..., xx)

R:(z1,...,2,)

R vonzy,...,x, aufgespannter Untervektorraum
[Z1,. .., @)

dim Dimension eines Vektorraums

E anschauliche Ebene

R anschaulicher Raum

0] Basispunkt, Aufpunkt i’ bzw. R

z=(P,Q) Pfeile, Pfeilvektoren irE’ bzw. R

(P, P) Nullvektor in P

(P,Q) || (P,Q" Die Pfeile(P, Q) und(P’, Q") sind voll parallel.
X Menge aller Pfeile irf bzw. R

Vv = {z = (0, P) : P € E}, Vektorraum der Pfeile i®
V3 ={z = (0, P) : P € R}, Vektorraum der Pfeile i®
0 =(0,0) Nullvektor inV bzw. V3

F: M, — M, Abbildung

idpgyid: M — M identische Abbildung

F: M, — M, surjektive Abbildung

F: M, — M, injektive Abbildung

F: M, < M, bijektive Abbildung

F1 Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung
Fo(@G Hintereinanderschaltung, Komposition,

Zusammensetzung von Abbildungen
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A+B

AoB
GL(n,R)

SL(n,R)
O(n,R)
SO(n,R)

M, N

)

codim

1@V
i+V;
o
Vv

={z € M : F(z) € N}, Urbildmenge
Bildmenge

= dimim(F'), Rang einer linearen Abbildung
Kern einer linearen Abbildung

= dim ker(F"), Corang (Defekt)
einer linearen Abbildung

V1 undV; sind isomorph.
V1 und V4 sind kanonisch isomorph.

F ist ein Isomorphismus.

Matrizen
m x n-Matrix

Menge allern x n-Matrizen

Einheitsmatrix

Kroneckersymbol, Komponenten der Einheitsmatrix
Nullmatrix

zu A transponierte Matrix

Rang einer Matrix

Produkt einetn x n-Matrix
und einem Spaltenvektor alRs’

Matrixaddition
Skalarmultiplikation fir Matrizen
Matrixprodukt

allgemeine lineare Gruppe vom RangiberR,
Gruppe der invertierbaren x n-Matrizen

spezielle lineare Gruppe
orthogonale Gruppe
spezielle orthogonale Gruppe

in Abschnitf3Y: allgemeine Ebenen
Codimension von allgemeinen Ebenen

direkte Summe der Vektorraumé undV;

von V1, V; aufgespannter Untervektorraum
direkte Summe der linearen Abbildungenund F;
Dualraum vonV/
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v Bidualraum

F*: Vi -V duale Abbildung zu#" : Vi — V5,

8(i1y .- yin) allgemeines Kroneckersymbol

det(A), det(F) Determinante

App Streichungsmatrix

) (k, ¢)-ter Cofaktor

ad(A) Adjunkte zuA

De, Do Drehungen der anschaulichen Ebene bzw. der Pfeile
An(O) Drehungen in den Koordinaten bzgl. der Kaste
Ty kanonisches Skalarproduktii’™

(z,9) Skalarprodukt in der anschaulichen Ebene

I Lange bzw. Norm eines Vektors

L(y,x) Winkel zwischeny, xz € V/

z Ly x,y sind orthogonal

vt orthogonales Komplement des Untervektorratims
C Menge der komplexen Zahlen

cn n-dimensionaler komplexer Zahlenraum
dimg V Dimension eines Vektorraums UbEr

dimg V Dimension eines Vektorraums UbBr

Re(2) Realteil der komplexen Zahl

Im(z) Imaginarteil der komplexen Zahl

z konjugiert komplexe Zahl

(Z, ) kanonisches Skalarproduktdi™

At konjugiert transponierte Matrix

GL(n,C) allgemeine lineare Gruppe vom RangiberC
U(n) unitare Gruppe

Sp(4) Spur der MatrixA

Pas(N), Pr(N\) charakteristisches Polynom

Ay Eigenwerte

Vi Eigenraum

exp(A) Exponentialfunktion fur Matrizen

Al/? Quadratwurzel positiv definiter Matrizen
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Abbildung [40
Additivitat einer[4Y
adjungierte 89,225
affin lineare[8D
auf,[41
bijektive,[Z0
Bild, ZQ
Bildmenge[4iL
C-lineare[ZIb
Dehnung[114
Drehung[19B
duale[GB[131 226
Eigenraum[Z229
Eigenwert, -vektof 228
eineindeutigd, 41
Homogenitat einef 37
Homothetie[[TTI2
identischel 410
injektive [40
inverse[4B
invertierbare linearg_10D7
kanonischd, 43
kanonische Injektiol, 125
komplex lineard 215
Koordinatenwechsdl_88
lineare[4y
multilineare [I5U_203
alternierendd_I%%. 2D3
nattirliche[Z2B
normale[227
Projektion[I0b
R-lineare[ZTP
Scherund 116
selbstadjungiert& 2P5
surjektive[4D
Umkehr-[Z3
umkehrbar linearg 107
unitare[ 21D
Abbildungen

direkte Summe voil, 124

Hintereinanderschaltung vdn,J41

Komposition von[ZiL

Skalarmultiplikation fur-7B

Summe vor_18

Zusammensetzung vdn]41
abelsche GruppEl] 4
Abstand[17H 193
abzahlbar unendlicE, TR0
Addition

im Vektorraum[¥

in der direkten Summg_T1PR2

von Abbildungen 78

von Matrizen[ 7B

vonn-tupeln[2

von Vektoren der anschaulichen Ebe-

ne 26

Additionstheorenl 190
Additivitat einer Abbildung[4l7
adjungierte Abbildund. 89, 2P5
Adjunkte [170
affin lineare Abbildund. 90
Ahnlichkeitstransformatiofi, 114
algebraische Vielfachhelf 2132
allgemeine Lage

von Ebener 102

von Punkten 98
allgemeine lineare Grupde. 108

tberC,218
allgemeines Kroneckersymbpl, 149
alternierend_19%.203

Anordnung, naturlich€, T50

anschauliche Eberfg]23
Aufpunkt,[28
Basispunki—2d, 26
Dimension[3B
Drehung[I7P
Koordinaten[4b
Punkte def 23
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Vektorraum[3B
anschauliche LangE 1193
anschaulicher Rauni_PI[ 1231481 40] 46,
204,20y
Basispunki_38
Dimension[3B
Vektorraum[3B
Anschauund 2123
geometrischd. 19
Aquivalenzrelatio_25
Aristoteles[2B[_26
Assoziativgesetf] 8] f] Bl [7142]82
allgemeined.16
anschauliche Ebene
Addition,[Z3
Skalarmultiplikation[ 233
aufgespannter Untervektorraum] 11
von Teilraumer(_128
Aufpunkt,[26
Austauschsatz von Steinifz,]164
Axiom
Parallelen{2125
ParallelogrammE225
Stetigkeits-[30
Axiome,[d
der Geometrid. 23
Drehungen 119
Gruppen{}
Skalarproduk{-191
Vektorraum-[¥
anschauliche Eberfg]]46]132

Basis[IV[Id. 120
abzahlbar unendliche 121
der direkten Summg_IR3
duale[T3b
Hamel-[12D
Lange einel 83
Uberabzahlbar unendlicHe 1821129
Basiserganzungssafz] 66,1127
Basispunki 23 26,38
Betrag einer komplexen Zali 212
Bidualraum[I34
bijektiv, 40
Bild, Z0
Bildmenge[41[49

Bilinearform [154
symmetrischd, 191
Bolyai, Johani 19

C,21a

C-Dimension[21I3

C-linear[ZIb

C-Vektorraum[ZIB

Cauchy-Schwarzsche Ungleichurfg. 1191,
218

charakteristische Funktio,_121

charakteristisches Polynom, 231

Codimension einer Eberle101

Cofaktor[16b

Corang[6b

cos, 189 [19Y[T98

Cramersche Regél 1110, 174

Decartes, Reng 16
Defekt[66
Dehnungl T4
Determinantd 152
der transponierten Matrik_Tb8
einer linearen Abbildund,_T¥8
Drehung der anschaulichen Ebene,
182
elementare Umformungen, 160
komplexe[ZTb
multilinear 1543
alternierend 195
Multiplikationssatz[160
Produkt der EigenwertE 2134
Vandermondeschg 169
Diagonalisierung
Hermitesche Matrizef, 216
normale Matrizer. 243
reell symmetrische Matrize, 246
unitare Matrizer[-294
Diagonalmatrix[Z209
Diagramm, kommutativeE, 11
dichte Teilmengd, 183
Differenzmengd, 34,261
Dimension[Ib 63
tberC,213
anschauliche Eberg133
der direkten Summg_IP3
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einer allgemeinen Eber{e;]90
Dimensionsforme[ 96
direkte Summe
von linearen Abbildungef,_TP4
von Matrizen[IZb
von Untervektorraumef,IP6
von Vektorraume 118 1P2
Distributivgeset4 1T 37 80,196,210
anschauliche Eberfe]32
Drehsinn[I70
Drehspiegelund, T2HE 10, 354
Drehung[123 119,198
Determinantd_182
in den Koordinaterl_1$2
Drehungen
in orthogonalen Kartef, IB7
Komposition von[I8]1
Dreiecksmatrix_184
Transformation auf_239
Dreiecksungleichunfi_IPP. 1194
duale Abbildund 64,132, 2P6
Komposition[I3B
duale Basid_136
Dualraum[TIH 128
Basis[13b
DurchschnittZZg1

Ebene[BD
als Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystem. 90,1921 94

anschaulichd. 23

Aufpunkt,[26

Basispunk{ 24,26

Dimension[3B

Drehung[I7b

Koordinaten[2b

Punkte def 23

Vektorraum[3B
Codimensior 101
Dimension[3D
durch gegebene Punke] 97
euklidische[TA9T97
Hyperebend, 92
im anschaulichen Rauin,138
nulldimensionald. 90
Parameterdarstellurg.]90

Ebenen in allgemeiner Lade. 102
Eigenraum[Z229
Eigenvektor 209,228
Eigenwert[200, 228

Vielfachheit

algebraischd, 282
geometrisché, 232

eineindeutigi 411
Einheitsmatrix[5l7
Einheitsvektol1I5
Einschrankung von Abbildungdn, 131
Einstein, Albert 2D
elementare Matrixumformungen

Spaltenumformungef, 59

Zeilenumformungei. 39
endlichdimensional 15
Erzeugende, ErzeugErl11.120
euklidische Eben& 1VB. 197
euklidische Geometrig 118,170,195
euklidische Norm_1T9Z,218
euklidischer Vektorraun, 218
Exponentialfunktion von Matrizef, 250

Fakultat[I51

Stirlingsche Forme[ 132
Fixpunkte[[TTIL
Flacheninhal{Zd5

KreuzprodukiZ0d. 207
Formel von Sarru§_T153
Fortsetzung, linearE b0
Fundamentalsatz der Algebfa P32
Funktion

Fakultat[I50

Polynom[Ib

rationale[I7R

Signum-[14P

GauR, Carl Friedric_19
GauBscher Algorithmu§ BB 174116109,
110/
Geometrie
euklidische[ T 2@ 195
hyperbolischd, 21

lineare [I7P
geometrische Vielfachhel[_232
Gerade[ 91 T03
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anschauliche Ebeng133 identische Abbildund. 40
durch gegebene Punkig] 36 imaginare Einheil 212
gerade Permutatiof, 151 Imaginarteil 2IP
Geraden Induktion, vollstandigd, 31
orthogonald. 196 Infimum,[1%
parallele[33b inhomogenes lineares Gleichungssystem,
GL(n,C),Z18 73,02
GL(n,R),[008 Injektion, kanonisch¢_T2B. 1135
Gleichungssystem, lineares injektiv, 40,[6%

erweiterte Koeffizientenmatrik, ¥5

homogene§, B8 VE B3

inhomogene§ T4, 92

Koeffizientenmatrix_58

Losbarkeitskriteriunf, 45
Gruppe[H

abelschd 14

allgemeine linearé,_T08

tberC, 218

orthogonald, 141

spezielle lineard, 183

spezielle orthogonalg 1184

unitare[ZIP
Gruppenhomomorphismiis]47
Gruppenisomorphismus, 1112

Hamelbasid 120
Hauptachsentransformatién, 209, P47
Haupttragheitsachsdn, 248
Hermitesch ZIT225
Hermitesche Matrix

Diagonalisierund, 246

Eigenwerte 235
Hintereinanderschaltung von Abbildun-

gen[Z1

Drehunger 181

duale Abbildung-T33
homogenes lineares Gleichungssystem,

B8,[73[98

Homogenitat einer AbbildunfL 17
Homomorphismus

von Gruppen 47

von Korpern[ZIi

von Vektorraumer, 47
Homothetie[ 112
hyperbolische Geometrig. 121
Hyperebend, 92

inverse Abbildund; 43

einer linearen Abbildund, 51
inverse Matrix (83109

Adjunkte [T72

einer Produktmatrid-83
inverses Elemerit] 4
invertierbare lineare Abbildung. D7
invertierbare Matrix_108
isomorph[BR

kanonisch[ 52
Isomorphismus

von Grupper(_112

von Korpern[ZIR

vonRR"”,[B3,[10Y

von Vektorraumed, 3L 52

Jacobi-ldentitaf 205

kanonisch isomorpli, 52
kanonische Abbildung, 33
kanonische Injektiol, 125
Bidualraum[I3b
kanonisches Skalarprodukt
komplexed 217
reelles[ T44 191
Kant, Immanuel 20
Karte [46[5B[ 132
orthogonald_186
kartesisches Produkt von MengEn, 261
Kern,[59
Koeffizienten einer Matri{, 34
Koeffizientenmatrix_38
erweiterte[ -7b
kommutatives Diagramr, %1
Kommutativgesetf]4
anschauliche EberlgJ27
Komplement{_T27
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orthogonale§ 200, 2P1
komplex linea 215
komplex orthogonal 221
komplexe Zahler 211

Betrag[2ZTP

Imaginarteil ZTR

Realteil ZTP
komplexer Vektorrauni, 213
komplexes Polynonf,ZB0
Komplexifizierung[ZIB
Komponenten einer Matrik, 54
Komposition von Abbildungeii, 31

Drehungerd 1891

duale Abbildundg 133
konjugiert komplexe Zah[[ 212
konjugiert linear 217
Koordinaten[3U_44¢._%8.1B2
Koordinatensysteri, 36,53

duales[139
Koordinatentransformatiof, BZ,188
Koordinatenwechsdl B[/, B8
Korper[2ZTD
Korperhomomorphismug 2111
Korperisomorphismub, 2112
Kreuzprodukt

Anschauund, 205

Flacheninhal{-Z06

in R3,

inIR",

Rechtssysteni, 2D7
Kroneckersymbo[ 37

allgemeined. 149

Lange in der anschaulichen Ebehe]193
Laplacescher Entwicklungssdiz, 166
leere Mengd]7
linear abhangid. 12
uberC, 213
linear unabhangig,1E.1P0
tberC,213
lineare Abbildung-47
adjungierte 69,225
bijektive [51[8B
Bildmenge[4P
Corang[6b
Defekt[66

Dehnung[T14
Determinante einef_1F8
direkte Summe voili 124
Drehung[I8B
duale[GB[T31 226
Eigenraum{ZZ29
Eigenwert, -vektoi, 228
Homothetie[ T2
in den Koordinater . .33
injektive [6%
inverse[BlL
invertierbare[_107
Kern,[59
normale[ 227
Nullraum [59
Projektion[[10b
Rang[6b
Scherund 116
selbstadjungiert& 2P5
surjektive [GB
tberC,[Z18
umkehrbalId7
unitare[21P
vonF,. .., Fy erzeugted 134
lineare Fortsetzun§, b0
lineare Geometri€._1¥9
linearer Teilraun{l8
lineares Gleichungssystein] £8] 73
erweiterte Koeffizientenmatrik. ¥5
homogene§ 38 YA B3
inhomogene$§ 1L 92
Koeffizientenmatri{_98
Losbarkeitskriteriunf_45
Linearform [IIP129.1%4
Linearkombinatior{_10
Links-Null,H
linksinvers[$
Linkssystem[_206
Lobacevskij, Nikolai lvanovis§_19
Logik,23
Lorentzgruppd. 145
Lorentztransformatiof,_125
Lot auf eine Gerad€_1D6

Machtigkeit[T2D
MaRvektor[I9B
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Matrix, Assoziativgesetf 82
Adjunkte [T70 Nullteiler,[B3
Diagonal-[20b Matrizen
Dreiecks-[Ig# Addition,[79
Eigenwert, -vektof 228 direkte Summd,_125
Einheits-[GF Distributivgeset4,_36
Hermiteschd, 225 Exponentialfunktior 230
Diagonalisierund. 246 Multiplikation, &1
Eigenwerte 235 Skalarmuliplikation[ 79
positiv definite[ 251 Menge
inverse[[8B[_109 Bild-, &1
Adjunkte [T7P Differenz- [33[ 261
invertierbare[_108 Durchschnit 261
Koeffizienten einef 34 leere[¥
Komponenten einef, 54 Teil-,
konjugiert transponiertg, 2P2 Urbild,
negative[ 80 Urbildbereich[2D
nichtsingulare 83_T07._1D8 Vereinigung[Zgi
nilpotente[8b Wertevorrat 2D
normale[22I7 Mengen
Diagonalisierund, 243 Gleichheit von[Z81
Eigenraum{Z234 kartesisches Produki 261
Null-, Minkowski, Hermann[_20
orthogonald T41 199 Mittelpunkt einer Strecké._B7
Normalform im Reeller 287 Monom [I8
quadratischd, 83 multilinear, 153208
Rang[7B Multilinearform,[153
regulare[[83108 alternierend 135
singulare[8b Determinantd,_134
Spalte[BH Multiplikation von Matrizen[8IL
Spaltenrand. 89 Multiplikationssatz fur Determinanten,
Spur[Z31L
symmetrischd_ 88_2P5
Diagonalisierund. 246 N,2
positiv definite[251 n-tupel2
positiv definite, Wurze[292 nattirliche Abbildund. 43
transponiertﬂs natirliche Anordnunmo

-umformungen, elementafe]]%9] 69
unitare[ZIP
Diagonalisierund. 254
Eigenwerte 236
Zeile,[53
Zeilenrang[[GP
zu einer Abbildung gehorigE. b5
Matrixaddition [78[7P
Matrixprodukt[81

natirliche Zahlerf]2
negative Matrix[_8D
negativer Vektol13

anschauliche Eberle]27
neutrales Elemerii] 4
nichtsingulare Matrix_83_T07.1D8
nilpotente Matrix[8b
Norm,[192

euklidische[[T94.218
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normale Matrix[ 227
Diagonalisierund. 243
Eigenvektorer 234

normierter Vektorrauni_192. 218

nulldimensionale EbenE. PO

Nullmatrix,[80

Nullraum [59

Nullstellenordnund, 232

Nullteiler,[B3

Nullvektor,[2 [T
anschauliche Eberfe]27

O(n,R),I43
obere Dreiecksmatrik, 164
Ordnung einer Nullstell§2B2
Orientierung2207
physikalischer Rauni,2D7
orthogonalZ T 196, 2P1
Gerader[_196
orthogonale Grupp&_IK1
orthogonale Kartd_I86
orthogonale MatriX_ 141199
Normalform im Reelle 287
orthogonale#-Bein,[I99[22P
orthogonales Komplemehf 20T 221
Orthogonalitatsbedingunged,_14Z,_1144,
181
Orthonormalbasi§, 222
Orthonormalisierungsverfahrdn, 200
Orthonormalsysten, Th4

parallele Geradef. B5
parallele Pfeild 25
nach einer Drehun§_IBO
Parallelenaxion[ 2125
Parallelogrammaxiorf, 25
Parameterdarstellung einer Ebdnd, 90
Permutatior{_T31
gerade[ 191
ungeradd, 151
Vorzeichen[_I51
Pfeil,24
Pfeile, voll parallelel-25
Pfeilvektoren[ 26
physikalischer Rauni,_THE, 207
Polarisierund 243

Polynom
charakteristischeE_ 231
komplexed 230
reelles[Ib

positiv definit IO 251

Produktmatrix(_8iL

Produktzeichel 138

Projektion[TIP
vonIR" auf R™, 103

Punkte
der anschaulichen Ebeifig] 23
in allgemeiner Lagd. 98

quadratische MatriX, 83
Quadratwurzeln
orthogonale® x 2-Matrizen[18%
symmetrischer positiv definiter Ma-
trizen [25P

R,2
R2, als euklidische Ebeng 1197
R-linear[ZTP
R-Vektorraum[l
Rang
einer linearen Abbildund 66
einer Matrix[78
rationale Funktior_1712
Raum
anschauliche[ 2 [ PB 1{8140] 46,04,
Basispunki_38
Dimension[3B
Vektorraum[3B
physikalischel_I4%, 207
Vektor-,[1
Realteil ZTP
Rechts-Null[b
rechtsinverd]5
Rechtssysten, 206
Kreuzproduk{ 207
reelle Zahlen 11
reeller Vektorraunf]7
reelles Polynonf 16
Reflexivitat einer Relatiof, 25
regulare Matrix[ (83108
rein imaginaf212
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Relation[ZH# Stetigkeitsaxionf 30
Aquivalenz-[Zb Stirlingsche Forme[ 152
Relativitatstheorid, 20,115 Strahl[3Y
Strahlensatz&_B7
Sarrus, Formel voi_IH3 Strecke[3b
Satz StreckungT13
Basiserganzungd$-Jd6.327 StreichungsmatriX_166
Cramersche Regél 174 Summe
Determinanten-MultiplikationsET60 direkte [TIPCAI128=1P6

Dimensionsforme[ 86
Fundamentalsatz der Algebfa, 232
Hauptachsentransformatidn, 247
Laplacescher Entwicklung$=_166
Scherund 116
Schmidtsches Orthonormalisierungsver-
fahren[ 20D
selbstadjungierte Abbildung, 225
senkrech{_T19. 194
Gerader[_196
Sesquilinearfornf,. 217
Signum[IZP
sin, 189 [T9V[ 198
singulare Matrix[-8b
Skalar[¥
Skalarmultiplikation[B[17
anschauliche Eberfg;]28
nach einer Drehunf_IBO
direkte Summd_122
von Matrizen[.ZB
Skalarproduk{_I91.217
in der anschaulichen Ebeiie. 194
kanonische§ T34 1P1
komplexed 2117
SL(n,R),0I83
SO(2,R),I87
SO(n,R),[184
Spalte einer Matri{_34
Spaltenrand, 89
Spaltenumformungeh, 59
Spann[IiL
spezielle lineare Gruppg. 183
spezielle orthogonale Grupe._184
Spiegelund, 144
am NullpunktTIB
an einer Achsd, _T1 L[ Th6, 255
Spur einer Matrixi 231

von Abbildungen 78
von Matrizen[ZP
vonn-tupeln[2
Summenzeichef 10152
Supremuni 5
surjektiv,[40[Gh
Symmetrie einer Relatioh, 5
symmetrische Bilinearforni_IP1
symmetrische Matrix_ 8§ 2P5
Diagonalisierund. 246

Teilkdrper2TI
Teilmenge[ 2461
Teilraum, lineare18
Tragheitstensof, 28
Transformationsmatrix_$8
transitives GesetE_1B3
Transitivitat einer Relatioll, 25
transponierte Matrix_ 88
Trigonalisierungi 239
trigonometrische Funktionen, 119,198
Additionstheorem¢& 190

U(n),2ZI9
Uberabzahlbar unendlidh, 2120
Umkehrabbildund. 43
einer linearen Abbildung. 51
umkehrbar lineare Abbildung_I0D7
DehnungT14
Homothetie[ T2
Scherund 116
Umkehrmatrix[8B
Unbestimmtel 16
unendlich[Ib
unendlichdimensiond[ 1616, 120
ungerade Permutatidn, 151
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Ungleichung, Cauchy-Schwarzschie 1191,
218
unitare Abbildungl 2119
unitare Gruppd._219
unitare Matrix [ 21D
Diagonalisierund,. 234
Eigenwerte 236
unitarer Vektorraunf_218
unitares Gesetf] B 7
anschauliche Eberfe]29
Unterdeterminant€_1¥5
untere Dreiecksmatrik_1b4
Untergruppd, 112
Untermannigfaltigkeit deR™,
Untermatrix[IZb
Untervektorraunf]8
direkte Summd._126
Urbild, B8
Urbildbereich[ZD

Vandermondesche Determinariie.]169
Variable [T6
Vektor,[2 T
Vektoraddition
anschauliche Eberle]26
direkte Summd__122
Vektorraum
anschauliche EberleJ46] 821 B3 1179
anschaulicher Rauri, 138,204
der Pfeilvektoren im Basispunif 126,
B2,3338[135
der reellen FunktionefIR1
der reellen PolynomE 16 U851, 121,
direkte Summd_1191P2
dualer[TIP[128
endlichdimensionaldf 15
euklidischerZ1I8
komplexer ZIB
normierter 194218
reeller[T
unendlichdimensionaldr, 15116120
unitarer[Z1B
VektorraumhomomorphismusJ47
Vektorraumisomorphismuis,HI,183
Veranderlichd 116

VerbindungsstreckE_B6
Vereinigung[Z6l
Vielfachheit
algebraischd, 232
geometrischd, 232
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