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Aufgabe 1.1 Gegeben seien die Vektoren a,b € R3. Man berechne die Oberfliche des von a, b
erzeugten Parallelogramms. Leiten Sie Ihre Formel aus elementaren Tatsachen der linearen Algebra
her.

Aufgabe 1.2 Seien x3,...,x, € R und 2 := 2 X ... X x,. Man zeige:
|22 = det ((z2,... czn)T o (zg,. .. ,Tp)) -

Hinweis. Uberlegen Sie sich eine allgemeinere Identitiit fiir Skalarprodukte von Kreuzprodukten und
verwenden Sie zu deren Herleitung die allgemeinen Eigenschaften von Skalarprodukt, Kreuzprodukt
und Determinante.

Aufgabe 1.3 Ein Torus 7" mit Radien 0 < » < R werde durch
®:G = [0,27] x [0,27] — R3,

cos(a)(R + rcos(B))
®(a,B) = | sin(a)(R+rcos(8))
rsin(f)

parametrisiert. Man berechne die Oberfliche (d.h., das zweidimensionale Volumen) des Torus.

Aufgabe 1.4  (a) Sei R > 0und f € CY(Bg(0)). Man beweise die folgende Formel:

/B R(O)f(x) dz = /0 ’ /a B,«(O)f(x) dS(x)dr = /O * e /8 o) f(ra) dS(x)dr.

Hinweis. Parametrisieren Sie obere und untere Halbsphiren als Graphen.

(b) Sei St = 9Bgr(0) C R" die Sphire von Radius R in R™ und e, := vol,(B1(0)) :=
J B1(0) dx das Volumen der Einheitskugel. Man beweise, dass

VOln_l(SnR_l) — /aB o dS(l’) = neanfl,
R

(c) Formulieren Sie die Formel aus Aufgabenteil (a) fiir radialsymmetrische Funktionen.

Aufgabe 1.5 Zeigen Sie unter Verwendung des GauB3schen Integralsatzes, dass

€n

log(|x|) de = ——.
[ ol am ==

Hinweis. Man zeige zunichst fiir F'(x) := z log(|z|) (z € R™\ {0}), dass

lim div(F)dz = 0.
eN0.J By (0)\ B (0)



Aufgabe 1.6 Seien A, B € R™*™ zwei positiv semidefinite symmetrische Matrizen. Zeigen Sie:
Spur(Ao B) > 0.

Dabei bezeichnet Spur(C) = > | ¢;; die Spur der Matrix C' = (¢;;) € R™™".

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 14.04.2015 in der Vorlesung ab.
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Wir erinnern an die Definition der Rotation eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes F' : R? — R3:

0F3; 0F,
Oxy  Oxs
0F, OF;3
rot(F) = 87%3 — 87561
oFy, O0F;
Ox1  Oxy

Aufgabe 2.1 Sei Q C R? ein regulires Gebiet gemi Definition 0.5 der Vorlesung mit duBerem
Einheitsnormalenfeld v an 992 und F € C*(Q, R3) ein Vektorfeld. Man beweise, dass

/rot(F)dmz—/ F xwvdS.
Q o0

Aufgabe 2.2 Sei () C R"™ ein regulidres Gebiet mit dulerem Einheitsnormalenfeld v an 0€). Seien
f,g € C%(Q). Man beweise die Greensche Formel:

[ 1@ gte) - dgo) - soyas = [ (T aigte) - 10540 ) asia)

wobei g—i(x) = V f(z) - v(x) die duBere Normalenableitung in = € JS2 bezeichnet.

Aufgabe 2.3  (a) Sei E : R? — R? zweimal stetig differenzierbar. Differentialoperatoren werden
auf Vektorfelder stets komponentenweise angewandt wie z.B.:

AE,
AE=| AR,
AE;

Zeigen Sie, dass
rotrot F = —AFE 4 grad div E.

(b) Seien E,B : R x R? — R3 zweimal stetig differenzierbare Losungen der ladungsfreien
Maxwell-Gleichungen im Vakuum:

divy E(t,z) = divy B(t,z) =0
) auf R x R.

E 0B
E:roth, EZ—IO‘%E

Beweisen Sie, dass £ und B in R x R? die Wellengleichungen erfiillen:

Eyw—AE=0, By—AB=0.



Aufgabe 2.4 Sei Q C R" ein reguliires Gebiet mit duBerem Normalenfeld v an 9€). Es sei u € C?(Q)
Ldsung von

{ —Au=f inQ,
ou

— = f 0.
ey © auf 0

Dann gilt notwendigerweise

/(mnpdS(x) = —/Qf(a:) dx.

Aufgabe 2.5 Betrachten Sie fiir eine Konstante ¢ € R\ {0} die eindimensionale Wellengleichung
Uy — Cugy =0 fiir (t,z) e R x R.
Man benutze die Koordinatentransformation

£ = x+ct,
n T — ct,
v(&m) = ult, ).

Studieren Sie das Differentialgleichungsproblem in den neuen Koordinaten (£, 77) und bestimmen Sie
die allgemeine Losung.

Aufgabe 2.6 Sei () C R" ein beschrinktes Gebiet und u € C%(Q2) N CY(Q).

(a) Sei w strikt subharmonisch, das heilit —Awu < 0 in ). Man beweise, dass u in €2 kein lokales
Maximum besitzt.

(b) Seinun u subharmonisch (—Au < 01in €). Man beweise, dass © sein Maximum auf dem Rand
annimmt, d.h.

maxu = maxu.
Q 89

Hinweis. Man wende (a) auf die Funktion v (x) = u(x) + ¢|z|? mit beliebig kleinem £ > 0 an.

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 21.04.2015 in der Vorlesung ab.
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Aufgabe 3.1 Sei Q C R" ein reguliires Gebiet. Sei u € C?(]0, 00) x Q) eine Losung der Wellenglei-
chung

uyg —Au = f in [0,00) x Q,
u =g in [0,00) x 09,
U(O) = ¥, ut(o) = 77/} in Qa

wobei f,g € C?([0,00) x ) und p,1) € C?(Q) die vorgegebenen Anfangsdaten sind. Zeigen Sie,
dass fiir jede Funktion v € C?([0, 00) x ), welche der Wellengleichung mit denselben Daten geniigt,
stets gilt: v = u (Eindeutigkeit der Losung).

Hinweis. Zeigen Sie, dass w := u — v der homogenen Wellengleichung geniigt, multiplizieren Sie
diese mit w; und fiihren Sie partielle Integration durch.

Aufgabe 3.2 (Navier-Stokes-Gleichungen) Wir betrachten die wohl bekannteste Gleichung aus der
Fluiddynamik, die Navier-Stokes-Gleichung. Genauer handelt es sich zum Einen um die Impulsbilanz
eines inkompressiblen Newtonschen Fluids in vereinfachter Form:

3
0
> uj— —nAu+Vp=0 1
o u+ jﬂujaxj u nAu + Vp (D

und zum Anderen um die Kontinuitédtsgleichung (Inkompressibilititsbedingung):
divy(u) = 0. 2)

Dabei sind p,n > 0 gegebene physikalische Konstanten; Dichte und Viskositdt. Wir nehmen an, dass
hinreichend glatte Losungen p : [0,00) x R® — R, u : [0,00) x R? — R3 von (1) und (2) in
[0,00) x R3 existieren.

(a) Zeigen Sie, dass entlang einer Stromlinie s — ~(s) mit v'(s) = u(~(s)) fiir die stationiiren
(uz = 0), inkrompressiblen, reibungsfreien (n = 0) Navier-Stokes-Gleichungen (man spricht
dann auch von den Euler-Gleichungen) die Gleichung

Y
5 [t +p(3(s)) = e(7)
gilt. Dieses ist auch als das Bernoulli-Gesetz bekannt.

(b) Studieren Sie geeignete Skalierungen von Zeit, Ort, Druck und Geschwindigkeitsfeld, so dass
das so genannte hydrodynamische Ahnlichkeitsgesetz gilt, d.h. dass die mit Parametern v, 3,7, &
reskalierten GroBen (¢, z) — ap(~vt,dx), (t,z) — [u(yt, dx), dieselben Differentialgleichun-
gen (1), (2) erfiillen.



(c) Sei nun  C R3 ein beschrinktes glattes Gebiet und p : [0,00) X Q@ — R, u : [0,00) x
Q0 — R3 seien hinreichend glatte klassische Losungen des Navier-Stokes-Systems (1), (2) in
[0,00) x Q. Weiter werde das Geschwindigkeitsfeld u homogenen Dirichletrandbedingungen
(Haftrandbedingungen) unterworfen:

u(t,z) =0fiirt > 0,z € 0.

Zeigen Sie: Unter diesen starken Annahmen gilt fiir alle 7' > 0 die Energiebilanz

T
1 1
2/|u(T,x)]2dx+77//Vu(t,x)|2dxdt: 2/|u(0,:1;)|2dx.
Q °0 4 Q

Differenzieren Sie diese Gleichung bzgl. T' und verwenden Sie die Poincaré-Friedrichs-Un-
gleichung, um daraus fiir die betrachteten klassischen Losungen herzuleiten, dass mit einer
geeigneten Konstanten ¢ = ¢(2, 7, ¢) > 0 fiir 7 > 0 gilt:

/|u(T,x)]2dx§ eCT/]u(O,JJ)]zda:.
Q Q

Bemerkung. Die Existenz solcher klassischen Losungen nachzuweisen ist eines der ungelosten Clay-
Milleniums-Probleme.

Aufgabe 3.3 Sei Q C R? ein einfach zusammenhingendes Gebiet und v :  — R zweimal ste-
tig differenzierbar und harmonisch. Konstruieren Sie eine holomorphe Funktion f :  — R mit
Re (f) = wu. Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass die Voraussetzung einfachen Zusammenhangs im
Allgemeinen notwendig ist.

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 28.04.2015 in der Vorlesung ab.
Fiir die Bearbeitung von Aufgabe 3.2 (c) konnen Sie bis zu 5 Zusatzpunkte erwerben.
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Aufgabe 4.1 Sei 2 C R? ~ C ein Gebiet und es sei u € C?(£2) eine harmonische Funktion. Gegeben
sei auch eine regulire Kurve I' C €, die ein stetiges Normaleneinheitsvektorfeld v(x, y), (z,y) € T
hat. SchlieBlich gelte:

u(z,y) = gl:(x,y) =0 firalle (z,y)el.

Zeigen Sie, dass fiir alle (z,y) € Q gilt: u(x,y) = 0.
Hinweis. Aufgabe 3.3 und ein Zusammenhangsargument.

Aufgabe 4.2 (a) Sei v : R — R zweimal stetig differenzierbar und radialsymmetrisch, d.h. es
existiert eine Funktion @ : [0,00) — R, so dass

VeeR": u(x) = a(|x|).

Beweisen Sie, dass @& € C?([0,c0)) und dass mit r = |x] gilt:

(Au)(z) = <08:2 + M;)a(r).

r

(b) Seiu : R? — R zweimal stetig differenzierbar. Man definiere
v(r,p) = u(rcosp,rsing), r>0,¢0¢cR.
Zeigen Sie, dass
9? 10 1 0
(Au)(rcosip, rsing) = 55(r0) + 5019 + 1555(r0)
Fiir die Bearbeitung von Aufgabe 4.4 diirfen Sie das folgende Resultat ohne Beweis verwenden.

Satz4.3 Sei 1l < p < oo und Q C R" eine nichtleere konvexe beschrinkte offene Menge. Dann
existiert eine positive Konstante C, die nur von p und §) abhiingt, so dass fiir alle u € C1(Q) gilt:

|u =l L) < Cl|VullLr);

dabei bezeichnet

uzé,/ﬂu(y) dy .

den Mittelwert von u auf ().



Aufgabe 4.4 Sei ) C R” eine nichtleere konvexe beschrinkte regulidre offene Menge mit dulerer
Einheitsnormale v. Fiir ¢ € C%(Q) sei u € C?([0,00) x Q) eine Losung der Wirmeleitungsglei-
chung unter Neumannrandbedingungen:

u—Au =0 in [0, 00) x €,

gu(t,x) =0 fiir (¢, z) € [0,00) x 09,
v

u(0,x) = p(x) fiir x € Q.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ > 0 gilt:

/ u(t, z) de = / o(x) dz.
Q Q
(b) Wie oben bezeichne

1
wz‘m/QsO(y)dy

den Mittelwert von ¢ auf 2. Zeigen Sie, dass es eine nur von {2 abhingige Konstante C' =
C(92) > 0 gibt, so dass fiir alle ¢ > 0 gilt:

lut ) = Bliz@) < e lle(.) = Plizq)-

Aufgabe 4.5 Sei f € C°(R") radialsymmetrisch und integrierbar mit [, f(z)dz = 1. Zeigen Sie,
dass fiir jede harmonische Funktion u € C?(R") gilt:

Ve eR":  u(z) = lim ; ()u(y)f(w—y)du
R\Z

Hinweis. Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen.

Aufgabe 4.6 Sei ) C R” offen.

(a) Seiu € C?(12) eine harmonische Funktion. Zeigen Sie, dass fiir jedes 79 € Qund 0 < R <
dist(zg, 092) gilt:

n
\Y < —= — .
Vu(eo)| < & max [u(x) - u(zo)|

Hinweis. Differenzieren Sie die Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen und ver-
wenden Sie den Satz von GauB.

(b) Sei u € C?(R™) eine harmonische Funktion. Zeigen Sie: Ist u zudem in ganz R™ beschrinkt,
so ist u konstant.

(c) Verwenden Sie die Argumente aus dem Beweis von Teil (a), um zu zeigen: Jede harmonische
Funktion u € C2(12) ist beliebig oft differenzierbar.

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 05.05.2015 in der Vorlesung ab.
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Aufgabe 5.1 Wir betrachten noch einmal das folgende Anfangsrandwertproblem fiir die eindimen-
sionale Wirmeleitungsgleichung:

Ut — Ugy = 0 t>0,ze€(0,m),
u(t,0) =u(t,m) =0 t>0,
u(0,z) = ¢(x) z € [0,7].

Sei p € C2([0,7]) und erfiille die Kompatibiltitsbedingungen (0) = ¢(7) = ¢ (0) = " (7) = 0.
Zeigen Sie, dass das Anfangsrandwertproblem eine Losung

u € C°([0,00) x [0,7]) N C™ ((0,00) x [0,7])

besitzt.
Hinweis. Beachten Sie, dass
vg(t, ) := exp(—k?t) - sin(kx),

k € N, die Differentialgleichung und die Randbedingungen erfiillt. Setzen Sie ¢ zunéchst ungera-
de und dann 27-periodisch als C2-Funktion auf ganz R fort. Betrachten Sie die Fourierreihe dieser
Funktion und finden Sie so eine geeignete Folge (ay)xen, so dass die Funktion

u(t,x) = Zakvk(t,x)
n=1

die gewiinschten Eigenschaften hat.

Aufgabe 5.2 Sei 2 C R" (n > 3) offen. Sei 2o € 99. Sei u € C%(Q) N C°(Q) subharmonisch, d.h.
—Au < 0in §. AuBerdem nehmen wir an, dass

(i) v < 0inQund u(zg) = 0, u ist in x differenzierbar,
(ii) es existiert eine Kugel Bgr(y) C Q mit g € OBr(y).
Zeigen Sie, dass unter den obigen Voraussetzungen gilt:

0
671:(1‘0) > 0.

Hinweis. Man betrachte auf A := Br(y) \ B,(y) (0 < p < R) die Funktion v.(z) = €<W -

ﬁ) mit hinreichend kleinem £ > 0 und wende das schwache Maximumprinzip auf w = u + v,
an.



Aufgabe 5.3 Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet, welches im Streifen {x € R" : 0 < z; < d}
liegt. Fiir u € C%(Q) N C°(Q) gelte —Awu + () - w < 0 mit einer Funktion ¢(.) < 0.

(a) Zeigen Sie fiir c = —1 unter der Bedingung d € (0, log 2) die folgende Abschitzung

1
sgpu < 2_eds(;1é) |-

(b) Konnen Sie eine dhnliche Abschitzung auch fiir ein allgemeines ¢(.) < 0 geben? Begriinden
Sie!

Hinweis zu (a). Betrachten Sie die Fille supg v < 0 und supg v > 0 getrennt. Im zweiten Fall setze
man v = u — supgg u — (e? — e¥1) supg u und zeige —Av < 0.

Aufgabe 5.4 Sei 2 C R" beschrinkt und offen. Fiir T > 0 bezeichne Q7 den Zylinder (0,77 x €.
Gegeben sei eine positiv definite Matrix A = (a;;); j=1,.n- Seiu € C?(Qr) N C°(Qr) mit

- 0%u
V(t,z) € Qr: w(t,z) = > Gij——(t,7) > 0. (%)

Zeigen Sie, dass u sein Minimum auf dem parabolischen Rand 0,Q7 := ({0} x ) U ([0, 7] x 0€)
annimmt, d.h.
min_u(t,x) = min  u(t, x).
(t)eQr (t,)€0pQr
Hinweis. Nehmen Sie zunachst an, dass in (%) die strikte Ungleichung gilt. Betrachten Sie im allge-
meinen Fall u.(¢,z) = u(t,z) — cexp(xy).

Aufgabe 5.5 Betrachten Sie fiir ein beschrinktes Gebiet {2 C R"™ und ein Randdatum ¢ : 02 — R
eine Losung u € C2(Q) des Dirichlet-Problems fiir die Minimalflichengleichung

. v _ ..
—le(\/Hluﬁ)—o furﬂ:eQ,
U= fiir z € 0N2.
. . . . e . Yu .
Schreiben Sie den nichtlinearen Operator L(u) := — div (\/W) formal als linearen Operator
L(u)(z) = =327 aij(¥)us,z; () mit Koeffizienten a;;(x), die natiirlich von der unbekannten

Losung u abhingen. Finden Sie Elliptizititskonstanten fiir L(u), die Sie aus der Vorlesung mit den
Bezeichnungen A bzw. A kennen. Zeigen Sie:

Vo e Q: i < < .
T n(%%)ngo <u(z) < I%%X(p

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 19.05.2015 in der Vorlesung ab.
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Aufgabe 6.1 Sei 2 C R" eine offene Menge und u € C?(f2) eine harmonische Funktion. Man
beweise, dass |Vu|? auf €2 subharmonisch ist.

Aufgabe 6.2 Seien Q, ) C R” offen und sei ® : ' —  ein C?-Diffeomorphismus, d.h. ® ist
bijektiv mit ® € C%(€Y, Q) und =1 € C?(Q, ). Man definiere den MaBtensor G = (g;;)
durch

ij=1,...n
G(€) = D(§)" o DO(¢), €.
(a) Seienu,v € C*(Q). Zeigen Sie, dass
< ou . OV
VES V(@) V(@) = Y O 5 €5
k=1

wobei W(€) = u(®(¢)) und 7(¢) = v(®(E)) (€ € ) und (¢7(&)),,, = GO

(b) Man setze g(&) := det(G(§)). Zeigen Sie | det D®| = /g in . Beweisen Sie hiermit, dass
fir u € C%(Q) und v € C3(Q) gilt

/QvAudx = i /,5;&<\/§gk€§§€)d§

k=1

(€);

Schliefen Sie hieraus, dass

ou

VEeQ :  Au(®(§) = —— ( g(f)gké(g)@

©).

winkeltreu, falls fiir jedes £ € Q' gilt [|[D®(&)|| > Ound U(§) := Do (e
ist, wobeli
D2 = sup [D2(E) o 2|
z|=1
bezeichnet. Sei 2 C R” ein weiteres Gebiet und sei ® : ' — Q ein konformer C?-Diffeomorphismus.
Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabe 6.2, dass fiir jedes u € C2(Q) gilt:
"0 0
Do Auo® = 3 (D" 2 (wo®)) in .
[De > g (ID2I"* e o

Aufgabe 6.4 Sei B;(0) C R", ¢ € C°(0B1(0)), und eine Funktion f € C?(B1(0)) derart, dass f
eine Fortsetzung in CZ(IR™) besitzt. Man zeige: Fiir das Dirichletproblem

—Au=f in By(0), u=¢ auf dB;(0)

existiert eine Losung u € C?(B;(0)) N CY(B1(0)).

11



Aufgabe 6.5 (a) Sei u eine nichtnegative, in Br(0) C R™ harmonische Funktion. Man beweise:

R"2(R — |z|)
(R + [])"

R"2(R +|a))

u(0) < wu(r) < (R — |x’)n—l

u(0).

Hinweis. Verwenden Sie zunichst die Poissonsche Integralformel fiir den Fall R = 1 und
anschlieBend ein Skalierungsargument.

(b) Sei nun u : R® — R harmonisch und beschriankt. Wie folgt aus (a) der Satz von Liouville?
Uberlegen Sie sich, dass es sogar reicht, Beschriinktheit von u nur von unten oder von oben zu
fordern.

Aufgabe 6.6 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip) Sei @t C R := {z € R" : z;,, > 0} ein Gebiet.
Mit T bezeichnen wir das relative Innere der Menge Q" N {z € R™ : x,, = 0}, welche als nichtleer

angenommen wird. Wir nehmen auBerdem an: u ist stetig in Q" U 7', harmonisch in Q" und v = 0
auf T'. Zeigen Sie, dass die Funktion

u(x) fir xeQtUT,

—u(T1, ..., Tp—1,—Ty) fir xe€Q7,
harmonisch in QT U T U Q~ ist, wobei

Q= {fl: eR™: (xlw <oy Ip—1, _x”) € Q+}

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 26.05.2015 in der Vorlesung ab.
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Aufgabe 7.1 Betrachten Sie eine besonders interessante Mobiustransformation, namlich die Inversi-
on® : R"\ {0} — R™\ {0}, definiert durch

B(z) = ‘x% z e R"\ {0}.

(a) Zeigen Sie: @ ist konform.
(b) Sei R > 0.Beweisen Sie, dass ® die Sphire {z € R™\{0}; |z—Re,| = R} auf die Hyperebene

1
Hp =R" 1 x {ﬁ} abbildet. SchlieBen Sie hieraus, dass ¢ die Kugel B; /2(%%) konform
auf den Halbraum {x € R"; z;, > 1} abbildet.

(c) Zeigen Sie, dass fiir u € C2(R™ \ {0}) und x € R™ \ {0} gilt:
(Auwo ®)(x) = |z["T2A (|z[*7" (u o @)(x)).

Aufgabe 7.2 Sei (2 C R", n > 3, eine offene, beschrinkte Menge. Wir schwichen die Vorausset-
zungen von Satz 3.2. aus der Vorlesung ab: Sei p > 5, f € LP(,R). Zeigen Sie, dass fiir das
Newton-Potential

1 fy)
Viw):= (n —2)ne, Q/ |z — y[n—2 d

gilt:

(a) Das Newton-Potential V' : R” — R ist wohldefiniert und geniigt mit einer Konstanten C'y =
C1(€2,p) > 0 einer Abschitzung
1

V()| < Cl”fHLP(Q)W'

(b) Unter der Voraussetzung n > p > 5 gilt fiir jedes € (0,2 — (n/p)):
Vay,x3 € R™, 21 # @ : [V(21) = V(22)| < Coll fllLr(eylr — 22|*.
Dabei ist Cy = C2(€2, p, &) > 0 eine geeignete Konstante. Insbesondere ist V' also stetig.

Hinweis. Bei der Bearbeitung von (a) wihlen Sie R > 0 so, dass Q C Bpg(0) und unterscheiden
Sie die Fille |z| < 2R bzw. |x| > 2R. Verwenden Sie Dreiecks- und Holderungleichungen. Bei
der Bearbeitung von (b) gehen Sie mit einer dhnlichen Fallunterscheidung vor. Spalten Sie von der
Differenz der singuldren Terme unter dem Integral eine geeignte Potenz o € (0, 1) ab.

Aufgabe 7.3 Sei Q2 C R" offen. Man beweise, dass eine Funktion u € C°(Q2) genau dann subharmo-
nisch im Sinne von Definition 4.1 der Vorlesung ist, wenn v lokal die Mittelwertungleichung erfiillt;
das heifit, dass fiir jedes z € Q2 ein g = ro(z) € (0, dist (x, 0f2)] existiert, so dass gilt:

u(z) < 1/ u(y)dS(y) firalle 0<7r <r.
9B,(z)

ne,rn—1

13



Aufgabe 7.4 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet und ¢ € C°(9). Es existiere eine Losung
@ € C?(2) N C°(Q) des Dirichletproblems At = 0 in €2, @ = ¢ auf 9. Es sei u die in Satz 4.8 der
Vorlesung konstruierte Perronsche Losung zum Randdatum . Zeigen Sie, dass «w = 4 in (2.

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 02.06.2015 in der Vorlesung ab.
Fiir die Bearbeitung der Aufgabe 7.2 (b) konnen Sie bis zu 10 Zusatzpunkte erwerben.
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Prof. Dr. H.-Ch. Grunau

Ubungen zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen I
Sommersemester 2015

8 02.06.2015

Aufgabe 8.1 Betrachten Sie den Annulus A(e, p,x0) = {x € R" : ¢ < | — 9| < o} mit
0 <& < o,n > 3. Zeigen Sie, dass die Greensche Funktion G' = G_x 4(c,1,0) zu —A in A(e, 1,0)
mit 0 < € < 1 durch

k(n—2) gk(an)

1 €
Glay) = — _
(z,9) (n —2)ne, ;Z ly — 2k |n—2

|zly — M
gegeben ist. Diskutieren Sie insbesondere zunichst die Konvergenzeigenschaften dieser Reihendar-
stellung.

Aufgabe 8.2 Sei 2 C R" ein regulires Gebiet mit C2-glattem Rand. Zeigen Sie, dass € in jedem
xo € 0N einer duBeren Kugelbedingung geniigt, d.h. fiir jedes xg € 01 existiert eine Kugel Br(x1)
mit {xo} = BR(.T1) naQ.

Hinweis. Mittels einer geeigneten Drehung um den Punkt z( iiberfilhre man das Gebiet {2 in ein
Gebiet ', wobei xo unverindert bleibt, so dass sich der Rand von €’ in einer Umgebung von z
der Form V' = U x (a,b) als Graph einer C2>-Funktion f mit horizontaler Tangentialhyperebene
darstellen ldsst. D.h.: V N 9QY = {(2/,2,) € R : o/ = (21,...,2p-1) € U,z,, = f(2')},
VN ={(2,z,) €eR" : &/ = (21,...,291) €U, b <z, < f(a')}, Vf(zf) =0.

Aufgabe 8.3 Seien «, [ zwei Multiindizes und u eine lokal integrierbare Funktion auf einem Gebiet
Q. AuBerdem moge die schwache Ableitung Du existieren. Man beweise: Existiert eine der zwei
schwachen Ableitungen D5y oder D* (DfB u), dann existieren beide und sind fast iiberall gleich
in Q.

Aufgabe 8.4 Bestimmen Sie alle 5 € R, so dass die Funktion
u(@) = |z|’, e (Bi(0)\{0}) CR"

zu WH1(B1(0)) gehort.

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 09.06.2015 in der Vorlesung ab.
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Prof. Dr. H.-Ch. Grunau

Ubungen zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen I
Sommersemester 2015

9 09.06.2015

Aufgabe 9.1 Gegeben sei ein beschriinktes Gebiet  C R™. Sei u eine auf ) stetige Funktion; wir

bezeichnen:
1 v
O, (u) = (|Q|/Q|u\p dx)

(@) [1,00) 3 p+— Dp(u) ist (i.A. nicht strikt) monoton wachsend.

Man beweise, dass:

(b) lim @(u) = sgp\ul-

Aufgabe 9.2 Gegeben seien ein regulires C2-glattes Gebiet {2 C R” und eine Funktion u € C2(Q)
mit v = 0 auf 0€2. Man beweise die folgende Ungleichung:

1
Fiir beliebiges € > 0 gilt: / |Vu|>dx < e / (Au)?dx + — / u? dz.
Q Q e Jo

Gilt diese Ungleichung auch fiir u € W*(€)?
Hinweis. Lassen Sie sich vom Beweis der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung in 0.11 inspirieren.
Aufgabe 9.3 Man beweise, dass eine Funktion w in einem beschriankten Gebiet {2 schwach diffe-
renzierbar ist genau dann, wenn sie in einer Umgebung eines jeden Punktes schwach differenzierbar
;-Slt';aweis. Benutzen Sie eine geeignete Teilung der Eins.
Aufgabe 9.4 Sei —0 < a < b < co. Zeigen Sie , dass fiir alle u € C1([a, b]) gilt:

[ucorrz () < I141122(ap):
ju(z) — uly)|
A

SchlieBen Sie hieraus, dass W 2(a, b) stetig in C*1/2([a, b]) eingebettet ist, wobei wir C%'/2([a, b])
mit der folgenden Norm versehen:

||u||0071/2([a,b]) = HUHCO([a,b]) + [U]oo,lﬂ([a,b]y

Hinweis. Zeigen Sie die Ungleichung zunéchst fiir klassisch differenzierbare Funktionen, und arbeiten
Sie dann mit Hilfe eines Dichtheitsarguments.

Aufgabe 9.5 Zeigen Sie, dass fiir alle u € T/VO1 /1 (R2) gilt:

lullzmey < | [Vul |21 (we2)
Hinweis. Arbeiten Sie zunichst mit glatten Funktionen, und wenden Sie zweimal den Hauptsatz der

Differential- und Integralrechnung an.

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 16.06.2015 in der Vorlesung ab.
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Prof. Dr. H.-Ch. Grunau

Ubungen zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen I
Sommersemester 2015

10 16.06.2015

Aufgabe 10.1 Beweisen Sie, dass ein stetiger linearer Operator v : W1 1(B;(0)) — L'(0B;(0))
existiert, so dass
Vue CH(Bi(0):  ulop,0) = (u).

Hinweis. Beweisen Sie die Behauptung

[uloB, o)l @81 (0)) < Cllullwr (s, (0

mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes zunichst fiir v € C*(B;(0)) und wenden Sie anschlieBend
ein Dichtheitsargument an.

Aufgabe 10.2 Gegeben seien ein beschriinktes Gebiet 2 C R” und eine Funktion f € L?(Q). Eine
Funktion u € H2(12) heift eine schwache Losung des Problem

A2 =f inq,
u=20 auf 092, (*)
gu—=0  aufoQ,

falls fiir alle Testfunktionen ¢ € HZ(9) gilt:

/QAumpdx:/wax.

Man beweise, dass zu jedem f € L?(Q) genau eine schwache Losung u € HZ () des Problems (*)
existiert.
Hinweis. Betrachten Sie HZ({2) mit dem Skalarprodukt

(u,v) ::/AuAvda:
Q

und zeigen Sie, dass dieses eine zu || . || 2 (0) dquivalente Norm induziert.

Aufgabe 10.3 Sei Q) C R" ein beschrinktes Gebiet. Wir nennen u € Hg () eine schwache Oberlosung
fir —Au > 01in Q, u = 0 auf 9, falls fiir alle nichtnegativen Testfunktionen 1 € H} () gilt:

u € HE(Q), /Vu~dea:20.
Q

Man zeige, dass fiir solche schwachen Oberlosungen stets gilt:

uw>0 fi.in Q.

17



Aufgabe 10.4 Man beweise, dass die Funktion v : (0,00) x R” — R

(t0) = — e i
,T) = e
K (4rt)3
eine Losung der Wirmeleitungsgleichung
Y —Ay=0

ist.
Aufgabe 10.5 Sein = 1 und u(t, ) = v (%2) fiirt > 0,z > 0.

(a) Man zeige, dass
Ut = Ugy fUrt > 0,2 >0

genau dann, wenn
420" (2) + 2+ 2)0'(z) =0 fiirz > 0. (%)

(b) Man zeige, dass die allgemeine Losung von ()

v(z) =1 / e /s 2 ds + ¢
1

lautet.

(¢) Man leite v (%2) beziiglich > 0 ab und man wihle eine spezielle Konstante ¢; so, dass man
fiir u,, die eindimensionale Fundamentallosung erhilt.

Bitte geben Sie Ihre Losungen am Dienstag, den 23.06.2015 in der Vorlesung ab.
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Prof. Dr. H.-Ch. Grunau

Ubungen zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen I
Sommersemester 2015

11 23.06.2015

Aufgabe 11.1 Sei u eine glatte Losung des Problems
—Au=0 1in(0,00) x R".

(a) Man beweise, dass fiir A € R
ux(t, z) == u(N\%t, \z)

ebenfalls eine Losung der Wirmeleitungsgleichung ist.
(b) Mit (a) beweise man, dass
v(t,x) =z - Vu(t,z) + 2tu(t, z)

eine weitere Losung der Wirmeleitungsgleichung ist.

Aufgabe 11.2 Sei ¢ : [0,7] — R eine stetige Funktion mit ¢(0) = ¢(7) = 0. Zeigen Sie die
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung u € C°([0,00) x [0,7]) N C°°((0,00) x [0,7]) fiir das
Problem
up — =0, auf (0, 00) x (0,7),
(O,l‘) - @(l‘)v US [0777]’

u(t,0) =u(t,m) =0, te(0,00).

Hinweis. Man setze das Anfangsdatum ¢ ungerade und 27-periodisch als stetige Funktion nach R fort
und benutze den Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf (0, c0) x R. Man zeige, dass fiir diese Losung
gilt: u(t,0) = u(t,m) = 0.

Aufgabe 11.3 Sei 2 C R" ein beschrinktes regulires Gebiet, Q7 = (0,7 x 2 ein entsprechender
Raum-Zeit-Zylinder und v € C1?(Q7) eine Losung des Anfangsrandwertproblems:
—Au=0 inQrp,
uljorixo0 =0, (1)
u(0,.) = € C3Q).

Es sei auch u; € CH2(Qr) und p(z) # 0.

Betrachten Sie das zweite Moment der Temperatur des Korpers () zur Zeit t:
E(t) = [|u(t, ~)H%2(Q)'

Beweisen Sie, dass fiir jedes 0 < ¢; <t < to < T gilt: £(¢) > 0 und

to—t t—tq

E(t) < E(ty) =01 E(ty) 1. 2)

Hinweis. Man studiere £'(¢) und £”(t) und zeige

E't) = 4/Q(ut)2 dzx.
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Benutzen Sie die Holdersche Ungleichung, um zu zeigen:
(£'(1))* < E@B)E"(2)-

Fiir t > 0 nahe 0 hat man £(t) > 0; fiir diese Zeiten existiert ¢ — log £(t); man zeige die Konvexitit
dieser Funktion und folgere daraus (2) fiir diese Zeiten. Nehmen Sie nun an, dass eine minimale Zeit
to > 0 existiert mit £(¢2) = 0 und leiten Sie daraus mittels (2) einen Widerspruch her.

Uberlegen Sie sich, dass man so fiir das Anfangsrandwertproblem (1) in der beschriebenen Funktio-
nenklasse zumindest Eindeutigkeit riickwérts in der Zeit hat. Ansonsten ist das Riickwértslosen der
Wirmeleitungsgleichung schlecht gestellt und meist auch unmdoglich.

Aufgabe 11.4 Sei ¢ : R” — R eine beschrinkte stetige Funktion. Sei u : [0,00) X R™ — R eine
beschrinkte Losung des Cauchyproblems

ur—Au =0 1in(0,00) x R",
u(0,.)=¢ inR",

wobei u € C([0, 00) x R™) NC12((0, 00) x R™). Man zeige ohne die Verwendung von Satz 7.8 der
Vorlesung:
sup u = sup ¢, inf  w = inf .
[0,00) X R R [0,00) xIR™ R™
Hinweis. Man wihle M > 0, so dass |u| < M. Fiir beliebiges, aber festes R > 0 arbeite man auf
[0,00) x Bgr(0) mit der Vergleichsfunktion

4Mn ||
v(t,z) := 72 t—i—% +Sﬂ§?<’0'

Bitte geben Sie Thre Losungen am Dienstag, den 30.06.2015 in der Vorlesung ab.
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Prof. Dr. H.-Ch. Grunau

Ubungen zur Vorlesung Partielle Differentialgleichungen I
Sommersemester 2015

12 30.06.2015

Aufgabe 12.1 Betrachten Sie die Funktion ¢y € C*°(R),

eV falls t > 0,
Vo) = { 0 falls ¢ <0.

Zeigen Sie, dass fiir alle £ € Ny und ¢ > 0 die Abschéitzung gilt:

k k
‘(i) P(t)| < k! (i) e 1/(48%),

Hinweis. Betrachten Sie z — 1)(z) fiir Re(z) > 0 als holomorphe Funktion. Fiir ¢ > 0 betrachten Sie
den Weg [0,27] > s+ y(s) := t + (t/2)e’. Verwenden Sie die Cauchysche Integralformel. Zeigen
Sie, dass

2
3+ 4x + 2x >

Vo e [-1,1]: EEwE
1

Aufgabe 12.2 Betrachten Sie wie in Aufgabe 12.1 die Funktion ¢ € C*°(R),

e~V falls t >0
t) := )
v ) { 0 falls t <0,
sowie fiir (¢,z) € [0,00) x R"
o\ k 2k
0 falls ¢ < 0.

Zeigen Sie:
(@) u € C°(0,00) x R) N C*((0,00) x R). Es gilt sogar C°°((—00, 00) x R)!
(b) ut — uyy = 01in (0,00) X R, u(0,x) = 0.

Aufgabe 12.3 Bestimmen Sie in Abhédngigkeit vom Anfangsdatum uy € R das maximale Existenz-
intervall (T—, T™") fiir das Anfangswertproblem
ug+u=|u*u  fir te(T,TT), u(0) = wp.

Aufgabe 12.4 (Gronwallsches Lemma) Sei —oco < tg < t1 < 00, ¢ : [tg,t1) — R sei stetig. Es
gebe Konstanten @ € R, b > 0, so dass

t
Vit € [to, t1) : P(t) <a+0b [ P(r)dr.
to
Dann folgt:
Vi e [to,t1):  p(t) <a- et
Hinweis. Zeigen Sie mit Hilfe eines Widerspruchsbeweises, dass fiir jedes € > 0 gilt:
VE e [to,t1): () < (a+e)- ettt
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Aufgabe 12.5 Sei T > 0, f € C(R,R), ¢ € CP(R"™). Weiter seien u,v € CP([0,T] x R") N
C12((0,T) x R™) Losungen des Cauchyproblems, wie in Satz 9.2 der Vorlesung konstruiert:

ug —Au= fou in R7, vy —Av = fov in RE,
u(0,.)=¢ in R™; v(0,.)=¢ in R™.

Zeigen Sie mit Hilfe des Gronwallschen Lemmas Eindeutigkeit, d.h.
u =7 in @

Aufgabe 12.6 Sei m > 1 eine feste reelle Zahl. Man bestimme Losungen w > 0 fiir die nichtlineare

Gleichung

m?;; —A(w™) =0, 1in(0,00)x R",

mit Hilfe des Separations- und Selbstihnlichkeitsansatzes

_ e

u(t7x) - h(t)f(f), 3 o

wobei die positive Zahl o geeignet zu bestimmen ist. Man mache den Ansatz h(t) = t~19/2 leite die
gewoOhnliche Differentialgleichung fiir f her und 16se diese so, dass man bekommt:

ity =t {1 (B} 150

In welchem Sinne existiert A (u))?
Man beweise, dass u,, fir m \, 1 lokal gleichméBig in (0,00) x R™ gegen ein Vielfaches der
Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung strebt.

Bitte geben Sie Ihre Losungen der Aufgaben 12.1 bis 12.5 am Dienstag, den 07.07.2015 in der
Vorlesung ab.
Aufgabe 12.6 erfordert ein wenig Ausdauer und ist fiir die vorlesungsfreie Zeit bestimmt.
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