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Prof. H.C. Grunau

E. Sassone
0.1 Aufgabe
Gegeben seien zwei Mobius Transformationen Ma(z) = % und Mp(z) = Z;j_tsi, mit
A= " b , B= az by , man beweise, dal (M4 o Mp)(z) = Ma.p(z)

C1 d1 C2 d2

0.2 Aufgabe

Man beweise, dafl die Mobiustransformationen verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte
Kreise abbildet.

[ Hinweis: man beweise, dafl jede Mobiustransformation als Komposition von Inversionen
z — 1 Dilatationen z — az (a € R fest), Rotationen z — exp(ip)z (¢ € R fest) und
Translationen z — z+a (a € C fest) dargestellt werden kann. Man zeige, dafl jede von diesen
Abbildungen verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte Kreise abbildet. |

0.3 Aufgabe

Man berechne die Fouriertransformierte von

u(z) = e~ (@+1)?

u(z) = e42°,

0.4 Aufgabe

Man berechne fooo sin 22 dzx.

[ Hinweis: Man integriere die Funktion f(z) = ¢ auf dem Weg v = 71 Uy U~3, wo

yi:z=tt€[0,R],y2: Re? 0O, Thsrz=—t—it,t € [-R,0].
Dann berechne man das Integral, wenn R — oo. |

0.5 Aufgabe

Gegeben seien die reell differenziebare Funktion f : C — R und die reell differenzierbare
Abbildung h : C — C; zu diesem Zwecke identifiziere man C = R?. Man beweise, dafl

o(foh) _(0f N 9h (9f \ Ok  o(foh) _(df \ oh (df .\ OF
0z _<az0h>'az+<az°h)'az’ 0z _<82 h) 8Z+<8z h) oz’

: * 9 _1(20 - 0 o _1/( 0 .9
[Hlnwels. @_§<%_Z7y) T%_5(%4_2@)]

0.6 Aufgabe

Gegeben seien die zweimal reell differenzierbare Funktion f : R? — R und die holomorphe
Funktion h : C — C. Man beweise, da8 A(f o h) = |h'|>(Af)o h.
[ Hinweis: Af = 4%%]‘]
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1.1 Aufgabe

Man berechne die folgenden Integrale:

L1l * [ f(2)dz
L1.2 [ f(2)dz
113 [ g(z)dz
114 [ g(z)dz

WO f(Z): 22714,13 g(Z) = ﬁa
v =ret, t€0,2n], 0 <r <1, r fest und
2 = Reft, t € [0,27], R > 1, R fest.

1.2 * Aufgabe

Man berechne das Integral von f(z) = % auf der Einheitskreislinie mit Mittelpunkt in zg = 0.

1.3 Aufgabe

Gegeben sei eine Funktion f: C — C, so daB flg C R und flr = > jo ar(z — 20)* mit einer
auf R bzw. in einem reellen Intervall um zg konvergenten reellen Potenzreihe.

Man beweise daf8 f auf C mit der Potenzreihe > 72 ax (2 —x0)" entwickelt werden kann. Man
folgere daraus, dass fiir derartige Funktionen gilt: Vk: a € R; Vz: m = f(2).

1.4 * Aufgabe

Sei v = e + , t € [0, 27]; man berechne

141 [ 2

(z—m)?

142 [ 2

(z—m)*

[ Hinweis: Aufgabel.3 |

Die mit x gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 07.04.03 in der Vorlesung ab.
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2.1 x Aufgabe
Man berechne
/|zr (2 — a)fé —gym  firlel <z <ol und n,m €N

Hinweis: Differenzieren Sie die Cauchysche Integralformel.

2.2 % Aufgabe

Sei G C C offen, u : G — R sei harmonisch. Weiter seien zy € G,r > 0 so, dafl B,.(z9) C G.
Zeigen Sie:

2m
u(zp) = W/o u(zo +re'?)dp = — . u(z)|dz|
z—zo|=r

Hinweis: |dz| = rdp.

2.3 Aufgabe

Gegeben sei ein Gebiet G C R? und eine beliebige regulire feste Kurve v C G mit Ein-
heitsnormalenfeld v. Sei u : G — R zweimal stetig differenzierbar, harmonisch, und es gelte
uly = %h = 0 ist, dann ist u = 0.

2.4 x Aufgabe

Man entscheide, ob die geschlossenen Kurven 1, 9 im angegebenen Gebiet G C C jeweils
homotop sind.

241 G=C, y,%:[0,21] = G, n(t) =¢e ) =2—¢"

2.4.2 G=C\{0}, 7,7 wiein 2.4.1

243 G=C, y,72:[0,21] = G, 1(t) =€, o) =t

2.4.4 G=C\{0}, 1,72 wie in 2.4.3

2.4.5 G =C\{0}, ,7,7% : [a,b] — G, geschlossene Kurven mit max |yi(t) — y2(t)| <

tela,b]

i '
nin, [y1(2)]



2.5 Aufgabe
Gegeben sei die folgende Kurve v, man berechne das folgende Integral V¢ € C\

2.6 * Aufgabe
Sei G C C ein beschrianktes Gebiet, f : G — C sei stetig und in G holomorph. Man beweise:

sup | f| = sup | f].
G oG

2.7 x Aufgabe

Gegeben sei die Funktion f(z) = m Man berechne die Laurentreihe mit Entwick-
lungspunkt 0 auf dem Kreis bzw. den Annuli ) ={z € C: |z| <1}, ={z€C:1< |z <

2}, Q3 ={2€C:|z| >2}.

Die mit x gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 25.04.03 in der Vorlesung ab.
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3.1 Aufgabe

Man bestimme fiir die folgenden Funktionen f alle Singularitdten, Laurentreihenentwick-
lungen in Umgebungen dieser Singularitdten, den Typ der Singularitdten, die Residuen und

[ f©dg, [ f(§)ds
gl=1 6l=>

3.1.1 f(z) =sin

=

3.1.2  x f(2) = g

3.1.3  f(2) = o)1 (n € N).

3.2 x Aufgabe

o0
Man berechne [ e=*"da.
—0o0
.2
[ Hinweis: Sei a = (14+14),/5; g(z) = To—7=- Man zeige dann g(z) —g(2 +a) = e’ Man
integriere g fiir R > 0 entlang des viereckigen Weges durch {—R},{R},{R + a},{—R + a}.
Dann berechne man den Grenzwert fiir R — oo. ]

3.3 Aufgabe

Sei G ein Gebiet, B,(z9) C G. Seien f,g : G \ {z1,...,2m} — C holomorphe Funktionen,
die in z1, ..., z;, Polstellen oder hebbare Singularitdten haben. Auflerdem haben f, g auf der
Kreislinie B,(zp) weder Null- noch Polstellen. Man nenne N(f) bzw. N(g) die Anzahl der
Nullstellen und P(f) bzw. P(g) die Anzahl der Polstellen (jeweils mit Vielfachheit gezéhlt)
von f bzw. g in B,(z0). SchlieBlich gelte auf 0B, (z0):

£ (2) = 9(2) < lg(2)|

Man zeige, daB N(f) — P(f) = N(g) — P(g).
[ Hinweis: man arbeite mit f,(z) = (1 —n)f(z) + ng(z). |

3.4 Aufgabe

Sei A € C"™ und z, z1, 29 € C keine Eigenwerte von A. Dann heif3t
Ra(z):=(A—2I)"!

mit der Identitat I € C**" die Resolvente von A.



1
3.4.1 % Man zeige, dal R4(z) mit A kommutiert und die Eigenwerte pu = P hat, wenn
—z
A die Eigenwerte von A durchlauft.

3.4.2 x Man zeige: Ry(z1) — Ra(z2) = (21 — 22) Ra(z1)Ra(22) .

3.4.3  Sei A fester Eigenwert von A mit der algebraischen Vielfachheit ny. Man zeige, daf3
dann die Resolvente R4(z) eine Laurentreihe der Gestalt

o0

Ra(z)= > (2= N4,

k=—n)

besitzt, wobei die n x n Matrizen Ay, = Ag(\) nur von A, aber nicht von z abhéngen.
Ist » > 0 so klein gewéhlt, daB8 B,(\) auBer \ keinen weiteren Eigenwert von A
enthélt, so gilt mit v(¢) = A + re'?, wobei 0 < ¢ < 27 ist:

[ Hinweis: Zeige zunichst, dafl die Koeffizienten der Matrix
(Det(A — z1)) - Ra(z) Polynome in (z — A\) (vom Grade < n — 1) sind. |

3.4.4  Fiir den Fall, dafl A aus einem einzigen Jordanblock der Gestalt

Al

A

besteht, berechne man R4(z) und die Laurententwicklung von R4 (z) beziiglich A.

Die mit x gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 02.05.03 in der Vorlesung ab.
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4.1 Aufgabe

Gegeben sei eine Matrix A € R™*"™ mit Eigenwerten A1, o, ..., A, und jeder Eigenwert werde
entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit angegeben, (d.h. A\ = Ao = ... = \,,, wobei
ny die algebraische Vielfachheit von A; ist). Man beweise: Ist eine andere Matrix A hinrei-
chend nahe an A, dann sind die Eigenwerte A; von A bei geeigneter Numerierung ebenfalls

hinreichend nahe an \;.
Hinweis: Das bedeutet Ve >0 3§ > 0 : ]
<e€

Vi, =1,..,n: \aij—&ij\<5éW:1,...,n: i — N

4.2 % Aufgabe
Fiir jeden Eigenwert A der komplexen n x n-Matrix A definiere man die komplexe n x n-Matrix

1
P)\ == 71471()\) == 72771_2 RA(Z) dZ,
0

wobei v ein hinreichend kleiner Kreis um A wie in Aufgabe 3.4.3 ist.

4.2.1

Es seien A und )\ zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Eigenwerte von A und 0.B.d.A.
s > r > 0 so klein gewéhlt, dass in B,(\) bzw. Bs(\) jeweils nur ein einziger Eigenwert von
A liegt und iiberdies 9B, ()\) sowie dBs(\') disjunkt sind. Man definiere nun P mit Hilfe des
Weges 7(p) = A+ 7€ und Py mit Hilfe des Weges 7/(¢) = X + s¢e'?, wobei 0 < ¢ < 2.
Man zeige mit Hilfe der Resolventengleichung, dass

1)’ Ra(z) — Ra(?) / 0, A#NXN
v

4.2.2

Es seien Ay, ..., A\, alle paarweise verschiedenen Eigenwerte von A. Man zeige mit Hilfe des
Residuensatzes, dass

m

Sop =

k=1

gilt, wobei I € C™*™ die Einheitsmatrix bedeutet.
1

Hinweis: Man berechne — 5 | Ra(z)dz iiber eine so groBe Kreislinie, dass deren

0BRr(0)
Inneres alle Eigenwerte von A enthélt. Nach Anwendung des Residuensatzes entwickle
man RA(z) in eine fiir |z] = R konvergente Reihe mit Potenzen zik’ kE>1.



4.2.3

Nun sei z € C" \ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Zeige, dass dann x auch
Eigenvektor von R4(z) zum Eigenwert pu = )\iz ist, wenn z € C kein Eigenwert von A ist,

und hiermit fiir alle Eigenwerte X von A, dass

L0, A£EN
PA"’”_{x A=,

4.3 Aufgabe

Man leite eine Differenzialgleichung her, die den Verkehrsfluss in einer Einbahnstrafie model-

liert.
[ Hinweis: Man beschreibe die Fahrzeuge mit der kontinuierlichen Variablen y € R. Sei

x = ¢(t,y) € R die umkehrbare Funktion, die den Ort beschreibt, wo sich das Fahrzeug y
zum Zeitpunkt ¢ befindet; sei y = @(t, z) ihre Umkehrfunktion. Es bezeichne v(¢,y) die
Geschwindigkeit des Fahrzeugs y zum Zeitpunkt ¢, und man definiere p(y,t) die Dichte
des Verkehrs als Funktion von y, mit der Eigenschaft:

Y2
[ p(y.t) dy ist unabhingig von der Zeit t.

1

Schliefllich definiere man die Dichte p(z,t) und die Geschwindigkeit v(x,t) als die
entsprechenden Funktionen in Abhéngigkeit von .

Man bestimme eine Differentialgleichung fiir o(z,t), p(x,t), d.h. fiir Geschwindigkeit
und Dichte des Verkehrs in x zum Zeitpunkt .

Man ersetze dazu y durch z in der folgenden Gleichung;:

Y2
0=5 [ ply,t)dt.
Y1
Man erhalt so eine Gleichung fiir die zwei gesuchten Funktionen p, o. Durch eine

Modellannahme © = ©(p) kann man o als Unbekannte eliminieren.

4.4 x Aufgabe

Gegeben seien die Differenzialgleichung und die Anfangswertvorgabe:

up + 3uu, = 0;
1, z <0,
u0,7) =4 (z—1)2(32+1), 0<z<1,
0, z > 1.

Man beschreibe ihre Charakteristiken und ihre Losung.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 09.05.03 in der Vorlesung ab.
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5.1 Aufgabe

Man studiere die Charakteristiken und die Losungen fiir die folgenden Anfangswertprobleme:
Ut + 3Ugy + DUy, =0 In R x R4,

5.1.1 9 . 4
u(0,z) = z7 — 22 fir x € R

Up + By + DUy, =tx in R x RY,
5.2.1 2 . 4
u(0,x) = x] — x2 fir x € R*.

5.2 x Aufgabe

Gegeben sei die Burgerssche Gleichung
ur +uugy =0 in [0,00) X R
u(0,z) =¢(zr) xz€R

mit stiickweise konstantem Anfangsdatum

| w falls x <0,
o(x) = { u, falls > 0.

Man studiere jeweils die Charakteristiken, falls v, > w; und falls u, < u;, und bestimme mit
Hilfe der Rankine-Hugoniot-Bedingung schwache Losungen. Man kontrolliere, ob die schwa-
chen Losungen die Entropie-Bedingung erfiillen.

5.3 Aufgabe

Gegeben sei das folgende System
U+ 23ue =0 in [0,00) x R,
u(0,z) =22 +1 z€R.
Man berechne die Charakteristiken und fiir 0 < ¢ < 1 die klassische Losung.

5.4 x Aufgabe

Gegeben sei das Cauchyproblem fiir die Wellengleichung
ug(t, ) —uge(t,z) =0 (t,x) € R xR,
u(0,z) = o(z) z €R,
Ut(O,ZE) = 1/’(@ T e Ra

mit ¢ € C2(R) und v € C1(R). Sei u € C%(R x R) eine Losung. Leiten Sie die d’Alembertschen
Losungsformeln fiir » auf die folgende Weise her: Man schreibe uy—uz, = (% — 8%) (% + 6%) U
und definiere v = (% + 8%) u. Benutzen Sie die Losungsformeln fiir die linearen Transport-
gleichungen erster Ordnung, um sukzessive v und dann u zu bestimmen.



5.5 x Aufgabe

Gegeben sei eine quadratische positiv semidefinite symmetrische Matrix B € R™ ™. Man be-
weise mit Hilfe der Hauptachsentransformazion, dass eine positiv semidefinite symmetrische
Wurzel C € R™" von B existiert, so dass also gilt C? = B.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 16.05.03 in der Vorlesung ab.
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6.1 Aufgabe

Gegeben seien die Funktionen ¢ € C?(R), € C'(R) mit kompaktem Triiger. Man beweise,
dass die Losung u(t, z) der Wellengleichung

Uyt — Uz = 0 in [-T,7T] xR,
u(0,z) = p(x) firz € R,
ut(0,t) =9(z) fir z € R.

in der C?-Norm stetig von den Anfangsdaten (z), 1 (x) abhingt.
[ Das bedeutet, es existiert eine Konstante K = K(T') so, dass ||ullc2 < K (||¢l|c2 + ||¥]|er)

]

6.2 x Aufgabe

Gegeben seien die Funktionen ¢ € C%(R), 1 € C}(R) und die Konstante a € R. Man finde die
Losung des Cauchyproblems:

U — @2uzy =0 in R X R,
u(0,z) = p(x) firz € R,
u(0,2) = (z) fir x € R.

6.3 + Aufgabe

Gegeben sei die Wellengleichung fiir eine fest eingespannte Saite der Lange 7, das heifit

5t = 5t (t.2) € [0,00) x [0.7].
u(t,0) =u(t,m) =0 teR,

u(0,z) = f(z) x € (0,7,

’U,t(O,-’L') = g(l‘) S [0771—} :

Fiir die Anfangsdaten gelte f € C3([0,7]), g € C?([0,7]), und es seien die folgenden Kompa-
tibilitdtsbedingungen erfiillt:

f(0) = f(n),
f7(0) = f"(m) =0,
9(0) = g(m) = 0.

Man benutze die Separation der Variabeln, um die Lésung zu finden.
Man setze f und g ungerade und 27 — periodisch fort. Man entwickle die Anfangsdaten
in Fourierreihen und betrachte die zeitliche Evolution der jeweiligen Moden.
Man beachte, dass die Konvergenz der Losungsreihe in C? zu zeigen ist.

11



6.4 Aufgabe

Man beweise, dass die Regularititsanforderungen an die Anfangsdaten fiir die Wellenglei-
chung in drei Dimensionen

ug —Au=0  (t,7) € R x R3,
u(0,2) = p(z) =z €R,
ut(0,2) = ¢(x) xR’

im Allgemeinen notwendig sind. Das bedeutet, dass ¢ € C3(R?),1 € C*(R?) im Allgemeinen
notwendig ist, um u € C?(R x R3) zu erhalten.

Man betrachte ¢ = 0 und ein konkretes ) € C! radialsymmetrisch mit )| B.(0) = 0.

Man zeige, dass die Abbildung t — Awu(t,0) im Allgemeinen nicht stetig fiir alle Zeiten ist.

6.5 * Aufgabe

Man benutze die Energiemethode, um die Eindeutigkeit fiir das Anfangsrandwertproblem

Pu = Ly (t,z) € [0,00) x [0,4],
u(t,0) =u(t,f) =0 teR,

U(O,.’E) = f(.’L') S [076] )

ut (0, 2) = g(x) x €10,/],

Zu zeigen.
Man studiere die Differenzialgleichung mit Anfangsdaten ¢ = = 0.
Man multipliziere die Differenzialgleichung mit u; und integriere partiell.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 23.05.03 in der Vorlesung ab.
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7.1 x Aufgabe

Gegeben seien die Funktionen ¢ und 1 mit kompakten Triigern in Br(0). Es sei u € C2 (R x R")
die Losung des Cauchyproblems fiir die Wellengleichung

Ut — Ugg =0 auf R x R",
u(0,2) = ¢(x) auf R,
ut(0,2) = ¢(z) auf R™.

7.1.1 Man beweise, dass die Lésung u(t, . ) kompakten Tréger in Bg,(0) hat.
Hinweis: Satz 17.5.

7.1.2 Man beweise, dass die Energie

e(t) == ;/n (u?(t,x) + | Vu(t,2)||?) dz

konstant bleibt.

7.2 Aufgabe

Gegeben sei die partielle Differenzialgleichung von Navier-Stokes

3
0 Vp
u — VAU + uj— Ju+— = 0,
divu = 0;

die die Strémung einer inkompressiblen homogenen zihen Fliissigkeit in einem Gebiet Q C R3
beschreibt. Die Losungen sind gesucht als Abbildungen u : [0,00) x Q — R3 fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld und p : [0,00) x © — R fiir den hydrodynamischen Druck. Die positi-
ven Konstanten v und p beschreiben Viskositdt bzw. Dichte der Fliissigkeit. Man definiere
v(t,z) = au(bt,cx), q(t,z) = dp(bt,cz), wo a, b, ¢ und d konstant und positiv sind. Man
bestimme die Differenzialgleichung fiir (v, q). Fiir welche Wahl der Konstanten a,b,c,d > 0
erfiillt (v,q) genau dieselbe Differenzialgleichung? In welchem Gebiet des R3*? Und durch
welche Wahl der Konstanten erreicht man v =1, p =17

7.3 Aufgabe

Sei 2 C R™ ein beschrinktes glattes Gebiet. Setzen Sie voraus, dass (unter geeigneten Bedin-
gungen an die Daten) ein Existenzsatz fiir das folgende Problem bekannt ist:

vy —Av=f (t,x) € R x Q,
vlon =0 teR,
v(0,2) =1(0,2) =0 =z € Q.

13



Gegeben sei eine glatte Funktion y : R x Q. Bestimmen Sie die Losung u des Anfangsrand-
wertproblems

uy — Au = 0, teR,xz €,
u(t,x) = x(t,z), teRzedQ,
u(0,z) = x(0,2), =z €,
ut(0,2) = x¢(0,z) = € .

7.4 * Aufgabe
Sei B C R” die Einheitskugel. Gegeben sei die sogenannte Helmoltzsche Gleichung

—Au =Au in B, (1)
u =0 aufdB.

Gesucht sind nichttriviale Losungen u zu geeigneten Eigenwerten A. Wir beschrinken uns
hier auf radialsymmetrische Losungen u(z) = v(r), r = |z|.

Nehmen Sie zunéichst an, dass ein solches u gegeben ist und zeigen Sie, dass v dann die
folgende Gleichung 16st:

v n—1dv
— 4+ ————+ v =0. 2
dr? r dr A (2)
Man leite mit der Ersetzung w = r2~1v die Besselsche Differenzialgleichung mit o = ”T_2
her: )
dw  1dw o2
- A — (7) D =0. 3
dr2+rdr+< r >w (3)

Man studiere (3) fiir A = 1 und setze
w(r) =r® Z apr”
k=0

an. Bestimmen Sie die Potenzreihe und zeigen Sie Konvergenz.

Nehmen Sie nun ohne Beweis an, dass diese Losung w : [0,00) — R unendlich viele
Nullstellen 0 < p; < pg < ... besitzt. Wie erhdlt man nun daraus radialsymmetrische
Losungen u von (1) und entsprechende Eigenwerte A7

Was erhélt man speziell im Fall n = 37

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 30.05.03 in der Vorlesung ab.
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8.1 x Aufgabe

Das Ziel dieser Aufgabe besteht darin, sich einen Eindruck von dem Wachstum der Eigenwerte
von —A unter homogenen Dirichletrandbedingungen zu verschaffen.
Dazu betrachten wir der Einfachheit halber das Wiirfelgebiet

Q:=(0,m)".

Bestimmen Sie wie in Mathematik III, Ubung 11.4., ein vollstindiges Orthonormalsystem
(wy) in L?(92) von Eigenfunktionen von

—Aw = Aw in Q, w‘ag =0. (4)

Gibt es beispielsweise in n = 2 auch vierfache Eigenwerte?
Es bezeichne N()\g) die Anzahl der Eigenwerte < \g.
Zeigen Sie: Es gibt positive Konstanten 0 < ¢; < ¢9, die nur von der Raumdimension n
abhéngen, so dass
aM’? < N(hg) < eoA2.

Betrachten Sie dazu den Kreis B -(0) C R" und schitzen Sie ab, wieviele Punkte mit
ganzzahligen Koordinaten dieser enthélt. Betrachten Sie dazu Quadrate Q1 C B, /55(0) C Q2.
Stellen Sie sich nun die Eigenwerte von (4) der Grofie nach angeordnet vor:

0< A <<,

Folgern Sie aus Ihren bisherigen Uberlegungen, dass mit geeigneten Konstanten 0 < ¢35 < ¢y,
die ebenfalls nur von der Raumdimension n abhéingen, gilt:

Cgk2/n S /\k S C4k2/n.

8.2 Aufgabe

Gegeben sei das Problem der schwingenden Platte auf einem beschriankten glatten Gebiet
QCR" n=223:
AAu~+ uy = 0 auf (0,00) x €. (5)

Man studiere das Problem mit den Randbedingungen
V(t,z) € R x 90 : u=Au=0.

Entwickeln Sie wie in §19 der Vorlesung eine formale Reihendarstellung der allgemeinen
Losung von (5). Wie kann man Anfangswertvorgaben

w(0,2) = p(x),  w(0,z) =¢(x)
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realisieren?
Durch welche Glattheits- und Kompatibilitédtsbedingungen an ¢ und ¢ kann man Kon-
vergenz in C* der formalen Losungsreihe fiir u erreichen?
Hinweis: Man benutze die Separation der Variabeln u(z,t) = v(t)w(z);
(AA — k%) = (A — K2 (A + k2.

8.3 Aufgabe
Gegeben sei die Helmoltzsche Gleichung auf der Einheitskugel B = B;(0) C R?

—Au=Mu auf B,
u=20 auf 0B.

Man bestimme die nichtradialsymmetrischen Losungen zu geeigneten Eigenwerten. Man be-

nutze die Separation der Variabeln u(z) = v(r)w(f). Stellen Sie den Laplace-Operator in

Polarkoordinaten dar, und leiten Sie Eigenwertprobleme fiir v und w her. Letztere Losungen

lassen sich leicht bestimmen, fiir erstere gelangen Sie wieder auf eine ganze Schar Bessel-
oo

k

scher Differenzialgleichungen. Man setze v(r) = > axr® an und bestimme die Potenzreihen.

k=0
Zeigen Sie deren Konvergenz. Betrachten Sie zunéchst nur den Eigenwertparameter 1. Man

gelangt durch Betrachtung der Nullstellen der Besselfunktionen und Skalierung wieder zu
Eigenfunktionen in der Einheitskugel.

8.4 « Aufgabe

Sei 2 C R™ ein beschrinktes glattes Gebiet. Setzen Sie voraus, dass (unter geeigneten Bedin-
gungen an die Daten) ein Existenzsatz fiir das folgende Problem (Wirmeleitungsgleichung)
bekannt ist:

vy — Av =0, (t,z) e R x Q,
v]gn = 0, te R,z e 0N,
v(0,2) = p(z), z€Q,

Gegeben sei eine hinreichend regulire Funktion f : R x ) — R. Bestimmen Sie analog zum
Vorgehen in §20 der Vorlesung die Losung u des Anfangsrandwertproblems

u—Au=f teRze,
u(t,z) =0, te R, x e 09,
u(0,x) = p(x), =€l

8.5 * Aufgabe

Gegeben sei eine glatte Funktion u, die die Warmeleitungsgleichung uy—Au = 0 in (0, 00) x R™
16st.

8.5.1

Man beweise, dass auch uy(z,t) = u(Ax, \?t) die Differenzialgleichung erfiillt.

8.5.2

Sei n = 1 und setzen Sie die Losung in der selbstédhnlichen Form u(z,t) = v (%) an. Man
zeige, dass dann gilt:
420" (2) + (2 + 2)0'(2) =0 (fiir 2z > 0). (6)
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8.5.3

Man beweise, dass eine allgemeine Losung von (6) gegeben ist durch:

z s 1
v(z) = c/ e 15 2ds+d.
0

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 06.06.03 in der Vorlesung ab.
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9 06.06.03

9.1 Aufgabe

Eine integrierbare Funktion u in einem Gebiet €2 wird schwach harmonisch (subharmonisch,
superharmonisch) in 2 genannt falls

/ uApdr = (>,<)0 Ve > 0,0 € C*(Q), supp(p) C .
Q

Man beweise, dass eine in C2(£2) schwach harmonische (subharmonische, superharmonische)
Funktion harmonisch (subharmonisch, superharmonisch) ist.

9.2 % Aufgabe

Gegeben seien ein Gebiet 2 C R™ und eine superharmonische Funktion u :  — R, u € C?(Q).
Man beweise, dass

1

ne,rt—1

Vr e Q, Vr >0, r < dist(x,00) : u(x) > / u(x + £)dS(§).

l€l1=r

9.3 * Aufgabe

Man beweise das starke Minimumprinzip fiir harmonische (superharmonische) Funktionen:
Seien Q C R™ ein Gebiet und u € C?(Q2) eine harmonische (superharmonische) Funktion.
Gibt es ein zg € €2 so, dass Vo € Q : u(z) > u(zp), so ist u konstant.

9.4 « Aufgabe

Man beweise den Satz von Liouville:
Sei v : R™ — R harmonisch und beschrinkt; dann ist « konstant.
[ Hinweis: man nehme zwei beliebige feste Punkte z1, zo € R

U(fcl)U(ﬂﬂz):&i[ J uw@ds— [ U(ﬁ)délz

Br(xl) Br(l72)

n

e 17"” [ f ’U,(g)df - f u(f)dél .
By (

21)\By(z2) Br(z2)\Br(z1)
| Falls r — 00, zeige man , dass enlrn -Vol(By(x1) \ Br(z2)) — 0. |

18



9.5 * Aufgabe

9.5.1 Gegeben seien ein Gebiet 2, T' € (0, c0) und eine Losung u € C? ((0,T] x ) der strikten
Warmeleitungsungleichung:

u — Au > 0.

Man zeige, dass kein lokales Minimum von u auf (0,7] x § existiert. Ist zusétzlich © be-
schrinkt und u € C° ([0,7] x Q) so wird das Minimum von u genau auf dem parabolischen
Rand PQr := ({0} x Q) U ([0, T] x 99) des Raum-Zeit-Zylinders (0, 7] x Q angenommen.

[ Hinweis: Vergleichen Sie den Beweis von Satz 21.7 der Vorlesung. ]

9.5.2 Sei 2 ein beschrianktes Gebiet, T € (0, 00). Man beweise, dass das schwache Miminum-
prinzip auch fiir
up —Au =10 (%)

erfiillt ist. D.h ist w € C° ([0, 7] x Q) UC?((0,T] x ) eine Lésung von (x), so gilt

min u = minu.
[0,T)xQ PQr

[ Hinweis: Man betrachte fiir ¢ > 0 die Funktion v(t, ) = u(t,z) — g|z|?. |

9.6 Aufgabe

Man beweise, dass die Warmegleichung u; — Au = 0 irreversible Phinomena modelliert.

Hinweis: Sei u(x,t) Losung und man definiere u(x,t) = u(x, —t) die Losung, die riickwérts in der

Zeit 1duft. Man beweise, dass @ im Allgemeinen keine Losung mehr fiir die
Waérmeleitungsgleichung ist.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 20.06.03 in der Vorlesung ab.
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10 20.06.03

10.1  Aufgabe

10.1.1 Man beweise, dass die singularen Grundlosungen des Laplace-Operators —A in R™

1
—grlog(llz —yl), n=2,
q)(”IyH):{ & lz —ylI>~" n>3,

(n—2)nen

fiir jedes feste y € R™ harmonisch beziiglich € R™ \ {y} sind.

10.1.2 Sei nun n > 3. Gegeben sei eine Funktion f € CZ(R"). Man betrachte deren Newton-
Potential

ua) = [ @l =y} sy

und beweise, dass | lﬁm u(z) = 0. Kann man etwas Derartiges auch fiir n = 1,2 erwarten?
T||—0o0

10.2 Aufgabe
Sei n = 2. Gegeben sie ¢ : 9B1(0) — R, gesucht ist v : B — R als Losung von

Au =0 in B, u = p auf 0B.

Betrachten Sie ¢ := ¢(cost,sint). Nehmen Sie der Einfachheit halber ¢ € C!(R) an. Ent-
wickeln Sie ¢ in eine Fourierreihe, und gewinnen Sie daraus eine Reihendarstellung von wu.

10.3 Aufgabe

Zur Herleitung der Greenschen Funktion in der Einheitskugel:
Nehmen Sie n > 3 an, und machen Sie fiir beliebiges, aber festes © € B1(0) den Ansatz:

Gz, y) = @(||lz — yl)) — alx)@(|[b(z)z — yl)-

Die Funktionen a und b sind so zu bestimmen, dass fiir alle y € 9B1(0) gilt: G(x,y) = 0.
Leiten Sie aus dieser Forderung die (Ihnen schon bekannte) Form von a und b her.

10.4 « Aufgabe

Es sei u € C%(B1(0)) N C°(B1(0)) superharmonisch. Leiten Sie schwaches und starkes Mini-
mumprinzip fiir 4 in B direkt aus den Eigenschaften von Greenscher Funktion und Poisson-
kern her.

Nehmen Sie nun an, dass zusétzlich u € C?(B1(0)) und ulyp, (o) = 0 gilt. Zeigen Sie: Ist
u # 0, so gilt fiir die dulere Normalableitung iiberall auf 0Bj:

ou

a(x) < 0.
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10.5 x Aufgabe

Fiir jede Distribution 7' € D' und glatte Funktion f € C°°(R"™) beweise man, dass auch die
wie folgt definierte Abbildung (f - T)

Voe Cy®: (f-Tlel =TIf -]
ebenfalls eine Distribution ist.

10.6 x Aufgabe

Gegeben sei die Funktion w : R™ \ {0} — R, u(x) := ®(||z||) mit der singuldren Grundlésung
aus Aufgabe 10.1 und T, die davon erzeugte Distribution. Man beweise, dass

—AT, =6 in D' (R™).

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 27.06.03 in der Vorlesung ab.
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11 27.06.03 Aufgaben fiir die letzte Ubung und die Ferien

11.1 Aufgabe

Gegeben seien das Gebiet © und die Folge {zx} C © C R", die gegen einen Punkt = € 9}
konvergiert. Weiter sei {c,} eine beliebige Folge von reellen Werten. Sei d,, die Diracsche

oo
Deltadistribution in z;. Man beweise, dass > ¢y, in D'(£2) konvergiert.
k=1

11.2 Aufgabe

Gegeben seien ein beschrinktes Intervall I und v € WHP(I), mit Du = 0 f.ii. in I. Man
beweise, dass w f.ii. konstant in I ist.

11.3 Aufgabe

Gegeben sei ein beschrianktes Gebiet 2 C R™.

11.3.1 Man beweise, dass die Poincaré Ungleichung ||u|»(q) < C||Dul|pr(q) fiir u € CF° mit
einer Konstanten C' = C(€2,p) gilt.

11.3.2 Durch ein Dichtheitsargument zeige man, dass

Yu € Wy (Q) : ull e () < CllDul| o (q)-
11.3.3 Sei u € Wol’p(Q), es gelte Du = 0 f.ii. in . Man zeige: Dann ist v = 0 f.ii. in .

11.4 Aufgabe
Gegeben sei I' = {(0,0,23) : x3 € R}, or[¢] = [p ¢(z)ds(z) und

—T2

:p%+z%
—_ X
0
Aus der Vorlesung ist bekannt:
0
rotTyg =27ér | O
1

Man beweise mit denselben Methoden, dass im Distributionssinne gilt:

0 0 0
divB := —T —T —TH, =0.
v 8561 H + 81‘2 Hz + 8953 Hs 0
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11.5 Aufgabe

Gegeben sei F' = {(x1,x2,0) : 1,22 € R}, man definiere dann die ,flichenartige* Deltadis-
tribution:

Wyl :—/Fw(:cl,xg,O)da:ldmg.

Seien dann

0 z<0 0
HZR—>R,H($)={1 >0 E = 0
- H(z3)

Man beweise, dass im Distributionssinne gilt:

divTg = 0p und rotTg = 0.

11.6 Aufgabe

Gegeben seien ein beschrinktes Gebiet (2 C R™, eine positiv definite symmetrische Matrix
A= (aij)ij=1,. n € R b= (by,....,by) € R", c € [0,00). Dann existiert zu jedem f € L?(Q)
genau eine schwache Losung u € H}(£2) des Dirichletproblems

— >0 Qg () + Y biug, () + cu(x) = f(z), x€Q,
ij=1 i=1
u =0, x € 0f).

Definitionsgemaf bedeutet das: u € H}, und fiir jede Testfunktion ¢ € H}(Q) gilt:

—i—Zaij/uzicpmj dx+2bi/uxi<p+c/ug0d$:/fgod:v.
Q = Ja Q Q

,j=1

AuBerdem gibt es eine Konstante C' = C(n, diam Q, A) so dass stets Jullgg < ClIfN gz

23



