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1 14.10.03

Wir wollen mit dieseriJbungen herausfinden, wie weit Ihr Schulwissen reicht.

1.1 * Aufgabe

Gegeben seien ein Punk = (zp,yp) € R? und eine Gerade = {(x,y) € R? : az + by + ¢ = 0},
(a,b) # (0,0). Man berechne den Abstand zwischemndg.

1.2 x Aufgabe

Gegeben seien die folgenden Vektores: (4,3,12, —13), b= (5,—2,1,1). Man konstuiere ein Ortonormal-
system von zwei Vektoren, die dieselbe Ebenemimdgerzeugen.

1.3 Aufgabe

Wie kann man Geraden und Ebenenlith beschreiben? Man gebe eine Definition v@rthogonaliéit und
Parallelitat von Geraden irR™. Entsprechendifr Ebenen. Wie projiziert man orthogonal auf Geraden und
Ebenen?

1.4 Aufgabe

Wodurch unterscheiden sich die Mengen iallen, rationalen, ganzemnd dematirlichenZahlen?

1.5 x Aufgabe

Welche der folgenden linearen Gleichungssysteme 8stabr? Man bestimme ggfs. deré@mgliche Losungen:

r—2y+42z=6
(1) § y—2=-1
r+2y—2=0

r—2y+4z=2
y—z=-3
r+2y—z=-3

20 +y+5z=1
z—3y+6z=-3
y—z=1

20 +y+05z=1
Tz —3y+6z=-3
y—z=23

T, + 209 — 4wy = —1
T+ Tre + 23 +214 = —4
201 +x3+ Txy =4
2$3—|—.I4:4



Alle Aufgaben sind Hausaufgaben und sollen schriftlich bearbeitet werden. d3iengen zu den mit
versehenen Aufgaben sollen Sie am 21.10 vor der Vorlesung abgeben; Sie erhalten diese korfigierDzer
ubrigen Aufgaben bereiten Sie bitte bis kibung am 17.10 vor.
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2.1 Aufgabe

Welche unter den folgenden Beispielen sind Untervektome voriR3?
@) {(¢,2,2¢t) : t € R},
@) {(—t,0,2¢t) : t € R},
(3) {(3t —2s,—s,2t) : s,t € R},
(4) x{¥ € R3: 22 = 2z120 — 23},
(5) x {7 e R3: 2? = 23},
(6) x{F¥ € R®:2? =23 undz; - 3 > 0}.

(7) x{F¥ € R3: 2? =23 undz; - 3 > 0}.

2.2 x Aufgabe

Seim € N beliebig, aber fest. Wir bezeichnen mifZ := {m - k£ : k € Z} die ganzzahligen Vielfachen von
m. Man beweise, dagsnZ, +) eine kommutative Gruppe ist.

Definition

Man wahlem € N beliebig, aber fest. Man teil& folgendermalfien im Klassen (das heisst disjunkte Teil-
mengen) ein: Zu jedeme {0, 1,,...,m — 1} betrachte man die Menge

r+mZ:={r+m-k: kelZl},

die man sich als die umverschobene UntergruppeZ vorstellen kann.
Allgemeiner Fall:
Z=(04+mZ)U(1+mZ)U..U(m—1+mZ).

Diese Vereinigung ist disjunkt; zu welcher Klasse eine Zakl Z getbrt, kann man durch Division mit Rest
entscheiden. a ,

—=k+—, k€Z, re{0,1,..m—1}=a€ r+mZ.

m m

Daher nennt man die Klassen+ mZ auchRestklassen Modulo.iZwei Zahlena, a’ liegen genau in der
selben Restklasse, wean- o’ durchm teilbar ist. Man schreibt déf aucha = o’ mod m. Zu jedema € Z
seila] = a + mZ seine Restklasse.

Man bezeichnet miZ/mZ die Menge aller Restklassen moduto

Z/mZ = {[0],[1],[2], ..., [m — 1]}

und definiert hierauf durcfu] + [b] := [a + b] eine Addition.
Ist diese Addition wohldefiniert, d.h. unadgig von der Wahl der Refasentantem, b der Restklassen
[a], [b]?



2.3 Aufgabe

Man stelle eine Gruppentafel vg /4Z, +) auf und bestimme alle Untergruppen.

2.4 Aufgabe

Gegeben seien der Vektoraii, die EbenenXY = {(z,y,2): 2,y € R,z =0}, YZ = {(z,y,2) : y, 2 €
R, z = 0} und die Summe zwischen Vektoren

Man beweise, dags\Y, +) eine Gruppe ist. Man beweise, d43§Y U X Z, +) keine Gruppe ist.

Ist(XY N XZ, +) eine Gruppe?

2.5 « Aufgabe

Es seiV ein Vektorraum und seieli;, Us C V' Untervektoraume vonl/. Man beweisel; U Us bildet genau
dann einen Untervektorraum vaén, wennU; C U, oderUy C Uj ist.

Die Losungen zu den mitverscheinen Aufgaben geben Sie bitte am 28.10 vor der Vorlesung ab.
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3.1 *Aufgabe

Fur welchea € R sind die Vektoren

1 1 0
_'1: « 172: 1 173: 1 ERS
0 o 1

linear unabkngig? Im Falle der linearen ABhgigkeit bestimme man eify € R3 derart, dass’, ..., ¥4 ein
Erzeugendensystem va@y bilden.

3.2 Aufgabe
Es seiV einR-Vektorraum,(vy, ..., v,) eine Basis voV, k € {1,...,n},
W= A1+ ... + \yvp, €V MitAq,...,\, €R.

Man zeige:(vy, ..., Vp—1, W, Vg+1, ---, U ) ISt gENAU dann eine Basis vdh wenn) # 0 ist.
(Diese Aussage wird auch als Austauschlemma bezeichnet).

3.3 * Aufgabe

Gegeben seien das Quadrat mit den Ecken (-1,1), B=(1,1),C = (1,—-1), D = (-1, —1). Betrachten
Sie die folgenden Rotationen gegen den Uhrzeigersinn um den Ursppumg:0°, 790 um90°, r150 um 1809,
ro70 UM 270°, ferner die Spiegelungen, beziglich der Gerade durcA undC, ugp beziglich der Gerade
durchB und D, u, beziglich derz—Achse undx, bediglich dery—Achse.

Man beweise, dass := {rq, 190, r'180, 270, UAC, UBD, Ug, Uy} €INE Gruppe ist.

Ist G auch abelsch?

Definition

Sein € N fest. Man bezeichn& = {1,2,...,n}, undo : N — N werde durch die Wertetabelle beschrieben:

. 1 2 n
7T\ eo) o2 .. o)
Man nennts einePermutation (der Zahlen vonl bis n), wenno bijektiv ist (das heif3t, wenn jedes Element
von N genau einmal in der zweiten Zeile der Wertetabelle verkommt).

3.4 Aufgabe

Sei¥,, = {alle Permutationen der Zahlen von 1 bis seienos, 7 € ¥ und man definiere die Komposition
goT
ooT1(i):=o(7(i))

Man beweise, dag&, o) eine nicht abelsche Gruppe ist.



3.5 Aufgabe
Gegeben seien zwei Abbildungén M, — Mz, g : M; — Ms.
(1) Seif o g surjektiv. Man beweise, dagssurjektiv folgt.
(2) = Seif o g injektiv. Man beweise, dasgsinjektiv folgt.
(3) Man konstruiere ein Beispiel mjto g surjektiv, wobei abey nicht surjektiv ist.

(4) » Man konstruiere ein Beispiel mjt o ¢ injektiv, wobei aberf nicht injektiv ist.

3.6 * Aufgabe

Gegeben sei die Grupg®”, +). Man bestimme, ob die folgenden Abbildungen Homomorphismen sind.
(1) ©1 - (Rn’—‘,—) — (R7+) p1 U — E v;
i=1
V1 — U3
V2 — VU4
(2) p2: (R",+) = (R"2,4) o : T+ VU3 — Vs

Un—2 — Up

3.7 Aufgabe

Man definiere die euklidische Norm eines Vektor&Rit:

Ist die AbbildungR™ — R, @ +— ||d|| additiv oder homogen? Und linear?

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 4.11 vor der Vorlesung abgeben
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4.1 x Aufgabe
Es seienX,Y Mengen,f : X — Y sei eine Abbildung. Man beweise:

(1) Ist f injektiv, so gibt es eine Abbildung : Y — X derart, dafy o f : X — X gleich der Identit auf
X ist.

(2) Ist f surjektiv, so gibt es eine Abbildurfg: Y — X derart, dal¥ o i : Y — Y gleich der Identit auf
Y ist.

Gilt jeweils auch die Umkehrung?

4.2 * Aufgabe

Man konstruiere jeweils nichttriviale Beispielérffolgende nigliche Eigenschaften linearer Abbildungen:
Es seien jeweily’, W Vektordume,f : V' — W linear mit:

(1) f istnichtinjektiv, aber surjektiv,
(2) fistinjektiv, aber nicht surjektiv,

(3) f ist weder injektiv noch surjektiv.

4.3 x Aufgabe

Es sei
R[X]:= {an X"+ an 1 X" ' + ...+ a1 X +ag|n €Ny, ag, ...,a, € R}

der R-Vektorraum aller reellen Polynome in einer ®ederlichen. Man erre die folgende Abbildung auf
R[X] (die formale Differentiation):

D:RIX] - R[X], > apXF > kap X"
k=0 k=1

Man beweise:
(1) D istein Vektorraumhomomorphismus.
(2) D ist nicht injektiv, aber surjektiv.
(3) Es gibt eine injektive, aber nicht surjektive lineare Abbildung
S:R[X] = R[X] mit DoS =idgx].
Gelten die Behauptungen (1), (2) und (3) auch, wenn Rija¥] durch den eingescnkten Raum
Ry [X] := {an X" + ... + a1 X + ao ag, ...,an € R}

fur ein festesV € N ersetzt?



4.4 x Aufgabe
Man zeige: Es gibt genau eine lineare AbbildyhgR? — R? mit der Eigenschaft

) () ()-(E) A8)-(8)

Man zeige ferner, daff ein Isomorphismus ist und bestimnfée; ), f(€2), f(€3) sowie f~1(é1), f~1(&),

f(es).

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 11.11.03 vor der Vorlesung abgeben
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5.1 Aufgabe
Es seienM/, N Mengen, A, B C M sowieP,Q C N.Esseif : M — N eine Abbildung. Man beweise:
(D) f(AUB) = f(A) U f(B),
() x f(ANB) C f(A) N f(B),
@) f[FHPUQ) =1 P)UfHQ),
@ f7HPNQ) = 1PN FHQ).

(5) * Im Fall (2) qilt i.a. keine Gleichheit (Gegenbeispiel). Es gilt aber immer dann Gleichheit, Wenn
injektiv ist.

5.2 x Aufgabe
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

3+ 9y — 2z =0,
2y — 2z = =3,
y+3z=uz.

Man schreibe das System als Matrixgleichung der Fdrmz = b.

S(313) (3) ~(0)

Man berechnel o ¢, Ao (b + &), o & Man berechn&b — 3¢ und man zeige, das$o (56 — 3¢) =
540b—3A0¢.

5.3 Aufgabe

Gegeben seien

5.4 x Aufgabe

Gegeben sei eine MatriA € R™*"™, die die Gestalt wie im Satz 6.11 hat,

Spalte/

Zeile 1 J2 Js n
1 0O ... 01 x« ... x 0 *x ... x 0 = ... =%
1 :
0 0 0
: 0 (1)
s 0O ... 0 0 =« * 0 = * 1 % ... x
s+1 1 0 ... 0 0 0
m 0 ... 0 0 ... 0

Man beweise, dass die erste@eilen linear unabéingig sind.



5.5 Aufgabe

Gegeben seien die folgenden Vektoren,

~1 1 1 2
. 4 . 4 . 4 . 2
1= 5 v2 = 5 v = 5 Y= 0

1 2 7 2

Man bestimme die Dimension des v , o5, v3, v; } erzeugten Untervektorraums des$ und man findeiir
diesen eine Basis.

Definition

Gegeben sei eine Matrid € R™*"™:

ai,1 a2 ain

a21 Aa22 ... dA2n
A =

m,1 Am,2 ... (Qmmn

Wir definieren digransponierte Matrix4! € R™**™ durch

ai i az 1 am,1
At 1.2 as 2 e e M2
A1n QA2n o . Amn

(Auch die Vektoren sind Matrizen, so kann man die Transposition dirctiektoren auf dieselbe Weise defi-
nieren).

5.6 x Aufgabe

Gegeben seien die Vektoren von Aufgabe (5.5). Man bestimme jeweils den Kern der Homomorphismen
fi:R*=R

@) =00k,  fo@)=w'oZ, « f3(@)=v'0Z  f1(@) =ui'oZ

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 18.11 vor der Vorlesung abgeben.
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6 18.11.03
6.1 Aufgabe

Es seil ein R-Vektorraum der Dimension € N, n > 2, m € N mit m < n. Es seien, ..., v, € V linear
unablangige Vektoren. Man konstruiere eine lineare Abbildung

F:V R ™
mit Kern (F') = Span{vy, ..., U, }, @lSO

F(v) =0<«= v € Spa{vi,...,Um}.

6.2 Aufgabe

Man bestimme ir die folgenden linearen Gleichungssysterhe 7 = 0 jeweils eine geeignete Basis des
Losungsuntervektorraums:

1)
2 1 4 0 1 -1
-6 -2 —-12 0 -2 1
A= —6 0 -8 8 =2 7
2 2 4 2 2 3
-4 0 -8 0 -3 —6
)
2 1 4 0 1 -1
-6 -2 —-12 0 -2 1
-6 0 -8 8 -2 7
A= 2 2 4 2 2 3
—4 0 -8 0 -3 -6
1 1 1 1 1 1
3)
3 =23 0 0 31
0 5 1 0 1 0 2
1 0 0 0 0 0 O
A=| 2 7 0 2 2 11
0 1 4 -1 -1 2 4
2 1 1 1 0 1 1
0 13 -1 -1 00
(4)
2 01 -1 -1
-1 2 1 0 1
A= 4 2 0 2 0
01 3 1 2
2 6 2 2 2
() *
2 1 3 -1 0
-2 -1 3 -2 6
A= 1 1 -2 1 2
5 4 -3 2 6
3 4 0 1 -1

11



6.3 x Aufgabe

Fur jede Matrix aus Aufgabe 6.2 bestimme man jeweils RéAy Es bezeichne jeweils’ die zugelirige
lineare Abbildung. Berechnen Sie jeweils den Corang F¥@owie eine Basis des Bildraums {(R').

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 25.11 vor der Vorlesung abgeben.

12



Lineare Algebraiir Physiker
WS 2003/04
Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

7 25.11.03
7.1 Aufgabe

Entscheiden Sie, ob die folgenden linearen Gleichungssysteme = b l6sbar sind, und berechnen Sie
gegebenenfalls diedsungsmenge:

1)
2 1 40 1 -1 T 19
6 -2 —12 0 -2 1 To —69
6 0 -8 8 -2 7 . T3 - 11
A= 2 2 4.2 2 3 R b= 63
4 0 -8 0 -3 —6 s ~113
11 11 1 1 T 23
(2)*
2 1 40 1 -1 6
6 -2 —12 0 -2 1 1 —92
6 0 -8 8 -2 7 2 2
A= 2 2 42 2 3 i=1 " b= 22
4 0 -8 0 -3 —6 T4 928
11 11 1 1 5 9
0 3 -2 2 0 -5 e 4
(3)*
2 1 3 -1 0 1 2
2 -1 3 -2 6 o 1
A= 1 1 -2 1 2 = | a3 b=1| 0
5 4 -3 2 6 T4 2
3 4 0 1 -1 s 4
(4) x
2 1 3 -1 0 2 1 2
2 1 3 -2 6 2 T2 1
A= 1 1 -2 1 2 -2 =1 3 b=1| 0
5 4 -3 2 6 —4 T4 3
3 4 0 1 -1 -1 s 4
Te

7.2 * Aufgabe

Es seienV, V5 endlichdimensional®-Vektorraume,dim V;, = n, dim V5, = m. Geben Sie eine Basis des
VektorraumsV = {F : F : V; — V ist lineare Abbildung} an. Welche Dimension h&t?

Hinweis: Denken Sie zuthstiber eine kanonische (= raliche) Basis des Matrizenrauni®&™*"™ nach.
Betrachten Sie danW, mit einer Basig{z1, ..., z,} undV; mit einer Basisy1, ..., Ym}-

13



7.3 x Aufgabe

Gegeben seien die Matrizen

|

Man berechned o BundB o A.

7.4 Aufgabe

(a) Seieny, V5 reelle endlichdimensionale Vektéume undf, G : V; — V5 lineare Abbildungen.
Zeigen Siejrg(F) — rg(G)| < rg(F + G) < rg(F) +1g(G).

(b) SeienVy, V5, V3 reelle endlichdimensionale Vektéwme undf' : vV, — V5, G : Vo — V3 lineare
Abbildungen.
Zeigen Sierg(G o F') < min{rg(G),rg(F)}.

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 2.12.03 vor der Vorlesung abgeben.

14
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8.1 x Aufgabe
Ist die Matrix
1 0 -1
A= —2 1 2
1 -1 —4
invertierbar? Bestimmen Sie ggfd!!

8.2 x Aufgabe

. Man bestimme mit Hilfe des Gauf3schen Algorithmus,

Gegeben sei eine Matriz € R?*2, A = ; /

h
unter welchen Bedingungen eine Matifixc R2*2 existiert, so dasgl o B = B o A = E. Berechnen Sie in
diesem Fall die Matrix3.

8.3 Aufgabe

Gegeben sei ein—dimensionaler Vektorraurly mit BasenB; = {u1,...,u,}, Ba = {v1,...,0n}, Bs =
{wy,...,w,}. Seien®p, : R™ — V die Karten so, dass z.Bg, (21, ..., x,) = z101 + ... + 2,,v,. Sei dann
T die Transformationmatrify’ = @' o ®5.. Man beweise, dasg;’ = T5' o Tj5".

B, B; B; 5 3 B, ° 1B,

8.4 x Aufgabe

Gegeben seien die BasenRd

AL 1) ) L2

(@) Man berechne die Transformationmatfi§. Stellen Sie die Basisvektoren adsals Linearkombination
der Basisvektoren aus dar.
Hinweis: Aufgabe 8.3.

(b) Man bestimme die Koordinaten des Vektors
1 2 2
v=2- -1 | +9-[ 3 | —-8-[ 3
2 7 6

Hinweis: Die Zahlen sind ausgesprochen unangenehm! Schildern urithdegrSie, welche Rechnungen Sie
vorzunehmen haben, unidtren Sie diese dann mit Hilfe vgmaple” durch. In den RTLs stehen Rechner mit
maple zur Verfigung. Sie riissen ggfs. nur im Rechenzentrum ein Benutzerkonto beantragen.

beziglich der Basigs.

15



8.5 Aufgabe

Gegeben die Transformationsmatrix

T4 = ( cos(a) —sin(a) )

sin(a)  cos(a)

und die Basisd = {¢é1, &> }. Wie lautet die Basi$?

Wie arbeitet diese MatriﬁT,é4 fur jede beliebige, aber feste Basl®

Man bestimme die inverse Transformationsmaftfk Gewinnen Sie eine intuitive (geometrische) Vermutung,
und machen Sie dann die Probe.

8.6 Aufgabe

1 2
2 1

a () o0 g

Gegeben sei die symmetrische MatBx= ( ) Man bestimme eine Matrix

sin(f)  cos(d)

und Koeffizienterh undk so, dass:

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 9.12.03 vor der Vorlesung abgeben.

16



Lineare Algebraiir Physiker

WS 2003/04
Prof. H.C. Grunau
E. Sassone
9 9.12.03
9.1 Aufgabe
Man berechne die Determinanten der folgenden Matrizen:
(1)
3 3 0 1 1 6
4 4 0 2 -1 0
-1 1 2 -8 2 =2
A= 0 -2 -2 2 3 3
11 11 0 4 0 2
0 7 7 9 5 9
(2)
0 2 0 0 0 0
—1 4 0 0 0 0
4 -2 0o -2 0 -1
A= 1 6 4 0 0 0
5 4 —4 7T 2 4
2 0 4 1 1 0
(3)
2 1 -2
A= 4 5 7
-1 -1 1
(4) *
0 3 1 0 —4 2
1 -1 0 1 0 1
0 2 -1 0 0 1
A= —1 0 0 O 1 0
1 -1 0 1 0 2
0 0 0 1 0 -2

9.2 « Aufgabe

Seienas, ag, ..., an, € R\ {0}; man betrachte die Matrix/ = (m; ;),

m; ;= 1+a; fallsi= 7
m; ; = 1 falls 4 75 J-

Beweisen Sie, dasket M = a; -as - ... - ap - (1 + % + é + ..+ i)

17



9.3 x Aufgabe

Seienr,ai 2,013, ..., 01,0,02,3,02.4, ;A2 0y s An—2n—1,An—2,n, Gn—1,n € R,

Sei dann
r a2 @13 ... a1,n
xZ €T azs ... a2 n
A =
r T T ... Qp-ip
Man beweise, dastet(A) =z - (x —a12) - (x —a23) - (x —aza) ... (T — ap_1,n)

9.4 Aufgabe (Vandermondesche Determinante)

Betrachten Sieifr die reellen Variablen, -, ..., z,, die Determinante der folgenden Matrix:

I O U
n—1

1 @y 23 ... ab

A= )
1 z, 22 zn—t

Man beweise, dastet(4) = [[ (z; — ;).

1<i<j<n

9.5 Aufgabe

Es seienn + 1) Punktepaarézo, vo), - - -, (xn,yn) € R? gegeben, dabei seien dig paarweise verschieden:
x; # x; furi # j. Zeigen Sie: Es gibt genau eine Polynomfunktidictstensn-ten GradesP : R —
R, P(x)=ap+arz+...+a,z™ sodasslri=0,...,ngit: P(x;) =y;.

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 16.12.03 vor der Vorlesung abgeben.

Bitte beachten Sie: Die erste Klausur wird am Freitag, den 12.12.03 von 7.15 bis 8.45 Uhr im Raum
109, Gelaude 02 stattfinden. Bitte bringen Sie Papier und Kugelschreiber mit. Hilfsmittel sind nicht
zugelassen.

18
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10.1 Aufgabe

(a) Sein € N fest. Zeigen Sie, dass d¥fiedesn € N einem-fach multilineare Funktion

FR"x...xR*" >R
—_———

m-mal
gibt, die nicht identisch Null ist.

(b) Seinun
fR"x...xR" >R
N—_———’

m-mal

m-fach multilinear undalternierend ferner gelten > n. Zeigen Sie, dass dann stets gilt:

10.2 Aufgabe

Gegeben seien drei Vektor@h, v», 3 € R3. Geben Sie eineyanschaulichen Beweis, dass der Betrag von
det(A) = det(ﬁl, 172, 173)

gleich dem Volumen des von, 7», v3 aufgespannten Parallelepipeds ist.

10.3 x Aufgabe

Gegeben seien dér-dimensionale Vektorrau* mit Basis

o= OO
= O = =
OO = O

Sei®; : R* — R* die durch diese Basis induzierte Karte ufid R* — R* eine lineare Abbildung” so, dass

Pzl oFodg =

_= N = O
— Ol N
w = oo

2
-2
4
0

Man berechnéet(F).

19



10.4 x Aufgabe

Gegeben seien die Matrizeh ; € R"™1, Ay 5 € R™2™2,..,, Ap, ), € R™»™», Man beweise, dass

A171 * *
@) AQ,Q *
det(A) = det . . . . = det A1,1 - det AQ,Q - ...~ det Ah,h-
O O .. A

10.5 * Aufgabe

Gegben sei die folgende Matrix

2 0 2 0
0 010
A= 11 01
01 00

(1) Man benutze den Laplaceschen Entwicklungsatzigpézh der dritten Zeile, undet(A) zu berechnen.
Existiert A=1?

(2) Man benutze die Cramersche Regel, um ggfs. die inverse Méatrixzu berechnen.

10.6 Aufgabe

Man beweise, dass
<,y >i= r1y1 + 6x2y2 — 2x1Y2 — 2T0Y1 + T3Y3 — ToY3z — T3Y2 + T3Y3 + T4Ys
ein Skalarprodukt auR* ist.

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 13.01.04 vor der Vorlesung abgeben.

Wir wiinschen lhnen frohe Weihnachten, alles Gute zum Jahreswechsel und einige erholsame freie Tage.
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11.1 « Aufgabe

Sein € N fest und
V = {Zajzj D ag, ...,y € R}
j=0

der Vektorraum der reellen Polynome vom Grade. Berechnen Sie die Determinante der linearen Abbildung

n n—1
F:V >V, F (Zajzf) =an+ Y _a;z "

Jj=0 Jj=0

11.2 Aufgabe

SeiA € R™" und (A®),cy eine Folge vom x n-Matrizen. Wir sagen, daR4(*)) gegenA konvergiert,
wenn dasiiir alle Koeffizienten zutrifft:

Vi,j=1,...,n: klim a;

Es konvergierd A)), .y gegenA, ferner seid invertierbar. Zeigen Sie:
Dann existierts, € N, so daRifir k > k, auch dieA*) invertierbar sind, und es gilt:

lim (A<k>)_1 — AL

k—oo

11.3 Aufgabe

Man benutze das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, um ein orthogoenBkia aus den folgenden
Vektoren zu gewinnen:

0 0 2 3 0
0 0 0 0 2
w=| 1 W = —9 wy = | 1 wyg=1 0 Wy = 0
0 0 0 0 0
1 16 0 1 -3

11.4 « Aufgabe

Gegeben seien dér-dimensionale Vektorrau* und die Vektoren

1 1 2
N 1 - -1 . 1
w1 = 0 wWo = 0 w3 = 0
1 -1 0

SeiWW = span(wy, Ws, Ws); man bestimmelim(1), eine Orthonormalbasis vdi¥” und man ergnze diese
unter Verwendung des Kreuzprodukts zu einer Orthonormalbasis des den §dnzen
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11.5 x Aufgabe

Gegeben sei der Vektorraum der Polynome auf dem Intelrvall1]:
P(X) = {p: preelles Polynom in einer VanderlichenX auf dem Interval[—1,1] }.

Man definiere auP(X) ein Skalarprodukt:

<., .>PX)xP(X)—R <p(X),q(X) >= /_1p(X)-p(X)dX.

(1) Man beweise, dass ., . > in der Tat ein Skalarprodukt ist.

(2) Man bestimme die Elemente des orthogonalen 4-Beiii ¥1), das durch das Schmidtsche Orthonor-
malisierungsverfahren aps(X), p1(X), p2(X), ps(X) (vom Grad bzgl. 0, 1, 2, 3) mit der Eigenschaft

< pWL(X)7pn(X) >= 5m,n
hervorgenht.

(3) Man berechne die Orthogonalprojektion von
X3 -3X?2+X

auf den Vektorraun¥V’ = span(po(X), p1(X), p2(X)).

Bemerkung: Diese Polynome sind, bis auf multiplikative Konstapteegendresche Polynome".

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 20.01.04 vor der Vorlesung abgeben.
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Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

12 20.01.04
12.1 Aufgabe

Gegeben seien die Wertew € C, man berechnéz|, || fir (z # 0). Man beweise, dass-w = z - w,
(£) = Z (sofernw # 0).
12.2 Aufgabe
Man beweise, dass
1) |z +w|? = |22 + 2Re (Zw) + |w]|?,
2)x |z —wl? =|2|? = 2Re (Zw) + |wl|?,

) x |z+w|*+ |z —w* =2(|z]* + |w]?).

12.3 Aufgabe

Man finde das Konjugierte und das (multiplikative) Inverse in der Fermib, a, b € R, sowie den Betrag von
jeder der folgenden komplexen Zahlen:

44314
1) 21:%1

2)* Z9 = H—LS’
3)x 23 = (1+1)°,

4)* Z4 = i345.

12.4 Aufgabe

Gegeben seine die folgenden Abbildungen. Maiifgarob sie komplex linear sind. Falls ja, gebe man die
zugeldrige komplexe Matrix an:

21 21+ 120
D) f:C=C3 f| 2 | = 322—21+iz2 |;
z3 (2 =)z

- 21+(i—4)22
2)x g:C2— C3, g( 1)= 3% + iz ;

2’272

21 z1 + 121 — 23
)« h:C>*—=C3 h| 2z = 0 .
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12.5 x Aufgabe

Gegeben seien

142 0  3-6i 6-Ti —1-8i
B 0 1+i 0 2 L 2
A= 0 -1-i 3 ori |0 PT s
2—i 2 —6+4+3i —T+i 3

Entscheiden Sie, ob das Systeiw 2’ = b losbar ist; und bestimmen Sie ggfs. die Menge ali&siungen.

12.6 Aufgabe

Man benutze das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, um ein orthogeBaliesaus den folgenden
Vektoren zu gewinnen:

1 2 4
1 0 2
W = 0 1, Wy = 0 , W3 = 0 ,
0 0 0
0 1+ 242
0 0 0
0 0 3
Wy = 5+1 , Wy = 6 |, W = 1
1-3i 0 2— 31
0 0 i

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 27.01.04 vor der Vorlesung abgeben.
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13 27.01.04

13.1 x Aufgabe

Man bestimme, welche der zu den kompleg&rf 2-Matrizen geldrigen komplex-linearen Abbildungen selbst-
adjungiert bzw. unér bzw. normal sind:

(1 1+i),
1)A_<1—z' -1 )

25=(1 4 )
yo=(1 )
4 D=AoC.

13.2 Aufgabe
SeienA, B € C"*™ Hermitesche Matrizen. Zeigen Sie:
1) Istz € C" mit (A*) o Z = ( fur eink € N, so gilt schond o z' = 0.

2) Ao Bistgenau dann Hermitesch, wedr B = B o A gilt.

13.3 * Aufgabe
Gegeben sei diR-lineare AbbildungF : R? — R3:

x y—z
Fl y = —r+2y—z |.
z T —2y+ 2z

Man bestimme die reellen Eigenwerttg, ihre algebraische und geometrische Vielfachheit und die entspre-
chenden reellen Eigenvektorén.

13.4 x Aufgabe

Die Matrix A € C™*™ habe den Eigenwert € C. Seiena,b € C beliebige Zahlen. Man beweise, dass die
Matrix C' = a A + bE den Eigenwert A + b besitzt.

Hinweis. Derartige Resultatdif Summen zweier Matrizendkinen Sie im Allgemeinenicht erwarten: Hier
ist ganz wesentlich, dass dewreite SummandVielfaches deEinheitsmatrix ist.
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13.5 Aufgabe

Man berechne Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden MéataxC**4:

0

_ o o o
oo o
O = OO

1
0
0

Man berechne, dass die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind.
Man finde eine MatrixB so, dassB~! o A o B diagonal ist.

Die Losungen zu den mitversehenen Aufgaben sollen Sie am 03.02.04 vor der Vorlesung abgeben.
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14 03.02.04
14.1 Aufgabe

Man trigonalisiere die folgenden Matrizen mittels @mér Koordinatentransformationen:

2 0 2 0
1 -4 1 0

@A=1 45 ¢ 20 |
30 0 2
3 2 2

A= -1 0 1],
11 0

544i —1+i 3i
(©A=21| -3—-i 4+2i -1+3i |.

—2—4 —1-25¢ 7+ 61

14.2 Aufgabe

Gegeben sei die Matrix

3 1 -1
A= 1 5 —1 ].
-1 -1 3

Man beweise die Existenz einer MatiX= /A, so dass als@ o C = A.
Man bestimme’.

14.3 Aufgabe

Gegeben sei die Matrix

(=)

4 0 —V6
-6 0 5

und das kanonische Skalarprodukt & Man beweise, dass durch
(Z,4)a =17 (Aoy)

ebenfalls ein Skalarprodukt aBf definiert wird.
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14.4 Aufgabe

(a) Schlagen Sidif die symmetrische Matrix

3T T

T 0 7
A= 0 2 0 .

™ 3T

1 07

eine sinnvolle Definition vorin(A4) vor und berechnen Sie diese Matrix.
Gehen Sie dazu wie in Beispiel 22.18 der Vorlesung vor und lassen Sie Konviégelegungen aul3er
acht.

(b) Machen Sie einen Vorschlagrfdie allgemeine tisung des Differentialgleichungssystefif§t) + A2 o
flt) = 0, wobei A € R™ ™ eine symmetrische Matrix ist. Gesucht ist dabei ein linear uaabiges
System vektorwertiger dsungsfunktionerf : R — R”™. Die Differentiation solcher Funktionen erfolgt
komponentenweise.

14.5 Aufgabe

SeiV = {A € C?*2 . A HermiteschSpur(4) = 0}. Man beweise, dass ein Vektorraum ist.
Man beweise, dagsA|| = y/det(A) eine Norm aufi” definiert.

14.6 Aufgabe

Sei A € R™*™ antisymmetrisch, d.hd = —A?. Man beweise:

(a) Die Eigenwerte\, von A haben Realteil.
[ Hinweis: Man studiere die Matri® = A, die Hermitesch isf.

(b) Der Rang vord ist gerade.

14.7 Aufgabe

SeiC € C™*" eine beliebige Matrix, undl € R?"*2" die zugelkirige reelle Matrix, die wie im Anschluss an
Definition 19.6 erhutert hieraus hervorgeht, und unter BeachtungRéh = C" dieselbe lineare Abbildung
beschreibt. Zeigen Sie:

det(A) = |det(C)|%.

[ Hinweis: Benutzen Sie den Trigonalisierungssatz. Beginnen Sie Q2. |
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1. Klausur, 12.12.2003, Ohne Hilfsmittel

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

Jede Aufgabe wird mit bis zu 5 Punkten bewertet. Beden Sie lhre bsungen vollsindig.
Mit mindestens 12 Punkten ist die Klausur sicher bestanden.

1 Aufgabe
Man lose das lineare Gleichungssystdm ¥ = b mit
1 01 01 0
e ER R B
1 1 2 01 0

2 Aufgabe
Gegeben sei der 4-dimensionale VektorraRfnund die Vektoren
1 2 1 3 1
. lo N . 0 I - |1
=1 o 2= 1 o B e =10
0 2 0 1 2

Man beweise, das8 = {1, v, U3, U4, } €ine Basis ist und man stellg als Linearkombination der Vektoren
v; dar.

3 Aufgabe

(a) Man gebe die Definition linearer Unaligigkeit von Vektoren, ..., x5 in einem reellem Vektorraum
V.

(b) Man gebe die Definitionen von nichtsingutn (regudren) Matrizen.

(c) Formulieren Sie die Dimensionsforméirflineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vek-

torraumen.
4 Aufgabe
Ist die folgende Matrix
1 0 10
2 -1 -1 1
¢= 0 -1 -1 0
3 0 00

invertierbar? Bestimmen Sie ggfs. die inverse Matrix.
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5 Aufgabe

Gegeben sei eine beliebige Matrixe R”*™, Man beweise, das4! o A quadratisch und symmetrisch ist.

6 Aufgabe
Betrachten Sie
a11 ai2 ais
A=1 0 a as
0 0 ass

a) Zeigen SieA ist regubr genau dann, wenn die Diagonalelemente as2, a3 samtlich ungleich) sind.

b) Zeigen Sie: Ist regufr, so istA~! ebenfalls eine Dreiecksmatrix; d.h. unterhalb der Hauptdiagonalen
stehen nur Nullen.

(Hinweis: Man kann den Gauf3schen Algorithmus verwenden).
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2. Klausur, 09.02.2004, Ohne Hilfsmittel

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

Jede Aufgabe wird mit bis zu 5 Punkten bewertet. Beden Sie lhre bsungen vollsindig.
Mit mindestens 12 Punkten ist die Klausur sicher bestanden.

Aufgabe 1

Gegeben seien die folgenden Abbildungen. Maiifgarob sie komplex linear sind. Falls ja, gebe man die
zugeldrige komplexe Matrix an.

21 22

1) f : (CS — (C?’, f 29 = 23 — (3—;)22 )
23 22 + 21
Z1 P

2) g:C3 =2, g( o ) _ ( L22J2321 );

z3

zl )_ ( %21 — 4Re(z) + iz )

02 (2 _
3) h:C C-, h(ZQ (2_32-)3.(214_222)

Aufgabe 2

(a) Man gebe die Definition von algebraischer und geometrischer Vielfachheit eines Eigenwertes einer kom-
plex linearen Abbildung"™ — C™.

(b) Man gebe die Definition von orthogonaler Matrix und orthogonaler Grdppe R).

(c) Nennen Sie Eigenschaften der EigenwerteauaitMatrizen sowie der Eigenwerte Hermitescher Matri-

zen.
Beweisen Sie eine dieser Eigenschaften.

Aufgabe 3

Berechnen Sie mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens ein orthogeBalasaus dem
System der folgenden Vektoren:

A(8) () (3) (8) ()

Aufgabe 4

Gegeben sei die Matrix

4 0 —V6
A= 0 2 0 :
V6 0 5
Man berechne ihre Eigenwerte, jeweils deren geometrische und algebraische Vielfachheit sowieigeigeh

Eigenvektoren.
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Aufgabe 5
Gegeben sei die Matrix
+24+i —2+1 0
A= —-24+7 +2+1 0 .
0 0 +2 421

Man bestimme alle Eigenwerte und, fall®giich, auch eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. In diesem
Falle bilde man hieraus eine uait Matrix 3 und berechnég3—! o Ao B.

Aufgabe 6

Gegeben sei MatrizeA, B € R™*™. Man beweise, dass

det (%’%) = det(A + B) det(A — B).

Hinweis: Bringen Sie die gegebene Determinante durch Zeilen- und Spaltenumformungen in die Gestalt:

A+B| B
det( o) |A—B>'
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