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Wir wollen mit diesenÜbungen herausfinden, wie weit Ihr Schulwissen reicht.

1.1 ? Aufgabe

Gegeben seien ein PunktP = (xP , yP ) ∈ R2 und eine Geradeg := {(x, y) ∈ R2 : ax + by + c = 0},
(a, b) 6= (0, 0). Man berechne den Abstand zwischenP undg.

1.2 ? Aufgabe

Gegeben seien die folgenden Vektoren~a = (4, 3, 12,−13),~b = (5,−2, 1, 1). Man konstuiere ein Ortonormal-
system von zwei Vektoren, die dieselbe Ebene wie~a und~b erzeugen.

1.3 Aufgabe

Wie kann man Geraden und Ebenen imRn beschreiben? Man gebe eine Definition vonOrthogonaliẗat und
Parallelität von Geraden inRn. Entsprechend für Ebenen. Wie projiziert man orthogonal auf Geraden und
Ebenen?

1.4 Aufgabe

Wodurch unterscheiden sich die Mengen derreellen, rationalen, ganzenund dernatürlichenZahlen?

1.5 ? Aufgabe

Welche der folgenden linearen Gleichungssysteme sind lösbar? Man bestimme ggfs. deren sämtliche L̈osungen:

(1)

 x− 2y + 4z = 6
y − z = −1
x+ 2y − z = 0

(2)

 x− 2y + 4z = 2
y − z = −3
x+ 2y − z = −3

(3)

 2x+ y + 5z = 1
x− 3y + 6z = −3
y − z = 1

(4)

 2x+ y + 5z = 1
x− 3y + 6z = −3
y − z = 3

(5)


x1 + 2x2 − 4x4 = −1
x1 + 7x2 + x3 + x4 = −4
2x1 + x3 + 7x4 = 4
2x3 + x4 = 4
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Alle Aufgaben sind Hausaufgaben und sollen schriftlich bearbeitet werden. Die Lösungen zu den mit?
versehenen Aufgaben sollen Sie am 21.10 vor der Vorlesung abgeben; Sie erhalten diese korrigiert zurück. Die
übrigen Aufgaben bereiten Sie bitte bis zurÜbung am 17.10 vor.
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2.1 Aufgabe

Welche unter den folgenden Beispielen sind Untervektorräume vonR3?

(1) {(t, 2, 2t) : t ∈ R},

(2) {(−t, 0, 2t) : t ∈ R},

(3) {(3t− 2s,−s, 2t) : s, t ∈ R},

(4) ? {~x ∈ R3 : x2
1 = 2x1x2 − x2

2},

(5) ? {~x ∈ R3 : x2
1 = x2

3},

(6) ? {~x ∈ R3 : x2
1 = x2

3 undx1 · x3 ≥ 0}.

(7) ? {~x ∈ R3 : x2
1 = x2

3 undx1 · x3 > 0}.

2.2 ? Aufgabe

Seim ∈ N beliebig, aber fest. Wir bezeichnen mitmZ := {m · k : k ∈ Z} die ganzzahligen Vielfachen von
m. Man beweise, dass(mZ,+) eine kommutative Gruppe ist.

Definition

Man wählem ∈ N beliebig, aber fest. Man teileZ folgendermaßen inm Klassen (das heisst disjunkte Teil-
mengen) ein: Zu jedemr ∈ {0, 1, , ...,m− 1} betrachte man die Menge

r +mZ := {r +m · k : k ∈ Z},

die man sich als die umr verschobene UntergruppemZ vorstellen kann.
Allgemeiner Fall:

Z = (0 +mZ) ∪ (1 +mZ) ∪ ... ∪ (m− 1 +mZ).

Diese Vereinigung ist disjunkt; zu welcher Klasse eine Zahla ∈ Z geḧort, kann man durch Division mit Rest
entscheiden.

a

m
= k +

r

m
, k ∈ Z, r ∈ {0, 1, ...,m− 1} ⇒ a ∈ r +mZ.

Daher nennt man die Klassenr + mZ auchRestklassen Modulo m. Zwei Zahlena, a′ liegen genau in der
selben Restklasse, wenna − a′ durchm teilbar ist. Man schreibt dafür aucha ≡ a′modm. Zu jedema ∈ Z
sei[a] = a+mZ seine Restklasse.
Man bezeichnet mitZ/mZ die Menge aller Restklassen modulom:

Z/mZ = {[0], [1], [2], ..., [m− 1]}

und definiert hierauf durch[a] + [b] := [a+ b] eine Addition.
Ist diese Addition wohldefiniert, d.h. unabhängig von der Wahl der Repräsentantena, b der Restklassen

[a], [b]?
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2.3 Aufgabe

Man stelle eine Gruppentafel von(Z/4Z,+) auf und bestimme alle Untergruppen.

2.4 Aufgabe

Gegeben seien der VektoraumR3, die EbenenXY = {(x, y, z) : x, y ∈ R, z = 0}, Y Z = {(x, y, z) : y, z ∈
R, x = 0} und die Summe zwischen Vektoren+.
Man beweise, dass(XY,+) eine Gruppe ist. Man beweise, dass(XY ∪XZ,+) keine Gruppe ist.
Ist (XY ∩XZ,+) eine Gruppe?

2.5 ? Aufgabe

Es seiV ein Vektorraum und seienU1, U2 ⊂ V Untervektorr̈aume vonV . Man beweise:U1 ∪U2 bildet genau
dann einen Untervektorraum vonV , wennU1 ⊂ U2 oderU2 ⊂ U1 ist.

Die Lösungen zu den mit? verscheinen Aufgaben geben Sie bitte am 28.10 vor der Vorlesung ab.
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3.1 ? Aufgabe

Für welcheα ∈ R sind die Vektoren

~v1 =

 1
α
0

 ~v2 =

 1
1
α

 ~v3 =

 0
1
1

 ∈ R3

linear unabḧangig? Im Falle der linearen Abhängigkeit bestimme man ein~v4 ∈ R3 derart, dass~v1, ..., ~v4 ein
Erzeugendensystem vonR3 bilden.

3.2 Aufgabe

Es seiV einR-Vektorraum,(v1, ..., vn) eine Basis vonV , k ∈ {1, ..., n},

w = λ1v1 + ...+ λnvn ∈ V mit λ1, ..., λn ∈ R.

Man zeige:(v1, ..., vk−1, w, vk+1, ..., vn) ist genau dann eine Basis vonV , wennλk 6= 0 ist.
(Diese Aussage wird auch als Austauschlemma bezeichnet).

3.3 ? Aufgabe

Gegeben seien das Quadrat mit den EckenA = (−1, 1),B = (1, 1), C = (1,−1),D = (−1,−1). Betrachten
Sie die folgenden Rotationen gegen den Uhrzeigersinn um den Ursprung:r0 um0o, r90 um90o, r180 um180o,
r270 um 270o, ferner die SpiegelungenuAC bez̈uglich der Gerade durchA undC, uBD bez̈uglich der Gerade
durchB undD, ux bez̈uglich derx−Achse unduy bez̈uglich dery−Achse.
Man beweise, dassG := {r0, r90, r180, r270, uAC , uBD, ux, uy} eine Gruppe ist.
IstG auch abelsch?

Definition

Sein ∈ N fest. Man bezeichneN = {1, 2, ..., n}, undσ : N → N werde durch die Wertetabelle beschrieben:

σ =
(

1 2 ... n
σ(1) σ(2) ... σ(n)

)
Man nenntσ einePermutation (der Zahlen von1 bisn), wennσ bijektiv ist (das heißt, wenn jedes Element
vonN genau einmal in der zweiten Zeile der Wertetabelle verkommt).

3.4 Aufgabe

Sei Σn = {alle Permutationen der Zahlen von 1 bisn}; seienσ, τ ∈ Σ und man definiere die Komposition
σ ◦ τ

σ ◦ τ(i) := σ(τ(i))

Man beweise, dass(Σ, ◦) eine nicht abelsche Gruppe ist.
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3.5 Aufgabe

Gegeben seien zwei Abbildungenf : M2 →M3, g : M1 →M3.

(1) Seif ◦ g surjektiv. Man beweise, dassf surjektiv folgt.

(2) ? Seif ◦ g injektiv. Man beweise, dassg injektiv folgt.

(3) Man konstruiere ein Beispiel mitf ◦ g surjektiv, wobei aberg nicht surjektiv ist.

(4) ? Man konstruiere ein Beispiel mitf ◦ g injektiv, wobei aberf nicht injektiv ist.

3.6 ? Aufgabe

Gegeben sei die Gruppe(Rn,+). Man bestimme, ob die folgenden Abbildungen Homomorphismen sind.

(1) ϕ1 : (Rn,+)→ (R,+) ϕ1 : ~v 7→
n∑
i=1

vi

(2) ϕ2 : (Rn,+)→ (Rn−2,+) ϕ2 : ~v 7→


v1 − v3

v2 − v4

v3 − v5

...
vn−2 − vn


3.7 Aufgabe

Man definiere die euklidische Norm eines Vektors inRn:

‖~a‖ :=

√√√√ n∑
i=1

a2
i .

Ist die AbbildungRn → R, ~a 7→ ‖~a‖ additiv oder homogen? Und linear?

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 4.11 vor der Vorlesung abgeben
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4.1 ? Aufgabe

Es seienX,Y Mengen,f : X → Y sei eine Abbildung. Man beweise:

(1) Ist f injektiv, so gibt es eine Abbildungg : Y → X derart, daßg ◦ f : X → X gleich der Identiẗat auf
X ist.

(2) Istf surjektiv, so gibt es eine Abbildungh : Y → X derart, daßf ◦ h : Y → Y gleich der Identiẗat auf
Y ist.

Gilt jeweils auch die Umkehrung?

4.2 ? Aufgabe

Man konstruiere jeweils nichttriviale Beispiele für folgende m̈ogliche Eigenschaften linearer Abbildungen:
Es seien jeweilsV,W Vektorr̈aume,f : V →W linear mit:

(1) f ist nicht injektiv, aber surjektiv,

(2) f ist injektiv, aber nicht surjektiv,

(3) f ist weder injektiv noch surjektiv.

4.3 ? Aufgabe

Es sei
R[X] := {anXn + an−1X

n−1 + ...+ a1X + a0 | n ∈ N0, a0, ..., an ∈ R}

derR-Vektorraum aller reellen Polynome in einer Veränderlichen. Man erkläre die folgende Abbildung auf
R[X] (die formale Differentiation):

D : R[X]→ R[X],
n∑
k=0

akX
k 7→

n∑
k=1

kakX
k−1.

Man beweise:

(1) D ist ein Vektorraumhomomorphismus.

(2) D ist nicht injektiv, aber surjektiv.

(3) Es gibt eine injektive, aber nicht surjektive lineare Abbildung

S : R[X]→ R[X] mit D ◦ S = idR[X].

Gelten die Behauptungen (1), (2) und (3) auch, wenn manR[X] durch den eingeschränkten Raum

R(N)[X] := {aNXN + ...+ a1X + a0| a0, ..., aN ∈ R}

für ein festesN ∈ N ersetzt?
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4.4 ? Aufgabe

Man zeige: Es gibt genau eine lineare Abbildungf : R3 → R
3 mit der Eigenschaft

f

 1
1
0

 =

 3
0
1

 , f

 0
1
1

 =

 0
1
2

 , f

 1
0
1

 =

 1
0
0


Man zeige ferner, daßf ein Isomorphismus ist und bestimmef(~e1), f(~e2), f(~e3) sowief−1(~e1), f−1(~e2),
f−1(~e3).

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 11.11.03 vor der Vorlesung abgeben
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5.1 Aufgabe

Es seienM,N Mengen,A,B ⊂M sowieP,Q ⊂ N . Es seif : M → N eine Abbildung. Man beweise:

(1) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B),

(2) ? f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B),

(3) f−1(P ∪Q) = f−1(P ) ∪ f−1(Q),

(4) ? f−1(P ∩Q) = f−1(P ) ∩ f−1(Q).

(5) ? Im Fall (2) gilt i.a. keine Gleichheit (Gegenbeispiel). Es gilt aber immer dann Gleichheit, wennf
injektiv ist.

5.2 ? Aufgabe

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem 3x+ 9y − 2z = 0,
2y − 2x = −3,
y + 3z = x.

Man schreibe das System als Matrixgleichung der FormA ◦ ~x = ~b.

5.3 Aufgabe

Gegeben seien

A =

 1 2 −1
2 1 1
−1 1 2

 , ~b =

 1
3
−1

 , ~c =

 3
1
1

 .

Man berechneA ◦ ~c, A ◦ (~b+ ~c), A ◦~b+ A ◦ ~c. Man berechne5~b− 3~c und man zeige, dassA ◦ (5~b− 3~c) =
5A ◦~b− 3A ◦ ~c.

5.4 ? Aufgabe

Gegeben sei eine MatrixA ∈ Rm×n, die die Gestalt wie im Satz 6.11 hat,



Spalte/
Zeile

1 j1 j2 · · · js n

1 0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
0 1

...
...

...
... 0

...
...

... 0
...

...
... 0

...
...

...
...

... 0
s 0 . . . 0 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 1 ∗ . . . ∗
s+1 0 . . . 0 . . . . . . . . . 0 . . . 0

...
...

...
m 0 . . . 0 . . . . . . . . . 0 . . . 0


. (1)

Man beweise, dass die erstens Zeilen linear unabḧangig sind.
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5.5 Aufgabe

Gegeben seien die folgenden Vektoren,

~v1 =


−1

4
5
1

 ~v2 =


−1

4
5
2

 ~v3 =


−1

4
5
−7

 ~v4 =


2
2

−10
2


Man bestimme die Dimension des von{~v1, ~v2, ~v3, ~v4} erzeugten Untervektorraums desR4 und man finde f̈ur
diesen eine Basis.

Definition

Gegeben sei eine MatrixA ∈ Rm×n:

A =


a1,1 a1,2 ... a1,n

a2,1 a2,2 ... a2,n

...
...

...
...

...
...

am,1 am,2 ... am,n

 .

Wir definieren dietransponierte MatrixAt ∈ Rn×m durch

At =


a1,1 a2,1 ... ... am,1
a1,2 a2,2 ... ... am,2

...
...

...
a1,n a2,n ... ... am,n

 .

(Auch die Vektoren sind Matrizen, so kann man die Transposition auch für Vektoren auf dieselbe Weise defi-
nieren).

5.6 ? Aufgabe

Gegeben seien die Vektoren von Aufgabe (5.5). Man bestimme jeweils den Kern der Homomorphismen

fj : R4 → R

f1(~x) = ~v1
t ◦ ~x, f2(~x) = ~v2

t ◦ ~x, f3(~x) = ~v3
t ◦ ~x, f4(~x) = ~v4

t ◦ ~x.

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 18.11 vor der Vorlesung abgeben.

Lineare Algebra f̈ur Physiker
WS 2003/04

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone
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6 18.11.03

6.1 Aufgabe

Es seiV einR-Vektorraum der Dimensionn ∈ N, n ≥ 2, m ∈ N mit m < n. Es seienv1, ..., vm ∈ V linear
unabḧangige Vektoren. Man konstruiere eine lineare Abbildung

F : V → R
n−m

mit Kern (F ) = Span{v1, ..., vm}, also

F (v) = 0⇐⇒ v ∈ Span{v1, ..., vm}.

6.2 Aufgabe

Man bestimme f̈ur die folgenden linearen GleichungssystemeA ◦ ~x = ~0 jeweils eine geeignete Basis des
Lösungsuntervektorraums:

(1)

A =


2 1 4 0 1 −1
−6 −2 −12 0 −2 1
−6 0 −8 8 −2 7

2 2 4 2 2 3
−4 0 −8 0 −3 −6


(2)

A =


2 1 4 0 1 −1
−6 −2 −12 0 −2 1
−6 0 −8 8 −2 7

2 2 4 2 2 3
−4 0 −8 0 −3 −6

1 1 1 1 1 1


(3) ?

A =



3 −2 3 0 0 3 1
0 5 1 0 1 0 2
1 0 0 0 0 0 0
2 7 0 2 2 1 1
0 1 4 −1 −1 2 4
2 1 1 1 0 1 1
0 1 3 −1 −1 0 0


(4) ?

A =


2 0 1 −1 −1
−1 2 1 0 1

4 2 0 2 0
0 1 3 1 2
2 6 2 2 2


(5) ?

A =


2 1 3 −1 0
−2 −1 3 −2 6

1 1 −2 1 2
5 4 −3 2 6
3 4 0 1 −1
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6.3 ? Aufgabe

Für jede Matrix aus Aufgabe 6.2 bestimme man jeweils Rang(A). Es bezeichne jeweilsF die zugeḧorige
lineare Abbildung. Berechnen Sie jeweils den Corang vonF sowie eine Basis des Bildraums im(F ).

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 25.11 vor der Vorlesung abgeben.
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7.1 Aufgabe

Entscheiden Sie, ob die folgenden linearen GleichungssystemeA ◦ ~x = ~b lösbar sind, und berechnen Sie
gegebenenfalls die L̈osungsmenge:

(1)

A =


2 1 4 0 1 −1
−6 −2 −12 0 −2 1
−6 0 −8 8 −2 7

2 2 4 2 2 3
−4 0 −8 0 −3 −6

1 1 1 1 1 1

 ~x =


x1

x2

x3

x4

x5

x6

 ~b =


19
−69

11
63

−113
23


(2) ?

A =



2 1 4 0 1 −1
−6 −2 −12 0 −2 1
−6 0 −8 8 −2 7

2 2 4 2 2 3
−4 0 −8 0 −3 −6

1 1 1 1 1 1
0 3 −2 2 0 −5


~x =


x1

x2

x3

x4

x5

x6

 ~b =



6
−22

26
22
−28

9
−4


(3) ?

A =


2 1 3 −1 0
−2 −1 3 −2 6

1 1 −2 1 2
5 4 −3 2 6
3 4 0 1 −1

 ~x =


x1

x2

x3

x4

x5

 ~b =


2
1
0
2
4


(4) ?

A =


2 1 3 −1 0 2
−2 −1 3 −2 6 2

1 1 −2 1 2 −2
5 4 −3 2 6 −4
3 4 0 1 −1 −1

 ~x =


x1

x2

x3

x4

x5

x6

 ~b =


2
1
0
3
4



7.2 ? Aufgabe

Es seienV1, V2 endlichdimensionaleR-Vektorr̈aume,dimV1 = n, dimV2 = m. Geben Sie eine Basis des
VektorraumsW = {F : F : V1 → V2 ist lineare Abbildung} an. Welche Dimension hatW?
Hinweis: Denken Sie zun̈achstüber eine kanonische (= natürliche) Basis des MatrizenraumsRm×n nach.
Betrachten Sie dannV1 mit einer Basis{x1, . . . , xn} undV2 mit einer Basis{y1, . . . , ym}.
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7.3 ? Aufgabe

Gegeben seien die Matrizen

A =

 2 −1 1
4 0 1
3 1 0

 , B =

 2 0 1
3 1 0
−1 −1 4

 .

Man berechneA ◦B undB ◦A.

7.4 Aufgabe

(a) SeienV1, V2 reelle endlichdimensionale Vektorräume undF,G : V1 → V2 lineare Abbildungen.
Zeigen Sie:| rg(F )− rg(G)| ≤ rg(F +G) ≤ rg(F ) + rg(G).

(b) SeienV1, V2, V3 reelle endlichdimensionale Vektorräume undF : V1 → V2, G : V2 → V3 lineare
Abbildungen.
Zeigen Sie:rg(G ◦ F ) ≤ min{rg(G), rg(F )}.

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 2.12.03 vor der Vorlesung abgeben.
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8.1 ? Aufgabe

Ist die Matrix

A =

 1 0 −1
−2 1 2

1 −1 −4


invertierbar? Bestimmen Sie ggfs.A−1!

8.2 ? Aufgabe

Gegeben sei eine MatrixA ∈ R2×2, A =
(
e f
g h

)
. Man bestimme mit Hilfe des Gaußschen Algorithmus,

unter welchen Bedingungen eine MatrixB ∈ R2×2 existiert, so dassA ◦ B = B ◦ A = E. Berechnen Sie in
diesem Fall die MatrixB.

8.3 Aufgabe

Gegeben sei einn−dimensionaler VektorraumV mit BasenB1 = {u1, ..., un}, B2 = {v1, ..., vn}, B3 =
{w1, ..., wn}. SeienΦBi : Rn → V die Karten so, dass z.B.ΦB2(x1, ..., xn) = x1v1 + ... + xnvn. Sei dann
TBiBj die TransformationmatrixTBiBj = Φ−1

Bi ◦ ΦBj . Man beweise, dassTBiBj = TBiBh ◦ T
Bh
Bj .

8.4 ? Aufgabe

Gegeben seien die Basen inR3

A =


 1
−1

2

 ,

 2
3
7

 ,

 2
3
6

 undB =


 1

2
2

 ,

 −1
3
3

 ,

 −2
7
6

 .

(a) Man berechne die TransformationmatrixTBA . Stellen Sie die Basisvektoren ausA als Linearkombination
der Basisvektoren ausB dar.
Hinweis: Aufgabe 8.3.

(b) Man bestimme die Koordinaten des Vektors

~v = 2 ·

 1
−1

2

+ 9 ·

 2
3
7

− 8 ·

 2
3
6


bez̈uglich der BasisB.

Hinweis: Die Zahlen sind ausgesprochen unangenehm! Schildern und begründen Sie, welche Rechnungen Sie
vorzunehmen haben, und führen Sie diese dann mit Hilfe von

”
maple“ durch. In den RTLs stehen Rechner mit

maple zur Verf̈ugung. Sie m̈ussen ggfs. nur im Rechenzentrum ein Benutzerkonto beantragen.
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8.5 Aufgabe

Gegeben die Transformationsmatrix

TAB =
(

cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
und die BasisA = {~e1, ~e2}. Wie lautet die BasisB?
Wie arbeitet diese MatrixTAB für jede beliebige, aber feste BasisA?
Man bestimme die inverse TransformationsmatrixTBA : Gewinnen Sie eine intuitive (geometrische) Vermutung,
und machen Sie dann die Probe.

8.6 Aufgabe

Gegeben sei die symmetrische MatrixB =
(

1 2
2 1

)
. Man bestimme eine Matrix

A =
(

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
∈ R2×2

und Koeffizientenh undk so, dass:

AT ◦B ◦A =
(
h 0
0 k

)
.

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 9.12.03 vor der Vorlesung abgeben.
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9.1 Aufgabe

Man berechne die Determinanten der folgenden Matrizen:

(1)

A =


3 3 0 1 1 6
4 4 0 2 −1 0
−1 1 2 −8 2 −2

0 −2 −2 2 3 3
11 11 0 4 0 2
0 7 7 9 5 9


(2) ?

A =


0 2 0 0 0 0
−1 4 0 0 0 0

4 −2 0 −2 0 −1
1 6 4 0 0 0
5 4 −4 7 2 4
2 0 4 1 1 0


(3) ?

A =

 2 1 −2
4 5 7
−1 −1 1


(4) ?

A =


0 3 1 0 −4 2
1 −1 0 1 0 1
0 2 −1 0 0 1
−1 0 0 0 1 0

1 −1 0 1 0 2
0 0 0 1 0 −2


9.2 ? Aufgabe

Seiena1, a2, ..., an ∈ R \ {0}; man betrachte die MatrixM = (mi,j),

mi,j = 1 + ai falls i = j,
mi,j = 1 falls i 6= j.

Beweisen Sie, dassdetM = a1 · a2 · ... · an ·
(

1 + 1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

)
.
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9.3 ? Aufgabe

Seienx, a1,2, a1,3, ..., a1,n, a2,3, a2,4, ..., a2,n, ..., an−2,n−1, an−2,n, an−1,n ∈ R.
Sei dann

A =


x a1,2 a1,3 . . . a1,n

x x a2,3 . . . a2,n

...
...

...
...

...
x x x . . . an−1,n

x x x . . . x

 .

Man beweise, dassdet(A) = x · (x− a1,2) · (x− a2,3) · (x− a3,4) · . . . · (x− an−1,n).

9.4 Aufgabe (Vandermondesche Determinante)

Betrachten Sie f̈ur die reellen Variablenx1, x2, ..., xn die Determinante der folgenden Matrix:

A =


1 x1 x2

1 ... xn−1
1

1 x2 x2
2 ... xn−1

2
...

...
...

...
...

1 xn x2
n ... xn−1

n

 .

Man beweise, dassdet(A) =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi).

9.5 Aufgabe

Es seien(n+ 1) Punktepaare(x0, y0), . . . , (xn, yn) ∈ R2 gegeben, dabei seien diexi paarweise verschieden:
xi 6= xj für i 6= j. Zeigen Sie: Es gibt genau eine Polynomfunktion höchstensn-ten GradesP : R →
R, P (x) = a0 + a1 x+ . . .+ an x

n, so dass f̈ur i = 0, . . . , n gilt: P (xi) = yi.

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 16.12.03 vor der Vorlesung abgeben.

Bitte beachten Sie: Die erste Klausur wird am Freitag, den 12.12.03 von 7.15 bis 8.45 Uhr im Raum
109, Geb̈aude 02 stattfinden. Bitte bringen Sie Papier und Kugelschreiber mit. Hilfsmittel sind nicht
zugelassen.
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Lineare Algebra f̈ur Physiker
WS 2003/04

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

10 16.12.03

10.1 Aufgabe

(a) Sein ∈ N fest. Zeigen Sie, dass es für jedesm ∈ N einem-fach multilineare Funktion

f : Rn × . . .× Rn︸ ︷︷ ︸
m-mal

→ R

gibt, die nicht identisch Null ist.

(b) Sei nun
f : Rn × . . .× Rn︸ ︷︷ ︸

m-mal

→ R

m-fach multilinear undalternierend; ferner geltem > n. Zeigen Sie, dass dann stets gilt:

f (~a1, . . . ,~am) = 0.

10.2 Aufgabe

Gegeben seien drei Vektoren~v1, ~v2, ~v3 ∈ R3. Geben Sie einen
”
anschaulichen“ Beweis, dass der Betrag von

det(A) = det(~v1, ~v2, ~v3)

gleich dem Volumen des von~v1, ~v2, ~v3 aufgespannten Parallelepipeds ist.

10.3 ? Aufgabe

Gegeben seien der4−dimensionale VektorraumR4 mit Basis

B =




2
0
2
0

 ,


0
0
1
0

 ,


1
1
0
1

 ,


0
1
0
0


 .

SeiΦB : R4 → R
4 die durch diese Basis induzierte Karte undF : R4 → R

4 eine lineare AbbildungF so, dass

Φ−1
B ◦ F ◦ ΦB =


2 0 1 0
−2 1 2 0

4 2 5 1
0 1 1 3

 .

Man berechnedet(F ).
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10.4 ? Aufgabe

Gegeben seien die MatrizenA1,1 ∈ Rn1,n1 ,A2,2 ∈ Rn2,n2 ,...,Ah,h ∈ Rnh,nh . Man beweise, dass

det(A) = det


A1,1 ? ... ?
O A2,2 ... ?
...

...
...

...
O O ... Ah,h

 = detA1,1 · detA2,2 · ... · detAh,h.

10.5 ? Aufgabe

Gegben sei die folgende Matrix

A =


2 0 2 0
0 0 1 0
1 1 0 1
0 1 0 0

 .

(1) Man benutze den Laplaceschen Entwicklungsatz bezüglich der dritten Zeile, umdet(A) zu berechnen.
ExistiertA−1?

(2) Man benutze die Cramersche Regel, um ggfs. die inverse MatrixA−1 zu berechnen.

10.6 Aufgabe

Man beweise, dass

< x, y >:= x1y1 + 6x2y2 − 2x1y2 − 2x2y1 + x3y3 − x2y3 − x3y2 + x3y3 + x4y4

ein Skalarprodukt aufR4 ist.

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 13.01.04 vor der Vorlesung abgeben.

Wir wünschen Ihnen frohe Weihnachten, alles Gute zum Jahreswechsel und einige erholsame freie Tage.
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Lineare Algebra f̈ur Physiker
WS 2003/04

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

11 13.01.04

11.1 ? Aufgabe

Sein ∈ N fest und

V =


n∑
j=0

ajz
j : a0, ..., an ∈ R


der Vektorraum der reellen Polynome vom Grade≤ n. Berechnen Sie die Determinante der linearen Abbildung

F : V → V, F

 n∑
j=0

ajz
j

 = an +
n−1∑
j=0

ajz
j+1.

11.2 Aufgabe

SeiA ∈ Rn×n und (A(k))k∈N eine Folge vonn × n-Matrizen. Wir sagen, daß(A(k)) gegenA konvergiert,
wenn das f̈ur alle Koeffizienten zutrifft:

∀i, j = 1, ..., n : lim
k→∞

a
(k)
ij = aij .

Es konvergiere(A(k))k∈N gegenA, ferner seiA invertierbar. Zeigen Sie:
Dann existiertk0 ∈ N, so daß f̈ur k ≥ k0 auch dieA(k) invertierbar sind, und es gilt:

lim
k→∞

(
A(k)

)−1

= A−1.

11.3 Aufgabe

Man benutze das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, um ein orthogonalesk−Bein aus den folgenden
Vektoren zu gewinnen:

~w1 =


0
0
1
0
1

 ~w2 =


0
0
−9

0
16

 ~w3 =


2
0
1
0
0

 ~w4 =


3
0
0
0
1

 ~w5 =


0
2
0
0
−3



11.4 ? Aufgabe

Gegeben seien der4−dimensionale VektorraumR4 und die Vektoren

~w1 =


1
1
0
1

 ~w2 =


1
−1

0
−1

 ~w3 =


2
1
0
0

 .

SeiW = span(~w1, ~w2, ~w3); man bestimmedim(W ), eine Orthonormalbasis vonW und man erg̈anze diese
unter Verwendung des Kreuzprodukts zu einer Orthonormalbasis des den ganzenR

4.
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11.5 ? Aufgabe

Gegeben sei der Vektorraum der Polynome auf dem Intervall[−1, 1]:

P(X) = {p : p reelles Polynom in einer VeränderlichenX auf dem Intervall[−1, 1] }.

Man definiere aufP(X) ein Skalarprodukt:

< . , . >: P(X)× P(X)→ R < p(X), q(X) >:=
∫ 1

−1

p(X) · p(X) dX.

(1) Man beweise, dass< . , . > in der Tat ein Skalarprodukt ist.

(2) Man bestimme die Elemente des orthogonalen 4-Beins inP(X), das durch das Schmidtsche Orthonor-
malisierungsverfahren ausp0(X), p1(X), p2(X), p3(X) (vom Grad bzgl. 0, 1, 2, 3) mit der Eigenschaft

< pm(X), pn(X) >= δm,n

hervorgeht.

(3) Man berechne die Orthogonalprojektion von

X3 − 3X2 +X

auf den VektorraumV = span(p0(X), p1(X), p2(X)).

Bemerkung: Diese Polynome sind, bis auf multiplikative Konstanten,
”
Legendresche Polynome“.

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 20.01.04 vor der Vorlesung abgeben.
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Lineare Algebra f̈ur Physiker
WS 2003/04

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

12 20.01.04

12.1 Aufgabe

Gegeben seien die Wertez, w ∈ C, man berechne|z|,
∣∣ 1
z

∣∣ für (z 6= 0). Man beweise, dassz · w = z · w,(
z
w

)
= z

w ( sofernw 6= 0).

12.2 Aufgabe

Man beweise, dass

1) |z + w|2 = |z|2 + 2 Re (zw) + |w|2,

2) ? |z − w|2 = |z|2 − 2 Re (zw) + |w|2,

3) ? |z + w|2 + |z − w|2 = 2
(
|z|2 + |w|2

)
.

12.3 Aufgabe

Man finde das Konjugierte und das (multiplikative) Inverse in der Forma+ ib, a, b ∈ R, sowie den Betrag von
jeder der folgenden komplexen Zahlen:

1) z1 = 4+3i
i−7 ,

2) ? z2 = i
i+3 ,

3) ? z3 = (1 + i)6,

4) ? z4 = i345.

12.4 Aufgabe

Gegeben seine die folgenden Abbildungen. Man prüfe, ob sie komplex linear sind. Falls ja, gebe man die
zugeḧorige komplexe Matrix an:

1) f : C3 → C
3, f

 z1

z2

z3

 =

 z1 + iz2

3z2 − z1 + iz2

(2− i)z2

;

2) ? g : C2 → C
3, g

(
z1

z2

)
=

 z1 + (i− 4)z2

3z2 + iz2

z2 − 2

;

3) ? h : C3 → C
3, h

 z1

z2

z3

 =

 z1 + iz1 − z3

0
(z2 + 4iz1)(2i− 2) + 2z3

.
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12.5 ? Aufgabe

Gegeben seien

A =


1 + 2i 0 3− 6i 6− 7i

0 1 + i 0 2
0 −1− i 3 2 + i

2− i 2 −6 + 3i −7 + i

 , ~b =


−1− 8i

2
−3i
3i

 .

Entscheiden Sie, ob das SystemA ◦ ~z = ~b lösbar ist; und bestimmen Sie ggfs. die Menge aller Lösungen.

12.6 Aufgabe

Man benutze das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, um ein orthogonalesk-Bein aus den folgenden
Vektoren zu gewinnen:

~w1 =


1
i
0
0
0

 , ~w2 =


2
0
0
0

1 + i

 , ~w3 =


4
2
0
0

2 + 2i

 ,

~w4 =


0
0

5 + i
1− 3i

0

 , ~w5 =


0
0
6
0
0

 , ~w6 =


0
3
1

2− 3i
i

 .

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 27.01.04 vor der Vorlesung abgeben.

24



Lineare Algebra f̈ur Physiker
WS 2003/04

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

13 27.01.04

13.1 ? Aufgabe

Man bestimme, welche der zu den komplexenC2×2-Matrizen geḧorigen komplex-linearen Abbildungen selbst-
adjungiert bzw. uniẗar bzw. normal sind:

1) A =
(

1 1 + i
1− i −1

)
;

2) B =
(

0 i
i 0

)
;

3) C =
(

1 1
1 0

)
;

4) D = A ◦ C.

13.2 Aufgabe

SeienA,B ∈ Cn×n Hermitesche Matrizen. Zeigen Sie:

1) Ist~z ∈ Cn mit
(
Ak
)
◦ ~z = ~0 für eink ∈ N, so gilt schonA ◦ ~z = ~0.

2) A ◦B ist genau dann Hermitesch, wennA ◦B = B ◦A gilt.

13.3 ? Aufgabe

Gegeben sei dieR-lineare AbbildungF : R3 → R
3:

F

 x
y
z

 =

 y − z
−x+ 2y − z
x− 2y + 2z

 .

Man bestimme die reellen Eigenwerteλν , ihre algebraische und geometrische Vielfachheit und die entspre-
chenden reellen Eigenvektoren~vν .

13.4 ? Aufgabe

Die Matrix A ∈ Cn×n habe den Eigenwertλ ∈ C. Seiena, b ∈ C beliebige Zahlen. Man beweise, dass die
Matrix C = aA+ bE den Eigenwertaλ+ b besitzt.
Hinweis. Derartige Resultate für Summen zweier Matrizen können Sie im Allgemeinennicht erwarten: Hier
ist ganz wesentlich, dass derzweite SummandVielfaches derEinheitsmatrix ist.
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13.5 Aufgabe

Man berechne Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden MatrixA ∈ C4×4:

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 .

Man berechne, dass die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind.
Man finde eine MatrixB so, dassB−1 ◦A ◦B diagonal ist.

Die Lösungen zu den mit? versehenen Aufgaben sollen Sie am 03.02.04 vor der Vorlesung abgeben.
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Lineare Algebra f̈ur Physiker
WS 2003/04

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

14 03.02.04

14.1 Aufgabe

Man trigonalisiere die folgenden Matrizen mittels unitärer Koordinatentransformationen:

(a) A =


−2 0 2 0

1 −4 1 0
0 0 2 0
3 0 0 2

,

(b) A =

 3 2 −2
−1 0 1

1 1 0

,

(c) A = 1
4

 5 + 4i −1 + i 3i
−3− i 4 + 2i −1 + 3i
−2− i −1− 5i 7 + 6i

.

14.2 Aufgabe

Gegeben sei die Matrix

A =

 3 1 −1
1 5 −1
−1 −1 3

 .

Man beweise die Existenz einer MatrixC =
√
A, so dass alsoC ◦ C = A.

Man bestimmeC.

14.3 Aufgabe

Gegeben sei die Matrix

A =

 4 0 −
√

6
0 2 0
−
√

6 0 5


und das kanonische Skalarprodukt aufR

3. Man beweise, dass durch

〈~x, ~y〉A := ~x · (A ◦ ~y)

ebenfalls ein Skalarprodukt aufR3 definiert wird.
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14.4 Aufgabe

(a) Schlagen Sie für die symmetrische Matrix

A =

 3π
4 0 π

4
0 2 0
π
4 0 3π

4

 .

eine sinnvolle Definition vonsin(A) vor und berechnen Sie diese Matrix.
Gehen Sie dazu wie in Beispiel 22.18 der Vorlesung vor und lassen Sie Konvergenzüberlegungen außer
acht.

(b) Machen Sie einen Vorschlag für die allgemeine L̈osung des Differentialgleichungssystemsf ′′(t) +A2 ◦
f(t) = ~0, wobeiA ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix ist. Gesucht ist dabei ein linear unabhängiges
System vektorwertiger L̈osungsfunktionenf : R → R

n. Die Differentiation solcher Funktionen erfolgt
komponentenweise.

14.5 Aufgabe

SeiV = {A ∈ C2×2 : A Hermitesch,Spur(A) = 0}. Man beweise, dassV ein Vektorraum ist.
Man beweise, dass‖A‖ =

√
det(A) eine Norm aufV definiert.

14.6 Aufgabe

SeiA ∈ Rn×n antisymmetrisch, d.h.A = −At. Man beweise:

(a) Die Eigenwerteλν vonA haben Realteil0.
[ Hinweis: Man studiere die MatrixB = iA, die Hermitesch ist.]

(b) Der Rang vonA ist gerade.

14.7 Aufgabe

SeiC ∈ Cn×n eine beliebige Matrix, undA ∈ R2n×2n die zugeḧorige reelle Matrix, die wie im Anschluss an
Definition 19.6 erl̈autert hieraus hervorgeht, und unter Beachtung vonR

2n ∼= C
n dieselbe lineare Abbildung

beschreibt. Zeigen Sie:
det(A) = |det(C)|2.

[ Hinweis: Benutzen Sie den Trigonalisierungssatz. Beginnen Sie mitn = 2. ]
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Lineare Algebra f̈ur Physiker
WS 2003/04

1. Klausur, 12.12.2003, Ohne Hilfsmittel

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

Jede Aufgabe wird mit bis zu 5 Punkten bewertet. Begründen Sie Ihre L̈osungen vollsẗandig.
Mit mindestens 12 Punkten ist die Klausur sicher bestanden.

1 Aufgabe

Man löse das lineare GleichungssystemA ◦ ~x = ~b mit

A =


1 0 1 0 1
4 1 3 0 2
2 0 1 0 0
1 1 2 0 1

 , ~b =


0
1
1
0

 .

2 Aufgabe

Gegeben sei der 4-dimensionale VektorraumR4 und die Vektoren

~v1 =


1
0
0
0

 ~v2 =


2
1
0
2

 ~v3 =


1
0
1
0

 ~v4 =


3
−2

1
1

 ~w =


1
1
0
2

 .

Man beweise, dassB = {~v1, ~v2, ~v3, ~v4, } eine Basis ist und man stelle~w als Linearkombination der Vektoren
~vi dar.

3 Aufgabe

(a) Man gebe die Definition linearer Unabhängigkeit von Vektorenx1, ..., xk in einem reellem Vektorraum
V .

(b) Man gebe die Definitionen von nichtsingulären (regul̈aren) Matrizen.

(c) Formulieren Sie die Dimensionsformel für lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vek-
torräumen.

4 Aufgabe

Ist die folgende Matrix

C =


1 0 1 0
2 −1 −1 1
0 −1 −1 0
3 0 0 0


invertierbar? Bestimmen Sie ggfs. die inverse Matrix.
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5 Aufgabe

Gegeben sei eine beliebige MatrixA ∈ Rm×n. Man beweise, dassAt ◦A quadratisch und symmetrisch ist.

6 Aufgabe

Betrachten Sie

A =

a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

 .

a) Zeigen Sie:A ist regul̈ar genau dann, wenn die Diagonalelementea11, a22, a33 sämtlich ungleich0 sind.

b) Zeigen Sie: IstA regul̈ar, so istA−1 ebenfalls eine Dreiecksmatrix; d.h. unterhalb der Hauptdiagonalen
stehen nur Nullen.

(Hinweis: Man kann den Gaußschen Algorithmus verwenden).
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Lineare Algebra f̈ur Physiker
WS 2003/04

2. Klausur, 09.02.2004, Ohne Hilfsmittel

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

Jede Aufgabe wird mit bis zu 5 Punkten bewertet. Begründen Sie Ihre L̈osungen vollsẗandig.
Mit mindestens 12 Punkten ist die Klausur sicher bestanden.

Aufgabe 1

Gegeben seien die folgenden Abbildungen. Man prüfe, ob sie komplex linear sind. Falls ja, gebe man die
zugeḧorige komplexe Matrix an.

1) f : C3 → C
3, f

 z1

z2

z3

 =

 z2

z3 − (3− i)z2

z2 + z1

;

2) g : C3 → C
2, g

 z1

z2

z3

 =
(
iz2 + 3z1

i

)
;

3) h : C2 → C
2, h

(
z1

z2

)
=
(

2z1 − 4 Re(z1) + iz2

(2− 3i)3 · (z1 + 2z2)

)
.

Aufgabe 2

(a) Man gebe die Definition von algebraischer und geometrischer Vielfachheit eines Eigenwertes einer kom-
plex linearen AbbildungCn → C

n.

(b) Man gebe die Definition von orthogonaler Matrix und orthogonaler GruppeO(n,R).

(c) Nennen Sie Eigenschaften der Eigenwerte unitärer Matrizen sowie der Eigenwerte Hermitescher Matri-
zen.
Beweisen Sie eine dieser Eigenschaften.

Aufgabe 3

Berechnen Sie mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens ein orthogonalesk-Bein aus dem
System der folgenden Vektoren:

~v1 =

 2
0
2

 ~v2 =

 2
5
0

 ~v3 =

 −2
5
−4

 ~v4 =

 2
0
0

 ~v5 =

 2
2
2

 .

Aufgabe 4

Gegeben sei die Matrix

A =

 4 0 −
√

6
0 2 0
−
√

6 0 5

 .

Man berechne ihre Eigenwerte, jeweils deren geometrische und algebraische Vielfachheit sowie zugehörige
Eigenvektoren.
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Aufgabe 5

Gegeben sei die Matrix

A =

 +2 + i −2 + i 0
−2 + i +2 + i 0

0 0 +2 + 2i

 .

Man bestimme alle Eigenwerte und, falls möglich, auch eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. In diesem
Falle bilde man hieraus eine unitäre MatrixB und berechneB−1 ◦A ◦B.

Aufgabe 6

Gegeben sei MatrizenA,B ∈ Rn×n. Man beweise, dass

det
(
A B
B A

)
= det(A+B) det(A−B).

Hinweis: Bringen Sie die gegebene Determinante durch Zeilen- und Spaltenumformungen in die Gestalt:

det
(
A+B B
O A−B

)
.
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