AH&lYSiS I1 - Sommersemester 2011
Prof. H.-Ch. Grunau, Dipl.-Math. L. Pulst

1 06.04.11

1.1 * Aufgabe

1) Man konstruiere eine Funktion auf einem beschriankten Intervall, die stetig, aber nicht
gleichméfig stetig ist.

2) Man untersuche ob der Logarithmus log auf [1,00) gleichmifig stetig ist.

3) Die Funktion f sei auf R gleichméBig stetig. Man zeige, dass f hochstens wie eine lineare Funktion
wichst, das heifit, dass eine Konstante L > 0 existiert, so dass |f (z)| < L (1 + |z]) in R gilt.

1.2 x Aufgabe

Sei —00 < a < b < oo. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heiit Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung

Z:a=xy<z1<... <z =">0des Intervalls [a,b] und Konstanten cj,ca,...,cx € R gibt, so dass
( ¢ 7x€(xj—17xj) (1<j<k)
€Tr) =
v yj € R beliebig ,z=2; (0<j<k).

Sei f auf [a,b] stetig. Man beweise, dass dann eine Folge von Treppenfunktionen (¢y),y existiert,
die gleichméBig in [a, b] gegen f konvergiert.

1.3 * Aufgabe
Man iiberpriife ob

auf [0, 1] integrierbar ist.

1.4 x Aufgabe

Sei —oo < a<b< oo, f:la,b] = [0,00) eine stetige, nichtnegative Funktion. Es gebe ein x € [a, ]
so, dass f (z¢) > 0. Man zeige, dass dann

/abf(a:)d:c>0.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 13.04.11 in der Vorlesung ab.
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2 13.04.11

2.1 * Aufgabe

Man beweise den erweiterten Mittelwertsatz:
Gegeben seien die Riemann-integrierbaren Funktionen f,p : [a,b] — R. Es gelte m < f (x) < M fiir
alle z € [a,b], und die Funktion p sei nichtnegativ: Va € [a,b] : p(z) > 0. Dann ist

b b b
m/ p(z)dz S/ f(z)p(x)dx SM/ p(z)dz.
Bei stetigem f gibt es also ein £ € [a, b] mit fabf (x)p(z)dx = f (&) f;p (x)dx.
2.2 Aufgabe
Die Funktion f sei stetig und streng monoton wachsend in [a, b]. Man beweise die Beziehung

b f(b)
/f(w)dw+/ S (2)de = bf (b) — af ().
a f(a)

2.3 x Aufgabe

Es sei a > 0, und die Funktion f sei definiert in [—a,a]. Ferner sei f Riemann-integrierbar in [0, al.
Beweisen Sie:

1) Ist die Funktion f gerade, d.h. ist f (z) = f (—x) fiir alle z € [0, a], so ist f Riemann-integrierbar
in [—a,al, und es gilt

af(x)dxz?/oaf(x)da:.

2) Ist die Funktion f ungerade, d.h. ist f(z) = —f(—=z) fir alle x € [0,a], so ist f Riemann-
integrierbar in [—a, a], und es gilt

af(x)d:)::().

Sei nun f definiert auf ganz R und periodisch mit der Periode p > 0, d.h. es gilt f (x + p) = f (z) fiir
alle x € R. Ferner sei f Riemann-integrierbar in [0, p|]. Beweisen Sie:

3) f ist in jedem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar und fiir jedes ¢ € R gilt

/Opf(:n)d:n:/cc+pf(m)dx.

2.4 Aufgabe

Die Funktion f sei stetig in [a, b]. Man zeige:

3=

lim (/ab|f<x>rpdx) — max |f (2)].

p—00 z€[a,b]



2.5 Aufgabe

Satz 14.21 (Linearitdt des Riemann-Integrals) aus der Vorlesung zeigt, dass die Menge aller iiber dem
Intervall [a,b] Riemann-integrierbaren Funktionen, bezeichnet mit R ([a,b]), ein reeller Vektorraum
ist. Man zeige, dass R ([a, b]) unendlichdimensional ist.

Hinweis: Man konstruiere unendlich viele Funktionen in R ([a, b]), die linear unabhéngig sind.
Erinnerung: Sei O die Nullfunktion z + 0. Eine Menge (¢;),c;, I = {1,...,k}, k € N von Funktionen
¢ ¢ [a,b] — R heifit linear unabhéngig, falls fiir alle z € [a,b] und ay, ..., a; € R gilt:

k
O:O(x):Zalgol(:r) = a1=...=a;=0.
=1

2.6  Aufgabe

Es sei fi : [a,b] — R eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen, mit der Eigenschaft dass fiir
alle ¢ > 0 ein Intervall I C [a,b] mit |I| < e existiert, so dass die Folge (f),cy gleichméBig auf
[a,b] \ I konvergiert. AuBerdem sei die Funktionenfolge gleichmifiig beschriinkt, d.h. es existiert ein
M > 0,ko € N, so dass fiir alle k > kg gilt: Va € [a,b] : |fx ()] < M. Man zeige, dass die Grenzfunktion
f dann ebenfalls Riemann-integriebar ist, und gilt:

b b
/ f(x)dr = kli_>m I (x) de.

2.7 x Aufgabe
Man betrachte die Funktionen aus Beispiel 13.2:

0 lz| > &,
keN: R — R, T) = =R
& et {1—k|xr Jol <}
Man zeige:
1 1
lim/ fk(x)d:v—/ f(xz)dx =0,
k—o0 1 -1
wobei

0 ,x#0;

f R—=R, f(x):{l .

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 20.04.11 in der Vorlesung ab.
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3 20.04.11
3.1 x Aufgabe
Sei f: R — R Riemann-integrierbar in [0, 27].

1) Man berechne, fiir k, ¢ € Ny:
2m 2m s
/ sin (kx) sin (¢x) dx, / sin (kx) cos (¢x) dz, / cos (kx) cos (4z) dx.
0 0 0

2) Sei k € Ng. Man untersuche, fiir welche Werte von a bzw. b die folgenden Ausdriicke minimal
werden:

2 2
/ (f (x) — acos (kx))? da / (f (z) — bsin (kx))? dz.
0 0

3.2 x Aufgabe

Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und z € [a, b]. Man zeige, dass

L (f“g)dﬁ) d= [ w=n G

Hinweis: Partielle Integration.

3.3 % Aufgabe

Man berechne die folgenden unbestimmten Integrale:

—2% — 2% + 6 — 2
1) T x° + bx dr,
xt =213 + 22 — 1

—x3—x2+63§—2_ a n b c n d
x4—2x3+2x—1_(gg_1)3 (:c—l)2 x—1 x+1

2) / V1 + 22dz.
1

Hinweis: Man ersetze x = ¢(t) := sinh(t) := 5 (et — e*t) und siehe Beispiel 15.8.

Ansatz:

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 27.04.11 in der Vorlesung ab.
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4 27.04.11

4.1 x Aufgabe

Sei f : [a,b] — C eine komplexwertige Funktion. Seien ¢ = Re f und h = Im f iiber [a, b] integrierbar,
so definiert man f als integrierbar und setzt

/abf(x)dm:/ab(g(:z)+ih(33))d$ ::/abg(x)dx—kz’/:h(x)dx‘

Mit Hilfe der reellen Integration beweise man, dass
/ eldt = —ie® + ie'.
a

4.2 x Aufgabe

Fir welche o > 0 existiert

3 1 o0 1
/ —~ __dr  baw. / — — dz
o |log ()] o [log (z)|

als uneigentliches Riemann-Integral? Bestimmen Sie ggfs. die Integralwerte.

4.3 x Aufgabe

Man zeige, dass
o0
/ sin (:p2) dx
1

als uneigentliches Riemann-Integral existiert.

4.4 x Aufgabe

Die Funktionen f; (z) und g (z) seien integrierbar iiber [a, ¢] fiir jedes ¢ > a. Ferner seien | fx, (z)| < g (x)
fiir alle & und faoog(a:) dx konvergent. Auflerdem sei limg_,o fx () = f(z) gleichméBig in jedem
Intervall [a, ¢]. Man zeige die Existenz und die Gleichheit der folgenden Integrale

/aoof(x)dx:klgr;o/aoofk(x)dx.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 04.05.11 in der Vorlesung ab.
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5 04.05.11

5.1 * Aufgabe

Man bestimme fiir f (x) = arctan (
und berechne eine Néherung fiir f

) das Taylorpolynom dritten Grades im Entwicklungspunkt xg = 0
0.1). Man zeige, dass der Fehler kleiner als 1075 ist.

—~ 8

5.2 x Aufgabe
Gegeben sei die Funktion f: R — R,

f(a:):{e_z , x>0

0 ,x < 0.
Man zeige, dass f beliebig oft differenzierbar ist und dass gilt:
VkeNg:  f®(0)=o.
Also ist die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt 0 in ganz R konvergent
Ve eR: T (xz,0)=0

und fiir x > 0 von f (z) verschieden.
Hinweis: Man zeige induktiv, dass es Polynome P, vom Grade < 2k gibt, so dass fiir > 0 gilt:

@) =eDr (1),

5.3 Aufgabe

1) Man konstruiere zu zwei beliebigen reellen Zahlen a,b mit a < b eine Funktion g € C*° (R) mit
den Eigenschaften

0 ,x<a
g(x) = < monoton wachsend ,a <z <b
1 , T >b.

Hinweis: Man betrachte eine Stammfunktion zu h (z) = f (z — a) f (b — x), wobei f die Funktion
von Aufgabe 5.2 ist.

2) Es seien a,b mit a < b und € > 0 gegeben. Man konstruiere eine Funktion h € C*° (R) mit den
Eigenschaften

Vo € [a,b]: h(x)=1, Ve ¢ (a—eb+e): h(x)=0, VeeR: 0<h(z)<l1.

3) Essei f € C"([a,b]), n € N. Man konstruiere eine Fortsetzung g von f auf R von der Klasse
C"™ (R), so dass fiir ein gegebenes € > 0 g auflerhalb von (a — &,b + ) verschwindet.

Hinweis: Zur Fortsetzung kann man zunéchst die Taylorpolynome T, (x; a) bzw. T, (z;b) benut-
zen und dann mit einer geeigneten Funktion multiplizieren.



5.4 Aufgabe

Man zeige, dass fiir alle ¢t € (—%, g)
(0083 t, sin® t)

stetig differenzierbar ist, die Kurve - : (—%, g) — R2 4 (t) = (C0S3 t,sin? t) aber nicht reguldr. Man

gebe die Intervalle an, in denen sie regulér ist und stelle die Kurve in diesen Intervallen als Graphen,
d.h. in der Form s — (s, ¢ (s)), dar.

5.5 x Aufgabe

Man berechne die Lénge der folgenden Kurven

(1) Asteroide: a€Ry: v :[0,27] = R?, 7 (t) = (acos®t,asin’¢t)
(2) Zykloide: Yo : [0,4n] = R%, 7o (t) = (t —sint, 1 — cost)

5.6 x Aufgabe

Gegeben sei eine glatte regulidre Kurve v : [a,b] — R™ der Lénge L. Fiir t € [a, b] sei

t
s(t):/ ”7'(7’)”d7’.

(1) Man beweise, dass die Abbildung s : [a,b] — [0, L] differenzierbar und invertierbar ist und man
bestimme die Ableitung der inversen Funktion t = ¢ (s).

Der Parameter s heifit Bogenlinge von .

(2) Man zeige, dass die durch s — a(s) := v (t(s)) beschriebene Kurve durch die Bogenlinge
parametrisiert ist, d.h. dass fiir £ € [0, L] gilt:

¢
z:/o o’ (s)|| ds.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 11.05.11 in der Vorlesung ab.
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6 11.05.11

6.1 « Aufgabe

Sei v : [a,b] — R™ eine glatte regulidre Kurve, weiter sei f : v ([a,b]) — R stetig. Sei ¢ : [a, 8] — [a, b]
bijektiv und stetig differenzierbar und fiir alle s € [, 8] : ¢’ (s) # 0. Dann ist w =yo ¢ : [a, 5] = R"
eine Umparametrisierung der Kurve 7|[a,b]' Man zeige, dass

Lf(w)ds(w)—Lf(x)dS(w)-

6.2 Aufgabe

Man zeige, dass die Menge B (0) = {f e C°([o, 7)), 1Nl oo,y < 1} C C%([0, 7]) nicht folgenkom-
pakt ist.
Hinweis: Man betrachte fiir k¥ € N die Funktionenfolge ey : [0, 7] — C, e (z) = ei*?.

6.3 Aufgabe
Sei K C R™ kompakt und seien f: K — R, fi. : K — R, k € N, stetige Funktionen mit

oAl .. < filfrmn <.,

Falls fiir alle x € K limy_,o fi () = f (2) gilt, zeige man, dass die Folge (f),cy gleichmiBig gegen f
in K konvergiert.

Hinweis: Man iiberlege sich, dass folgendes gilt:

Ve > 0Ve € K Jkg(x) € N:Vk > ko(z) : |f(2)— fr(z)] < 5 und es existiert ein 6 (z) > 0 :
| fro@) () = fro@) (W) < § fiir alle y € K mit |ly — || < 6 (x). Man betrachte f — fj, und fiir alle
x € K die Uberdeckung U, := {y € R" : |ly — z|| < § ()} von K.

6.4 * Aufgabe

Sei K eine kompakte Teilmenge eines normierten Vektorraumes V' und (O;) ,_ ; eine offene Uberdeckung
von K. Man zeige:
Es gibt eine Zahl A > 0 mit folgender Eigenschaft: Zu jeder Teilmenge A C K mit diam (A) < A

existiert ein jo € J mit A C Oj,.

jeJ

6.5 * Aufgabe

Diese Aufgabe sollen sie allein mit der Uberdeckungskompaktheit und ohne den Satz von Heine-Borel
(18.2) losen.
Seien V, W normierte Vektorrdume, und K C V kompakt.

1) Sei A C K eine abgeschlossene Teilmenge. Man beweise, dass dann A iiberdeckungskompakt ist.

2) Sei f:V — W eine stetige Abbildung. Man zeige, dass f (K) C W kompakt ist.



6.6 Aufgabe

Man beweise durch Betrachtung der Definition 19.7, dass die Funktion

1)
f(z,y) = |z[log (1 +y)

in (0,0) differenzierbar ist;

2)
flx,y) = Va2 (y—1)

in (0, 1) nicht differenzierbar ist.

6.7 * Aufgabe
Man berechne fiir f: (0,00) x R x R — R die Hessesche Matrix von f(x,y,z) = z¥(1 + 2).

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 18.05.11 in der Linearen Algebra Vorlesung ab.
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7 18.05.11

7.1 * Aufgabe

Es sei z € R”, r = [|z||, und u : R" — R zweimal stetig differenzierbar sowie radialsymmetrisch, d.h.
es existiert ein f € C? (R,R) so dass
u=for.

Man berechne Aw fiir die Funktionen

1) f(r)=r%
2) f ()= beor
3) f(r)= %cos (ar);

wobei o # 0 ist, und gebe alle Fille an, in denen u einer Differentialgleichung Au = Au mit einem
geeigneten A € R geniigt.

7.2 Aufgabe

Gegeben seien eine zweimal stetig differenzierbare Funktion u : R™ — R und eine Matrix A € R"*"
so, dass A'A = E (Drehung oder Drehspiegelung). Sei v : R — R definiert gemifiv (x) := u (Ax).
Man zeige, dass dann

Av (x) = (Au) (Az);

das heifit insbesondere, dass der Laplace-Operator rotationsinvariant ist.

7.3 x Aufgabe

Sei u : R? — R zweimal stetig differenzierbar. Mit Hilfe der Polarkoordinatenabbildung

p:(0,00) x R = R%  p(r,p):= (rcos(p),rsin(p))

bilde man v := u o p und zeige, dass fiir alle (z,y) = (rcos (), rsin(p)),r # 0

03%v 1 9%v 1 0v 0% 9%u

92 (r,0) + 2 92 (r,0) + o (r,0) = 92 (z,y) + 2 (z,y) = Au (x,y)
gilt.
7.4 Aufgabe

Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion u : R? — R. Es gelte fiir (¢,z) € R x R die
Wellengleichung
Ut — Ugpy — 0.

Man bestimme die Form der allgemeinen Losung der Wellengleichung und finde eine Funktion u €
C? (RQ,R), die sowohl die Wellengleichung, als auch

u(m,O):e*xQ, r€eR
Su(z,00=0, z€R

10



erfiillt.
Hinweis: Man benutze die Variablentransformation

E=t+ux, n=t-—ux, 0(5777)::“(157%):“(5;7]’6;77).

Man zeige, dass v (£,7) = F (€) + G (1) mit geeigneten Funktionen F,G € C? (R) gilt.

7.5 x Aufgabe

Eine Funktion f : R™ — R heifit positiv-homogen vom Grade k € Ny, wenn f (tx) = tF f (x) fiir alle
z € R™",t > 0 gilt. Man zeige:

1) Jede positiv-homogene Funktion geniigt in allen Punkten, in denen sie differenzierbar ist, der
Differentialgleichung

(Vf(@),z) =kf(x).

2) Eine differenzierbare Funktion f : R" \ {0} — R erfiillt genau dann (Vf (z),x) = 0 fur alle
xz € R™\ {0}, wenn f auf allen vom Nullpunkt ausgehenden Strahlen konstant ist.

7.6 Aufgabe

_1'2

Sei F: R3\ {0} — R? gegeben durch F (z) = o+ | 1

acl-‘,-a:%

* 1) Man berechne rot F' ().

* 2) Auf {a: € R3,z1 # O} berechne man grad (arctan (i—f)) und auf {3: € R3,xy # 0} berechne man
grad (— arctan (%))

* 3) Man berechne fiir v : [0, 27] — R3, 7 () := (cos (¢) ,sin () ,0)

b
/ (F (7 (8) . (1))t

4) Sei G :=R*\ ({z € R? 21 = x3 = 0}). Existiert ein ¢ : G — R, so dass

Ve e G: grady (z) = F(x) ?

Hinweis: Sei v : [a,b] — G eine glatte, reguldre und auf [a,b) injektive Kurve. Man nehme an,
es existiert ein 1 mit grad ¢ = F und zeige mit Hilfe der Kettenregel:

b
/ (F (v 1),y ()t =1 (v (b)) = (v(a)).

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 25.05.11 in der Vorlesung ab.
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8 25.05.11

8.1 Aufgabe

Fiir die reellwertige Funktion f € C! (R") gelte grad f (z) = A (z) x mit einer reellwertigen Funktion
A. Man zeige, dass f nur von r = ||z||, abhéngt, d.h. auf jeder Sphére S, := {z, ||z||, = r} konstant
ist.

Hinweis: Man zeige zuerst, dass man zwei Punkte a,b € S, durch eine C'-Funktion ¢ : [a, 5] — R"
mit ¢ (a) =a, ¢ () =0, ||¢(t)||, = r verbinden kann (durch eine orthogonale Transformation lassen
sich a, b in die (z1,x2)-Ebene bringen) und betrachte dann die Funktion f (¢ (t)).

8.2 x Aufgabe

Man bestimme das globale Minimum und Maximum von f (z,y) = 2% 4 22 + zy + y* in [-1, 1%

8.3 Aufgabe

Sei G C R™ offen, f : G — R zweimal stetig differenzierbar und z(9) € G ein lokales Maximum von f.
Man zeige, dass dann Hess f (:L‘(O)) negativ semidefinit ist.

8.4 Aufgabe

Gegeben seien ein beschrianktes Gebiet 2 C R™ und eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
u: Q=R ueC?*(Q)NCOQ).

(1) Man zeige: Falls —Au < 0 in Q gilt, dann besitzt u kein lokales Maximum in 2. Insbesondere
gilt:
I;lea%u (x) = max u (x).
Hinweis: Aufgabe 8.3

(2) Nun gelte lediglich —Au < 0 in Q. Zeigen Sie, dass auch unter dieser Voraussetzung gilt:

maxu(r) = maxulr).
oo (3) = Mg ()

Hinweis: Betrachten Sie fiir geeignetes R und £ > 0 die Funktionen u. (z) = u (x)—¢ (R2 - Hx\|2) .

8.5 * Aufgabe

Sei G C R"™ offen und konvex, f : G — R. f heifit konvex, falls fiir je zwei Punkte zg,x1 € G, g # =1
und fiir ¢ € [0,1] gilt:

fteo+ (1 —t)ay) <tf(wo) +(1—1) f(z1).
Sei nun f zweimal stetig differenzierbar. Man zeige, dass f genau dann konvex ist, wenn Hess f (x)
fiir alle x € G positiv semidefinit ist.

12



8.6 Aufgabe

Gegeben seien eine offene Menge U C R", ein Punkt £ € U und eine differenzierbare Funktion

f:U — R. Es gelte fir z € U\ {{}:
((x—¢&),Vf(z)) >0 bzw. <O0.

Man zeige, dass f an der Stelle ¢ ein lokales Minimum bzw. ein lokales Maximum besitzt.

8.7 * Aufgabe

1) Sei f € C"([a,b],R). Fiir ein 29 € (a,b) gelte f' (x¢) = f" (x0) = ... = f* 1 (xg) = 0, aber
) (x0) # 0. Man zeige:

a) Ist n ungerade, dann hat f in z kein lokales Extremum.

b) Ist n gerade, dann besitzt f in zo ein Maximum bzw. Minimum, falls £ (z¢) < 0 bzw.
f(n) ($0) > 0.

2) Man zeige, dass f: R x R = R, f(z,y) = 322y — > in (0, 0) kein lokales Extremum besitzt.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 01.06.11 in der Vorlesung ab.
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9 01.06.11

9.1 « Aufgabe

Gegeben sei die Funktion
[iRP =R, f(zy) =a(1—2") =y

und die Menge
M = {(:U,y) cR?: f(z,y) = 0}.

Erzeugen Sie zunéchst (z.B. mit Hilfe von Maple) einen Plot von M. Man bestimme, fiir welche
(z,y) € M man den Satz von der impliziten Funktion benutzen kann, um M lokal als Graph iiber der
z-Achse bzw. iiber der y-Achse zu beschreiben. Bestimmen Sie die Graphen.

9.2 Bemerkung
Sei U € R™ offen und f : U — R* 1 < k < n sei stetig differenzierbar, wir betrachten
N:={zeU: f(x)=0}.

Fiir alle z € N gelte: Rang a% f(z) = k. Sei () e N und die Variablen so nummeriert, dass mit

r = (2, 2") € R"F x RF gilt: aax i (x(o)) ist regulér. Geméfidem dem Satz von der impliziten Funktion
existiert eine Umgebung U’ x U” von z(©) und eine stetig differenzierbare Abbildung

R"ikDUlax’Hg(x’) eU" c R¥

mit
(U'xU")NN={(a,g(2')) : 2" €U'}.

Eine Tangentialebene an die Untermannigfaltigkeit N in 2(%) ist dann durch

Bild <8g”(;;‘f SI))) (m@)))

gegeben.

9.3 Aufgabe

Man zeige, dass
M :={(z,y,2) cR3: 2 420 +e¥ +y—22° =0}

in einer Umgebung von P = (—1,0,0) eine Flidche darstellt, die durch einen stetig differenzierbaren
Graphen der Form y = g (z, z) beschrieben wird. Man bestimme die Gleichung der Tangentialebene
an diesen Graphen (d.h. an die glatte Fldche) in P.

9.4 Aufgabe
Sei (0,0, 20) ein Punkt auf der Einheitssphiire S? des R3, d.h.
g+ g +25 =1

Man gebe die Gleichung der Tangentialebene in (xg, Yo, 20) an.
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9.5 * Aufgabe
Gegeben seien die Funktion
fiRP =R, f(z,y,2)=sinh(z—1)—e" e’ +a2—y

und die Menge
M ={(z,y,2) €R®: f(2,9,2) =0}.

1) Man beweise, dass es offene Umgebungen U C R? von (0,0) und V C R von 1 und eine stetig
differenzierbare Funktion g : U — V gibt, so dass gilt: (z,y,2) € MN(U x V) < z =g (z,y).

2) Man bestimme das Taylorpolynom zweiter Ordnung von g (z,y) mit Entwicklungspunkt (0, 0).
Hinweis: Man leite 0 = f (x,y, g (z,y)) bzgl. x und y ab.

9.6 « Aufgabe

Gegeben sei die Funktion
FiRI SR, f(ry.2)=(@+y+2).

Man bestimme die Extrema von f unter der Nebenbedingung

2?4+ 202 + 327 = 1.

9.7 Aufgabe
ail ... Qin 61
Sei Ae R"™™ A= : | =1 ¢ | und det: R™" — R die Determinantenfunktion. Man
anl ... Qpp C_in
identifiziere R"*™ mit R"* und die Determinantenfunktion fiir k € {1,...,n} als
9 n
f :Rn _>R7 f(ala"'uan) :Z(_l)k+gak5dk5
=1
wobei fiir k,¢ € {1,...,n} die Cofaktoren di, definiert sind als die Determinanten derjenigen Unter-

matrizen von A, die durch Streichen der k-ten Zeile und ¢-ten Spalte entstehen. Sei die Menge
M = {aER”2 :f(a):O}
definiert als die Nullstellenmenge von f. Man zeige, dass fiir alle a € M gilt:
Vf(a) =0 falls fiir die zugehorige Matrix A gilt: Rang A <n —1

und
Vf(a) #0 falls fiir die zugehorige Matrix A gilt: Rang A =n — 1.

T
Hinweis: Sie diirfen fiir die Adjunkte ad A := (((—l)kM dké)k: £—1 ) der Matrix A benutzen:

RangA<n—1 = Rang(adA)=0; RangA=n-1 = Rang(adA)=1.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 08.06.11 in der Vorlesung ab.
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AH&lYSiS I1 - Sommersemester 2011
Prof. H.-Ch. Grunau, Dipl.-Math. L. Pulst

10 08.06.11

10.1 x Aufgabe

Sei U C R™ offen, h = (hy,...,hg) : U — R*, 1 < k < n sei stetig differenzierbar; wir betrachten:
N:={zeU:h(z)=0}.
Fiir alle x € N gelte:
Ran Oh (x) =k
& oz o

Man beweise, dass Vhy (x(o)), ..., Vhyg (x(o)) das Orthogonalkomplement des Tangentialraums an N
in z(¥ € N aufspannen.
Hinweis: Bemerkung 9.2 auf Blatt 9.

10.2 x Aufgabe

Gegeben sei eine nichtnegative stetige Funktion f : [0,a] — R. Man zeige, dass

o [Cr e [ p e dn = 2 ([ pea)
0 0 0 0

Hinweis: Induktion.

10.3 x Aufgabe

Sei I C R ein offenes Intervall, a € T und f: I x I — R, f: (x,y) — f(x,y) eine stetige, nach der
zweiten Variable stetig partiell differenzierbare Funktion. Man zeige, dass die durch

Yy
Fl)= [ @y
a
definierte Funktion F': I — R differenzierbar ist, und dass fiir alle y € I gilt
) y
FW)=1 o)+ [ f@y)ds
a
Hinweis: Man beweise, dass die durch
4
G(y,z) = / f(z,y)dz
a
definierte Funktion G : I x I — R stetig partiell differenzierbar ist und wende die Kettenregel an.

10.4 « Aufgabe

Gegeben sei die Gammafunktion I' (z) = [ e 't*~'dt. Man zeige, dass I'(z) € C*(0, 00) und

F(k)(x):/ e !(logt)Ft*Ldt.
0
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10.5 Aufgabe

Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion f : [0, 00) xR — R; man betrachte die eindimensionale
Wellengleichung
up(t, ) —uge(t,z) = f(t,z) ,t>0,z€R
u(0,2) =0 ,z €R (1)
u(0,2) =0 ,r €R.

(a) Man zeige, dass dieses Problem hochstens eine Losung u € C2 ([0, 00) x R) besitzt.

Hinweis: Seien u,v € C2([0,00) x R) Losungen von (1), man betrachte w := u — v. Sei R > 0
beliebig, aber fest. Fiir 0 <t < R betrachte man

e(t) = /_Zt <<8£}(t,x)>2 + <g:(t,x)>2> do

(b) Man zeige, dass die Losung u(t, z) des Problems (1) gegeben ist durch

1 [t 4 (t—7)
uta) = [ ( Lo f(ﬂﬁ)d£> ar.

und berechne €’ (t).

10.6 Aufgabe

Man berechne das Volumen der vierdimensionalen Halbkugel analog zu Beispiel 22.8.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 15.06.11 in der Vorlesung ab.
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AH&lYSiS I1 - Sommersemester 2011
Prof. H.-Ch. Grunau, Dipl.-Math. L. Pulst

11 15.06.11
11.1 x Aufgabe
Sei G C R? konvex, das Vektorfeld F' : G — R? sei stetig differenzierbar, und es gelte:
Vr e G: div F (z) = 0.
Man beweise, dass dann ein zweimal stetig differenzierbares A : G — R? existiert, so dass
Vo e G : rot A(zx) = F (x).

Hinweis: Sei (0) € G beliebig. Fiir z € G betrachte A (z) = fol tF (2O +t (z —2©)) dt x (z — 2©).

11.2 Aufgabe

Gegeben seien eine beliebige Menge X und die Mengensysteme P (X) = {A: A C X} und A = {X, 0}.
Man beweise, da3P und A o-Algebren auf X sind.

11.3 Aufgabe

Man beweise: Gegeben sei (A;) jeJ eine beliebige Familie von o-Algebren auf einer beliebigen Menge
X;soist A= () A; ebenfalls eine o-Algebra auf X.

JjeJ
11.4 x Aufgabe

Sei X eine beliebige Menge. Man beweise:

(a) Das Mengensystem R; := {A C X : A endlich oder A endlich} ist ein Ring in X. Ist auflerdem
X endlich, so ist R bereits eine o-Algebra in X.

(b) Das Mengensystem A; := {A C X : A abzdhlbar oder “A abz#hlbar} ist eine o-Algebra in X.

(¢) Sei X' eine weitere beliebige Menge und f : X’ — X eine Abbildung. Sei A, eine o-Algebra auf
X. Das System der Urbildmengen von f: Aj := { f1(A):Aec AQ} ist eine o-Algebra in X’.

11.5 Aufgabe

Man beweise oder widerlege, dass es eine abzdhlbar unendliche o-Algebra gibt.

11.6  Aufgabe

Sei nun X eine unendliche Menge. Man untersuche, ob die wie folgt definierte Mengenfunktion p ein
Inhalt auf dem Ring R; := {A C X : A endlich oder °A endlich} aus Aufgabe 11.4 ist: Fiir A € Ry

sei
0 , A endlich
A) = ’
w(A) {1 , °A endlich.
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11.7 x Aufgabe
Man {iberpriife in den folgenden Fillen ob (X, A, u) ein Mafiraum ist.

(a) X =R", A =P (R") und fiir ein zg € R" sei p das Diracma$f, d.h. fir A € A sei

1 a9 A
Oz := p(A) = ’

0 , Lo §Lf A.
(b) X =Q,A=P(Q) und p das ZahlmaB, d.h. fir A € A sei

0 JA=10
p(A)=4¢oo , A unendlich
#A A endlich.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 22.06.11 in der Vorlesung ab.
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AH&lYSiS I1 - Sommersemester 2011
Prof. H.-Ch. Grunau, Dipl.-Math. L. Pulst

12 22.06.11

12.1 « Aufgabe

Man beweise, dass die Borel-o-Algebra

B:=A(0):= ﬂ A wobei O ={O CR": O offen}
ADO,A o-Algebra

vom System aller kompakten Teilmengen des R™ erzeugt werden kann.

12.2 Aufgabe
Sei X =N, A=7P(N) und p das Z&hlma$, d.h. fir A C N:

0 JA=1
p(A) =400 A unendlich
#A | A endlich,

sowie fir k € N: Ay = {k+1,k+2,k+3,...}. Man vergleiche limg_,o i (Ax) und p(A), wobei
A=l A

12.3 x Aufgabe

Man beweise, dass das duflere (Lebesgue-)MaBA* auf £ den Lebesgueschen Inhalt A auf £ fortsetzt,
das heifit, dass gilt:

12.4 « Aufgabe

Sei X eine beliebige nichtleere Menge. Eine Funktion p* : P (X) — [0, 00| heifit dufleres Mafs (vgl.
Satz 23.16) auf X, falls gilt:

(1) p*(0) =0,
(2) ACBC X = pu*(A) <p*(B),

(3) fir A, € X (keN) gilt u* (Upen Ark) <D pen ° (Ag).
Sei nun p* : P (R™) — [0, oo] wie folgt definiert: p* () = 0 und fiir A C R™

p* (A) :=sup{|lz; —wil, i1=1,...,n; z,y € A}.

Ist p* ein duBeres Maf3?
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12.5 Aufgabe
Es sei (%) ;¢ eine Familie von dufieren Mafien (vgl. Aufgabe 12.4) auf P (X).

(a) Man zeige, dass i mit i (A) := sup {u; (A4), je J} fir A C X ein dufleres MafBist.

(b) Ist p mit p (A) := inf {,u;‘ (A), je J} fir A C X ein d&uBeres Maf}?
(¢) Sei R C P (X) ein Ring. Man beweise, dass das duflere MaBiji auf P (X)
i (A) = inf{Zinfuj <Ek> . AC | JENE*eR (ke N)}
ke’ <’ keN
folgende Eigenschaften besitzt:

(1) f1(A) < 425 (A) fiir alle j € J.
(2) Sei A ein weiteres dufieres MaBmit A (A) < u} (A) fiir alle j € J, so folgt A (4) < i (A).

Ist fi durch die Eigenschaften (1) und (2) eindeutig bestimmt?

12.6 « Aufgabe

Man beweise:
(a) Jede Teilmenge der Hyperebene H = {z € R™ : x; = 0} ist in R" eine (Lebesgue-) Nullmenge.
(b) Sei f : R™! — R stetig. Der Graph G = {(z, f ()): 2 € R*"'} ist in R" eine (Lebesgue-)

Nullmenge.

12.7 Aufgabe

Im folgenden soll die sogenannte Cantormenge konstruiert werden: Man startet mit dem Intervall
Co = [0,1] und schneidet das mittlere Drittel heraus: Cy := [0, 3] U [2]. Aus den beiden Intervallen
von C entfernt man wieder jeweils das mittlere Drittel und erhélt vier Intervalle als Rest. Durch
rekursive Anwendung dieses Verfahrens erhilt man eine Folge von Mengen Cy, C [0, 1] bestehend aus
2% abgeschlossenen Intervallen. Die Cantormenge C' sei nun der Durchschnitt all dieser Mengen:

C .= ﬁ Ch.
k=1

Man beweise, dass C' eine {iberabzihlbare (Lebesgue-) Nullmenge ist.

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 29.06.11 in der Vorlesung ab.
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AH&lYSiS I1 - Sommersemester 2011
Prof. H.-Ch. Grunau, Dipl.-Math. L. Pulst

13 29.06.11

13.1 Aufgabe

Auf R sei folgende Aquivalenzrelation definiert: = ~ y < x —y € Q. Die zugehorigen Aquivalenklassen
sind fiir a € R: [a] := a4+ Q. Aus jeder Klasse wihle man einen Vertreter vom Betrag kleiner gleich
eins. Die Menge A C (—1,1) sei die Menge dieser Vertreter. Fiir r, s € Q beweise man:

(a) r#s: (r+A)N(s+A) =0,
(b) Upeq (r +4) =R.
(c) Fiir S =0 (r+4) gilt: (=1,1) C 5 C (=3,3).

Man zeige, dass A nicht (Lebesgue-) messbar ist.

Hinweis: Mit Hilfe von (a) und (c) leite man aus der Messbarkeit der Mengen r+ A einen Widerspruch
ab; dabei sind die Fille A (A) =0 und A (A) > 0 zu unterscheiden.

Bemerkung: Fiir die Menge A aus Aufgabe 13.1 bendtigt man das Auswahlaziom:

Sei A eine nicht-leere Menge von nicht-leeren Mengen, so existiert eine Funktion f: A — (J,c 4 4, so
dass f (A) € A.

Intuitiv: Dieses f bewirkt die simultane Auswahl eines Elements aus jeder der Mengen von A.

13.2 Aufgabe

(a) Man beweise, dass A C R" eine G5— Menge ist, genau dann, wenn ‘4 C R” eine F,— Menge ist.

(b) Man beweise, dass jede abgeschlossene Menge A C R” eine Gs— Menge ist.

13.3 Aufgabe
Sei f: R — R Lipschitz-stetig. Sei £ C R mit A (E) = 0. Man beweise, dass A (f (E)) = 0.

13.4 Aufgabe

Sei D C R™ messbar. Seien f : R — R stetig und g : D — R messbar. Man beweise: f o g ist auch
messbar.

13.5 Aufgabe

Seien (ak)ex C R, K C N, die paarweise verschiedenen Werte der Treppenfunktion f, so gilt mit

Dy={zeD: f(z)=a}: f@) =) arlp,.

keN

Man beweise, dass die Treppenfunktion genau dann messbar ist, wenn alle D; messbar sind.

13.6 Aufgabe
Sei D C R™ messbar und seien f,g: D — R messbar. Man beweise, dass die Menge
P={zeD: f(z)<g(x)}

messbar ist.
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13.7 Aufgabe

Man beweise, dass die Menge der Punkte, wo eine Folge von reellen, messbaren Funktionen (punkt-
weise) konvergiert, eine messbare Menge ist.
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AH&lYSiS I1 - Sommersemester 2011
Prof. H.-Ch. Grunau, Dipl.-Math. L. Pulst

14 06.07.11

14.1 Aufgabe

Sei D C R"™ messbar mit A(D) < oo und die Funktionenfolge (fx),cy konvergiere punktweise fast
tiberall in D gegen ein f. Des weiteren existiere ein Konsante M fiir (fy),cy, so dass fiir alle k € N
gilt: |fx (z)| < M fast iiberall in D. Man zeige, dass

Jlim /D i () dz = /D f (z) da.

14.2 Aufgabe

Sei D C R"™ messbar mit A(D) < oo und die Funktionenfolge (f3);cn konvergiere punktweise in D
gegen ein f. Fiir n > 0 sei
Ey(n) :={z € D:[fr(x) - [ ()| >n}.
Man beweise, dass gilt:
lim A (Eg (n)) =0.

k—o0

14.3 Aufgabe

Seien D C R™ eine messbare Menge, f : D — R eine beliebige Funktion und es gebe eine Partition
mo von D, so dass S* (| f|,m) < oo, dass heifit es gelte (AK). Man beweise, dass die Definition des
(Lebesgueschen) Ober- und Unterintegrals nicht von der Wahl der Partition 7y abhéngt.

14.4 Aufgabe

Sei f € £ (D). Fallsm < f <nund X\ (D) < oo, zeige man, dass ein ¢ mit m < ¢ < n existiert, so
dass

/ f(x)dx =cA(D).
D

14.5 Aufgabe

Sei f : [a,b] — R so, dass fl(ap stetig ist und f (a) = co. Man zeige, dass f € 2 ([a,b]) genau dann,
wenn |f| uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

14.6 Aufgabe

Gegeben sei eine stetige Funktion f : R — R. Man beweise die folgende Formel fiir radialsymmetrische
Integration:

R
/ £ (lzl) do = ne / 1 () dr,
lz||<R 0

wobei e, = vol, (B (0)) = [ By (0) 1 dz das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist.
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14.7 Aufgabe

Man berechne

/ TV (1, )
RZ

und stelle eine Verbindung mit dem (Gaufischen Fehler-) Integral

/ e~ dr
R

her.

14.8 Aufgabe
Man zeige, dass fiir das Volumen der Einheitskugel e, = vol, (B; (0)) = [, By(0) L d gilt:

7.‘.71/2

r(z+1)

€n —

dabei ist T (z) = [t e 'dt die Gamma-Funktion.

Hinweis: Mittels Satz 22.7 und Aufgabe 14.6 kann man eine Rekursionsformel fiir e,, herleiten. Bei
der Bestimmung von I' (%) hilft Aufgabe 14.7.
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