Aufgaben und bsungsskizzen zum Kurs
,2Abbildungsgrad und Fixpunlkisze*

Nummern von Definitionen undé&en beziehen sich auf das Vorlesungmanuskript, welches
man auf derselben Internetseite wie die$suingshinweise herunterladen kann.

1. (a) SeiA C R™ abgeschlossen. Man zeige: Es gibt eine Fol¢e. ).y C A, die dicht
in A liegt.

(b) Man nennt einen metrischen RaumX separabel, falls er eine abahlbare dichte
Teilmenge besitzt. Zeigen Sie in Verallgemeinerung von (a): Jeder Teilraud
eines separablen metrischen RaumeX ist wieder separabel.

Losung:

(@) AN By ist kompakt. Fr jedesn ist U Bai(z) offeneUberdeckung, aus
x€ANBR "
der man endliche Taiberdeckung ausihlen kann. Indemman R — co  gehen

lasst, findet man eine Folge

(xn,k>k€N CA mit U Bi1 (an’k) D A.

k=1

(Tnk)(mmenz  leistet das Gewnschte.

(b) Sei(by)ren €ine dichte Teilmenge im separablen metrischen Rakind), A C X
eine beliebige TeilmengelF beliebiges: € N gilt:

B (b) = X.
k=1 "
Betrachte nur dig, mit B (by,) N A # 0, | Bi(by,) D A.  Wahle zu
2n - =1 2n -
jedemlein an, € AN DB, (by,), wegen
d(y, ane) < d(y,br,) + d (br,, anr)
——

1
<35

n

ist B (b,) C Bi(ane), also

AC U B (an’g)
/=1

Die Folge (an¢)mnene  leistet das Geinschte.


http://www-ian.math.uni-magdeburg.de/home/grunau/teaching/Abbildungsgrad.pdf

2. Seif2 C R” ein beschiénktes Gebiet. Konstruieren Sie eine stetige bzw. eine beliebig
oft differenzierbare Funktion ¢ : R" — R, so dassiir alle z € R" gilt: 0 < p(x) <1

sowie
(z) = 1, fallszeQ
PAIT 0, falls dist(z, Q) > 1.

Losung: Eine stetigedsung erlt man durchp(z) = max{1 — dist(z, 2),0}.

Zur Cg°-Variante: Sel = {z: dist(z,Q) <}, 3(z) = max{l — 3dist(z,Q),0}.

Diese Funktion wird dem @ttungsprozedere aus dem Beweis des Weierstral3schen Ap-
proximationssatzes A.4 unterworfen, wobei deatingsradius des &ftungskernes %
gewahlt wird.

3. Sein > 2. Man zeige:R" \ B;(0) ist zusammenfangend.

Losung:zg, 1 € R™\ B1(0) zuverbindenin R"™\ B;(0).
Da n>2, o0.B.d. A =xx; linearunabhngig, d.h.

VT e [0,1]: r, =Tx0+ (1 —7)x1 #0,

das heildt |z.| > e.
Verbinde geradlinig zusichst o, L,

dann 1z, wund lz; Uber iz,, dann iz; und 2.

4. Sein > 2, es seif : R* — R™ bijektiv und stetig. AuRerdem geltelim,| .. | f(z)| =
co. Man zeige: f(S™1) zerlegt R™ in genau zwei disjunkte Gebiete, deren gemeinsa-
mer Rand f(S™ 1) ist.

Losung: Wir zeigen zuichst, dass auchi! stetig ist. Sei dazlimy,_... y» = vo, €S be-
zeichnery, := f~'(yx), 20 := [~ (yo). Die Voraussetzunfjmy,|_.. | f(z)| = oo sichert,
dass die Folgér; ) beschéankt ist. Wir nehmen an, dass sie nicht geggkonvergiert, so
dass dann eine Teilfolge, ) existiert, die auf Grund des Satzes von Bolzano-Weierstraf3
gegen eint, # xo konvergiert. Daf stetig ist, folgt

f(zo) = zh_glo fog,) = }Ego Yk, = Yo = f(Z0),

im Widerspruch zur Bijektivit von f.

Setze O = f(Bi(0)), Qu=f (R” \ Bl(O)) .
Q;,Q, sind Urbilder offener Mengen untgr !, also offen. (Weg-) Zusammenhang ist
offensichtlich.



(x) Wegen der Bijektiviét istauch Q; U f(S"!')uQ, =R" offensichtlich.
Furjedes z e f(S™1), >0 qilt

(@) e sm f7H(B(2)) N Bi(0) # 0,

7 (Boa) 0 (RU\ B (0)) #0.
= B.(z) N Q; £ 0, B.(x) N Q, # 0.

Das heiRt f(S™ ') c 9Q;, f(S™!) C 99,, die umgekehrte Inklusion ist wegen
der disjunkten Zerlegung) offensichtlich. SchlieBlich ist €2; beschanktund €,
unbeschankt.

5. Sei) C C ein beschiéanktes Gebiet, dessen glatter Rand() durch die glatte regulare
einfach geschlossene Kurve : [a,b] — C,t — ~(t) = z(t) + iy(t) gegeben werde.
Dabei sei der Durchlaufsinn vony so gevahlt, dass durch

u(t) = ! (o (), —2' (1))

2(t) +1%(t)

ein aueresEinheitsnormalenfeld anod2 in z = ~(t) = z(t) + i y(t) gegeben werde.
Weiter seienf, g in einer Umgebung vonS? definiert und stetig differenzierbar. Man
definiert allgemein das Kurvenintegral

b
/ (f de + gdy) — / (FO0)) - (1) + 9(+(8)) - (1)) dt.

Der Satz von Stokes lautet dann:

/V(fda:+gdy)=/9<—%+g—i) d(z,y).

(a) Leiten Sie den Satz von Stokedif den Spezialfall 2 = Br(0) direkt aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung her.

(b) Leiten Sie den allgemeinen Satz von Stokes aus dem Satz von Gaul} her.

Losung:



(@) Seiy: [0,27] — C, t — cos(t) + isin(t);

/ (fdo+gdy) — / " (FO1)) - (~Rsin(t)) + g(4(2)) - Reos(t)) dt

Y

= R/ f(Rcost, Rsint) - (—sint)dt
’ 2w
—|—R/ f(Rcost, Rsint) - (—sint)dt
7r7r/2
-I—R/ g(Rcost, Rsint) - (cost) dt
—7/2

3r/2
+R/ g(Rcost, Rsint) - (cost) dt.
/2

Fur das erste Integral benutzt man die Substitution:

T dt 1 .
t = arccos —, — = ———, sint =

{L‘2
W1 = =
R "dx \/RQ—xQ7 R?’
und fur die jeweils folgenden:
x dt 1 . x2
t = 2w — arccos —, — = ———  sint=— 1_ﬁ’

R "dx \/R2—$27

, Y dt 1 i y?
= arcsin — —_— = Y COSUT = — =
R’ ) dy 2 R2 )

VR —y ’
f A ! t=—y/1 v
— 7T — arcsin — —_— = Y COStT = — —_ —.
R 'dy JR_p R

Damit folgt unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung:

/(fdx—i-gdy) = —/Rf<x,\/m> dw—l—/Rf(:B,—\/m> dx

Y R R
R R
+/R g( 1—y2,y> dy—/R g(—vl—y27y> dy

= = [ Ve e [ ey

R2—y

/\/Wa

—f(z,y)dy | dz
may( )

+/RR (/_\/; %f(x,y) dx) dy
(



(b)

/ (f de + gdy) = / D)) - 2 (8) + 9(1(0)) - /() dt = /8 (o= dsay)

:/Qdiv(g,—f) d(z,y) :L(—g—i+%) d(z,y).

6. (a) Man bestimme den Abbildungsgradi(z — z, Bg(0),0).

(b) Beweisen Sie den Fundamentalsatz der Algebra, indem Sie auf geeignetem
Br(0) den Abbildungsgrad vonz — z* bestimmen.

Losung:
(@)
d(z — z, Br(0),0) ! L e+ L
zZ—Z = — —dx -
PR ’ 271 |z|=R Z Z 4
I 1 —i
= — :(—RSin t) + :Z(R COS t) dt
2mi Jo Rexp(it) Rexp(it)
1 2T [ gsint _ cost g — 1 T exp(—it) 4
2m )y \exp(—it) exp(—it) o 2n )y exp(—it)
(b)
d(z — 2", BR(0),0)
1 kzk1 kzk1 .
= — d d
210 Jo1=r < R y)
ko[ 1 i
= — ——(—Rsint) + ———(Rcost) | dt
27i (Rexp(it)( sint) + Rexp(it)( cos )>
Kk Texp(it)
2w J,  exp(it)
Seinun

P(z) = 2"+ ap 12" '+ .. +az+ag
= 2"(I4+an 12+ +az' ™" +agz™).

Man bestimmeR so gro3, dasdif |z| = R gilt:

1
127 4+ a2 T az " < 3



Mit Py(z) = 2" istdann fir |z| = R:
1
|Py(2) — P(2)| = |2"| - |an—12t + ...+ a2 +agz " < §R" < R" =|PRy(2)].
Nach dem Satz von Rouehst also
n = d(P07 BR<O)7 O) = d(Pv BR<O)7 0)7

und P besitzt wenigstens eine Nullstelle. Zu dieser kann dann Rain Linearfaktor
abgespalten werden, und nackolchen Schritten zeifit P UberC in Linearfaktoren.

7. Gegeben sei ein Polynom—ten Grades
P(z)=2"+a, 12" ' +..+a;z+ay, a;eC.
Ist es moglich, dass fir alle z € C mit |z| = 1 qilt:

|P(2)] < 17

Losung: Es bezeichne = B;(0) C C die Einheitskreisscheibe und

Pi(2) = —(an_12" 4+ ... + ap), Po(z) = 2.

P(z) =7TP(2) + (1 — 1) By (2).

Annahme: Rr |z|=1 ware |P(z)|=|F(z)— Pi(z)| <1

=Vz|=1:Vr € (0,1]: |P(2)| > |Py(z)| —7|Py(2) — Pi(2)] >1—7 > 0.
Schlie3lich ist @ir - = 0 offensichtlich:v|z| = 1: |Py(z)| = |z|* = 1. Somit sind
und P, auf B zulassig zueinander homotop. Es folgt:

n = d(Py, B) = d(P;, B) < n — 1, ein Widerspruch.

8. (a) Die Abbildung v : R? = C — R sei zweimal stetig differenzierbar und habe
in 0 ein strenges lokales Maximum bzw. Minimum bzw. Sattel, d. hV«(0) =0
und Hessu(0) negativ definit bzw. positiv definit bzw. indefinit.

Betrachte das Gradientenfeldf (z) = u,(2) + iuy(2).
Man zeige: ind (f,0) = 1 bzw. 1 bzw. —1.

(b) Seiu : R? — R zweimal stetig differenzierbar, fiir ein geeignetesk gelte: fur
|z| > Ristu(z,y) = ax +by, mita,beR,a®+b*#£0.
Ferner habew einen nichtdegenerierten kritischen Punkt wie in a). Man zeige:
Dann hat « mindestens einen weiteren kritischen Punkt.

Losung:



(a) SeizuAchst speziell
u = uy + azx® + by?

mitden Rllen a<0,6<0 | a>0,b>0 | a>0,b<0.

f(2) = 2az + i2by,
fo=2a, f,=2bi.

Durch eine einfache Homotopie kann man

la] = b =1
erreichen. . ; f
ind(f,0 :—,/ (—xdx+—ydy)
( ) 2mi |z|=¢ f f
1 (2az — 2iby)(2a dx + 2bi dy)
- 2mi = (2ax + 2iby)(2ax — 2iby)
1 4(ax —iby)(a dx + ibdy)
2mi 2| 4a?x? + 4b%y?
1 [* (acost—ibsint)(—asint + ibcost) gt
C2mi o a2 cos?t + b2 sin®t
1 2 1 2
= — (—a2+b2)costsintdt+—/ abcos®t 4 absin® ¢ dt
2m Jo 21 Jo

= ab = sgn(ab).

Sei nunu allgemein wie beschrieben.
Nach einer Drehung (Multiplikation mit einer komplexem Zahiyt sich in Win-
dungszahl) kann man annehmen, dass

f(2) = 2ax +i2by + h(z)

mit h(z) stetig differenzierbar und & — 0 (|2| — 0)

fo(2) := 2ax + i2by
fur |zl =¢ ist |fo(2)] =2eva®+ b2
und  1£(2) = fo()| = h(=)] = |45«

Wahlee so klein, so dasdif  |z| <e qgilt ‘
Nach dem Satz von Rouehst dann

h(z)
&

< 2V/a? + b?

, ) 1, falls Hessu(0) definit,
ind(f,0) = ind(fo, 0) = sgn(ab) = { —~1 falls Heswgog indefinit.

(b) Fur |z| > R ist f(z) = a+ib, hat also Abbildungsgrad f, Bz(0),0) = 0.
Wegen ind(f,z) # 0 folgt aus der Indexformel die Existenz eines weiteren
Punktes z; mit f(z) = 0. Andernfalls vare 0 = d(f, Br(0),0) =
ind(f,z0) #0, Widerspruch!



9. An Hand von einfachen Beispielenpr tfe" man die Notwendigkeit der Bedingungen
w(r)=0far r <dundfir r > e.

Losung: Wir betrachten gleich im Vorgriff auf &gere Verallgemeinerungen(f(z))
statt w(|f(z)|). Sei
Q= (_171)7 f(x):I,

() = 0, x<a—§, x>a+%,
T 2-4lz—a|, a—3<z<a+3.

[eats@nn@ar = [ o

0, falls a < —%, a > %,
Rt falls —-1<a<1i
) 3 +2lal =2}, falls ;<|a] <1
S —6la] +2¢?, falls 1<|a] <3
Das heil3t, dass —% <a< % sicher eine notwendige Bedingungrfdie korrekte

Berechnung des Abbildungsgrades ist, das heifippw, C f(Q2).
10. SeiQ2 C R™ beschrankt und offen.

(@) Seizg € R,zg ¢ 09. Man bestimme den Abbildungsgrad vonf = o(Id —
zg), o € R\ {0}.

(b) Seif € CY(R" R") bijektiv, f~! e C*, f # 0 auf 99.
Man bestimmed( f, §2,0) mit Hilfe der Transformationsformel.

Losung:
@) Jy(z) =
Auf  0Q qilt  |f(z)| = |o||z — x| > |o| dist(xg, 02) > 0.

Sei w stetig, w(r) =0 fur r<¢§ und r>¢e wobei 0<<
e < |o|dist(z0,09),  [p.w(|z|)dy =1.

d(f,Q):/Qw(|a||x—x0|)J”dx

:0”/ w(|o||x — o) dz
QNB) 7| dist(xq,09) (%0)

0, zo &
0" [gn w(lollz — 2o|)dz = 2 & Jen w(|2]) dz = (sgno)® xo € Q

(b) Je(x) #0 in  R", setze
o =sgnJs(r) = const inR"

Sei |f(z)] >e auf 00, w stetigmit
w(r)=0 fur <6 und r>e, 0<d<e, [p.w(|z])de=1.

A1 = [ (f@DIa)de = o [ wllf@)lJsa)|de

8



o falls 0¢€ f(Q),
- U/f(mw(m)dx - { 0 sonst. 1

11. Hir hinreichend glattes f, f|0Q2 # 0, und glattes(2 definiere mand(f, 2, 0) mit Hil-
fe eines Oberfchenintegrals und vergleiche mit der ursptinglichen Definition des
Abbildungsgrades fur Funktionen C — C.

Losung: Sei |f(z)|>e >0 auf 09, 0<d<e w stetigmit w(r)=0
fur <6 und r >e. Bezeichne wieim Beweis von Hilfssatz 2.1

pr)=r" ( /0 ' w(p) dp)

Aki_det<8f . S af)

€k
8%1 T 8%_1’ ’ 8[)31'_;,_17 ’ al‘n

mit e;, in deri-ten Spalte.
Dann wurde dort gezeigt:

w(lf(x)])Js(z) = div <so(|f(af)l) Y Sl Aki(x)> -
Nach dem Gaul3schen Satz folgt:

a(f,0) = / (| (@) Jy(x) da

/(wa (2) - Api(a >) v ds.

-----

Man beachte nun, dasirfdas von uns zubetrachtendeilt:

|f(2)]
S(F@)) = @) / 7 (p) dp

@) / p) dp = m

Damit erhalten wir folgende Alternativdefinition des Abbildungsgrades mittels des fol-
genden Oberfichenintegrals:

d(f,Q) = nen/ (Zf"’ A’“ ) vdS

v-dS=dS mit dS= ( (—1)i=Yday A ... Adzi A ... A day, )
Parametrisierung béglich v positiv orientiert.

9



Zuriick zun = 2; wir zeigen dieUbereinstimmung dieser neuen mit der uispglichen
Definition:

d(f7 Q) = % /89 m((flflll + f2A21) dxy — (f1A12 + f2A22) d$1)

i 1
=201 —f<l’>m((flf2’m2 — fofizy) dxo — (= fifou, + fofiz ) dz:)

{ Zf:m = (fl - Zf2) (fl,an +if2,w1> - flfl,xl + f2f2,m1 +i(f1f2,x1 - f2f1,m1) }
[ fon = [ifra + fofou + 0 (fifoe — fofie)

1 far fas
= 27 oo (761“7“2)‘

1 1 d |f]? a |fI?
- =i (If(x)P ((ax 2 )d”” ! (%T) d))

= ... =0 mittels StokTes und etwas Rechnerei

12. Sei) C R" beschiankt und offen, 0 € Q, f : O — R™ sei stetig. Rir alle € 9 gelte:

f(z) -z >0.

Dann besitzt f in Q2 eine Nullstelle.
Losung: Wir homotopieretrfi in die Identi@t:

frlx) =1+ (1 —=7)f(x), fo=1Ff.
Far 7€10,1], z€0Q qilt

fr@)-z=7]2P+1—7)(z f(2)) > 0= f () #0.
~— ——

>0 >0

Der Homotopiesatz zeigt: d(f,Q) = d(I1d, ).
Wegen Aufgabg 10 und 0 € Q folgt d(Id, ?) = 1 und damit die Behauptung.

13. Seif : [a1,b1] x ... X [ay, b,] — R™ stetig.
Esgeltefiri=1,...,n,z; € [a;,b;] (5 #1):

fl'(iL'l, ey Lj—1, Qi Ljt 1y -2y xn) 2 0

und
fi(l‘l, ey Li—1, bi,ﬂfi+1, ,ZEn) S 0.

10



14.

Man zeige: f besitzt eine Nullstelle.

Losung: Zu@achst kann man ohne Beséahkung der Allgemeinheit a; < b; anneh-
men.
Ware ramlich a; = b;, soware

Ji(ar, )|iasbo]x...x[anbn] = 0,

und esreicht fy(ay, .), ..., fu(a1, .) auf [ag, bo] X ... X [a,,b,] zu betrachten.
Seialso Q= (a1,b1) X ... X (an,b,) #0, o€ Q, betrachte

fi
Fy=—1d+ T, f = ,
fn
F.=7f+4+(1—71)F.
For 0<7<1, 2e€0Q qilt:
for eing ist T; = a; oder Tr; = bz,
Fri(z) = (2 — w04)(L = 7) + 7 fil2)
. > (.13071'—@@')(1—7') >O, xT; = a,
- S—(bl—fo,z)ﬂ.—’r) < 0, T; = b;.

Das heil}t F;|sn # 0. Wegen des Homotopiesatzes und;, € Q@ (Aufgabe{ 1D
(@) folgtfur =< 1:
0 % d(Fy, Q) = d(F,, ).

Das heil3t, dasdif jedes 7€ [0,1) ein z,.€Q existiert mit
0=Fr(x;)=1—7)(xg —2;) +7f(2,).

Nach Auswahl einer Teilfolge folgid 7,7 1: z, -2, €Q, 0= f(x).

Sei(2 offen, beschankt und konvex. Man zeige, dass der Brouwersche Fixpunktsatz
auch auf (2 gilt.

Hinweis: Arbeiten Sie mit dem in der Veranstaltung vorgestellten Minkowski—Funk-
tional.

Zusatz:Was kann man sagen, wenik # () kompakt und konvex ist, aber nicht mehr
notwendigerweise innere Punkte entllt, und f : K — K stetig ist?

Losung: Ohne Bescnkung der Allgemeinheit sei 0 € 2. Wir betrachten dalinkowski-
Funktional
pg : R" = R,

1 —
pg(x):inf{a>0: axeﬂ}.

11



15.

Auf Grund der Offenheit und Konvexét von (2 sowie von0 & (2 lasst sich elementar
zeigen.dassir A >0, x,y e R™ qgilt

pa(Az) = Apg(z),

pa(r +y) < palz) + paly)-
Damit folgt die Stetigkeit:

Sei xe€R" beliebig yx— 0,

p(x) — p(=yr) < pal@ + k) < pglz) + palyk),
N—— N——

dennp(+yx) — 0, da © 0-Umgebung.
Schlieflich hat man: z € Q < pg(z) < 1.
Sei R so,dass Bz(0) D Q,

o Bal0) — 0, pla) = min{%ﬁ} z

Esgilt. pstetig, Vo€ Br(0): plx)eQ,fur 2€Q: plz)=nx.

Damit kdnnen wir nun die angestrebte Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunkt-
satzes zeigen:

Sei f:Q— Q eine stetige Abbildung.

Die Fortsetzung’ : Br — Q< Br, f:= fop istebenfalls stetig, also existiert
nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz in Kugeln eig € Br: f(&= f(p(&) =¢.

Da f(Br)=0: €€, p(¢)=¢ also

¥eQ: fH=¢

Zum Zusatz: Entélt K keine inneren Punkte, so isf in einer Hyperebene dé&" ent-
halten, und man kann die Dimension des umgebenden Raumes solange reduzieren, bis
K C R™, m < n geeignet, innere Punkte eiath

Sein ungerade, f : S ! — 5"~ sei stetig.
Dann gibt es ein¢ € S" ! mit f(¢) = ¢ oder f(¢) = —(.

Losung: Der Falh = 1 ist trivial, ohne Besclankung der Allgemeinheit n > 3.
Setze f gemalR dem Satz von Tietze stetig nachB;(0) fort. Sicher gilt, dan
ungerade:
1 =d(id, B1(0)) # v(f,S"1) oder

—1 =d(—id, B,(0)) # v(f,5"7).
Dabei bezeichnet v(f,S"') die Ordnungder Abbildungf : 9B;(0) = S" ! —
Sl R
Im ersten Fall ist die Homotopie

(t,x) —te+ (1 —t)f(x)

12



16.

17.

nicht zubssig, d. h. 3t € (0,1), 3¢ e 5" !:

tE+(1—-1)f(&) =0,

das heiBt f(¢) = t_Ll ¢
Nun ist gend3 Voraussetzung 1 = [f(§)| = (5 ¢] = 15
=t
=3

f(&) =-¢
Im zweiten Fall ist die Homotopie

(t, ) = t(=z) + (1 = 1) f(2)
unzubssig, d. h. 3t € (0,1), I e st

K=+ (1 =1)f() =0,
t

das heil3t f(f) = mf,
zudem ist nach Voraussetzungl = | f(¢)| = 1%, alsot = 1 und
f(&) =¢.

Seif : B1(0) — R" stetig, fur alle z € B;(0) gelte f(x) # 0. Dann existieren Zahlen
AL > 0, Ay <0 und Punkte Cla §2 e 5™ mit f(Cl) = )\1C1, f(CQ) = /\QCQ.
Losung:Ahnlich wie Aufgabd 1p: d(f, B1(0)) = 0, das heilt: Beide Homotopien
aus Aufgabé 15 sind unzgsig, unabfingig vonn gerade/ungerade.

Also existieren ty,t, € (0,1), &,& e S7L:

fle) =126, fE) =26
A . 2>\

(Satz von Borsuk-Ulam)

Sei(2 C R” beschiankt, offen und symmetrisch mit0 € Q. Seif : 9 — R™ — R",
m < n, Stetig.

Dann existiert ¢ € 9Q mit f(¢) = f(—().

Beispiel:n = 3,m = 2,Q = Erde f(z) = (g?&i) = An zwei antipodalen Punkten

auf der Erdoberflache stimmen Druck und Temperaturtberein.

Losung: Annahme: Vo € 0Q:  f(x) # f(—x).
Betrachte ¢:0Q — R™ — R", g¢g(z) = f(z) — f(—x),
sowie die ungerade, stetige Fortsetzung nadkr:

g:R" - R™— R".
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18.

19.

Auf 09 gilt  g(x) #0 nach Annahme,
das heil3téir < >0 geeignet: |g(z)| > e.
Nach dem Satz von Borsuk ist

d(g,€) #0,
genmal dem Satz von Rouehilt fur 2 e R*, |z| <e:

g:(z) :=g(x) — z,

d(g., ) # 0.

Also existiert zu jedem solchenz ein =z mit g(z) —2=0.
Das heif3tiir dien-dimensionale-Kugel B.(0) C ¢g(2) im Widerspruchzu ¢(2) C
R™.

Seif : R" — R” stetig und lokal injektiv, flr |z| — oo gelte|f(z)| — oco. Man zeige:
JR") =R".

Losung: Nach dem Satz von der Gebietsinvarianz ig{R") offen.

Annahme: f(R") # R".

Dann existiert y € 0f(R"), y ¢ f(R").

Finde y, —vy, w€ fR"), z€R": f(zp) =y

(xy) beschankt, andernfalls are fir eine Teilfolge | f(zx)| — oo.

Nach Auswahl einer Teilfolge kann man erreichen: z, — =,

yr = flzr) — f(2).
!
Yy

= y € f(R"). Ein Widerspruch!

Seip € C*(R",R) mit ¢(z) — —oo fur |z| — +ocound V() # 0flr |z| > R,R >0
geeignet.
Man zeige, dassiir alle » > R gilt:

d(Ve, B,(0)) = (=1)".

Anleitung:Man arbeite auf Niveaumengen @ir ¢.
Fir geeignetes und = € Q) betrachte man das Anfangswertproblem

w(t,x) = Ve(u(t,x)), t>0,
u(0,2) = =,

14



und zeige, dasstr alle ¢ > 0 gilt:
d(u(t,.) — 1d,Q) = d(Ve, Q).

Schlief3lich zeige man, dasdif hinreichend groR3e ¢t und = € 09 der , Fluss* u(t, x)
relativ klein zu Id(x) = z ist.

Losung: Sei M := min ¢(z), wahle R so,dass
IEEBR(O)

Br D{z:p(x)> M}, K:= min <M

LEEBR/
Q={zeR":p(x) > K —1}.
Auf Grund der Voraussetzungen ist

Q) offen, beschinkt, umfasst Br(0). Fur x € Q betrachte das Anfangswert-
problem

0

Eu(t, z) = Vp(u(t,z))
u(0,z) = .

Danngiltfar ¢>0:

0
0 < ful’ = Vi(u) - u = = (p(w)),
das heil3t
r e Q=ut,x) €, (1)
fur ze€0Q (jz[]=R): 0# Vo(r)=Ve(u(0,z)) =u(0, ),
So(u)le=o >0, d.h,
red = Vt>0: u(tz)e (2)

Damit existieren die isungen insbesonderigrfalle Zeiten!
Folglich sind sowohl
d(u(t, .) — 1d,Q), t>0

als auch
d(V, )
wohldefiniert.
Beh.: Fur t>0 qilt
d(ult, .) — 1d,Q) = d(V, ) 3)

Beweis dazu: Auf Grund des Homotopiesatzes igtf ¢ > 0 :
1
d(u(t, .)—Id,Q):d(g(u(t, .)—[d),Q). 4)

Betrachte nun die Homotopie (7' < co  beliebig:
H:[0,T] xQ— R",

15



H(u(t,z) —x), t>0,
Ht,z) = { u (0, x), t=0.

Die Stetigkeitistnurin ¢t =0 problematisch. & (0,z), (t,2') € [0,1] x Q gilt

|H(0,2) — H(t',2")| = |u(0,2) — ! / u (T, ') dr

t/

1 [
< 5/ |ug(0, ) — ug(7, 2")| dr

2 [ 1 Te0.0) - Vetu ) kv e

gleichmalig stetlg das heifl3t
<e, falls
|ZE—[L‘/|§(5, t/§57
d=4d(e) >0 geeignet

Hier geht die Voraussetzunge C? ein: Insbesondere haben wir gleichBige Lipschitz-
stetigkeit vonV und damit die stetige Aldngigkeit der bsung von den Anfangsdaten.

Schlief3lich ist die Homotopie za$sig, dennifr € 9Q ist H(t,x) # 0.
Mit Hilfe von (@) folgt nunfur 0 <# <t

d(u(t, ) — 1d,Q) = d(H(t', .),Q) = d(u,(0, .),Q) = d(V, ),

das heil3t{(3).

Es bleibt, d(u(t,.)— 1d,2) zu berechnen.
Zeige dazu, dassiif groRes t, wu(t,.) relatvzu Id auf 0Q Klein wird.
Wahle dazu ¢ > 0, sodass gilt

Vo(x)| >e, falls |z|>R, x€Q.
Beh.: Fur t> M=K qgilt:
furalle zcQ ist o(u(t,z)) > M, insbesondere |u(t,z)| < R (5)

Beweis dazu: Zunachst bemerkt man: Weger (1), das heif3t

Sr(ult2) 20,

gilt:  Ist  @(u(te,x)) > M, soist o(u(t,z)) > M furalle ¢ > t, Es
reicht also zu zeigen:
Firjedes z€Q gibtesein ¢ <2E=K  sodass gilt

o(u(t,x)) > M.

Annahme: Esgibtein z € Q, sodassiiralle ¢< =K gilt:
p(u(t,z)) < M. (6)
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20.

Insbesondere gilt danm(¢, z)| > R und deshalb |V(u(t,x))| > ¢, ferner:

o(u(t, 2)) — p(u(0,2)) = / Ve (u(r, 2)) - up(r, 2)dr

=p(z)

t
:/ |Vo(u(T, a:))|2dT > 2,
0

plult,z)) > K — 1+
Far ¢ =K st p(u(t,x)) > M im Widerspruch zu(6). Damit gilf {5).

2
Furalle t> =K giltnun

lu(t,z)] < R < inf |z|,
€I

also nach dem Satz von Rowch
d(u(t, .)—Id,Q) =d(—1d,Q) = (—=1)",

denn 0 € Q. _
Also  (—1)"=d(Ve,Q) =d(Ve, Br(0)),weil Ve#0 fur zeQ)\ Bg(0).

Man tberlege sich die Produktformel fir den Abbildungsgrad mit Hilfe von Hilfs-
satz 3.7, dabei bnnen die beteiligten Abbildungen und die auftretenden, Null*-
Stellen als so regur wie bendtigt angenommen werden.

LOosung: Sei z € R™, € beschéankt, offen
f n 9 n 1
Q5R*=SRY, f,geC,

esgelte go flog # 2, insbesondere auch g ;o) # 2.
R™\ f(092) = U G; UGy Zerlegung in Zusammenhangskomponenten.

i€l
Da 0G; C f(092) (wegen der Maximalét derG,) ist  gloc, # =
Wir kdbnnen annehmen (man vgl. das Lemma von Sard), dassllich viele i € I,

jeweils endlich vielez-Stellenin  G;  liegen:

vi; € G,
1€ I[) : g(yz,]) =z, j = 1, ...,Ni,
Jy(yij) # 0.

Auf allen andererGy; gilt:  ¢|G; # z. Fur jedes solches Indexpaar(i,j) suche in
Q vy, ;- Stellen:

1€ Ig, j = 1, ,]\/vZ : f(a?i,j,k:) = Yi; k= 1, e Ni,j; Jf(xi,j,k> 7& 0.
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{xiju: i€ly, j=1,.,N;, k=1,..,N;;} istdie Menge aller-Stellen von
gof in Q.
Nach Hilfssatz 3.7 ist

Nz N’LJ

gOfQZ Zzzsgn]gof mz]k

icly j=1 k=1

N; Nij

= 3> s, (f(wisw) - SAV (i 54))

i€ly j=1 k=1

= Z 27 sgnJ,(vi ;) (Z Sgn]f(xi,j,k))

ic€ly j=1
= ZZSQW (vii)d(f, 2, yi ;)
i€ly j=1
N;
= Zd(ﬂQ;Gi) (Z Sgn]g(?/i,j))
iclo j=1
i€lp
1€l

21. Seif € CY(R x R",R"), es gebe einv > 0, so dass d@ir alle (¢,z) € R x R" gilt:
f(t +w,z) = f(t,z). Ferner seip € C*(R"), p(z) — —oo flr |x| — oo; es gebe ein
R > 0,sodassiralle || > Rundt > 0 gilt:

Ve(z) - f(t,x) > 0.
Man zeige, dass die Differentialgleichung
u'(t) = f(t, u(t))

einew-periodische Losung besitzt.

Losung: Zu@dchst bemerkt man, dasef |z| >R und teR gilt Ve(z) #0,

f(t,x) # 0.
Sei M= min ¢(x),

xEBR(O)

Q={reR": p(x)>M-—-1} offen, beschinkt,
0N ={p(x)=M—1}.
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22.

Day € C? und Vy|0Q # 0 ist, ist 992 eine C?-glatte Mannigfaltigkeit mit innerer
Einheitsnormale V.

Fur = € Q betrachten wir zuaichst das folgende Anfangswertproblem:
w(t,x) = f(t,u(t,x)), t>0,

u(0,z) = x.

Fur t>0 existieren die bsungen global, esist sogdirf ¢>0: wu(t,z) € Q.
Dennseifirein ty wu(ty) =z9€ 909, dann

Ut<t0) : VQO(.T()) = f(to, U(to)) : VQO(I()) > 0.
N~~~

Das heif3t: Die Tangente ant — u(t) in ¢, zeigtechtinsInnere vof (02 C*-glatt),
also B
u(to+¢) €Q, ulto—e)¢Q, 0<e<ep.

Wie in Aufgabd 1P zeigt man nun: Dlac C*,istfur ¢ > 0
d(u(t, .)—1d,Q) =d(f(0,.),Q);
ferneristfir 7€ [0,1], z€9dQ wegen
[7f(0,2) + (1 = 7) V()]
= 7T[f(0,2)] + 27(1 = 7)(f(0,2) - Vip()) + (1 — 7)*| Vip(2)[* > 0
die Abbildung
0,1] x Q — R, (r,z) — 7f(0,2) + (1 — 7)V(z)

eine zubssige Homotopie von f(0,.) in  Veg(.). Zusammen mit Aufgabp 19
folgt:
d(u(w, .) = 1d,Q) = d(f(0, .),Q) = d(Vip, Q) = (~1)"

Das heil3t, es gibtein o € Q  mit
u(w, xg) = xo.

Da f(.,x) w-—periodischist, ist R — Q, ¢ +— u(t,z9) einew—periodische
Losung von w; = f(t, u).

(Satz von Jentzsch)

Sei) # C° c C c R*und C kompakt, fur den Integralkern K € C°(C x C) gelte
K(z,y) > 0furalle z,y € C.

Man zeige: Es gibt einen positiven Eigenwerfx > 0 und eine strikt positive Eigen-
funktion f € C°(C) von

[}amwﬂwwzxﬂm.
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Losung:Sei V =C°(C), A={feV: f>0 und [, f(z)de=1}.
AistinV abgeschlossen und konvex.

Definiere
Jo K(z,y)f(y) dy

fc ch(f,n) f(n) dnd§

>p>0

F:A— A F(f)(x)=

z— [, K(z,y)f(y)dy iststetig, der Nenner 0, also tatéichlich F: A — A.
Wegen

\/K(x,y)(f(y) —f(y))dy\ <M-|C)-|If = fllco,

//Kén dnd£>p!C|/f dn = p|C,

//Ksn dnd£<M|C|/f Ydn = M|C|, |C]£0

ist F' stetig.

Fist sogar kompakt: verwende Satz von Arzela-Ascoli.

Dazu: fe A= ||F(f)|co < 2L

Gleichgradig gleichrassige StetlgLelt Seie >0, bestimme ¢§>0, sodassir
alle z,2eC, yeC, |z—2|<6 qgilt

K (x,y) — K(2',y)| <e,

1

= [F(f)(x) = F(f)(x f f (K(fﬂ,y)—K(fB’,y))f(y)dy
cJc

|c| / f)dy =

Alle Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Schauder siiltt,efés heildst 3f € A :

B S K(xy) fy) dy
F=F0= fcfz f(n)dndg

—:)\>0

Da f>0,f#0, folgtaus K >p>0 undaus

~ 5 [ Kenry

f>0 in C.

auch
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23.

24,

Seil ein Banachraum. o
Man zeige: M C V ist prakompakt < M ist kompakt.

Losung:,«<*“ trivial.

=" Sei (zp)rex C M. Findefiralle k ein y.e€M mit |a,—yl <
1

Finde Teilfolge k&, ye€M mit y, —y ({— oo).Esist:

1
2w = yll <l = yell + llge, =yl < 72+ 0(1) = o(1) (€= 00)

SeiV ein Banachraum, F' : V — V sei eine stetige Abbildung, so dasdif jede
beschriankte Menge B C V das Bild F'(B) prakompakt ist. Au3erdem existiere eine
Zahl K € R mit der folgenden Eigenschatft:

Ist z € V fur ein 7 € [0, 1] Losung der Gleichungz — 7F(z) = 0, soist||z| < K.
Dann gilt: ' hatin V einen Fixpunkt.

(Methode der a-priori-Schranken.)

Hinweis:Mit Hilfe von F' konstruiere man eine kompakte AbbildungF : Bx.1(0) —
Bk 11(0).

Losung: Betrachte F : By 1(0) — Bg41(0),

8 F(z) falls || F(z)|| < K + 1,
P =\ S pe) talls|F@)) = K + 1.

F st offensichtlich stetig, und F(By,1(0)) ist prakompakt, also isi’ kompakt.
Auf Grund des Schauderschen Fixpunktsatzes existiert

5 S BK+1(O) mit F(g) = f

1.Fall: ||F(¢)] >K+1, dannist

€= F(©) = T P = 7P mi
B o

()l

Nach Voraussetzung ist K > ||¢]| = ||F'(¢)|| = K + 1, Widerspruch! Dieser Fall tritt
nicht ein. Bleibt also

2.Fall: [[F()| < K+1,

dannist &= F(¢) = F(¢) wie behauptet.

25. SeiV ein Banachraum,M C V. Dann sind aquivalent:
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26.

(a) M ist prakompakt.
(b) Zu jedem ¢ > 0 existiert eine Zahln € N und n Punkte z; ...,z, € M mit
M C U?:l Bs(x;).

Hinweis: Man verwende die Aquivalenz von Folgen- und Uberdeckungskompakt-
heit.

Losung:, (a)= (b)*: Nach Aufgabé 2Bist M kompakt. Farjedes 0 gilt M C
gMB(;(gs). Also existieren zi,...,x, € M mit

McMcC _QJlB(;(xi).

, (b) =(a@)': Sei  (x)ren C M. Mit Hilfe des Cantorschen Diagonalverfahrens kon-
struieren wir eine Cauchy-Teilfolge.

Da M mitendlich vieIen%—KugeIn Uberdeckt werden kann, liegen unendlich viele
Folgenglieder in einer Kugel mit Radil%s

Das heil3t es gibt eine Teilfolge

Ty, ,, sodassir 4,5 gilt |lag, - | <L

Sei nun/ € N beliebig und eine Teilfolgézy, ;);cn bereits konstruiert.

Uberdecke M  mit endlich vielen 2% Kugeln, unendlich viele Glieder von
Ty, liegenin einer Kugel mit Radius ﬂ%, d. h. es gibt Teilfolge

(azké“,j)jeN von (xkzﬁj)jeN, so dassiiralle 4,5 qilt

H‘TkZJrl,i - xkéﬂ,j” < 2‘?%

Die Diagonalfolge wy, := xy ist offensichtlich eine Cauchy-Folge.

33

SeiV ein Banachraum, (z;)ren €ine Folge, die keine (inV) konvergente Teilfolge
besitzt. Dann gibt es einy > 0 und eine Teilfolge (zx, );cn, SO dassiir alle i # j gilt:

Losung:M = {z;: k€ N} istalso nicht pakompakt.

Also existiertein 6 > 0 gemaf Aufgabg 25, so dassM  nicht von endlich vie-
len der Kugeln Bj(zx), k€ N, Uberdeckt werden kann. Deshalb bricht folgendes
Verfahren nicht ab:

Setze xy, = x;, bestimme =z, ¢ Bs(xy,), bestimme zy, ¢ Bs(zg,) U
Bg(ka),

Diese Folge leistet das Géwschte.
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27. SeiV ein Banachraum, ) C V offen; die Abbildung F' : 2 — V heil3tin xy € 2
(Fréchet-) differenzierbar, falls gilt:
Es gibt eine beschénkte lineare Abbildung A : V' — V, eine > 0 und eine Abbil-
dung R : B.(zo) — V mit lim,_,, ““f_(zi““ = 0, so dassF in B.(z,) die Darstellung
besitzt:

F(x) = F(x9) + A(x — x9) + R(x).
In diesem Fall heiBt A =: DF(z,) das (Fréchet-) Differential von F' im Punkte z.

Man zeige: IstF : @ — V kompakt und in z, € Q differenzierbar, soist DF'(z,) eine
kompakte lineare Abbildung, bildet also beschénkte Mengen auf prakompakte ab.

Losung: Bezeichne A := DF(xy), zu zeigen: A(B;(0)) ist prakompakt, d. h.
firjede Folge z, €V, |z <1 |Dbesitzt (Az,)wen  eine konvergente Teilfol-

ge.

Widerspruchsannahme: Esgibteine Folge, € V, |jzx]| <1, sodass (Axg)gen
keine konvergente Teilfolge besitzt.

Gemal Aufgabé 26 kann man nach Auswahl einer Teilfolge annehmen:

30: Vk#j: ||Azp — Axj|| > 6. (%)

Bestimmenun ¢ >0 so,dassiiralle ze€V mit |z—x <e gilt
J
IR(@)I] < 7 llz = 2ol.

Wahle aus (z;) eine Teilfolge (xj,) aus,sodass F(x,+cxy,) konvergiert.
Insbesondere existieren zwei Indizes:;, k; mit

1
1F (20 + e,) = Flzo + ey, )| < e

Aus der auf B.(zy) gultigen Darstellung
F(z) = F(zo) + A(x — z9) + R(z),

F(l’o + ESL’]C) — F(Jﬁo + €L€kj) — R(l’o + 85L’ki) + R(x() + E.Clikj) = EA(Jka — ;Ukj)

folgt vermbge (x):

£0 < |leA(xn, —ax,)|| < ||F(zo+exy,)—F (zotexn,)|| +||R(zo+cxk,)

|| R(zo+exy,)||

1 1 1 3
S 155 + 1(5”6ka + 16“83319]” S 155

und somit ein Widerspruch.
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28. Seil’ = ¥ = Menge aller reellen Nullfolgen= {z = (z¢)een : 27 € R, limy_ oo 7, =
0}, zusammen mit||z|| := ||z||.0 = maxey |z,| Wird V ein Banachraum (ohne Be-
weis). Seil’ : V — V, F(z) = (z2)wen. Man zeige:

Fist an jeder Stellex € V Fréchet—differenzierbar, und DF'(z) ist eine kompakte
lineare Abbildung. Dagegen istF'| B;(0) nicht kompakt.
D. h., die Umkehrung von Aufgabe 2¥ gilt nicht.

Losung:

F(z + h) = (2] 4 2xohe + hy)een

= F(z) + (2z¢he)een + F(h),

dabei ist ||F(h)]| = r?e&x\hﬂ = ||h||?>, insbesondere ist F(h) = o(||h]|) flr
€

Fur festes = € ® istdie lineare Abbildung ® — ¢°,  h+— (2z,h)) wegen

2 <2 <9 .
max |2rehe| < 2(max ) (max | hel) < 2| - [|A]

beschankt. Alsoist F :® — ¢ differenzierbar mit
DF(z)(h) = (2x¢hs)een.

Die Abbildung DF(z) (x € ¢ beliebig, aber fest) ist sogar als lineare Abbildung
kompakt:

Sei (M*)en €, |[A®]|0 < 1. Mit Hilfe des Cantorschen Diagonalverfahrens
findet man beschinkte Folge h € [—1,1]Y, so dass nach Auswahl einer Teilfolge

git: Firalle ¢eN git n" —h, (k— o).
formal

zeige  DF()(h®) —  DF)(H)= ) 2eihi)een < &,

das heif3t

max | hfze = hewe — 0 (k= oo). (+)
€

Sei ¢ > 0 gegeben, bestimme zachst /¢,, so dassiralle ¢ > ¢, qilt:
2| < .

Fir ¢>(, undallekist 2 ‘hék)xg - hm‘ <: (Wﬂ) +|hel) <.

Bestimme nun k, so,dassir k£>ky, und (</{, qilt

1
k

9
= ‘hék)l’g — hgl’g‘ < W|$f| <eg,
i
insgesamt folgt)

Jedochiistifir e = (8;)een: F(e®) = €@, fir i#£j: |F(eW)—F(eW)| =
1, d.h. (F(e"))en entralt keine Cauchy-Teilfolge.
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29. SeiQ) ¢ V offen, F : Q — V sei kompakt und in z, € Q Fréchet-differenzierbar.
Das Differential /d — DF(x) sei injektiv. Ferner habe Id — F'in z, eine Nullstelle:
xo — F(x¢) = 0. Man zeige: Die Nullstellez, ist isoliert, und es gilt:

Hinweis: Aufgabe|[27.
Losung: Mit A := DF(xy) giltnahe =z, die Darstellung
(Id— F)(z) = (Id — F)(xo) + (Id — A)(z — z9) — R(x)
= (Id — A)(x — xy) — R(x),

wobei  R(z) = o(||lx — zo]).

Gemal Aufgabé 27 ist A  ein kompakter linearer Operator.

Betrachte Id— A auf 0B;(0), das hei3tdir |z| =1.

Auf Grund der Injektiviaitsannahme ist hier /d—A # 0, gen@fl Hilfssatz 9.7 existiert
e >0, sodassiralle |[z|]|=1 qilt [([d—A)zx|>e.

Wahlenun 6 >0 so, dass auf Bjs(zg) gilt

€
IR(@)I < 5llz = 2ol
andererseits ist
[(1d = A)(x = wo)|| = ellx — o],
das heilst |[|(Id — F)(z)|| > 5|lz — 0|, 2o istisolierte Nullstelle.

Zur Indexberechnung : ind(Id — F o) o d(Id — F, Bs(xo)),

Verwende Homotopiesatz:
H(r,x) = F(zo) + A(x — z0) + TR(x)
| = (1= 7)(F(a) + Al — 20)) + TF (@),
istin  [0,1] x Bs(xo) kompakt; zudssig, dennifr (7, z) € [0,1] x OBs(zo) gilt:
[(1d = H(r, .))z|| = [l = F(zo) — Az — 20) — TR(x)]]
= |d = A)(x — o) + TR(2)[| = ellx — wol| — 7| R(x)]]

zo=F(zo

ed 1
>ed— — = —¢&b .
> ¢ 5 25 >0

Also ist insgesamt

ind(Id — F, zo) - d(Id — F, Bs(x))
= d(Id — F(xo) —A(. — ), Bs(x))
~——

=d(Id— A, Bs(0)) = ind(Id — A,0).
Im letzten Schritt benutzt man die Translationsinvarianz, die sich direkiR/éiibertagt.

o
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30. Zusatzlich zu den Voraussetzungen von Aufgabe 29 gelté: ist ein Hilbertraum, d.
h. es gibt ein Skalarprodukt, so dassir alle z € V gilt: ||z||* = (z, z).

Das Differential von F'in x, sei selbstadjungiert—ftiralle z,y € Vist (DF (xy)x,y) =
(x, DF(x¢)y) —und besitze in(1,00) N € N, Eigenwerte\,, ... A\y; jeder Eigenwert
wird entsprechend seiner Vielfachheit aufgeiihrt.

(Die endliche Anzahl in(1, co) folgt bereits aus der Kompaktheit von D F'(z)).

Man zeige: ind(Id — F,zq) = (—1)".

Losung: Bezeichne A = DF(zy), zu bestimmen ist ind(/d — A,0). Auf Grund
der Injektivitatsvoraussetzung an/d — A st 1 nicht Eigenwert von A.

Sei p,...,ony €Inzu A, .., Ay geldriges Orthonormal-System von Eigenvek-
toren, setze

N
Br = Xz, )¢5,
j=1

B ist endlichdimensional, insbesondere kompakt.

Betrachte auf [0,1] x B,(0) die HomotopieH (7, z) = 7Bz + (1 — 7)Az, offen-
sichtlich kompakt.

Zulassigkeit: Angenommenijfein 7€ [0,1], |z]|=1list 0= (Id— H(T,.))(z) =

x—1Br — (1 —71)Az, also

N
x = TZ Nz, ;)0 + (1 —7)Ax.

j=1
Skalare Multiplikation mit ¢;, i=1,....,N ergibt
(T, 0i) = TAi{w, 05) + (1 = 7)(Az, i) = 7A@, 05) + (1 = 7)(z, Api) = N, 5).

Da XN >1: (x,9;)=0, Bx=0, z=(1-71)Ax.
IstT € (0,1),s0istAzr = (1 — 7) "'z, wegenr_L Span (¢4, ...,pox) folgt x = 0.
>1
Ist 7=0, folgt (Id— A)z =0, wegen der Injektiviitsbedingungan Id— A
auch z =0.
Ist 7=1, Iistoffenbar = =0.
Stets ergibt sich ein Widerspruch, die Homotopie istgsig, es bleibt ind(/d — B,0)
zu bestimmen.
Betrachte V'’ = Span (¢ pn) Sowie die Koordinatenabbildung

61 N
w:RN—>V/’ £ = »—>Z§jgpj_
En 7=l
Id — B lautet in Koordinaten
1—X) @)
(¥~ o (Id—B)ov) () = (§ — Aj&)j=1...v = 3
@ 1— Ay
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31.

32.

Der Index dieser Abbildung ifiist (—1)".

SeiQ) c V offen, beschiénkt, 0 € Q. SeiF : Q — V kompakt und d(Id — F,§) # 1.
Man zeige: Dann hatF' einen positiven Eigenwert, d. h. es gibt € Q,z # 0, A > 0,
so dassF'(z) = Az.

Losung: Dawegen 0 € Q: d(Id,Q2) =1, istdie Homotopie H(r,z)= T7F(z)
unzuBssig, das heildt, es gibtT € [0,1], =z € 9 (insbesondere # 0), so dass
r—71F(z)=0.

Dannist 7#0 und F(z)= 1. 2.
Jo #0

SeiQ2 C V offen, beschénkt, F : Q@ — V sei kompakt, 0 ¢ (Id — F)(99), es
gelted(Id — F,Q) # 0. Die Abbildung G : V' — V geniige der Lipschitz-Bedingung
|G(z)—G(y)| < K||z—y] furalle z,y € V mit einer geeigneten Konstanter” > 0.
Man zeige: Es gibt einsy > 0, so dass iir jedes |¢| < ¢, die Gleichung

r=F(x)+eG(x)

eine Losungz € 2 besitzt.
Anleitung:Man zeige fr hinreichend kleine |¢|, dass

e /d — =G ein Homdomorphismus vonV ist (Banachscher Fixpunktsatz),

e fir x € V die Abbildung [0,1] 5 7 — (Id — e7G) ! (x) stetig ist,

e dass[0,1] x Q — V, H(r,z) = (Id — e7G) "' F(z) eine zukssige Homotopie ist.
LOsung:

1. Schritt: Fur |e|K <1 ist Id—eG ein Hombomorphismus von V.
Beweis dazu:

e Injektivitat

[(1d = eG)(x) = (Id — eG) (")
2> |lz = 2| = [e|Kljz — "]

v

o = o'l = l|G@) ~ G,y
(1~ el K)o — 2|

e Surjektivitat
Sei y eV gegeben, suchedsung =z der Gleichung

r—eG(x) =y, dasheillit z=1y+eG(x).
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Betrachtedazu 7: V — V, T(z) =y + G(x).

1T (z) = T < lel|G(z) = GG < el - K -lz = 2],
<1

das heil3t, 7" ist eine strikte Kontraktion, und der Banachsche Fixpunktsatz lie-
fert die Existenz eines Fixpunktesz € V' :

r=T(x) =y+eG(x).

e Stetigkeit der Umkehrabbildung
Seien y,y €V, z,2/eV mit(ld—cG)(zx)=y, [Id—eG)(z")=1.
Wiein (+): [y — /[ > (1 - || K) e — /]
das heilt (Id —eG)~! st sogar Lipschitzstetig mit Konstante(1 — |¢|K ).

2. Schritt: Sei x fest, ¢ festmit [¢|K < 1, dannist [0,1] 5 7 —
(Id —eTG)'(z) stetig.
Beweis dazu: Seien 7,7 €[0,1], lim 7, =r7.

k—o0
(Id — em,G) " Hx) — (Id — e7G) ()

= (Id — emyG) M) — (Id — em,G) ™" ((Id — emG)(Id — e7G) ! (z)) .

Die Abbildungen (Id — e7,G)~! sind unablngig von k&  Lipschitz-stetig mit
Konstante —1

1—|e|K*
= ||(Id - enG) Hx) — (Id — e7G) " H(2)]
1
< — — _ -1
< gl - Ud-e g G)Id—erG) (@)
T4+ (1 —7)
1
=1_ |5|KH$ — (Id — etG)(Id — e7G) H(x) + e(m, — 7)G(Id — e7G) ! ()]

— |E| ) |7—k _ 7_| B -1
BT |G(Id —erG) " (z)]| = 0 (k— o0).

Folgerung: Fur |¢|K <1 istdannauch
0,1]xV =V, (r,2) (Id—etG) ()

stetig.
Beweis dazu: Seien 7,7 €[0,1], zprx €V, 7 —71, zp— 1 (k— ).
Dann ist

|(Id — em,G) H(zy) — (Id — e7G) ()]

< ||(Id — en.G) Hay) — (Id — e G) ()]
+|(Id — em,G)Hz) — (Id — e7G) ()]

< ey — || +|| (Id — €TkG)_1(ZL‘) — (Id — €TG)_1(I) | —0 (k— o0).
1= Jejk L2k 2T g )
—0 —0s.0.
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Die letzte Ungleichung beruht auf derirgleichmalligen Lipschitzstetigkeit von
(]d — ETkG)il.

3. Schritt: Kompaktheit der Homotopie
0,1]xQ—V, H(r,z)=(d—erG) " F(z)

fur beliebiges, aber festese mit  |¢|K < 1.

Beweis dazu: Sei (7) C [0,1], (x1) C Q.

Nach Auswahl einer Indexteilfolge erreicht manr, — 7, € [0, 1]

nach nochmaliger Auswabhl einer Indexteilfolge erreicht mah (zy) — yo € V.
Zusammen mit der oben diskutierten Stetigkeit folgt

H(Tk, {L'k) — (Id — 57‘0G)_1y0

Die Stetigkeitvon H in (r,z) istoffensichtlich.

4. Schritt:  Fur hinreichend kleines ¢, > 0, |e] < &y,
erfullt die Homotopie H  die Zulassigkeitsbedingung

(r,2) €[0,1] x 00 = x — H(7,x) # 0.

Beweis dazu: Bestimme ¢ >0, sodassir ze€0Q qilt |z— F(z)] > ¢
Fernergilttir = € 02 miteinem beliebig gedhlten z, € 09:

lg@@)ll < llg(x) = g(@o)ll + llg(wo)l| < KTl = ol + llg (o)

< K - diam 0Q + || g(zo)|| =: M.

Setze
19

i =1
Ep = IMin {M, ﬁ} .
Unter der Bedingung
el < &0
gilt dann:  Die Homotopie ist zaksig.
Annahme: Esgibt 7€0,1], z€0Q mit
r— (Id —etG)'F(z) = 0.
Dann tatte man
F(z) = (Id —emG)(z) = x — eTG(x)
=z — F(z) =erG(x)

= ¢ < |z — F(2)|| = [[erG(2)]|

<eo |G@)| € =M =2

£
M
Widerspruch!

29



Schluss: Auf Grund des Homotopiesatzes ist nun
0#d(Id—F,Q)=d(Id— H(0, ,),Q)

—d(Id—H(1, ,),Q) =d(Id— (Id—G)™' o F,Q);

das heil3t, es gibteinz € @  mit
r=(Id—eG) (F(x))

=1z —eG(z) = F(x)
=1 = F(x) +G(x).
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