Ubungsaufgaben zur Vorlesung "Fixpuriize”

(a) SeiA C R™ abgeschlossen. Man zeige: Es gibt eine Fdlge,ny C A, die dicht
in A liegt.
(b) Man nennt einen metrischen Raufrseparabel, falls er eine adzbare dichte Teil-

menge besitzt. Zeigen Sie in Verallgemeinerung von (a): Jeder Teiltawmes
separablen metrischen Raunrésst wieder separabel.

=

2. Seif) C R” ein beschiinktes Gebiet. Konstruieren Sie eine stetige bzw. eine beliebig oft
differenzierbare Funktiop : R” — R, so dalRiir allex € R" gilt: 0 < ¢(x) < 1 sowie

o= falls z € Q;
A= 0, falls dist(z, Q) > 1.

3. Sein > 2. Man zeigeR™ \ B;(0) ist zusammerdngend.

4. Sein > 2, es seif : R — R™ bijektiv und stetig. AuRerdem gelian ;.. | f(z)| = oo.
Man zeige:f(S™"~ 1) zerlegtR" in genau zwei disjunkte Gebiete, deren gemeinsamer
Randf(S™1) ist.

5. Seif) C C ein beschiinktes Gebiet, dessen glatter Raifd durch die glatte regéare
einfach geschlossene Kurge: [a,b] — C,t — ~(t) = x(t) + iy(t) gegeben werde.
Dabei sei der Durchlaufsinn venso gevahlt, dafd durch

() = ! (o (1), /(1))

2 (t) + y* (1)

einauBeresEinheitsnormalenfeld a2 in = = ~(t) = z(t) +iy(t) gegeben werde. Wei-
ter seienf, g in einer Umgebung vof definiert und stetig differenzierbar. Man definiert
allgemein das Kurvenintegral

b
[ o+ gds) = [ (0000 + gr(e) - v (0) .

Der Satz von Stokes lautet dann:

/v(fol:z:qtgdy)z/Q (—g—’;Jr%) d(z,y).

(a) Leiten Sie den Satz von Stokds fden Spezialfall? = Bg(0) direkt aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung her.

(b) Leiten Sie den allgemeinen Satz von Stokes aus dem Satz von Gaul3 her.

6. (a) Man bestimme den Abbildungsgréd — z, Bz(0),0).

(b) Beweisen Sie den Fundamentalsatz der Algebra, indem Sie auf geeigBgtéim
den Abbildungsgrad von — z* bestimmen.



7. Gegeben sei ein Polynom-ten Grades
P(z) = 2"+ an_12" '+ ... + a1z + ay, a; € C.
Ist es ndglich, da3 @ir allez € C mit |z| = 1 gilt:
|P(2)] < 17

8. (a) Die Abbildungu : R*> = C — R sei zweimal stetig differenzierbar und habe in
0 ein strenges lokales Maximum bzw. Minimum bzw. Sattel, dvh(0) = 0 und
Hessu(0) negativ definit bzw. positiv definit bzw. indefinit.

Betrachte das Gradientenfefdz) = u,(z) + iu,(2).
Man zeige: ind f,0) = 1 bzw. 1 bzw. —1.

(b) Seiu : R? — R zweimal stetig differenzierbariif ein geeignetes: gelte: fir
|z| > Ristu(x,y) = ax + by, mita,b € R, a®+ 1> #0.
Ferner habe einen nichtdegenerierten kritischen Punkt wie in a). Man zeige: Dann
hatu mindestens einen weiteren kritischen Punkt.

9. Anhand von einfachen Beispielgprufe” man die Notwendigkeit der Bedingunge(r) =
Ofarr <dundfiurr > e.

10. SeiQ2 ¢ R™ beschénkt und offen.
(@) Seizg € R,zy ¢ 09. Man bestimme den Abbildungsgrad vgn= o(/d —
l’o), o€ ]R\ {0}
(b) Seif € C*(R",R") bijektiv, f~ € C*, f # 0 aufo.
Man bestimmel( f, 2, 0) mit Hilfe der Transformationsformel.

11. Rir hinreichend glatteg, /|02 # 0, und glattes2 definiere mani(f, 2, 0) mit Hilfe
eines Oberfichenintegrals und vergleiche mit der uispglichen Definition des Abbil-
dungsgradesit FunktionenC — C.

12. SeiQ2 ¢ R™ beschankt und offenp € Q, f : O — R” sei stetig. Er allex € 0 gelte:

f(z) -z >0.
Dann besitzff in €2 eine Nullstelle.
13. Seif : [a1,b1] X ... X [ay, b,] — R™ stetig.
Esgelte@iri =1,...,n,z; € [a;,b;] (j #1):
fl'<l’1, ey Lj—15 gy Lj 1y -y (L’n) Z 0
und
fi(l'h ey L1, bi, Lit1y -y In) S 0
Man zeige:f besitzt eine Nullstelle.
14. Seif2 offen, bescriinkt und konvex. Man zeige, daf3 der Brouwersche Fixpunktsatz auch
auf (2 gilt.
Hinweis:Arbeiten Sie mit dem in der Veranstaltung vorgestellten Minkowski—Funktional.

Zusatz:Was kann man sagen, weri # () kompakt und konvex ist, aber nicht mehr
notwendigerweise innere Punkte edthundf : K — K stetig ist?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sein ungeradef : S"! — S"~! sei stetig.
Dann gibt es eig € S™~! mit f({) = ¢ oderf(¢) = —C.

Seif : B1(0) — R" stetig, Uir allex € B;(0) gelte f(x) # 0. Dann existieren Zahlen
AL > 0, Ay <0 und Punktql, CQ S S mit f(Cl) = >\1<1 ) f(Cg) = )\QCQ.

(Satz von Borsuk-Ulam)

Sei{) C R" beschankt, offen und symmetrisch mite Q. Sei f : 00 — R™ — R,
m < n, stetig.

Dann existiert € 02 mit f(¢) = f(—().

Beispiel:n = 3,m = 2,Q2 = Erde f(z) = (E?m:ﬁ)() = An zwei antipodalen Punkten
auf der Erdober#iche stimmen Druck und Temperatirerein.

Seif : R" — R” stetig und lokal injektiv, @ir |x| — oo gelte|f(z)| — oco. Man zeige:
f(R™) =R".

Seip € C*(R",R) mit p(x) — —oo flr |z| — +ooundVe(z) # 0 fur |z| > R, R > 0
geeignet.
Man zeige, dal¥iir aller > R qgilt:

d(Ve, B,(0)) = (=1)".

Anleitung:Man arbeite auf Niveaumengeirfp.
Fur geeignete§) undz € €2 betrachte man das Anfangswertproblem

w(t,z) = Ve(ult,x)), t>0,

u(0,2) = =x
und zeige, dal¥ir allet > 0 gilt:
d(u(t,.) — 1d,Q) = d(Ve, Q).

Schliel3lich zeige man, darfhinreichend grof3eundz € 02 der,,Flu3* u(¢, x) relativ
klein zuld(z) = z ist.

Man uiberlege sich die Produktformelif den Abbildungsgrad mit Hilfe von Hilfssatz
3.7, dabei Bnnen die beteiligten Abbildungen und die auftretengeull-“Stellen als so
reguar wie berdtigt angenommen werden.

Seif € C'(R x R",R"), es gebe einv > 0, so daB @rr alle (t,z) € R x R gilt:
[t +w,x) = f(t,z). Ferner seip € C*(R"), p(x) — —oo fur |z| — oo; es gebe ein
R > 0,sodaRiralle|z| > Rundt¢ > 0 gilt:

Vo(x)- f(t,x) > 0.

Man zeige, dali die Differentialgleichung

einew-periodische bBsung besitzt.



22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

(Satz von Jentzsch)

Seif) # C° c C c R" undC kompakt, fir den Integralkern’ € C°(C x C') gelte
K(z,y) > 0furallex,y € C.

Man zeige: Es gibt einen positiven Eigenwgrt 0 und eine strikt positive Eigenfunktion
f € C°C)von

/C K (2.9)f (y)dy = M (@),

SeiV ein Banachraum. o
Man zeige:M C V ist prakompakk= M ist kompakt.

SeiV ein Banachraunm¥ : V' — V sei eine stetige Abbildung, so dai§ fede besctmk-
te MengeB C V das Bild F'(B) prakompakt ist. Auf3erdem existiere eine Zéhle R
mit der folgenden Eigenschaft:

Istz € V fureinT € [0, 1] Losung der Gleichung — 7F(z) = 0, soist||z|| < K. Dann
gilt: F" hatinV einen Fixpunkt.

(Methode der a-priori-Schranken.)

Hinweis: Mit Hilfe von F' konstruiere man eine kompakte Abbildufg: By1(0) —

Brea (0).

SeiV ein Banachraum)/ C V. Dann sindaquivalent:

(i) M ist prakompakt.
(i) Zu jedemd > O existiert eine Zahk € N undn Punktez; ...,x,, € M mit M C
Uj=1 Bs(x;).
Hinweis: Man verwende did\quivalenz von Folgen- undberdeckungskompaktheit.

SeiV/ ein Banachrauniz; )rcn €ine Folge, die keine (i) konvergente Teilfolge besitzt.
Dann gibt es ei@ > 0 und eine Teilfolg&zy, );cn, SO dal iir allei # j qilt:

SeiQ2 c V offen; die AbbildungF' : Q — V heilRtinz, € 2 (Frechet-) differenzierbar,
falls gilt:

Es gibt eine beschnkte lineare Abbildungl : V' — V, eine > 0 und eine Abbildung
R : B.(xg) — V mitlim,_,, ”R(x”"‘ =0, so dal¥¥" in B.(z,) die Darstellung besitzt:

[|z—z0

F(x) = F(xg) + A(x — x9) + R(x).

In diesem Fall heiRtl =: DF(z,) das (Féchet-) Differential vorf’ im Punktex.

Man zeige: IstF' : Q@ — V kompakt und inz, € 2 differenzierbar, so isDF(x,) eine
kompakte lineare Abbildung, bildet also besamkte Mengen auf plkompakte ab.

SeiV = ® = Menge aller reellen Nullfolger: {z = (2¢)¢en : 70 € R, limy_,oo 7, = 0},
zusammen mifjz|| := ||z||.c = maxey |2, Wird V' ein Banachraum (ohne Beweis). Sei
F:V =V, F(x) = (22)en. Man zeige:

Fistan jeder Stelle € V Fréchet—differenzierbar, und F'(z) ist eine kompakte lineare
Abbildung. Dagegen isk'| B, (0) nicht kompakt.

D. h., die Umkehrung von Aufgabe 27 gilt nicht.
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29.

30.

31.

32.

SeiQ2 ¢ V offen, F' : Q@ — V sei kompakt und ity € 2 Fréchet-differenzierbar.
Das Differential/d — DF(x,) sei injektiv. Ferner habéd — F' in x, eine Nullstelle:
xo — F(x¢) = 0. Man zeige: Die Nullstelle ist isoliert, und es gilt:

ind(Id — F,z) = ind(Id — DF (), 0).

Hinweis: Aufgabe 27.

Zusatzlich zu den Voraussetzungen von Aufgabe 29 géltest ein Hilbertraum , d. h. es
gibt ein Skalarprodukt, so daBrfallex € V gilt: ||z||* = (x, x).

Das Differential vonF' in z, sei selbstadjungiert -tif allex, y € V ist (DF (zo)z,y) =
(z, DF(x0)y) — und besitze ir{1,00) N € N, Eigenwerte),, ... \y; jeder Eigenwert
wird entsprechend seiner Vielfachheit auigjatft.

(Die endliche Anzahl ir{1, o) folgt bereits aus der Kompaktheit vanr'(z)).

Man zeige: indl/d — F,zo) = (—1)V.
SeiQ) c V offen, beschiankt,0 € Q. Sei F' : Q — V kompakt undd(Id — F, Q) # 1.

Man zeige: Dann hak’ einen positiven Eigenwert, d. h. es gibe Q,z # 0, A > 0, so
daBF(x) = Ax.

SeiQ) ¢ V offen, beschinkt, F : Q — V sei kompakt0 ¢ (Id — F)(0Q), es gelte
d(Id— F,Q) # 0. Die AbbildungG : V' — V geriige der Lipschitz-Bedingung7(z) —
Gy)| < K||lxz—vy| furallex,y € V mit einer geeigneten Konstantéh > 0. Man zeige:
Es gibt einzy > 0, so daR fir jedese| < ¢, die Gleichung

r = F(z)+eG(x)

eine Losungzx € (2 besitzt.
Anleitung:Man zeige @r hinreichend kleing¢=|, dal}
e /d — =G ein Honbomorphismus vofy ist (Banachscher Fixpunktsatz),
e flrz € V die Abbildung[0,1] 5 7 — (Id — e7G) ! () stetig ist,
e daR0,1] x Q — V, H(r,z) = (Id — e7G) "' F(x) eine zuhssige Homotopie ist.



