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0 Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind Dirichletprobleme héherer Ordnung:
(=A)"u+ f(z,u,...,D*™ ') =0 in Q,

1 J
@ (%) ul0S) = fir j=0,...,m—1.
Dabei ist 2 C R" stets ein ausreichend glattes, beschréanktes Gebiet mit duflerer Ein-
heitsnormale v; n, m € N. Ferner bezeichnet o im folgenden stets einen Multiindex der
Lénge n mit || = Y"1 | a;, D* = H?Zl(a%i)ai, Dlu = (D%u),, ;- Wir werden uns im
wesentlichen auf den polyharmonischen Hauptteil (—A)™ beschréanken, nur in Kapitel
1.2 werden auch allgemeinere Hauptteile untersucht. Die Abhangigkeit von f von den
Termen niederer Ordnung kann linear oder nichtlinear sein, nichtlineare Abhéngigkeit
werden wir hier jedoch nur von der Losung u selbst zulassen.

Mitunter verhalten sich solche Probleme hoherer Ordnung (m > 1) ganz dhnlich wie
solche zweiter Ordnung, héufig jedoch sind Verallgemeinerungen von m =1 auf m > 1
schwierig, nur eingeschrénkt richtig, noch nicht gelungen oder sogar im allgemeinen
falsch.

So sind zum Beispiel im linearen Fall C?"%- und W?™P-Abschiitzungen gegen die
C bzw. die L'-Norm weitgehend parallel zu m = 1 moglich, s. [ADN]. Maximum-
abschiatzungen gegen die Daten allein sind dagegen nicht so elementar und nicht in
derselben Schérfe herzuleiten wie bei Gleichungen zweiter Ordnung. Ob ein Randwert-
problem solche Maximumabschétzungen iiberhaupt gestattet, 148t sich nicht mehr so
einfach allein am Vorzeichen eines Koeffizienten ablesen. Dazu s. [Ag]. Starke Maxi-
mumprinzipien, wie man sie von Gleichungen zweiter Ordnung kennt, sind offensichtlich
falsch; Vergleichsprinzipien wurden bislang nur ansatzweise erforscht.

Anhand einiger Problemstellungen sollen in der vorliegenden Arbeit Gemeinsam-
keiten und Unterschiede zwischen einander entsprechenden Gleichungen zweiter und
héherer Ordnung etwas genauer beleuchtet werden. Dadurch wird zum einen deut-
lich, in welchem Mafle Hilfsmittel, etwa hinsichtlich linearer Differentialungleichungen,
zur Behandlung von nichtlinearen Problemen hoherer Ordnung, die offenbar in jiinge-
rer Zeit zunehmend Beachtung finden ([Nit], [Sim]), tiberhaupt noch zur Verfiigung
stehen. Zum anderen ergibt sich auch ein besseres Versténdnis fiir die Resultate bei
Gleichungen zweiter Ordnung: Wann reicht allein die elliptische Struktur der Probleme
und wann sind die weitergehenden Besonderheiten der Ordnung zwei notig? Aufler-
dem erfahrt durch die Untersuchung der Abhéngigkeit von m manches Phinomen eine
schliissige Interpretation.

Es sei noch bemerkt, daf§ auler der Vorgabe der Dirichletdaten (1.b) noch eine
Fiille anderer Randwertvorgaben moglich ist. Bei der Plattengleichung A%u = f in
Q) beispielsweise werden betrachtet: u|0Q2 und Au|0Q (Navierproblem, “aufliegende
Platte”), 2|6 und 22%|0Q (Neumannproblem), Au|dQ und 25409 (“freie” Platte).
Dabei gestatten Navier- und Neumannproblem eine “sinnvolle” Umformulierung in
Randwertprobleme fiir elliptische Systeme zweiter Ordnung; die Vorgabe von Aw|df2
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und %\GQ geniigt nicht der “complementing condition” bzgl. A? von Agmon, Douglis,
Nirenberg [ADN] und hat bisher wenig Interesse gefunden. Wir beschréinken uns in
dieser Arbeit auf Dirichletprobleme, weil sie

e cinerseits eine naheliegende anschauliche Interpretation gestatten (“eingespannte
Platte”) und weil

e andererseits bei ihnen Probleme und Phénomene von Gleichungen héherer Ord-
nung in “Reinform” studiert werden koénnen.

Fiir Resultate zu “Nicht-Dirichletproblemen” verweisen wir auf die Literatur, s. z.B.
(CFM], [JN], [Mi], [MS], [PV], [Sor], [Vo1], [Vo2].

0.1 Positivitidtseigenschaften

Starke Maximumprinzipien, wie sie von elliptischen Gleichungen zweiter Ordnung her
vertraut sind, sind fiir Gleichungen héherer Ordnung ganz offensichtlich falsch, wie die
polyharmonische Funktion z ~— —|z|? zeigt. Bei der Uberlegung, auf welche Art Ma-
ximumprinzipien auf Gleichungen hoherer Ordnung iibertragen werden kénnen, macht
es dagegen Sinn zu fragen, ob festes Vorzeichen von Daten im Randwertproblem (1)
sich in festem Vorzeichen der Losung u niederschldgt. In Kapitel 1 werden folglich
Positivitatseigenschaften (Vergleichsprinzipien) fiir Dirichletprobleme hoherer Ordnung
untersucht. Zur Erlauterung betrachten wir einen wichtigen Prototyp, der bereits alle
wesentlichen Schwierigkeiten aufweist; die lineare Plattengleichung:

Ay = f(z) in Q,

(2)
aloa = 2400 — 0.
ov

Dabei ist 2 C R? die Form der horizontal eingespannten Platte, f die dazu senkrechte,
auf die Platte wirkende Kraft(-dichte) und w die Auslenkung aus der Ruhelage. Es
sei bemerkt, daf§ allein schon die Vorgabe der “Dirichlet”-Randwerte die scheinbare
Struktur der Gleichung als Produkt zweier Operatoren zweiter Ordnung vollkommen
zerstort.

Unter Zuhilfenahme physikalischer Intuition kénnte man, dhnlich wie schon 1901
Boggio [Bol] oder 1908 Hadamard [H2], vermuten, daf in allen “sinnvollen” konvexen
Gebieten 2 eine ausschliefllich nach oben gerichtete Kraft (d.h. 0 # f > 0) eine nur
nach oben verformte Platte nach sich zieht (d.h. u > 0). Diese Vermutung lat sich
auch so formulieren, da8 die zum Problem (2) gehorige Greensche Funktion in Q x €2
positiv ist. Beweisen konnte Boggio [Bo2] seine Vermutung in Kugeln B durch explizite
Angabe der Greenschen Funktion, dabei konnte er auch allgemeine Potenzen (—A)™
und Raumdimensionen B C R™ behandeln.

Fiir alle anderen Gebiete blieb diese Vermutung bis 1949 ungekléart, als von Duffin
[Du] ein erstes Gegenbeispiel angegeben wurde. Aus der Fiille weiterer Gegenbeispiele



[Cof], [CD], [Gal], [KKM], [Loe], [Osh], [ST], [Sz] seien nur zwei besonders schéne he-
rausgegriffen. Garabedian [Gal], s. auch [Ga2, S. 275], fand 1951, daf die Greensche
Funktion zu (2) ihr Vorzeichen bereits in Ellipsen wechselt, deren Verhéltnis der Hal-
bachsen ungefihr 2 betrégt. Coffman und Duffin [CD] konnten 1980 ein entsprechendes
Resultat fiir Rechtecke und insbesondere Quadrate erzielen.

Diese Beispiele lassen die Frage offen, ob moglicherweise die Kugel das einzige Ge-
biet mit positiver Greenscher Funktion ist. Das ist jedoch nicht der Fall, wie in Kapitel
1.2 gezeigt wird: In Gebieten, die in einem zu prézisierenden Sinne einer Kugel nahe
sind, besitzt Problem (2) die positivitdtserhaltende Eigenschaft: 0 Z f > 0 = u > 0.
Dieses Resultat wird dort auch allgemeiner fiir kleine (lineare) Stérungen des Operators
(—A)™ einschlieBlich der fithrenden Koeffizienten gezeigt.

Kapitel 1.1 behandelt Vergleichsprinzipien in beliebigen Raumdimensionen. Da dort
nicht die ganze Bandbreite starker Hilfsmittel zweidimensionaler Theorie (z.B. kon-
forme Abbildungen, Reduktion auf Normalform) zur Verfiigung steht, sind die erziel-
ten Resultate auch schwécher: Fiir allgemeines n konnen nur noch Stérungen niederer
Ordnung von ((—A)™, B) behandelt werden. D.h., es wird Positivitét fiir Dirichletpro-
bleme:

(—A)"u + Z bo(x)D% = f in B,
la|<2m—1

D*uloB =0 fir o) <m —1,
mit “kleinen” Koeffizienten b, gezeigt. Ungeachtet der technisch bedingten Beschran-
kung auf die Kugel B C R” sind wir jedoch der Uberzeugung, daff in R”, dhnlich wie
in R2, die positivititserhaltende Eigenschaft der Randwertprobleme auch bei kleinen
Storungen des Gebiets (und der fithrenden Koeffizienten) erhalten bleibt.

Die “globalen” Vergleichssétze fiir kleine Storungen von (—A)™ werden in Kapitel

1.3 verwendet, um ein “lokales” Maximumprinzip fiir Operatoren

Lu=(=A)"u+ Y ba(x)Du
|a|<2m—1
zu zeigen, wobei die Koeffizienten b, nur mehr qualitativen, nicht aber quantitativen

Voraussetzungen unterworfen werden. Fiir beliebige kompakte Teilmengen K C €2 wird
gezeigt, dafl aus der Giiltigkeit der Differentialungleichung

Lu<f
bei beliebig gewdhltem ¢ > n/2m, ¢ > 1 bereits die einseitige Maximumabschétzung
folgt:

supu < C (dist(K, 99), b, q,n,m) {||f || + [|ullwm-11} .
K

Die niedrige Ordnung der Norm von u auf der rechten Seite ist der Verwendung der
Greenschen Funktion zu Dirichletrandwerten zu verdanken.

Die im Kapitel 1 bereitgestellten Positivitédtsresultate lassen sich in verschiedener
Weise auf semilineare Randwertprobleme anwenden, dazu siehe Folgerung 1.31, die
Satze 2.4 und 2.5 sowie den folgenden Abschnitt dieser Einleitung.
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0.2 Semilineare Eigenwertprobleme

Das semilineare elliptische Eigenwertproblem zweiter Ordnung

3) —Au = \u+ [ulPru, u#0in Q,
ul0Q =0,

2 C R™ ein glattes beschrianktes Gebiet, n > 3,1 <p < (n+2)/(n—2), A € R, gehort
sicher zu den in den letzten Jahren am haufigsten untersuchten Differentialgleichungen,
s. z.B. [BrN], [R], [CFP], [AS], [FJ] [CSS], [Sol], [ABP], [Cor|, [BenC], u.v.a., s.a. die
Uberblicksmonographie von Struwe [Str4]. Losungen von (3) werden z.B. als kritische
Punkte des Variationsfunktionals

1w A, 1
4) Eyu) = [ = ATV B TS
(4) N /Q{2|Vu] 2u p+1]u\ }dx

gewonnen. Von besonderem Interesse ist “kritisches” Wachstum p = s := (n+2)/(n—2).
In diesem Fall ist die Einbettung H}(Q)) < LPTY(Q) zwar noch stetig, aber nicht
mehr kompakt; das Funktional ) in (4) erfiillt keine “globale Palais-Smale-Bedingung”
mehr.

Viele wichtige Probleme aus Physik und Geometrie haben kritisches Wachstum, z.B.
Yang-Mills-Funktionale auf 4-Mannigfaltigkeiten, Fuler-Lagrange-Gleichungen fiir har-
monische Abbildungen, das Yamabe-Problem oder die H-Fliachen-Gleichung. Gleichung
(3) ist die einfachste Gleichung mit kritischem Wachstum. Sie ist deshalb so eingehend
studiert worden, weil sie nicht nur groe formale Ahnlichkeit mit der Yamabe-Gleichung
aufweist, sondern weil viele grundsétzliche Schwierigkeiten und Phdnomene von Glei-
chungen mit kritischem Wachstum an ihr exemplarisch studiert werden kénnen. Die
fundamentale Arbeit [BrN] von Brezis und Nirenberg iiber das Problem (3) nimmt
einerseits auf sehr klare Weise Methoden auf, die z.B. im Zusammenhang mit dem
Yamabe-Problem entwickelt worden sind ([Tr], [Au], [Sn]). Andererseits steht sie am
Anfang einer Reihe von Arbeiten z.B. {iber “grofle Losungen” der H-Flachen-Gleichung
[BrC], [Strl], [Str2], [Str3], [Ste], [J1], [J2]. Insgesamt wurde schlieflich ein klares
Verstandnis der (lokalen) Kompaktheitseigenschaften von Variationsfunktionalen mit
kritischem Wachstum erreicht.

Von besonderem Interesse sind die nach den trivialen “einfachsten” Losungen, die
positiven Losungen, auch “Grundzustinde” genannt. Manche Resultate, wie etwa Viel-
fachheitsaussagen fiir positive Losungen, hidngen ganz wesentlich von Geometrie und
Topologie der Gebiete €2 ab. Dieser Aspekt soll aber in der vorliegenden Arbeit voll-
kommen unbeachtet bleiben, es werden nur “einfache” Gebiete betrachtet. Insbeson-
dere beschréanken wir uns fiir den Rest der Einleitung auf die Einheitskugel 2 = B.
Denn entsprechend den Erlduterungen oben in Kapitel 0.1 ist die Frage nach positiven
Losungen in komplizierten Gebieten bei Gleichungen von héherer Ordnung als 2 mit
den derzeit zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln nicht zu beantworten oder u.U. nicht
einmal mehr sachgemaés.



Bei subkritischem p, d.h. p < s, existieren positive Losungen zu (3) fiir A < Aj 4,
dabei ist A;; der erste positive Eigenwert von —A = (—A)! in B unter homogenen
Dirichletrandbedingungen. Hinsichtlich Losungen ohne festes Vorzeichen gilt sogar, daf3
fiir jedes A € R unendlich viele nichttriviale Losungen existieren, dazu siehe [Str4,
chapt. II, Theorem 6.6].

Der kritische Fall ist wesentlich interessanter: Nichttriviale Losungen konnen geméf
einem Resultat von Pohozaev [Poh] hochstens fiir A > 0, positive Losungen hochstens
fir A € (0, A1) existieren. Wie Brezis und Nirenberg [BrN] entdeckt haben, ist jedoch
das Losungsverhalten von (3) wesentlich subtiler; es hangt némlich von der Raumdi-
mension n ab. Ist n > 4, so existieren positive Losungen genau fiir A € (0,A;;), im
Fall n = 3 jedoch genau fiir A € (iALla A11). Hier sei bemerkt, dafl positive Losungen
von (3) einem Resultat von Gidas, Ni und Nirenberg [GNN] zufolge immer radialsym-
metrisch sind (beachte Q2 = B) und gem#f Arbeiten von Ni, Nussbaum [NN], Zhang
Liqun [Zg], Srikanth [Sri], Adimurthi, Yadava [AY2] u.a. auch eindeutig bestimmt sind.

Auch hinsichtlich der Existenz (beliebiger) nichttrivialer Losungen héngen die Re-
sultate von der Raumdimension n ab. Die Arbeit [CFP] von Capozzi, Fortunato und
Palmieri zeigt (auch fiir beliebiges 2), dafl im Falle n > 5 fiir jedes A > 0, im Falle
n = 4 fiir jedes A > 0, welches nicht Eigenwert von —A ist, mindestens eine nichttri-
viale Losung von (3) existiert, wihrend Fortunato und Jannelli [FJ] unter Ausnutzung
der Symmetrie von €2 = B fiir n > 4 sogar unendlich viele unsymmtrische Losun-
gen konstruieren konnen. Fiir n = 3 dagegen scheint bisher die Existenz nichttrivialer
Losungen nur in Linksumgebungen von Eigenwerten A € (Ay; — Ao, Ay ;) bekannt zu
sein [CFS]; dabei ist Ay ; der j-te Dirichlet-Eigenwert von —A in B und \g < Aq;
eine feste positive Zahl. Aufgrund der Eigenwertasymptotik geméfl Weyl und Courant
Ay; ~ Cj%™ kénnen sich diese Intervalle fiir grofe j iiberlappen. Fiir A € (0, }LALl)
jedoch existieren geméf [BrN] nicht einmal nichttriviale radialsymmetrische Losungen,
ob fiir A nahe 0 wirklich nur die triviale Losung u = 0 existiert, ist meines Wissens
noch ungeklart.

Ist man nur an radialsymmetrischen Lésungen interessiert, ergibt sich eine weitere
Differenzierung beziiglich der Raumdimension: fiir n > 7 haben Cerami, Solimini und
Struwe [CSS], [Sol] fiir jedes A > 0 die Existenz unendlich vieler radialsymmetrischer
Losungen gezeigt. Dagegen gibt es im Falle n = 4, 5,6 Zahlen A = A(n) > 0, so dafl auf
(0,A(n)) keine radialsymmetrische Losung mit Vorzeichenwechsel existiert. D.h., mit
Blick auf das oben erwihnte Eindeutigkeitsresultat gibt es fiir A € (0, A(n)), n = 4,5,6,
genau ein Paar radialsymmetrischer Losungen zu (3).

Im Sinne der Bemerkungen zu Beginn der Einleitung, s. S. 2, wollen wir in den Kapi-
teln 2 und 3 der vorliegenden Arbeit der Frage nachgehen, ob oder in welcher Form die
oben skizzierten Resultate Verallgemeinerungen auf das semilineare polyharmonische
Modell-Dirichletproblem:

5) (—=A)™u = Au+ [ul*tu, w0 in B,
D%u|0B =0 fir o] <m —1,



besitzen. Dabei ist s = (n + 2m)/(n — 2m) wieder der kritische Exponent, B C R" die
Einheitskugel, n > 2m. Es ist zu beachten, daf§ fiir m > 1 im Gegensatz zu m = 1,
s. [GNN], (noch 7) nicht geklart ist, ob Positivitdt von u (in B) die Radialsymmetrie
impliziert.

Das Pohozaev-Resultat ist von Pucci und Serrin [PS1] verallgemeinert worden: fiir
A < 0 hat das Dirichletproblem (5) nur die triviale Losung v = 0. Hier ist bereits
ein weiterer grofler Unterschied zwischen Gleichungen zweiter und héherer Ordnung
zu erkennen: Der Fall A\ = 0 bleibt in [PS1] offen. Fiir diesen Fall sind bislang nur
Teilresultate bekannt. Soranzo [Sor] (fiir m = 2 s.a. [Osw|) hat bemerkt, dafl man mit-
tels der verallgemeinerten Pohozaev-Identitét [PS1] und der Positivitéit der Greenschen
Funktion [Bo2| die Nichtexistenz positiver Losungen zeigen kann. Durch die Verwen-
dung komplizierterer Testfunktionen kénnen wir bei Gleichungen niedriger Ordnung,
m = 2,3, auch die Existenz radialsymmetrischer Losungen ausschlieflen, s. Kapitel 3.3.

Hinsichtlich der Existenz positiver radialsymmetrischer Losungen von (5) wird in
Kapitel 2.1.2 ein in mancher Hinsicht zu [BrN, Theoreme 1.1 und 1.2] analoges Resultat
hergeleitet; allerdings ist die Positivitit hier ein wesentlich heikleres Problem als im Fall
m = 1, dazu s.a. den Abschnitt 2.1.1. Positive radialsymmetrische Lésungen existieren
fiir

o A€ (0,A,1), falls n > 4m,

e A\ € (A A1) mit gewissen Zahlen A = A(n,m) € (0,A,, ), falls n = 2m +
1, 4m—1.

Dabei bezeichnet A,,; den ersten Dirichlet-Eigenwert von (—A)™ in B.

Im Vertrauen auf die Verallgemeinerungsfihigkeit der von Brezis und Nirenberg
[BrN] entwickelten Methoden #ufiern Pucci und Serrin bereits 1990 [PS3] die Uberzeu-
gung, dafl ein solches Existenzresultat richtig sei. In dieser Arbeit beschéftigen sie sich
mit der Frage, in wie weit dieses Existenzresultat scharf ist. Insbesondere interessiert
sie dabei das Verhalten der Dimensionen n = 2m + 1,...,4m — 1. Sie vermuten, dafl
es fiir diese Dimensionen positive Zahlen A > 0 gibt, so daB fiir A < A keine positiven
radialsymmetrischen Losungen von (5) existieren. Diese Vermutung wird in Kapitel 3.1
bewiesen. Eine optimale Bestimmung dieser Zahlen A und A, fiir die dann vermutlich
A = A gilt, ist noch nicht gelungen.

In der bereits erwidhnten Arbeit [PS3] werfen Pucci und Serrin auerdem die un-
gleich schwerer zu entscheidende Frage auf, ob sich das oben beschriebene pathologische
Losungsverhalten der Dimensionen n = 2m+1,...,4m — 1 auch auf die Klasse beliebi-
ger nichttrivialer radialsymmetrischer Lésungen erstreckt. Sie haben dafiir den Begriff
der kritischen Dimension eingefiihrt ([PS3]):

Definition 0.1. Die Dimension n heif$t kritisch beziglich des Randwertproblems (5),
falls es eine positive Zahl A > 0 gibt derart, dafs

A>A



eine notwendige Bedingung fiir die Fxistenz nichttrivialer radialsymmetrischer Lédsun-
gen von (5) ist.

Sie vermuten, dafl in diesem Sinne n = 2m + 1,...,4m — 1 genau die kritischen
Dimensionen sind, zeigen diese Vermutung fiir m = 2 und weisen n = 2m + 1 fiir alle
m als kritisch nach.

In Kapitel 3.2 der vorliegenden Arbeit werden weitere kritische Dimensionen bes-
timmt: n = 2m+1, 2m+2,2m—+3, 2m+4, 2m+5, fallsm > 3, undn =9, ..., 15 im Falle
m = 4. Trotz der grofien rechnerischen Komplexitéit dieses Problems scheitert ein voller
Beweis der Pucci-Serrin-Vermutung derzeit weniger an rechnerisch-kombinatorischen
Problemen, sondern vielmehr daran, daf§ die verwendeten Testfunktionen fiir grofie n
zu schwache Informationen liefern.

In Kapitel 2.2 schliefflich wird gezeigt, dal das Existenzresultat von Capozzi, Fortu-
nato, Palmieri [CFP] eine natiirliche Verallgemeinerung auf den Fall hoherer Ordnung
findet: Ist n > (v/8 + 2)m, so besitzt (5) fiir alle A > 0 mindestens eine nichttriviale
Losung; entsprechendes gilt fiir n > 4m, sofern A nicht Eigenwert von (—A)™ ist. Fiir
2m < n < 4m koénnen wir Existenz analog zum Fall m = 1, n = 3, nur in “Linksum-
gebungen” von Eigenwerten zeigen. Im subkritischen Fall hat man wieder die Existenz
unendlich vieler Losungen, s. die Bemerkung auf S. 76.

Einige der oben erwéhnten Resultate fiir Gleichungen zweiter Ordnung kénnen auch
in dieser Arbeit nicht verallgemeinert werden wie z.B.:

e Zusammenhang zwischen Positivitdt und Radialsymmetrie,
e Existenz positiver Losungen in nicht kugelférmigen Gebieten,

e Existenz unendlich vieler Losungen von (5) fiir ausreichend hohe Raumdimensio-
nen,

e Nichtexistenzresultate fiir vorzeichenwechselnde radialsymmetrische Losungen
von (5).

Zusammenfassend 148t sich festhalten, daf sich die Theorie von Gleichungen héherer
Ordnung dort einigermafien problemlos entwickeln 148t, wo “nur” Variationstechniken,
LP- oder C'“-Abschétzungen, klassische Fixpunktsétze, u.d. benotigt werden.

Wesentliche Schwierigkeiten treten dort auf, wo qualitative Eigenschaften von Lo-
sungen (Vorzeichen, Symmetrie, Anzahl von Knotenhyperflichen, usw.) eine Rolle spie-
len.

0.3 Erklarung, Danksagung

Wesentliche Teile von Kapitel 1, insbesondere die Sétze 1.1 und 1.26, entstammen der
Zusammenarbeit mit Guido Sweers, Delft. Ein Teilresultat aus Kapitel 3.2 entstand
aufgrund einer Anregung von F. Bernis, Madrid. Teile dieser Habilitationsschrift ba-
sieren auf den Arbeiten [BerG], [Gr2], [Gr3], [GS1], [GS2], [GS3].
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und eine anregende Arbeitsatmosphére. Dartiber hinaus mochte ich mich bei Herrn von
Walhl fiir die geduldige Forderung meiner mathematischen Entwicklung bedanken.

Schliellich wére diese Schrift ohne die Unterstiitzung meiner Familie nicht zustande
gekommen. Meiner Frau Brigitte danke ich fiir den notigen zeitlichen Freiraum und die
“psychologische Betreuung”, meinen &lteren T6chtern Sina und Katharina dafiir, dafl
sie so manche Anspannung ihres Vaters (in der Regel) geduldig und mit Humor ertragen
haben und mich mit ihrer kindlichen Lebensfreude immer wieder aufgemuntert haben.
Meiner jiingsten Tochter Friederike danke ich dafiir, daf§ sie einfach da ist und mir
immer wieder zeigt, dafl es auch neben der Mathematik viel Spannendes zu erleben
gibt.



1 Positivititseigenschaften

Wir untersuchen Positivitatseigenschaften linearer elliptischer Dirichletprobleme belie-
biger Ordnung der Art:

n 62 m . .
(©) Lu := (— Z aijm> u+ Z bo(x)D%u = f in ,

ij=1 o] <2m—1

D%u|0Q2 = 0 fir o) <m — 1.

Die Frage, unter welchen Voraussetzungen an den Operator L und an das beschrankte
glatte Gebiet 2 C R™ Nichtnegativitit der rechten Seite 0 # f > 0 Positivitat der
Losung u > 0 nach sich zieht, sich das Randwertproblem (6) also stark positivitéitse-
rhaltend verhilt, ist eine sinnvolle Suche nach Analoga fiir Gleichungen beliebiger
Ordnung zu den bei Gleichungen zweiter Ordnung wohlbekannten Maximumprinzi-
pien. Neben dem eigenstandigen Interesse, das solche Positivitéitsaussagen z.B. fiir das
Verstandnis der Plattengleichung (2) geniefen, sind sie vor allem fiir die Theorie nicht-
linearer Gleichungen von Bedeutung, wie viele Resultate fiir Gleichungen zweiter Ord-
nung eindrucksvoll belegen, dazu s. z.B. [GT, Part II].

Nun konnen wir, wie die in der Einleitung genannten Beispiele zeigen, gar nicht
mit einem umfassenden Positivitatsresultat fiir Problem (6) rechnen. Dennoch lassen
bereits die im folgenden unter recht einschrankenden Voraussetzungen hergeleiteten
Ergebnisse Anwendungen auf nichtlineare Gleichungen zu, dazu s. Kapitel 1.3, 2.1 und
3.1.

Ein wesentliches Problem beim Studium von (6) besteht darin, daf allein schon
durch Vorgabe der Dirichletrandwerte (6.b) eine mogliche Struktur der Gleichung (6.a)
als System elliptischer Gleichungen zweiter Ordnung vollig zerschlagen wird. Bemer-
kenswerterweise jedoch, und das gilt auch fiir die Resultate dieser Arbeit, beziehen
sich alle Positivitdtsaussagen fiir Dirichletprobleme hoéherer Ordnung, positiver wie
negativer Art, auf Operatoren, deren Hauptteil m-te Potenz eines Operators zweiter
Ordnung, in der Regel sogar (—A)™, ist.

Wie bereits in der Einleitung erwahnt, sind bisher vor allem Gegenbeispiele pu-
bliziert worden, die die von Boggio [Bol] und Hadamard [H2] fiir Spezialfille von (6)
formulierte Positivitdtsvermutung hinsichtlich ihrer Giiltigkeit fiir allgemeine Gebiete
) widerlegen.

Das meines Wissens bisher am weitesten reichende positive Resultat wurde bereits
1905 von Boggio [Bo2] erzielt: er betrachtet Potenzen (—A)™ des Laplace-Operators
in der Einheitskugel B C R"; d.h. in (6) ist a;; = 0;j, by = 0 und Q@ = B zu setzen.
Boggio berechnet explizit die zugehorige Greensche Funktion G, , und weist deren
Positivitit G n(x,y) > 0 fur z,y € B, x # y, nach. Als Folgerung erhilt man die
stark positivitdtserhaltende Eigenschaft: 0 £ f > 0 = u > 0.

Das Resultat von Boggio legt zusammen mit den Gegenbeispielen die Vermutung
nahe, daf “kleine” Storungen des Prototyps L = (—A)™, Q = B, den Beweis der
positivitdtserhaltenden Eigenschaft gestatten. Die Fortschritte, die in der vorliegenden
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Arbeit dargestellt werden, zielen genau in diese Richtung. In allgemeinen Raumdimen-
sionen n, s. Kapitel 1.1, miissen wir uns zwar weiterhin auf die Kugel {2 = B und den
Hauptteil (—A)™, d.h. a;; = §;; in (6), beschranken, konnen aber bereits kleine Stérun-
gen niederer Ordnung zulassen: [|by |05 < €9 mit einem geeigneten g9 = €(m, n) > 0.
Dieses Resultat beruht auf einer prazisen Charakterisierung der von Boggio konstruier-
ten Greenschen Funktion G, , von (—A)™ in B x B und ihrer Ableitungen sowie darauf
aufbauenden Abschétzungen fiir iterierte Greensche Funktionen. Als entscheidend wird
sich dabei das quantitative Verhalten von G,,, “nahe” 0B x 0B erweisen.

Im Falle zweier Raumdimensionen werden wir in Kapitel 1.2 mit Hilfe der dort
zur Verfiigung stehenden Abbildungstheorie das Positivitdtsergebnis auch auf kleine
Storungen 2 der Einheitskugel B sowie a;; der fithrenden Koeffizienten ¢;; ausdehnen.

Im Abschnitt 1.3 schlielich leiten wir lokale Maximumabschitzungen fiir Unglei-
chungen von der Art (6) her und geben Anwendungen auf semilineare Randwertpro-
bleme.

Genauso interessant, wie der Frage nachzugehen, ob Nichtnegativitit der rechten
Seite f die Positivitdt der Losung u impliziert, ist es zu untersuchen, welchen Ein-
flul inhomogene Randdaten auf das Vorzeichen der Losung haben. Man konnte etwa
vermuten, dafl in dem Beispiel

A% =01in Q C R™,

7
" u|0) = 1, —@WQZ%
ov

die Nichtnegativitdt der Randwerte
=20, 920,

die Nichtnegativitdt der Losung v > 0 impliziert. Dieses Problem ist jedoch noch
wesentlich komplexer als die Untersuchung des Vorzeichens der Greenschen Funktion:
Die Vermutung hinsichtlich des Einflusses von v ist fiir hohe Raumdimensionen n > 4
sogar fir Q = B und L = A? falsch! Nur bei homogener Vorgabe der Randdaten
niederer Ordnung, d.h. im Beispiel (7) ¢y = 0, wirkt sich das Randdatum hochster
Ordnung, d.h. im Beispiel ¢ > 0, in Q = B allgemein in dem vermuteten Sinne aus.
Dieses Verhalten kann fiir die gleichen Typen von Randwertproblemen gezeigt werden,
fiir die auch der Positivitdtsnachweis der Greenschen Funktion gelingt, dazu siehe den
Abschnitt 1.1.5 und die Bemerkung am Ende von Kapitel 1.2 auf S. 55. Die Rolle des
Randdatums % in (7) bei Stérungen von A? in kleinen Raumdimensionen wird in Satz
1.25 beleuchtet.

1.1 Beliebige Raumdimension
Wir betrachten das Randwertproblem

Lu:=(—A)"u+ Z bo(x)D = f in B CR",
(8) la]<2m—1
D%u|0B =0 fur |of <m —1,
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mit stetigen Koeffizientenfunktionen b, € C°(B). Das zentrale Resultat dieses Absch-
nitts lautet; die LP-Losungstheorie iibernehmen wir dabei von [ADN]:

Satz 1.1. Es gibt ein g9 = g9(m,n) > 0 derart, dafs gilt:

Erfillen die Koeffizientenfunktionen b, € C°(B) die Kleinheitsbedingunyg ||ba||co g
< gq fiir alle o] < 2m — 1, so besitzt das Dirichletproblem (8) zu jedem f € LP(B),
1 < p < oo, eine Losung u € W?™P(B) N Wy"F(B). Ist dariiber hinaus 0 #Z f > 0, so
st die Losung sogar strikt positiv:

u>0m B.

Dieser Satz ist auch die Grundlage fiir die weiterreichenden Resultate in zwei Raum-
dimensionen.

Der Beweis dieses Satzes verwendet ganz wesentlich die explizite Kenntnis der
Greenschen Funktion G, , von (—A)™ in B x B unter homogenen Dirichletrandbedin-
gungen (8.b). Die Greensche Funktion erfiillt sogenannte 3-G-Theoreme; wir werden
ndmlich in Abschnitt 1.1.2 fiir alle x,y € B, x # y, und alle Multiindizes o mit
la| < 2m — 1 zeigen:

fB Gm,n(xa Z) |D?Gm,n(z’y)| dz S C
Gm,n(xuy)

mit einer nur von m, n und « abhéngigen Konstanten C' = C'(m,n, «). Die fiir dieses
3-G-Theorem benotigten Abschitzungen der Greenschen Funktion werden im nun fol-
genden Abschnitt 1.1.1 bereitgestellt. Da in (9) die Greensche Funktion im Nenner
auftritt, ist es erforderlich, G,,,, nach unten (bis auf Konstanten) durch denselben
Term wie nach oben abzuschétzen. Fiir die Ableitungen der Greenschen Funktion rei-
chen dagegen einseitige Abschéatzungen.

Mit Hilfe des 3-G-Theorems (9) und einer Neumannschen Reihe kénnen wir im
Abschnitt 1.1.3 den Beweis von Satz 1.1 erbringen. Im Kapitel 1.1.4 schliellich wird
der Spezialfall Lu = (—=A)™u + bu untersucht, in dem einerseits weitergehende Aus-
sagen iiber die Struktur der Menge von Koeffizienten b moglich sind, fiir die (8) posi-
tivitdtserhaltend ist, und in dem andererseits im Falle m > 2 die Notwendigkeit einer
Kleinheitsbedingung an b gezeigt wird.

3-G-Theoreme wie in (9) wurden bei Gleichungen zweiter Ordnung (m = 1) in ande-
rem Zusammenhang von Ancona [An], Cranston, Fabes, Zhao [CFZ], [Zo] und Hueber,
Sieveking [HuS| entdeckt. Die Relevanz dieser Resultate fiir Positivitdtsaussagen bei
nichtkooperativen elliptischen Systemen zweiter Ordnung wurde u.a. von Mitidieri und
Sweers [Swel], [Swe2], [MS] bemerkt.

(9)

1.1.1 Abschitzungen fiir die Greensche Funktion

Im folgenden bezeichnet G,,,, stets die Greensche Funktion zu (—A)™ unter Diri-

chletrandbedingungen in der Einheitskugel B C R" und G,,,, : L*(B) — W*™?(B) N
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W3 (B), (Gmanf) () = [5 Gmn(z,y) f(y) dy, den dazugehsrigen Greenschen Operator.
Die LP-Abbildungseigenschaften werden etwa in [ADN] bewiesen.

Samtliche Resultate dieses Kapitels bauen auf der expliziten Kenntnis der Green-
schen Funktion G, ,, auf:

Hilfssatz 1.2 (Boggio).

|lzly— %]/ l2—v]
(10) Gumn(z,y) = ko |2 — y[gm_" / (1)2 — 1)7"_11)1_" dv;
1

dabei ist ky,, > 0 eine positive (wohlbekannte) Konstante.

Boggio hat diese Formel, die in der Zwischenzeit weitgehend in Vergessenheit gera-
ten ist, bereits 1905 in [Bo2, p. 126] entdeckt. Da in (10) die obere Integrationsgrenze
wegen
2

(11) — o=yl =0 =21 - y*) >0

i
lzly — —
2]

echt groBer als 1 ist, 1a8t sich die Positivitéat der Greenschen Funktion G, ,, unmittelbar
ablesen. Die ausintegrierte Form der Greenschen Funktion lautet beispielsweise fiir den
biharmonischen Operator, d.h. m = 2:

G27n($7y)
3 1 z [P 3 z
3 2 ..
|z — yl +2 |lzly 2] 2‘|$|y 2] |z — y| ir n ,
X X 2
2o~y (1o ke — 1~ toglely — 5|} + [l = 5| ~lo—a furn=2,
1 T 1 z |t 9
= ¢, —|x — = - — S—— — fi =3,
x T —2
—2log |x — y| + 2log |x|y—ﬂ‘—1+ |a:|y—m |z —y|? fiir n = 4,
X X
4—n 2—n
4ep N —2 T n—4 T 9 e
- - — - — —_— - — — fi > 4;
oyl =252 ety — 2+ S - S eal g
wobei
1
, falls n # 2 und n # 4,
2|n — 4| |n — 2|w,
Cp = 1
-—, falls n = 2 oder n = 4.
8wy,

Um eine iibersichtlichere Darstellung der teilweise recht komplizierten Abschétzungen
zu ermoglichen, fithren wir einige abkiirzende Bezeichnungen ein.
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Definition 1.1. a) Fir x,y € B bezeichnet:
(12) d(x) =1 Ja],
(13) [XY]:=[YX]:=

T y
2|y — —| = [lylz — |
|z Y|

b) Sei N CR* f.g: N —[0,00]. Wir bezeichnen f und g als aquivalent,

(14) f~g,
falls es eine Konstante C' > 0 derart gibt, daf fir allet € N gilt:

1
S/ < g(t) < Cf).
Ferner nennen wir f majorisierbar durch g,

(15) f =y,

falls mit einer Konstanten C' > 0 fir allet € N gilt:
f(t) < Cg(t).

Den Term [XY] = |z| |y — #| nennt man auch Spiegelladungsterm, weil [XY]™1 in

R? bei festem x € B als Potential der im “Spiegelpunkt” ‘?1' . é—| befindlichen “Ladung”
1

= interpretiert werden kann. d(z) ist der Abstand von = € B zum Rand 0B.

||
Im folgenden sollen Abschétzungen der Greenschen Funktion und ihrer Ableitungen

hergeleitet werden, die einen Beweis des 3-G-Theorems (9) erlauben werden. Dabei
wird sich eine einzige Fallunterscheidung, die im folgenden Hilfssatz charakterisiert
wird, gleichzeitig als unerlédfllich und ausreichend erweisen.

Hilfssatz 1.3. Im Falle |z —y| > 1[XY] gilt:

(16) d(z)d(y) < 3lz —yl?,
(17) max{d(z),d(y)} < 3|z —yl.

Im Falle |z — y| < 3[XY] gilt:

(18) e~y < S [XY] < d(a)dly).
(19) Jd@) < d(y) < 4d(0)

(20) [z | < 3min{d(@), d(v)},

(21) [XY] < 5min{d(x), d(y)}.

Fiir alle x,y € B gilt schlieflich:

(22) d(z) <[XY],  d(y) < [XY].
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Im ersten Fall sind also x und y weiter von einander entfernt als vom Rand, im
zweiten Fall ist es genau umgekehrt.
Beweis. a) Sei |z — y| > $[XY]. Dann folgt:

A@)d(y) < (1—|oP) (1= [uP) = [XYP ~ [z — o> < 3z — ]2
also (16). Die Abschitzung (17) folgt aus
A@)? < d@)(dly) + 1o - yl) < 3oy + |z — yld()
< dlo—yP + Jda)’
= daf < el

sowie einer entsprechenden Abschétzung fiir y.
b) Sei nun |z — y| < $[XY]. Dann folgt:

dw)dly) > 3 (= Jaf?) (1= [?) = 3 (XY~ | — )
> SXVE 2 Sy,
also (18). Die Abschétzung (19) folgt aus
1/2
i) < do)+ o=yl < do)+ (Gaahd)) < (14 F)d) + )
=) < ()

sowie derselben Rechnung mit vertauschten Rollen von z und y. (20) und (21) sind
nun offensichtlich.
c¢) Fiir alle z,y € B gilt schlieflich:

2

T
(XY = |laly — ml 21T 2la - [yl + [yl = (1 — |=] - [y])?
> (1= la])” = d(2)",
bzw. > (1-y)* =d(y)*,
also (22). n

Damit stehen alle Hilfsmittel bereit, um die grundlegenden Abschétzungen fiir die
Greensche Funktion und ihre Ableitungen formulieren und interpretieren zu kénnen.
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Satz 1.4 (Zweiseitige Abschitzungen der Greenschen Funktion).

Auf B x B gilt:

|z — y|*™ "mm{ ‘( )" <‘2T)n } , falls n > 2m;
d(z)™d(y
(23) Gun(z,y) ~ ¢ log (1 + %) : falls n = 2m;
d(z)™ 2d(y)™ 2 min {1, W} . falls n < 2m.
\ xr —y|"

Satz 1.5 (Abschitzungen der Ableitungen der Greenschen Funktion).

Sei o € Ny ein Multiindex. Dann gilt auf B X B,

a) falls |a| > 2m — n und n ungerade, oder falls |a| > 2m —n und n gerade:

& — y[2m=-lel min {1’ d(x)m—lo;g(yo?'m} i ] < m.

_ ol i {3, 40" e

’I y! min< 1, Fiir |a| > m;
|z —y[™

b) falls |a| = 2m — n und n gerade:

(25) |DgGm,n(x7 y)| =
(v)

2ld(y)™

log (2 + %) min {1, d(z)"”

log (2—1— d )min{l,
|z —y| |

} fir |a| < m,

| — y[*rle

fiir o > m;

c) falls |o| < 2m — n und n ungerade, oder falls || < 2m — n und n gerade:

d(z)™

d(z)™ 51l d(y)™ % min {1’ d(x)5d(y)% }

|z —yl"
fiir o] <m — 3,

(26) |D2Grnl,y)] < d<y>2m—n—almm{1,

d(y)?™ ==l min {1,

\

d(yr
& — 4=

|a\d n m+|al

|z — yl" }
n
2

firm — 2 <o

IA

m,

} fir |a| > m.

Bemerkung. Die Greensche Funktion fiir den Laplace-Operator (m = 1,n > 2)
erfiillt derartige Abschitzungen in beliebigen beschrinkten, C?7-glatten Gebieten, s.
z.B. [Wid]. Dieses Resultat wird u.a. mit Hilfe des allgemeinen Maximumprinzips und
der Harnackschen Ungleichung hergeleitet. Bei Gleichungen héherer Ordnung gehen
wir genau umgekehrt vor: Die obigen Abschétzungen werden aus der expliziten Formel
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fir Gy, abgeleitet und benutzt, um zumindest noch fir kleine Stérungen von (—A)™

Vergleichsprinzipien zu zeigen.

Beweis von Satz 1.4. Seien z,y € B; entsprechend Hilfssatz 1.3 unterscheiden wir
zwei Fille.

1. Fall: |z —y| < 1[XY].

In diesem Fall ist also zu zeigen:

y|mm, falls n > 2m,

(27) Gun(z,y) ~ q log <1 + %

d(z)™ 3 d(y)™ 2, falls n < 2m.

|z —

) , falls n = 2m,

Zunéchst iiberlegt man sich leicht, daf§ fiir

a a

a€[2,00): /(1)2 — )™ dy ~ /UQm—n—l dv

1 1

gilt. Aufgrund der Fallvoraussetzung folgt nun aus der Formel (10) fiir die Greensche
Funktion:

[(XY]/|z—yl
Gm,n(xy y) ~ |l‘ . y|2m—n / (UQ . 1)m—lvl—n dU

1

[(XY]/|z—y|
~ ’I - y’2m—n U2m—n—1 dv
1
|z — g™, falls n > 2m,
XY 2m
(28) ~ log ( XY ) : falls n = 2m,
|z =yl

(XY — |z — y " ~ [ XY]*™ ", falls n < 2m.

Damit ist (27) fiir n > 2m schon gezeigt. Um auch im Falle kleiner Dimensionen
n < 2m fortfahren zu kénnen, verwenden wir (21) zusammen mit (22). Wir haben also
in diesem Falle

(XY ]~ d(x) ~ d(y),

infolgedessen ist nun (27) auch fiir n < 2m offensichtlich. Ist n = 2m, so bendtigen wir
dariiber hinaus nur noch, da8 fiir jedes feste ¢ > 0 gilt:

(29) a€[2,00): loga ~ log(1 + €a).
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Damit ist der Fall [z — y| < 5[XY] vollstéindig behandelt.

2. Fall: |z — y| > 1[XY].
In diesem Fall ist wegen % <3

n = 2m bzw. n < 2m, zu zeigen:
(30) Gmn(,y) ~ |& —y["d(z)™d(y)"™.

Wir verwenden wieder Formel (10) fiir G,, ,, und bemerken, daf die obere Integrations-
grenze [XY]/|x — y| hier im Intervall [1,2] variiert. Auf [1,2] ist aber v™" ~ 1 und
folglich:

d(y)
? |z—yl

< 3, unabhéngig von den Relationen n > 2m,

[XY]/|z—y|
Gonlzy) ~ |z —yPm" / (0 — )" v dy

1

- |x—y|2m—”( XY —1)m=|x—y|-”<[XY12—|x—y|2)’"

|z —yl?
= Jo =yl (=2 @ = 1y)" ~ | =yl d(x)"d(y)™.
Der Beweis von (30) und damit von Satz 1.4 ist vollstdndig erbracht. [

Entsprechend der Fallunterscheidung |z —y| > $[XY] baw. |z —y| < $[XY] zeigen
wir die wesentliche Aussage von Satz 1.5 in den folgenden beiden Hilfssétzen.

Hilfssatz 1.6. Auf {(z,y) € Bx B: |z —y| > i[XY]} qilt:

(31) DGy (i, 9)] < |10 — g2 (M)max{mlalp}( d(y) )m

lz —yl lz —yl

Beweis. Wir formen den Ausdruck (10) fiir die Greensche Funktion mit Hilfe der
Substitution s =1 — v% so um, dafl das Randverhalten deutlicher zu erkennen ist:

kmn m—n
(32) Gm,n(Iay) = 27 |"L‘ - y|2 fm,n(A:v,y)a

wobei

t

n__

(33)  fin(t) = /sm_l(l —5)27 ™ s,
(XY — e —yl* _ (A—]z)A—|yl*) _d(=)d(y)
[(XY]? [(XYT]? (XY]

(34) A, =

Aufgrund der Voraussetzung des Hilfssatzes ist hier

3
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in diesem Bereich, d.h. fiir t € [0, 3], gilt:

(86) [ filn(B)] < gmetmaol,

Ferner ist fiir jeden Multiindex 3 € Njj wegen d(z) < [XY], s. (22):

(37) |DAL,| = dly)[XY] .

Die Anwendung einer allgemeinen Produkt- und Kettenregel ergibt nun:

|Dg G, y) =D DY =y - | D frnn(Asy)|

=

IA

PN

A

BLa
|:E - y|2m_n_‘a| . |fm,n(A$7y)|

( )
18] _ J "
+ 3 fe— Pt ST D (A4, S H‘Df A,
Aa j=1 i =l
B0 ‘glﬂ(’);ﬁ
\ 18())>1 J
o d(2)"d(y)"
o 2m—n—|¢]
18| max{m—j5,0} ;
e d(z)d(y) d(y)
_ o|2men—lal+8] . .
+BZ;|I yl ;{( [(XY]? [XY]i+8l
570 -

vermittels (34), (36), (37)
3o — gl ( % )max{mﬁ,O} ([iﬁgg])m (‘ fX_Y%‘)m

BLa

vermittels (22)

s ol {( d(@) " a) N
= (55 (%)
vermittels (22) und (11).

Die Behauptung folgt nun aufgrund der Ungleichung (11).

Hilfssatz 1.7. Auf {(z,y) € Bx B: |z —y| < $[XY]} qilt:

(38) ’DgGm,n(xay)‘ =< |‘T - y|’

( |z —y|>m 1ol falls |af > 2m —n,

[XY]

log falls |a] = 2m — n und n gerade,

1, falls |a] = 2m — n und n ungerade,

\ [XY)Pnnlel - falls |af < 2m —n.
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Beweis. Im Gegensatz zum vorhergehenden Hilfssatz 1.6 steht hier nicht das Rand-
verhalten der Ableitungen der Greenschen Funktion zur Diskussion, sondern das Ve-
rhalten “nahe der Singularitit z = y”. Deshalb ist es hier angebracht, die Formel (10)
fiir die Greensche Funktion zunéchst auszumultiplizieren und die Integration explizit
auszufithren. Dabei tritt unter dem Integral ein Term % genau dann auf, wenn n gerade
und n < 2m ist. Man erhélt mit geeigneten Zahlen ¢; = ¢j(m,n) € R, j=0,...,m:

/

m—1
Cm|$_y|2m—n+zcj XY 2m—n— 2j|x |2j,
Jj=

falls n > 2m oder n ungerade,

(39) Gmn(z,y) =

m—1
[ ] +Z Xy2m n— 2J|LE |2j’
ey
falls n < 2m und n gerade.

Cm|T — y[*" " log ———

\

Bei der Differentiation dieser Formel ist zu beachten, daf |x—y|* ein Polynom der Ord-
nung 2j ist, dessen sdmtliche Ableitungen der Ordnung > 2j identisch verschwinden.
Ferner benutzen wir fiir das folgende neben |z —y| < [XY] und |D2[XY]*| < [XY]r—lel
noch |D¢|x — y|¥| < |z — y|*lol) sofern k & 2N:

( |$ . y|2m—n—\a| + [Xy]Qm—n—|a|’
falls n > 2m — |a| oder n ungerade,
o XY
(40) DGl p)] <4 [ — yf2mrtel1og XYL

|z =yl
+|I’ . y|2mfn7|a| + [Xy]menf\od,

\ falls n < 2m — |a| und n gerade.

Damit ist (38) bereits mit Ausnahme des Falles bewiesen, in dem n gerade und n <
2m — |af ist. In diesem Fall verwenden wir a € [1,00) = 0 < loga < a, und wir
erhalten aus (40):

D3 G, y)| < o — y Pl XY ] (XYool < [y el =
Beweis von Satz 1.5. Seien x,y € B beliebig.

1. Fall: |z —y| < 1[XY].
Hier ist d(x) ~ d(y) gemé$ Hilfssatz 1.3, und fiir p,q > 0 gilt:

mm{l’ (|j(—x)y|>p Qfﬂyb)q} ~
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Wir haben zu zeigen:

( |z — y|?mrled falls || > 2m — n,
d
log (2 + W) ) , falls |a] = 2m —n und n gerade,
1Dy G, y)| = |z =y
1, falls |a] = 2m — n und n ungerade,
d(y)?m—n=lel falls |a| < 2m — n.

\

Diese Abschitzung folgt leicht aus (38), denn in diesem Fall ist gem&$ (21) und (22):
d(z) ~ d(y) ~ [XY]. Fiir den logarithmischen Term beachte man ferner (29), danach
ist wegen [XY]/|z —y| > 2 und [XY] < 5d(y):

log ‘LX_Y;‘ < log (1 + %%) < log (2 + |:cd(—y>y|) :

2. Fall: |z —y| > %[XY].
Gemaf Hilfssatz 1.3 ist in diesem Fall fiir p, ¢ > 0:

log (2+ dy) ) ~1.
|z — 9

{1 (25)" (725) b~ () ()

Die Abschétzungen (24)-(26) folgen nun simultan unmittelbar aus Hilfssatz 1.6. ]

1.1.2 Ein 3-G-Theorem

Das zentrale Resultat dieses Abschnitts ist das folgende 3-G-Theorem, aus dem sich
die eingangs erwihnte Abschéitzung (9) unmittelbar ergibt.

Satz 1.8. Sei a € N ein Multiindex. Dann gilt auf B x B X B:

( |l‘ . Z|2m—n—|a\ + ‘y i Z’2m—n—\a|’

falls |o| > 2m —n,

@ 3 3
(41> Gm,n($a Z) |Dz Gm,n<zay)| j log (7> + IOg (7> )

|z — z| ly — 2|
Gmn(,y) falls |a] = 2m — n und n gerade,

1,  falls o] < 2m —n oder

L falls |a] = 2m — n und n ungerade.

Der Beweis dieses Satzes ist relativ technisch. Deshalb stellen wir zunéchst einige
immer wieder benotigte Hilfssétze zusammen.
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Hilfssatz 1.9. Fir s, t > 0 gilt:
log(1 + ) t

(42) — L <14

log(1 + s) s

Beweis. Fiir s > 0 und a > 1 folgt aus der Konkavitat des Logarithmus log(1 + s) =
log(£(1+as) + (1 —2)-1) > Llog(l + as), d.h. log(1 + as)/log(1 +s) < a. Fiir
0 < a < 1 ist offensichtlich log(1 + as) < log(1 + s), insgesamt ist also fiir s, > 0:

log(1
og(1l + as) <lta
log(1 + s)

Die Behauptung (42) folgt nun durch die Setzung a = £. [

Hilfssatz 1.10. Seien p,q,7 >0, r < p+q. Ferner sei s € R mit § —p < s < q—
Dann ¢ilt auf B X B:

() min {1 (!j(jg)m)p <|xd(f/1/|)q} : (%)m“{l%}
Beweis. 1. Fall: [z — y| > 1[XY]. Wiederholte Anwendung von Hilfssatz 1.3 ergibt:
o (225 (220) = () (12%)
- () (50 o) %)
2. Fall: [z — y| < 3[XY]. In diesem Fall zeigt Hilfssatz 1.3:

min {1 () (F) f~r o) "

Hilfssatz 1.11. Seien p,q > 0, dann gilt auf B X B:

N3

(44) [XY]~ d(x) +d(y) + |z — ],

(45) n{l, |x_y|} {1 %’ lxd(—y)yl}’

o s S8 (5 2 T8

(47) min {1’ C\l(x— y\m } i {1’ yf (—x)yp!p’ \xd (—y);\q’ C\iix—);l\@} |
) {1’ c‘iix o) } ~ min {1, ’j(_l’)y’ }p . {1, |;l(_y)y| }q;
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und falls zusdtzlich p+q > 0:

G@)k@(l+g§f@@ﬁ)whg<2+ diy) )mm{ngf@QX}.

|z — y[Pta |z —yl |z — y[Pta

Beweis. Zu (44): Aus (11) und (22) folgt “>”". Andererseits ist [XY]?> — |z — y|* =
(1—|z)(1 = |y?) < 4d(x)d(y) < 2d(x)? + 2d(y)?, damit gilt auch “<”.

Zu (45): Hier ist “>" offensichtlich, und “=<” folgt aus Hilfssatz 1.10, indem man
dort r = p =0 und ¢ = s = 1 betrachtet.

Zu (46): Aus min{t, 7} <1 fiir t > 0 folgt “>”. Hilfssatz 1.10 mit r =0, p=¢ =1
und mit s = 1 bzw. s = —1 zeigt “=<X".

Zu (47): “>7 ist offensichtlich und “=<” folgt aus (48). (48) folgt mit Hilfe der
Fallunterscheidung |z — y| > $[XY] und |z — y| < 1[XY] direkt aus Hilfssatz 1.3.

Zu (49): Zunéichst zum Fall |z — y| > $[XY]. Hier ist zu beachten, daB fiir festes
M > 0 auf [0, M] gilt: log(1+x) ~ x und log(2+:z:) ~ 1. Nun zum Fall [z —y| < [XY],

hier ist zu zeigen: log(1 + 4224wy Jog(2 + ‘ ) Aufgrund von Hilfssatz 1.3 ist

\x y|p+q

d(z) ~ d(y), und unter Beachtung von (29) folgt Welter
d(xy%ﬂy)q) ( d(y) >p+q
log (1 +—— ) ~log |1+
|z — y|pta |z — ]
d p+q d
~ log (2+ ) ) ~ log (2+ ) ) [ |
|z =y |z =y

Hilfssatz 1.12. Auf B x B x B gilt:
min {1, 7‘1'(5262(';) } min < 1 —d(zzd(y) }
<1

7 |z—yl?
50 Y, 2) = =<1,
(50) Q(r.y.2) i {1, 2T
|z—yl?
min {1 d(z)d(z) } min < 1, 4w }
. » Ja—z]?  Te—yl ly — 2|
(51) R(x,y,z):= <1+ :
mm{lwmw} |z — 2|
|z—yl?
d(z)d(z) )d(Z) a(y)
log (1+ |(z)y(|2)> |z — 2|
|z -y 1 1
(63) T(x,y,z):= + :
lz—zllz—yl T |z —2]  [z—y]

Beweis. Die Abschitzung (53) ist eine unmittelbare Konsequenz der Dreiecksunglei-
chung. Zum Beweis der anderen Abschétzungen nehmen wir wieder die {ibliche Fallun-
terscheidung vor.

1. Fall: |z —y| > 1[XY]. Dann gilt geméB Hilfssatz 1.3:

nm{Lﬂﬂﬂ@}NbgO+d@mw)wd@w@

|z —y? |z —y? lz —y[?’

23



und eine weitere Fallunterscheidung beziiglich z erscheint unumgénglich.
Sei zuniichst |z — z| > 3|z — y|, dann ergibt (46) bzw. (45) bzw. log1 + 2 < a:

W) | eyl dwe) dy

R(z,y,z) p =2 : S <L

s [ awd) Te— P )

Sei nun |z — z| < iz —y|, dann ist |y — 2| > |y — x| — |z — 2| > |z — y|. Die
Anwendung von (46) bzw. (45) bzw. (49) ergibt dann:
[z —yP? dx) d(z)d(y)
x, Y,z j : : j 17
A2 2 a6 Ty ok

lz—yl?  dz) dy) | |z—y ly — 2|
R(z,y,2) = : : = =1l+—7
9.9 2 gydty) To—a y—a S Je—e S ]
|z — y|? ( d(%)) : { d(z) } d(y)
S(lx,y,z) X ————-log |2+ -min< 1, .
(9.2 = Gty B2 e P
!x—y!jl+\y—z|_
|z — 2| |z — z|

2. Fall: [z — y| < 3[XY]. Hier ist gem#B Hilfssatz 1.3
o)

" —yl?

(54) min {1

d.h. die Nenner von ) und R sind nach unten beschréankt. Indem man die Zéhler durch
1 abschitzt, folgen (50) und (51). Um S abzuschétzen, verwenden wir (54), (49) sowie
Hilfssatz 1.9:

S(z.y,2) = o (2+ %) |<1q L
Y, z) = B o
log (2 + |;l(—xlz\> 1+ |x(,£,‘
d(x)
< 24 \m—;(l) §2+!x—y!§3+\y—zl_ i
1+ o2 |z — 2] |z — 2|

Beweis des 3-G-Theorems, Satz 1.8. Entsprechend den Sétzen 1.4 und 1.5 ergeben
sich notwendigerweise zahlreiche Fallunterscheidungen.
Der Fall: n > 2m.

Gm,n(aja Z) |D?Gm,n(z7 y)|
G (2, y)

m m max{m—|a|,0} m
o=y min {1, 22240 i {1, (1) ()"}

|z — z[n—2m|z — y|rtlel=2m min {1, %}

=
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A

PN

A

A

1

m (T(.CC, v, Z))n—Qm (Q(Z’, v, Z)>max{m—|a|,0} (R(I‘, v, z>>min{|a\,m}

vermittels (48)

1 1 1 n—2m _ . min{|a|,m}
7 (fmarpma) ()
ly =zl \ |z =2 [y — 2] |z — 2|

vermittels Hilfssatz 1.12

o — sy — 2|l Jy = 2ol
+|£L‘ o Z|2m—n—min{|a|,m}|y _ Z|—|a|+min{|a|7m}

+|.§L’ . Z|7min{\a|,m}|y . Z’menf\a|+min{|a|,m}

’.Z' . Z|2m—n—|a\ + ‘y . Z|2m—n—\o¢|‘
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Der Fall: n =2m und o = 0.

G, 2)Grn(2,y)
Gm,n<x7 y)

log <2 + |d(_$)|> log (2 + —|d(_y) ) min {1, —d(f;)fjéfim } min {1, 7“3?5%? }

max {log (2 + y|> log <2 + |;l(y;|> } min {17 d(ﬁ):’:l'gzgm}

vermittels (49)
log (2+ E d( )|) log (2+ ‘y( z|)

- max {log (2 + ‘d(x) > log <2 + |x(y)|)}

Ist [z —z| > 3|z —y|, dann gilt log (2 + @) ) = log (2 + oyl > Gilt hingegen |z —z| <

(Q(xv Y, Z))m = (*1)‘

|z—2|
|z — y|, dann ist umgekehrt |y — z| > |z —y| — |z — 2| > 2|317 — y| und infolgedessen

log (2 + %) =< log (2 + O ) Insgesamt folgt unter Zuhilfenahme von Hilfssatz
1.12, (50):

<o (2 L) o (2 ) o () o ()

Der Fall: n = 2m und |«a| > 0.
Gmn(2,2) IDEGmn(2,y)]
Gun(T,y)
log <1 + ‘(m) (Z)> min {1, dlayn ) } min {1, ﬁfﬁmx{m_law}d(y)m}

T Z‘ I{E—Z‘Qm 2 y‘m+max{m—|a\,0}
2 . z)ym—1 m—1
log 1+ 4248} |y — z|jo min {1, 22wt |
< ’y _ Z|—|oz\ S($, Y, Z) (Q(l’, v, Z))max{m—kx\,()} (R(l’, v, Z))min{\od,m}—l
geméif (48)

_ min{|a|,m}
v Z|) geméf} Hilfssatz 1.12

| = 2|

’ Ia\

< |y—z|" led (1—1—
< o =2 4 |y -

Der Fall: n < 2m und |a| < 2m — n,

oder: n < 2m und |a| < 2m —n und n ungerade.

Zunichst schitzen wir (26) durch einen einheitlichen Ausdruck nach oben ab, der fiir
das folgende noch ausreichend starke Informationen enthélt:
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Aus Satz 1.5.c folgt ndmlich im Falle |z — y| > $[X Y] mit Hilfe von (17)

’DgGm,n(x:y)‘

A

d(l‘) > max{\a|—m,0}

oyl -y (0

< ()" d(y)" e~y
und im Falle |z — y| < [XY] mit Hilfe von (20) und (19):

. L /d max{|a|+F —m,0}
()5 ld(y) (—(‘”)

n

< d(a) il

’DgGm,n<x>y)‘

A

und damit (55).
Nun benutzen wir neben (55) noch den Satz 1.4, um den 3-G-Quotienten in diesem
Fall abzuschétzen:

Gm,n(xv Z) |D?Gm,n(27 y)|

Gmnn(@,Y)
Ay Ed (=) ey min {1, G205 b in {1, 492405
j n n
()" d(y)"~% min {1, 1 00" )
< d(z)* el (Q(a,y, 2)E < 1 aufgrund von (50).

Der Fall: n < 2m und |a| = 2m —n und n gerade.
Wir wenden Hilfssatz 1.10 mit p = max{m—|a|,0},¢g=m,s =m—5 undr = n an. In
unserem Fall ist wegen |a| = 2m—n: p+q = max{n—m, 0} +m = max{n,m} > n = r;

g—5=m-—-45=s=5—(n—m)>5—p

G (@, 2) [DEGmn(2,9)|
Gm,n(xa y)
()™ 3d(2)m=% min {1, L2400 Y

lz—z["

PN

(VB

d(x)™2d(y)™ 2 min {1, 4(1(7;7_(;(#) }

(4 20 Yo () ()

log (2 T M) d(z)™% min {1’ M} (M)m" min {1, d(x) ¥ d(y)% }

z—y| |lz—2|" d(2) lz—y[™

d(y)™ 2 min {1, d(r) ¥ dly) }

[z —y|™

) (Q(z,y,2))? = log (i) vermittels (50).

A

d(y)
|z —yl

A

log (2 +
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Der Fall: n < 2m und |«a| > 2m — n.

Gmm(xa z) |D?Gm,n(zv y)|
Gmn(2,y)

d(x)™ 2d(z)™ 2 min {
()" d(y)" =% min {

n —_—
d max{m—|«a|,0} d m
|Z _ y|2m—n—\a| min{ 1, ( (Z) > ( (y) >
2 =yl |2 =yl
m

. {1’ ) )y|)m} o

Zur weiteren Behandlung dieses Ausdrucks erscheint eine erneute Fallunterscheidung
unvermeidlich.

Sei zundchst (zusdtzlich) || < 2m — %.
Auf den “gefdhrlichsten” Term in (%;) wenden wir (48) aus Hilfssatz 1.11 an. Dabei ist
zu beachten, daf sowohl |a| +n —2m > 0 als auch 3m —n —|a| > 3m —n—-2m+ 3§ =
m— 4 > 0 gilt. In einem zweiten Schritt benutzen wir Hilfssatz 1.10 mit p = max{m —
laf,0} >0,g=3m—n—|a| >0, r =4m —n —2|a| > 0 und s = m — 5. Offenbar ist

p+q—r=max{la| =m,0} >20,¢— 5 =35, 5 —p=m—§ —max{|a] —m,0} <s.

. {1’ = )y|)max{m|a,o} (2 )y|)m}
lal+n—2m L)\ max{m—lal.0} 3m—n—]a|
) B {1’ () () }

S O () I R )

ly — 2] d(z) |2 =yl

Mit Hilfe dieser Abschétzung sowie von Hilfssatz 1.12 erhalten wir weiter:
(x2) = Jy— 2" (@, )P E T (R(x, y, )l

|a|+n—2m
2m—n—|« ’y_z’
R O )

|2m7n7 |2mfnf\oz|

= ly—= ol 4z — 2

n

Sei nun (zusdtzlich) |of > 2m — &
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Hier ist der “gefdhrliche” Term aus (x2) anders zu behandeln. Offensichtlich ist || >
m+ (m — %) > m. Wir verwenden wiederholt Hilfssatz 1.11 und beachten dabei eben-
falls % <m.

oo (25 () e (225)')
~ min {1, |yd(_y)z| }2 min {1, |ji—y2| } ;

o) (1)

Mit Hilfe dieser Abschétzung sowie von Hilfssatz 1.12 folgern wir weiter:

m—n—|a z m—n—|a y—=z 3
(x2) = ly— 2" (R(z,y,2)F <y = '(”\‘x_zD
e R VR i R
< ’y_ZIQm—n—|a|+‘x_z|2m—n—\a|.

Um im letzten Schritt die Youngsche Ungleichung verwenden zu kénnen, wird die
Voraussetzung dieses Falles, 2m — § — |a| < 0, bendtigt. [
1.1.3 Das Storungsresultat

Mit Hilfe der nun bereitstehenden Abschétzungen wird ein Beweis des zentralen Satzes
1.1 nicht mehr schwerfallen. Wir schreiben das Randwertproblem (8) in der Form

(56) (A" +Au=f in B,
D%u|0B =0 fir o) <m —1,
wobei wir

Aui= > bo()D(.),  ba€C°(B),

|| <2m—1

setzen. Wir erinnern an den zu Beginn des Abschnitts 1.1.1 eingefiihrten Greenschen
Operator G, , zum Randwertproblem (56) mit A = 0. Um Satz 1.1 zu beweisen, wollen
wir die Losung von (56) in der Form

Uu = (I + gm,n-A)il gm,nf

darstellen und
_ 1
(I + gm,nA) ! gm,n Z Egm,n

abschétzen. Dabel verwenden wir
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Definition 1.2. Fir zwei Operatoren S, T : LP(B) — LP(B) schreiben wir
S>T,
falls Sf > T f fir alle f € LP(B) mit f > 0 gilt.

Hilfssatz 1.13. Seip > 1. G, 0 A : W?™P(B) N WP (B) — W?2™P(B) N W§"*(B) ist
ein beschrankter linearer Operator. Ferner existiert ein €1 = e1(m,n) > 0 derart, dafs
qgilt:

Ist ||ballcom) < 1 fiir alle || < 2m —1, so ist T+ G A WP(B)NW™"(B) —
W?2mr(B)NWy"P(B) beschrinkt invertierbar. Das Randwertproblem (56) hat zu jedem
f € LP(B) genau eine Losung, die durch

(57) u=(T+GmnA) " Gunf
gegeben wird. Der Greensche Operator des Randwertproblems (56)
(Z+ GmnA) ' G : LP(B) — W™ ?(B) N Wy"P(B) — LP(B)
1st kompakt.
Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus der LP-Theorie fiir das Dirichletproblem zu

(—=A)™, s. [ADN]: Gy : LP(B) — W?2™P(B) N Wy"P(B) ist ein beschrinkter linearer
Operator. =

Wir untersuchen nun den Greenschen Operator zum Randwertproblem (56) mit
Hilfe einer Neumannschen Reihe. Satz 1.1 folgt dann mit Hilfe elliptischer Regularitéts-
theorie [ADN] und einfacher Approximationsargumente unmittelbar aus dem folgenden
Resultat:

Satz 1.14. Seip > 1. Es gibt ein g = o(m,n) > 0 derart, daf$ gilt:
Ist ||ballcom) < eo fir alle |of < 2m — 1, so ezistiert der Greensche Operator

Grnmd = (L + G A) "' G : LP(B) — W?™P(B) N Wy"P(B) zum Randwertproblem
(56). Er wird durch eine Greensche Funktion Gupna: B x B — RU{oco} erzeugt:

Grmnf) (@) = /B Gonmalr,) () dy.

Ferner gibt es eine Konstante C' = C(m,n) > 0, so daf$ die Abschdtzungen gelten:

1
(58) 6 gm,n S gm,n,A S Cgm,na

bzw. auf B x B:
1

(59) =

Gm,n(wy y) < Gm,n,A(Iv y) <C Gm,n(xv y)
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Bemerkung. Zur Notwendigkeit von Kleinheitsbedingungen siehe Satz 1.16.

Beweis von Satz 1.14. Bezeichne € := max|oj<om—1 [|ballco)- Ist € < €1, so existiert
G, gemaf Hilfssatz 1.13 und hat die dort beschriebenen Abbildungseigenschaften.
Unter Verwendung der Neumannschen Reihe gilt fiir alle f € LP(B):

gm,n,Af = (I + gm,n

" Gnf = Z

Dabei ist geméf Fubini-Tonelli und analog zu [GT, Lemma 4.1]:
GO = (=1 (GmnA) G f
= (1 [ Gl [

e

= [

Azl/ Gmn Z’L?

m,n(zl ) 22)“422

fly) dydz; . .

.dz

/ / w2 21) (A Grun(21,22))

(A G (z2,9)) dCan, 7zi>}f<y> dy

y) dy.

Wir verwenden nun das 3-G-Theorem, Satz 1.8, in der Form:

(60)

Fir eM < 1 folgt einerseits wegen > .~/

/ Gmm,(wy Z) |Asz,n(zv y)l
B

Gunn(,y)
mit einer von £ unabhéngigen Zahl M = M (m,n) > 0 und erhalten:

Azle n(zla ZZ)) .

GO (z,y)]

<

<

mnle

dz <eM <

mn(w Z2)

Gm n(x 29) (A, G (22, 23))

Gmn(z, 23)

. Gm,n<x7 Zz) (AziGm,n(zia y))

Grnn(,9)
/ Gm,n(&a Zj) ’AZij,n(Zjan)l d
z
B

i

Gmn(z,y) - sup
H ¢EneB

(eM) G, ).

Gz, y)d(z1, ..., 2)

(M) =

absolute lokal gleichméfige Konvergenz von

(61)

mnA$y

ZG( z,y),
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sowie

1
1—eM

(62) |Gm,n,A(xvy>| < Gm,n(x7y)a

und andererseits aufgrund des Lebesgueschen Konvergenzsatzes:

Gnnah)le) = 3 (69 @) =Y [ 6wt dy

SchlieBlich haben wir vermoge (60):

Gm,n,A(fEa y) = Gm,n ($, y) + Z e ({B, y)

=1

> , 1—2M
> Gunlz,y) — (Z(aM)l> Gmn(z,y) = me,n(SIt,y).
=1

Mit der Wahl gy < 1/(4M) folgt fiir € € [0, £9] nun auch der besonders interessierende
Teil der Abschétzung (59), ndmlich die Abschitzung der Greenschen Funktion zum
gestorten Randwertproblem (56) nach unten. ]

1.1.4 Verhalten der Resolvente, Nichtpositivitidt beim parabolischen An-
fangsrandwertproblem

In diesem Abschnitt setzen wir stets m > 1 voraus. Wir untersuchen hier nur Stérungen
nullter Ordnung

(63) (—A)"u+b(z)u=f in Q,
D%u|oQt =0 fir o) <m —1,

dabei ist Q C R™ ein beschrinktes C?™-glattes Gebiet und b € C°(Q). In dieser
speziellen Situation lassen sich iiber die Struktur der Menge P C C°(Q) derjenigen
Koeffizientenfunktionen b, fiir die der Greensche Operator G,, o : LP () — W2™P(Q)N
W"P(2), p > 1, zum Randwertproblem (63) existiert und (stark) positivitdtserhaltend

wirkt, d.h.

0 7_é f 2 0 = gm,Q,bf > 07

auch fiir nicht kugelférmige Gebiete ) recht weitreichende Aussagen erzielen. Diese
Menge P ist vertriaglich mit der Teilordnung “<”, s. Satz 1.15 unten, und enthélt nur
Elemente, deren Infimum einen gewissen kritischen Wert nicht iiberschreitet (m > 1!),
s. Satz 1.16. Das letztere Resultat kontrastiert zum Vergleichsprinzip fiir Gleichungen
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zweiter Ordnung, bei dem lediglich b > —A; ; vorauszusetzen ist, und zeigt, dafl in Satz
1.1 auf Kleinheitsbedingungen zumindest nicht vollig verzichtet werden kann.

Allein fiir die Frage, ob P # () gilt, miissen wir uns in allgemeinen Raumdimensionen
auf die Kugel Q = B beschrinken. Nur im R? koénnen wir derzeit P # () auch in
Gebieten “nahe” des Finheitskreises B nachweisen, z.B. in Ellipsen, deren Verhéltnis
der Hauptachsen nahe 1 ist. Dazu siehe unten im Abschnitt 1.2 den Satz 1.26.

Satz 1.15. Sei 2 C R" ein beschrinktes, C?m7 _glattes Gebiet, p > 1. Sei by € C°(Q),
bo > —Apm1 in , derart, daff der zum Randwertproblem (63) mit b = by gehorige
Greensche Operator G, qap, positivitdtserhaltend bzw. stark positivititserhaltend wirkt:

fELp(Q)7O7_éfZO = gm,Q,bonO
bzw. Guap,f >0 in L

Seib € C%Q), A1 < b < by in Q. Dann gilt entsprechendes auch fiir den Greenschen
Operator Gy.qp, d.h.:

ferl’(Q),0£f>0 = Guasf=>0
bzw. Qm@bf > 0 in €.

Beweis. Sei zunéchst p > 2. Anstelle des Randwertproblems (63) betrachten wir ein
modifiziertes, nichtlineares Problem:

(64) { (—=A)"u~+ bo(x)u = f + (bo(z) — b(x)) |[u| in Q,
D%u|02 = 0 fir |o| <m—1.

Falls eine Losung u € W2™2(Q) N W, () dieses Problems existiert, so haben wir
wegen 0 Z f > 0 und (by — b)|u| > 0:

U= Gmap (f+ (bg —b)|ul) >0 bzw. >0 in Q.
Mithin 16st u auch das urspriingliche Randwertproblem (63), und wir haben
u = Qm@,bf >0 bzw. > 0in Q.

Wir konstruieren eine Losung von (64) durch Minimierung des Variationsfunktionals
F(v) :== Sy(v) + /Q (bov* + (b —bo)v|v — 2f v) da

in H(2), dabei ist:

/Q (Am/ 21})2 dzx, falls m gerade,

So(v) = (me1)/2. 2
‘VA v‘ dz, falls m ungerade.
Q
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Wir zeigen zunéchst, dafl das Funktional F' in Hg*(€2) koerzitiv ist. Dazu wihle ein
e>0mit e <b+ A,qin Qund e < 2A,, ;.

F(v) > Sp(v)+ /Q (bov* — (bo — b)v* — 2fv) dx

. 19 2Am71 — & 2
- <2Am,1 + ST )So(v)—i—/ﬂ(bv 2fv) dx

€ €
> _ _ 2 _
> zAmJSMv)+/Q(QMm1 S+ b 2fv>dx
€ € 2 15
> Sl e~ PPde—S [ v?d
> 2Am7150(v)+2/91) T e/Qf x 2/91) x
€
>

2 2
2Am71S0('0) - E/Qf dzx.

Seinun (ug) C H{'(S2) eine Minimalfolge fiir F'. Aufgrund der Koerzitivitét von F' findet
man, dafl mit einem geeigneten u € H*(2) nach Auswahl einer Teilfolge gilt: ux — u
in H"(Q) und v, — u in L*(2). Wegen der schwachen (Folgen-) Unterhalbstetigkeit
von Sy folgt zunéichst F(u) < infyepm) F(v) und somit F(u) = inf,cym@q) F'(v).
Infolgedessen ist u schwache Losung von (64); durch (ggfs. wiederholte) Anwendung
linearer Regularititstheorie [ADN] folgt schliefllich u € W?2™(Q) N WP (Q).

Der Fall 1 < p < 2 ergibt sich durch monotone Approximation fy,; > fr von
f € LP(Q) durch f;, € L*(), etwa durch fi(z) := min{f(z),k}. Man beachte die
entsprechende LP-Theorie [ADN] sowie die Monotonie der Naherungslosungen w1 >
Ug, . |

Satz 1.16. Sei m > 1, Q C R" ein beschrinktes C’2m’“*-glaites Gebiet. Dann gibt
es eine kritische Zahl b, < oo derart, daf fiir jedes b € C°(Q), b(.) > b, der zum

Randwertproblem (63) gehorige Greensche Operator G, qp nicht positivititserhaltend
ist, d.h.:

If e LP(Q), f >0 mit Gmasf # 0.

Beweis. Falls G,, o selbst in €2 nicht positivitétserhaltend ist, setzen wir b, = 0 und
verweisen auf Satz 1.15. Sei also im folgenden G,, o positivitatserhaltend. Wir betrach-
ten u := Gnol, 0 # u > 0, aufgrund der klassischen Losungstheorie [ADN] ist u
insbesondere stetig. Also gibt es eine Kugel Fp(ato) C Q und ein € > 0 derart, dal dort
u > ¢ ist.

Sei x € C*(R), 0 < x <1, x(r) =0 fiir r > 1 und x(r) = 1 fiir r < 5. Wir
modifizieren die Losung u in B,(zo) wie folgt:

= (58 (5555 (1 (5529
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Fiir diese modifizierte “Losung” gilt & € C*™7(Q), D*a|0Q = 0 fiir |a| < m — 1, sowie
mit einem geeigneten 6 > 0:

=0 fir =€ B,ps(z),
. .. - -
(=A)"u(z) § = I fir @ € B,(x0) \ Bp/2(z0),

=1 fir z c Q\Ep(xo)?

und

<0 fiir z € B,u(xg),

>0 fiir o€ B,a(wo)\ Bya(o),
>4 fiir x € By(xg) \ B,a(zo),
>0 fir x€Q\ B,(x).

u(z)

Indem wir nun

bo(z) = % <1 _y <2M)> >0, by e Co(Q),

p

setzen, erhalten wir die folgende Differentialungleichung;:

=0 fir z € Ep/z;(xo)’
i ) >0 fir 2 € B,(w0) \ B,alro),
(—A)™(x) + bo(a)i(x) R U
> -3 + ﬁé fir @€ B,(xo) \ By2(zo),
> 1 fir =€ Q\ B,(z).

Wir haben also ein by € C*°(£2) konstruiert, so dal wegen by > 0 der Greensche Ope-
rator Gm.ap, existiert, dieser aber nicht positivitdtserhaltend ist: Fiir f := (—=A)™a +
bou € C*(Q) gilt zwar f > 0, aber Gnapf = @ < 0 in B,(zp). Indem man
b, = max, g bo(x) setzt, folgt unter Verwendung von Satz 1.15 die Behauptung. [

Folgerung 1.17. Sei m > 1. Das parabolische Anfangsrandwertproblem:
u+ (—A)"u=0 1in (0,00) x Q,

(65) D2u(t, )|0QL=0 fir alle |a] <m—1, te€(0,00),
u(0,.)=p>0 inQ,

erhdlt im allgemeinen nicht die Positivitit des Anfangswertes p. D.h., es gibt einen
nichtnegativen Anfangswert ¢ > 0 und einen Punkt (to,zo) € (0,00) X Q, so daf fir
die Losung u von (65) gilt: u(to, xo) < 0.
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Beweis. Gemé$ [Fr, Chapt. 2, (1.6), (1.8) und (1.18)] ist das Anfangsrandwertproblem
(65) positivitdtserhaltend genau dann, wenn entsprechendes fiir die Resolvente von
(—A)™ gilt: Gax > 0 fiir alle A > 0. Satz 1.16 zeigt, daB letzteres in jedem glatten
Gebiet fiir grofle A\ verletzt ist. [ |
Bemerkung. Einen anderen Beweis hat mir F. Bernis [Ber3| mitgeteilt.

In Gebieten mit positiver Greenscher Funktion, z.B. in B C R" oder in Gebieten
Q0 C R?, die dem Kreis “nahe” sind, dazu vgl. Satz 1.26, lassen sich die Resultate
iiber die Struktur der Menge P C C°(Q) derjenigen Koeffizientenfunktionen b, fiir die
der Greensche Operator G,, o, zum Randwertproblem (63) positivitéitserhaltend wirkt,
bereits zu einem recht vollstdndigen Bild zusammenfassen.

Folgerung 1.18. Seim > 1, p > 2 und 2 C R" ein beschrinktes glattes Gebiet mit
positiver Greenscher Funktion Gno > 0 zu (=A)™. Dann gibt es Zahlen b, b. € [0, 00),
be > be, derart, daf fiir b € C°(Q) folgendes gilt:

a) Fir b > b. ist Gy, qp nicht positivititserhaltend:

(66) 30Zf>0: Guapf Z0.

Jedoch gilt auch:

(67) v 0 7_é f 2 0: gm,Q,bf g Oa
(68) JOZF>0:  Gponf >0,

b) Fiir —Ap,1 < b <b. bzw. =\, <b < Bc 15t Gm.ap positivitdtserhaltend bzw. stark
positivitdtserhaltend:

(69) VO£ f>0: Guapf >0 bzw. Gpapf >0 in Q.

c) Firb=—A,,1, 0% f >0 hat (63) keine Lisung.
d) Ist b < —A,,1, so ist (63) positivititsvernichtend. d.h.: Hat (63) zu 0 # f > 0 eine
Losung u, so ist diese nicht in ganz €2 nichtnegativ: u 2 0.

Hier bleibt zum einen offen, ob b, = b gilt, und zum anderen, wie die Greensche
Funktion G, bei b = b, den Ubergang zum Vorzeichenwechsel vollzieht. Da der
Beweis von Satz 1.1 vor allem dem nichtdegenerierten Randverhalten von G,,, zu
verdanken ist, vermute ich b, = l~)c sowie

Gmap. >0 in 2 x Q, aber
Jr € 0Q, Jyed: DI'D]'Grap(r,y)=0.

Interessant wire ebenfalls eine explizite Bestimmung und Interpretation des kritischen
Wertes b,.

Beweis von Folgerung 1.18. Zunichst sei bemerkt, dafl aufgrund des Satzes von
Jen¢, s. [SH, p. 337], eine (bis auf Normierung eindeutig bestimmte) positive Eigen-
funktion ®,,; > 0 zu ((—A)™, Ay, 1) in  existiert.
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Wir definieren:

bo = sup{beR: f>0=Guasf>0inQ},
be = sup{beR: 0#f>0=Guapf>0inQ}.

Aufgrund von Satz 1.15 sowie der stetigen Abhéngigkeit von u vom Parameter b aufle-
rhalb des Spektrums folgen b) und (66) aus a). Satz 1.16 zeigt b, < oco. (68) folgt,
indem man f := (=A)"®,,; +bP,,1 = (A1 + 0)P1 > 0 betrachtet. Um (67) zu
zeigen, setze u := Gy, [ fiir beliebiges 0 # f > 0:

/qud:c:/Q((—A)mu—i-bu)ud:c:SO(u)—l—b/Qquq:>O.

Zu c): Wire u eine Losung zu b = —A,;, 1, so hitte man:
0 < / [ Ppide = / (=A)"u — Ap1u) Dy q do
Q Q
= / u ((—A)mq)n%l — Am,1®m,1) dx = 0.
Q

Zu d): Wire u > 0 eine Losung zu b < —A,, 1, so folgte:

0< / fq)m,l dr = / ((—A)mu + bU) (pm,l dr = / (Am71 + b) u(DmJ dx S 0. |
Q Q Q

1.1.5 Einflufl nichtnegativer Randdaten

Hier untersuchen wir zunéachst Randwertprobleme der Art:

(((-A)"+Au=f in B,
D%u|0B =0 fir o] <m — 2,
(70) 0

—a—A(m/2)’1u|E)B =, falls m gerade,
v

AM=D2|0B = ¢, falls m ungerade.

\

Dabei ist f € C°(B), ¢ € C°(0B) sowie

(71) A= > bo(.)D%, b, €CI(B),

|a|<2m—1

eine (kleine) Stérung niederer Ordnung, so da§ der Greensche Operator Gy, , 4 zu ho-
mogenen Randwerten existiert. Durch Kombination der lokalen LP-Theorie aus [ADN,
§15] und den Maximumabschiitzungen aus [Ag] erhalten wir Losungen u € W27 (B)N
C™~1(B) fiir beliebiges p € (1, o).

Im folgenden wollen wir zeigen, daf fiir hinreichend kleine Stérungen A die Nicht-
negativitdt der Daten 0 # ¢ > 0, f > 0 die Positivitdt der Losung v > 0 nach sich
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zieht. Auflerdem zeigen wir ein dazu duales Resultat, das man als Verallgemeinerung
des Hopfschen Randpunktlemmas interpretieren kann:

Sei u eine Losung des Randwertproblems (70) zu ¢ = 0 und 0 Z f > 0. Dann gilt
geméaf Satz 1.1 u > 0, und dariiber hinaus zeigen wir festes Vorzeichen des ersten nicht
vorgeschriebenen Randterms: A™/2u|dB > 0 (m gerade) bzw. —2ZAm=D/2y|9B > 0
(m ungerade).

Am Ende dieses Abschnitts gehen wir noch auf den EinfluB des Randdatums u|0B
auf das Vorzeichen der Losung beim Randwertproblem vierter Ordnung ein.

Wir geben jetzt eine préizise Formulierung der erwidhnten beiden Randlemmata.

Folgerung 1.19. Die Koeffizienten niederer Ordnung in (71) seien ausreichend glatt:
b € C1°N(B). Es existiert ein g9 = eo(m,n) > 0 derart, daf$ gilt:

Ist fir alle |o] < 2m — 1 die Bedingung |[ballcie1m) < €0 erfiillt, so besitzt das
Randwertproblem (70) zu f € C°(B), ¢ € C°(OB) stets eine Lisung u € W2(B) N

C™Y(B), p > 1 beliebig. Dariiber hinaus impliziert Nichtnegativitit der Daten f > 0,
0 >0, f#£0 oder p £ 0, stets die Positivitit der Losung: —u > 0.

Folgerung 1.20. Die Koeffizienten niederer Ordnung in (71) seien stetig: b, € C°(B).
Es existiert ein eg = o(m,n) > 0 derart, daff gilt:

Ist [ball ooy < €0 fiir alle |of < 2m —1, so besitzt das Randwertproblem (70) mit
homogener Randdatenvorgabe p =0 zu f € C°(B) stets eine Losung u € W*™P(B) N
C*"=Y(B), p > 1 beliebig. Dariiber hinaus impliziert 0 #Z f > 0 fiir alle v € OB:

A2y (z) > 0, falls m gerade,
(72) O mo1yo
—%A(m 2u(z) >0, falls m ungerade.

Neben der genauen Charakterisierung des Wachstumsverhaltens der zum Randwert-
problem (70) gehorigen Greenschen Funktion G, , 4 nahe 0B, die durch Kombination
von (59) aus Satz 1.14 und Satz 1.4 gegeben wird, benotigen wir vor allem Differen-
zierbarkeitseigenschaften von G, ,, 4, um die beiden Folgerungen beweisen zu kénnen.
Diese werden ohne Anspruch auf Optimalitdt in den folgenden beiden Hilfssédtzen zu-
sammengestellt.

Hilfssatz 1.21. Es gelte b, € C°(B). Es existiert ein &1 = e;(m,n) > 0 derart, daf8
qgilt:

Ist [[ballcom) < €1 fir alle |a] < 2m — 1, so ewistiert die Greensche Funktion
Gmna(-, ) zum Randwertproblem (70). Fir jedes feste y € B ist Gina(.,y) €
C*™=Y(B\{y}). Fir |a| < 2m—1 gilt auferdem mit von x,y unabhingigen Konstanten
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C=C(m,n):

( Grmal.,y) € C(B), falls 0 < |a] < 2m —n,
|1 DSGryna(z,y)| < C, falls 0 < |a| < 2m —n,
(73) |IDSGrna(z,y)| < Clog (ﬁ) ., falls |a| = 2m — n und n gerade,
|1DSGryna(z,y)| < C, falls || = 2m — n und n ungerade,
| (DG a(z,y)| < Cla—y™ ™ falls 2m — n < |a] < 2m.

Schlieflich ist DGy s € C° (B x B\ {(x,y) : 2 = y}).

Beweis. Wir greifen den Beweis von Satz 1.14 wieder auf. Das folgende gilt, sofern ¢,
hinreichend klein gew&hlt wird.
Die Greensche Funktion G, 4 existiert, und es ist

wobei
GOz,y) = Gualz,y),
G(z,y) = / / (2, 21) (A, G (21, 22)) -
(A G (200 y)) (21, - 2.

Man hat insbesondere GO (., y) € C?" (B \ {y}), GY(.,y) € C1*I(B) fiir 0 < |a| <
2m — n, sowie fir |a] < 2m — 1 und ¢ > 1 mit von ¢ unabhéngigen Konstanten
Cj = Cj (m, n):

‘D"‘ l) (x y / / | DG (2, 21)]

|Az1Gmn 21,22 |Azlen(Zza )| d(zl7'”7zi)
< £ C{H/ / L(lz—z|) o1 — 2| |z —y| (20, 2).
B B
Dabei setzen wir mit Blick auf Satz 1.5:
(1, falls 0 < |a| < 2m —n,
3
log (—) , falls |a] = 2m — n und n gerade,
I'(p) = p
1, falls |a| = 2m — n und n ungerade,
Wk ol falls o] > 2m — n.
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Durch wiederholte Verwendung von [, [ —z|"""- [z —n|'™" < Cy|§ —n|' ™™ folgt weiter:

‘DgG(i)(aj,y)| < EinJrlC’;_l/ I (o —2]) |z —y|' " dz
B

i i it Cy, falls |a| < 2m —n,
S 8101 02 ' 2m—n—|a|
Colx —y| , falls 2m —n < |of < 2m.

Sofern €; > 0 hinreichend klein gewahlt wird, folgt damit die absolut gleichméafige
Konvergenz der Reihe Y 0° DG (. y) in B, falls |o| < 2m —n, und in B\ Bs(y),
§ > 0 beliebig, sonst. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften von G© = Gmn
erhalten wir die behauptete Glattheit und die Abschéatzung fir D2G,y, 0 4. [ |

Hilfssatz 1.22. Es gelte b, € C1*(B). Es emistiert ein ey = £5(m,n) > 0 derart, dafs
qgilt:

Ist [|ballcioim) < €2 fir alle |of < 2m — 1, so existiert die Greensche Funktion
Gmna(-, ) zum Randwertproblem (70). Fir jedes feste x € B ist Gmpa(z, .) €
C*m=1(B\{z}). Auferdem gilt fiir |a| < 2m—1 mit von x,y unabhingigen Konstanten

C=C(m,n):

( Grmalz, .)€ C(B), falls 0 < |a] < 2m —n,
‘D;Gm7n7A(x,y)| <C, falls 0 < |a] < 2m —n,
(74) | D8 G, )| < Clog (ﬁ) . falls |a| = 2m —n und n gerade,
‘D;GmmA(x,yﬂ <C, falls |a| = 2m — n und n ungerade,
L | D8 Gn,a(z,y)| < Cla — gl falls 2m — n < o) < 2m.

Schlieflich ist Dy Gpn.a aufSerhalb der Diagonalen in B x B stetig.

Beweis. Aufgrund der starken Differenzierbarkeitsannahmen an die Koeffizientenfunk-
tionen b, kénnen wir das adjungierte Randwertproblem

(—A)"u+ A*u=f in B,

D*u|0B =0 fir o] <m — 1,
mit (A*u) () = E|a\§2m,1(—1)|alDa (bo(z)u(zx)) betrachten. Ist 5 hinreichend klein,
so existiert die zugehorige Greensche Funktion G,,, 4+, und es ist Gppa(z,y) =

G a+(y, z). Aufgrund dieser Beobachtung folgt die Behauptung nun unmittelbar aus
dem vorhergehenden Hilfssatz 1.21. [ |

Beweis von Folgerung 1.19. Sei ¢ > 0 so klein gewéhlt, dafl alle im folgenden
Beweis zitierten Sédtze Anwendung finden kénnen.
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Die erforderliche Glattheit fiir die Greensche Funktion G, , 4 haben wir soeben in
Hilfssatz 1.22 nachgewiesen. Fiir Losungen des Randwertproblems (70) haben wir die
Darstellungsformel:

,
/ G 9)f () dy + /8 APEG, (2, y)ely) duy),
B B

falls m gerade,

u(z) =
0 _
[ Gonalw )iy + [ (——Agm 1)/2) G (. ) (y)de(y),
B oB Vy
L falls m ungerade.

Fiir festes © € B und beliebiges y “nahe” 0B gilt aufgrund von Satz 1.14 und Satz 1.4:

G a(®,y) = Gun(x,y) = |2 —y["d(2)"d(y)™ = d(y)™.
Folglich ist fiir jedes feste x € B:

AZ“MGm,n’A(I, J)|oB >0 fiir gerades m,
0

—a—A?gm*l)/sz,n,A(a:, )|0B >0 fiir ungerades m.
Yy

Zusammen mit der Positivitdt von G, 4 ist die Behauptung von Folgerung 1.19 nun
offensichtlich. [ |

Beweis von Folgerung 1.20. Wir gehen “dual” zum vorhergehenden Beweis vor. Sei
g9 > 0 fiir das folgende hinreichend klein gewahlt. Durch Differentiation der Darstel-
lungsformel

folgt fiir z € OB:

Am/2u(x) - / (A?/ZGm,n,A(‘x7 y)) f(y) dy7 m geradea
B
0 0
_Z A(m-1)/2 — __Z Alm=1)/2
aVA u(z) /B ( a0 A} Gmnalz, y)) f(y)dy, m ungerade.

Fiir jedes feste y € B haben wir fiir £ “nahe” 0B:
G AlZ,y) = Gun(T,y) = [T —y["d(@)"d(y)™ = d(z)™
und infolgedessen fiir x € 0B, y € B:
A?/sz7n7A(a:,y) >0 fiir gerades m,
0

—a—A;’”_l)/QGmm,A(L y) > 0 fiir ungerades m,
Vm
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woraus unmittelbar A™/2u(z) > 0 bzw. —2ZAM=D/2y(z) > 0 folgt. =

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen iiber den Einfluf} der
Vorgabe der Losung u selbst auf dem Rand 0B auf das Vorzeichen von u in B im
Spezialfall von Gleichungen vierter Ordnung. Wir betrachten zunéchst das “ungestorte”
Problem:

A*u=f in B,
(75) ]
ul0B = 1, ——u|8B = .
ov

Die Darstellungsformel fiir die Losung u lautet in diesem Falle:
0
— [ Gantlensdy+ [ (58,Geaten) ) iet)
Y
+ [ (Asz,nu,y))so(wdw(w
OB

(76) = /Gz,n(9€>y)f(y)dy+ Kn(iﬂay)w(y)dw(y)ﬂL/ Ly (z,y)e(y)dw(y)
B 0B 0B

mit
L (= 3 Nl 12

(77) Kn(z,y) T {nQ—z-y)— (n—2)z—y[*},

) Liwg) = 5o

x € B,y € 0B. Die expliziten Ausdriicke (77), (78) fiir die Integralkerne K, und
L, finden sich z.B. in [Nic, p. 34]; sie lassen sich durch Differentiation der Formel fiir

Gy, von S. 13 berechnen. In Ubereinstimmung mit Folgerung 1.19 ist L,,(x,y) > 0 fiir
r € B, y € 0B. Hinsichtlich K, gilt jedoch:

Bemerkung. Fiir n > 5,y € 0B fest und © = —(1 —¢)y haben wir {n(1—z-y) — (n—
Qz—yl*t =n2—¢)—(n—2)(2—e)* = (2—¢) (4 —n+e(n —2)) < 0 fiir e nahe 0. D.h.
der Kern K,, wechselt fiir n > 5 sein Vorzeichen. Es gibt also Randdaten 1 > 0, deren
Trager auf 0B etwa sehr stark lokalisiert ist, die zu vorzeichenwechselnden Losungen
u 2? 0 Anlafl geben. Diese Beobachtung steht in Gegensatz zum radialsymmetrischen
Fall ¢ (y) = const., vgl. [Sor, Prop. 1, Remark 9].

Fiir positive Resultate miissen wir uns also notwendigerweise auf Raumdimensionen
n < 4 beschrianken. Hier gilt:

Hilfssatz 1.23. Firx € B, y € 0B, n < 4 gilt K,(z,y) > 0. Ferner gilt auf B x 0B
firn=1,2,3:

<z =y d(2)?,
= |l’ - y’_n d(I)Q,

(79) Ku(z,y) {
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und fiir n = 4:
(80) Ku(z,y) ~ |z —y| " d(z)".

Beweis. Fiir n = 1,2,3 folgt die Behauptung aus |z — y|*> < 2(1 — 2 - y) und aus
l—z-y=y-(y—o)<|ly—z| firn=4ist Ky(z,y) =w;'(1 — |[2*)3|lz —y| 5. =
Bemerkung. Die Abschitzung nach oben in (79) wird bei radialer Anndherung von
x an y realisiert, diejenige nach unten hingegen, wenn sich x auf Bégen bewegt, die in
y an 0B tangential sind.

Fiir die Kerne Kj,..., K4 lassen sich wieder 3-G-artige Resultate herleiten. Auf-
grund der zusétzlichen Degeneration bei den Abschétzungen fiir K, nach unten fallen
diese jedoch schwécher aus als die entsprechenden Ergebnisse in Satz 1.8.

Hilfssatz 1.24. Fir z,z € B, y € OB gilt, fallsn =1,2,3:

(81)

DGanle )| Kaleg) _ [ 1 falls o] < 3,
Kn(z,y) T =Py — 2P falls o > 4 = ng

und falls n = 4:

(1
— log< )—l—y—z 1) falls o = 0,
d@)( ) T
|ot] —lal-1
. i (o=l =),
(82) |D2Gaul(, 2)| Ka(z,y) < falls 2> |a| >0,
K4(xay) N
d(x) (|x —z|” ol ly — 2|~ la') : falls |a] = 3,
1 “la —|ox
aa(u—a"+W—4l'y falls |a] > 4.

Bemerkung. Die fiir das folgende benétigte, in x € B, y € 0B gleichméfiige Abschét-
zung

(83) /\Dngxz\K(zy)dzjl
(z,y)

gilt fir n = 1,2,3 und || < 2. Im Gegensatz zu Abschnitt 1.1.2 erhalten wir bereits fiir
|a| = 3 eine nicht mehr integrierbare Abschétzung. Im Falle vierer Raumdimensionen
gibt die Degeneration von Ky(.,y) nahe 0B Anlafl zu einem unbeschriankten Faktor
ﬁ in (83). Das konnte zu einem Positivitétsverlust des Randwertproblems (75) bzgl.

des Randdatums 1 bereits bei Storungen nullter Ordnung A?u-+bu des biharmonischen
Operators fithren.

Beweis von Hilfssatz 1.24. Im folgenden werden wir wiederholt auf Abschétzungen
aus Satz 1.4, Satz 1.5 und Hilfssatz 1.11 zuriickgreifen, ohne dieses jeweils gesondert
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zu erwiahnen. Man beachte, dafl |y| = 1 und deshalb insbesondere d(z) < |y — 2| gilt.
Wir behandeln zunéchst die Raumdimensionen n = 1,2, 3.

Der Fall: n=1,3 und |a| <4 —n, oder n =2 und |a| <4 —n=2.

Hier verwenden wir (55).

9-n 2.1 _|af . d()"/2d(z)"/2 | _d(2)?
!D?Gz,n(x,Z)lKn(z,y)<d<x> rd(z) "mm{L =1 }\z—ywl

Kfww) - oy
< d(z)"2d(z)* 271 min {1, %} ly — 2|7 (|l — 2"+ |y — 2|™)

< aa*WW—zr%*+am%wuf%*ﬂ(%%)EW—A*

— d(z)4—|a||y — z|_n—1 + d(z)4—n—\a||y _ Z|_1 < |y - Z|3—n—|o¢|‘

Der Fall: n =2 und |a| =4 —n = 2.

d(z) : d(x)® | d(2)?
|D?G272(1‘, 2)| KZ(Z’ y) = log (2 + $*Z‘> i {17 ‘93*2\2} [z—y[3
KQ(xay) N %
T—y
i da) \ - f, d(? i
< 2 2 A _ 3 2 12
=< d(z)"%d(z) (1 + - z|) mln{l, PR ly— 2|7 (lz — 2P+ |y — 2[°)
g @R g (AN
< 2 10.\2 B )2 2 702 [ @LT) N
< dl) 2Py = e o dlo) e (5] b
_ d(xz) d(x) _
2 2_\*Y) P\ o 3 I P/
r(a) (e Ly — 2|
N d(z) d(x) N
2 2 S
(o) (e L Gy o
2
< Ay e o L <

ly — 2| —

ly — 2
Der Fall: n =1,2,3 und |a| >4 —n.

Insbesondere ist |a| > 2.

4—n—|a : d(Z)Q d(z)2
[D2Gon(w, 2)| Kn(2,9) v — 2 'mm{Lm}W

Kn(z,y) - el

- —n—|a —n— : d(x)? n n

< da) e = oy = o min {1, S (o sy o)
i g @)
< d(x)2d(2)? e — 2y — 2| lm
d(a)
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@ — 227y — 2 o — 2ty — 2

|Q§' . Z|3—n—\a| + |y . Z|3—n—|o¢\.

Der Fall: n =4 und a = 0.

d(z) . d(x)%d(2)? | d(2)3
Guwwﬂﬁ@w)<bg@+uz0mm{Lxﬂ L%w

K4(xay> N %
=< d(x)3d(2)*log (2 + |j<j)z|> min {1, %} ly — 2| 7°

(e =2+ ly = 21°)

< o) atey? (14 L) SR g ap
et (2 (55)
< d(z

) d(2) e — 2P|y — 2|7 4+ d(2) " d(2)|w — 2| |y — 2| 7°
(

r e () =y (e () +v et 1),

Der Fall: n =4 und |a| > 0.

_ . d( )2d( )max{Qf\cx\,O} d( )3
|D‘Z’G274(:L’, z)‘ K4(z,y) . ‘:I:‘ — z’ laf min {1, |xx_zl2ixnax{2—‘a‘,0} } |Z_Zy|6

K4(Z', y) N d(2)®

lz—y|©

d(x)Qd(z)maxQ—\aLO} }

|ZL‘ _ Z|2+max{2—|o¢\,0}

< d(z)3d(2)%x — 2| 71|y — 2|78 min {1,

(o =2+ ly = 2[°)
< d<$)fld<z>3+max{27\a|,0}|x . Z|4f|a\7max{2f|a\,0}’y - Z|76

+ﬂ@*ﬂ@fm_zﬁa(§g)2

< d<x)71’x o Z|min{2,4f|a\}|y o Z|7min{\a|+1,3} + d(a:)*ld(z)]x . Z|f|a\.

Die Betrachtung der verschiedenen Félle fiir |a| und notigenfalls die Anwendung der
Youngschen Ungleichung vollenden den Beweis. |

Der vorhergehende Hilfssatz 1.24 erlaubt es, fiir n = 1,2 und 3 die Stabilitdt der
positivitéitserhaltenden Eigenschaft des Randwertproblems (75) gegen kleine Storungen
von A? maximal zweiter Ordnung zu zeigen.

Satz 1.25. Sein = 1,2 oder 3. Dann gibt es ein g9 = g9(n) > 0 derart, daff gilt:
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Seien fiir || < 2 Koeffizienten b, € C1(B) mit [ballcial @) < o0 gegeben. Dann
hat das Randwertproblem

A%y + Z bo(2) D% = f in B,

(84) jal<2
u|dB = 1, —%03 0,

fiir alle f € C°(B), 1 € CY(OB), ¢ € C°OB) eine Lisung u € W,P(B) N C*(B),

p > 1 beliebig, fir die aus f > 0,9 >0, o >0, f £ 0 oder ¢»p Z 0 oder ¢ #Z 0, die
Positivitat v >0 in B folgt.

Beweis. Mit Blick auf Folgerung 1.19 und die Linearitit des Problems kénnen wir
ohne Einschréinkung f = 0 und ¢ = 0 annehmen. Sei 0 £ ¢ > 0.

Fiir die Existenz- und Regularitéatstheorie verweisen wir auf [Ag] und [ADN].

Wir setzen zuniichst zusitzlich ¢ € C*7(9B) voraus und definieren K,¢(x) =
Jon Kn Y(y) dw(y). GemiB [ADN] bildet K, : C*(0B) — C*(B) — W*?(B)
ab. Dabel erd p > 1 beliebig gewdhlt. Mit A := 3", ., ba(.)D* 1aBt sich die Lésung u
von (84) schreiben als u = —G, , Au+ K, ¢ bzw. (Z + G2, A) u = K9, dabei fassen wir
T + G, A als beschriinkten linearen Operator in W*P(B) auf. Fiir hinreichend kleine
Koeffizienten von A ist 7 + G, ,.A beschrénkt invertierbar, und es gilt:

Fiir i > 1 integrieren wir partiell. Da A Ableitungen maximal zweiter Ordnung enthélt
und Gy, (z, .) fiir jedes x € B von zweiter Ordnung auf 0B verschwindet, treten keine
zusédtzlichen Randintegrale auf. Weiter verwenden wir den Satz von Fubini und Tonelli
und erhalten fiir x € B:

(=GonA) Kth() = (=1)' / Ganle o)Ay [ Ganlaz)

290€B

AL Gan(2iz1,2i)As, Ko (zi, )Y (y) dw(y)dz; . .. dz

2,€B y€EIB

= (=1) /ZleB (A% Gap(z, 1)) /ZQGB (A% Gan(z1,22)) ..

: ./EB (A% Gonl(zio1,21)) Ko (zi,y)Y(y)dw(y)dz; . .. dz

yeOB

_ / / / (AL, Gon(@, 21)) (AL Gan(21,2)) -

A* G2 n(Zz 15 Zz)) K (Zm )w(y)dw(y)d(zh ) Zi)v

dabei ist A*. = ZMSQ(—l)'a'DO‘(ba . ) der zur Stérung A (formal) adjungierte Opera-
tor. Aufgrund der 3-G-artigen Abschéitzungen (81) aus Hilfssatz 1.24 folgt weiter mit
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einer von ¢ unabhéngigen Konstanten Cy = Cy(n):

‘Az G n(l’,Zl)| Kn(zlvy)
—Goy " K, —
(=G2nA)' Kth(a /BB/ / Kno(,y)
G2n(21722 ‘ Kn(22,y) )

Kn(zla y)
| A% Gon(zim1, 2)| Kn(zi,y)
) Koo ) Y(y)d(z1, ..., 2z)dw(y)
< (Cogo)' - Ko (2, ) (y) dw(y) = (Cogo)' (Knth) ().

Indem ey = €g(n) > 0 hinreichend klein gewéhlt wird, folgt vollig analog zum Beweis
von Satz 1.14:

1
85 > — K, > 0;
(83) uz &K
zuniichst unter der Zusatzvoraussetzung ¢ € C*7(9B). Die Abschitzung (85), und
damit die Behauptung des Satzes fiir v € C'(0B), folgt durch Approximation unter

Verwendung der C'-Abschiitzungen aus [Ag] und der lokalen LP-Abschitzungen aus
[ADN, §15]. n

1.2 Resultate fiir zwei Raumdimensionen

Wie bereits in der Einleitung 0.1 und zu Beginn des Kapitels 1 erwéhnt, lassen sich
in zwei Raumdimensionen weiterreichende Resultate als bei allgemeinem n herleiten:
Auch die nur “annéhernd” kreisformige Platte biegt sich {iberall nach unten durch, falls
die Belastung iiberall nach unten wirkt. D.h., fiir n = 2 koénnen auch Stérungen des
Gebietes und dariiber hinaus, was aber hier modulo Theorie der Normalformen ellipti-
scher Differentialoperatoren zweiter Ordnung dazu dquivalent ist, auch der fiithrenden
Koeffizienten zugelassen werden. Wir betrachten also hier das Dirichletproblem:

Lu=f in €2,
(86)
D%u|0Q =0 fir o] <m —1,

wobel

2

(87) Lu := <—Zaij(x)%;xj> U+ Z b () D%,

i.j=1 lal<2m—1

aij = aj; € C*17(Q), b, € C%(Q). Wir fithren zuniichst einen fiir unsere Zwecke
geeigneten Begriff der Ndhe von Gebieten bzw. von Differentialoperatoren zu einander
ein.
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Definition 1.3. Seien *,Q beschrinkte, C*7-glatte Gebiete, £ > 0. Wir nennen
e-nahe zu Q* im C*7-Sinn, falls es eine surjektive Abbildung g : Q* — Q, g € C*7 (),
gibt mit

lg — Id||crn@r) < e

Bemerkung. Fiir konvexes Q*, k > 1 und hinreichend kleines ¢ existiert g=* € C*7(Q)
und erfiillt ||g=" — Id|| prn () = O(€)-

Definition 1.4. Sei e > 0. Der Operator L aus (87) heifit e-nahe zu (—A)™ im C*7-
Sinn, falls nétigenfalls zusdtzlich a;; € C*7(Q) gilt, und sofern die Abschitzungen

llai; = dijllcrr@ <€
1ballco@) < € fir o] < 2m—1
erfillt sind.
Bemerkung. Fiir hinreichend kleines € > 0 ist L gleichméfig elliptisch.

Das folgende Resultat legt zusammen mit den Gegenbeispielen aus [Gal] und [CD]
die Interpretation nahe, daf} ein &hnlich gleichméfiges “Biegungsverhalten” des Randes
0f) wie beim Kreis 0B zu positiver Greenscher Funktion fiihrt, wihrend starke Schwan-
kungen im “Biegungsverhalten” von 02 zu Vorzeichenwechseln Anlafl geben. Die Frage,
ob moglicherweise die Kriitmmung « bzw. ihre Abweichung von der Konstanten 1 selbst
schon iiber die Positivitiat der Greenschen Funktion entscheidet, muf hier offen bleiben.
Die im folgenden verwendeten Techniken lassen eine Beantwortung dieser geometrisch
naheliegenden Frage nicht zu.

Satz 1.26. Es gibt ein €9 = eo(m) > 0 derart, dafs fir 0 < e < eq gilt:

Das beschrinkte, C*™7-glatte Gebiet ) sei e-nahe zu B im C*™-Sinn. Der Diffe-
rentialoperator L aus (87) sei e-nahe zu (—A)™ im C*"=17_-Sinn. Dann besitzt das
Randwertproblem (86) fiir jedes f € C%7(Q) eine Losung u € C*™(Q), die fiir nicht-
triviale nichtnegative rechte Seite O £ f > 0 strikt positiv ausfallt:

u >0 in Q.

Bemerkungen. 1) Sei E,;, cine Ellipse mit Halbachsen a,b > 0. Bei méafiiger Exzen-
trizitdt , d.h. § ~ 1, ist die Greensche Funktion zu A? in E,; positiv, wihrend sie
geméfl dem Beispiel von Garabedian [Gal] bei grofierer Exzentrizitit, etwa ¢ ~ 2, das
Vorzeichen wechselt.

2) Der Beweis von Satz 1.26 wird die Vermutung nahelegen, daf fiir wachsendes m " 0o
notwendigerweise £9(m) \, 0 gilt.

Zum Beweis von Satz 1.26 gehen wir in drei Schritten vor:
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1. Zunéchst betrachten wir a;; = ¢;; und Gebiete (2, die dem Kreis in einem konfor-
men Sinne nahe sind. In diesem Fall kann die Behauptung mit Hilfe konformer
Abbildungen, die den Hauptteil (—A)™ invariant lassen, aus Satz 1.14 gefolgert
werden, s. Hilfssatz 1.27.

2. Konforme Abbildungen B — 2 kénnen auf eine Weise charakterisiert werden, die
es erlaubt, “differenzierbare” Néhe in “konforme” Nahe umzusetzen, s. Hilfssatz
1.28.

3. Die Theorie der Normalformen fiir elliptische Operatoren zweiter Ordnung ges-
tattet es, unter Inkaufnahme einer weiteren (kleinen) Storung des Gebietes die
fithrenden Koeffizienten a;; in d;; zu transformieren, s. Hilfssatz 1.29.

Ebenso wie die Theorie konformer Abbildungen steht die Reduktion beliebiger ellip-
tischer Differentialoperatoren zweiter Ordnung auf Normalform nur in zwei Raumdi-
mensionen zur Verfiigung.

1.2.1 Storungen des Gebiets

Hilfssatz 1.27. Es gibt ein €1 = e1(m) > 0 derart, daf§ gilt:

Sei Q ein einfach zusammenhdingendes, beschrinktes, C*™7-glattes Gebiet. Der Dif-
ferentialoperator L sei wie in (87), jedoch mit a;; = d;j. Ferner sei h : B — ) eine
biholomorphe Abbildung mit h € C*™7(B), h~! € C?™7(Q).

Falls die Bedingung ||h—1d|| czm-15) < €1 sowie |[ba|com) < €1 fiir alle [af < 2m—1
erfillt ist, so existiert die Greensche Funktion G, .1 zum Randwertproblem (86) in €
und ist positiv.

Beweis. Um den entsprechenden, im Kreis B giiltigen Satz 1.14 anwenden zu kénnen,
soll das Randwertproblem (86) nach B “zuriickgeholt” werden. Entscheidend wird da-
bei die Beobachtung sein, dafl konforme Abbildungen den Hauptteil (—A)™ invariant
lassen und lediglich zu zusétzlichen Termen niederer Ordnung fithren.

Sei € := max {max‘aggm_l [ballco@y, [1h — IdHsz_l(g)} hinreichend klein. Fiir die

zuriickgeholte Losung v : B — R, v(z) := u (h(z)) ist wegen Av(z) = 3 \Vh(z)|” (Aw)
oh)(z) das Randwertproblem

2 " - )
(— \Vh]ZA) v+ Z boD% = foh in B,
|| <2m—1

D®v|0B =0 fir o) <m —1,

mit geeigeneten Koeffizienten by, € C%7(B), ||l;a||c()(§) = O(e) zu betrachten. Aus-

m
differenzieren der Potenz (— Wi‘zA) ergibt zusétzliche Koeffizienten D (W) mit

0 < |a| < 2m — 2 fiir die Terme niederer Ordnung, der fithrende Term lautet (

2
o)
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(—A)™y. Dabei ist H# — 1l g2m-2(5) = O(e). Wir erhalten also fiir v ein Randwert-
problem

(—A)" v+ Z boD = f in B,
|a|<2m—1

D®v|0B =0 fir o] <m —1,

mit f := <%> . foh und geeigneten Koeffizienten b, € C% (B), die der Abschiitzung

||Ea||00(§) — O(¢) geniigen. Offensichtlich ist 0 f >0inQ <« 0% f>0in B.
Somit iibertragen sich fiir hinreichend kleines e alle Aussagen von Satz 1.14 auf das
Randwertproblem (86). ]

Der Riemannsche Abbildungssatz zusammen mit den Resultaten von Kellogg-War-
schawski, dazu s. z.B. [Pom], zeigt, dal konforme Abbildungen, die den qualitativen
Anforderungen aus Hilfssatz 1.27 geniigen, unter den dort formulierten Voraussetzun-
gen an das Gebiet () stets existieren.

Selbst bei sehr einfachen Gebieten ist jedoch die explizite Angabe solcher konformen
Abbildungen h : B — Q und vor allem die Uberpriifung der Kleinheitsbedingung
an ||h — I d||sz_1(§) zumindest ausgesprochen schwierig. Fiir Ellipsen beispielsweise
wurden solche Abbildungen von H. A. Schwarz [Schw]| unter Verwendung elliptischer
Funktionen konstruiert.

Hilfssatz 1.27 ist also so wenig praktikabel. Es ist daher naheliegend, “konforme”
Néhe von Gebieten in “differenzierbare” Néhe zu iibersetzen.

Hilfssatz 1.28. Sei 1 > 0 gegeben, m > 1. Dann existiert ein €9 = e9(m,e1) > 0
derart, daf$ fir 0 <e < ey gilt:

Ist das C*™7-glatte Gebiet Q) e-nahe zu B im C*™-Sinn, so existiert eine biholo-
morphe Abbildung h: B — Q, h € C*™(B), h=t € C*™7(Q) mit

[h = Id| com-1(5) < 1.

Beweis. Sci g : B — Q eine Abbildung gemif Definition 1.3 mit ¢ := ||lg — Id||c2m (5.
Fiir das folgende nehmen wir stets € > 0 als hinreichend klein an. €2 ist dann insbeson-
dere einfach zusammenhéngend und beschriankt, 0 € €2.

GeméB [Coul, vgl. auch [Swe2, Sect. 4.2], 148t sich eine biholomorphe Abbildung
h:B— Qmit h € C?(B), h~! € C*™7(Q) wie folgt konstruieren:

Bezeichne (G o die Greensche Funktion zu —A in € unter Dirichletrandbedingun-
gen. Wir setzen fiir z € Q

w(x) := 271G o(z,0)

sowie die konjugiert harmonische Funktion

v 9
W (z) = /1 ) <—a—£2w(§) s + 5 u(© d&) ,
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dabei wird das Integral léngs irgendeiner Kurve von % nach z in 2\ {0} berechnet, w* ist

bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 wohldefiniert. Indem wir R? und C identifizieren,
erhalten wir durch

h~(z) = exp (—w(z) —iw*(z)), x€Q,

eine wohldefinierte holomorphe Abbildung Q — B mit den gewiinschten qualitativen
Eigenschaften. Ferner ist 27'(0) = 0 und 3 wird auf die positive reelle Halbachse
abgebildet.

Die Greensche Funktion G o wird durch

1 _
Gio(z,0) = ~5- (log|z| —r(z)), =z €,

gegeben, wobei r : © — R dem Randwertproblem
Ar =20 in €2,
{ r(z) = pla) anf 00, () = loglal,
geniigt. Es reicht,

(88) Irllzm-1@ = Ole)
zu zeigen, denn aufgrund von
h™H(z) = o -exp (—r(z) —ir*(z)), x€Q,

folgt dann ||h~! —Id|| pem-1(qy = O(e) und schlieBlich auch ||h—1d||pom-1 5, = O(€). Die
Abschétzung [|r]|co@ = O(e) ist dabei aufgrund des Maximumprinzips offensichtlich.

Wir nehmen zuniichst an, daf ¢|0€Q so durch ¢ € C?™(Q) fortgesetzt werden kann,
dafl

(89) [|¢llczm@ = Ole)

gilt. Dann folgt aus den Schauder-Abschiatzungen [ADN, Theorem 7.3|, [GT, Chapt.
6.4] fiir hohere Normen von Losungen harmonischer Randwertprobleme: [|7|cem-1. )
= O(e). Dabei ist zu beachten, dafl wegen der e-Nihe von Q zu B im C?™-Sinn die
Abschétzungskonstanten fiir hinreichend kleine £ unabhéngig von ¢ gewihlt werden
konnen.

Es bleibt also zu zeigen, dafl Fortsetzungen ¢ von [0S, die (89) geniigen, auch
tatsdchlich existieren. Dafiir sind nur die “Tangentialableitungen” von ¢|0) abzu-
schitzen, d.h. es reicht, fiir die mit Hilfe der Abbildung ¢g|0B : 0B — 92 und der
Parametrisierung von 0B “abgewickelten” Randdaten

¥(t) == ¢ (g(cost,sint))
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Zu zeigen:

(90) max max
j=0,..,2m teR

d J
— = O(e).
() v|=0@
Fiir j = 0 ist dieses wegen ||g — Id||com = O(¢) und wegen |log(1 + ¢)| = O(e)
offensichtlich. Bezeichne §(t) = g(cost,sint), g : R — 0Q. Fiir j > 1 folgt durch eine
allgemeine Kettenregel:

(%)jw - (%)jwoa)

J . 3 || d pl~ l
= > ((D9ed)| D dias ][ (5) g

|a|=1 1t +P| o= =1
1<p;

mit geeigneten Koeffizienten djop5 6 = 1firl =1,..., 0y und § =2 fir | = ay +
1,...,la] = a1 + a3. Um zu zeigen, dafl diese zunéchst recht uniibersichtliche Summe
O(e) ist, ist die Beobachtung wesentlich, dafi diese Summe gleich 0 ist, falls 2 = B
und g = Id ist. Wir setzen also go(t) = Id o (cost,sint) = (cost,sint) und vergleichen
einander entsprechende Terme:

() = 3 (0005 0010m) + 079)0)

lal=1

- d\" d\" ) d\" )
X anT(((5) - () @)+ (5) @)
P1F D) =] =1
1<p;

Wie bereits bemerkt, ist wegen ¢ (go(t)) = log|(cost,sint)| = 0 die Summe iiber alle
diejenigen Terme, die nur go (und keine Differenz) enthalten, gleich 0. In der verblei-
benden Summe enthélt jeder Term wenigstens einen Faktor der Art

o - o _ d pL ~ )
(D%9)o g~ (D*p)ogy  oder (a) (3% — ).

Fiir hinreichend kleines ¢ ist jeder dieser Faktoren O(¢), und die tibrigen Faktoren blei-
ben unabhéngig von e gleichméfig beschréankt. Es folgt (90) und damit die Behauptung
des Hilfssatzes. n

1.2.2 Storungen des Hauptteils

Bezeichne
2

0? _
O Lo == 3 ay(0)gmm, o= i€ @),
i0;

ij=1
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den Operator zweiter Ordnung, dessen m-te Potenz den Hauptteil des zu untersu-
chenden Operators L in (87) bildet. Durch eine geeignete Koordinatentransformation
(1, 22) — (&1,&), @ — QF 148t sich (91) in Normalform

ov ov
o, 32@8—52

transformieren, s. z.B. [Ga2, pp. 66-68]. Dadurch wird der Operator L in eine Hilfssatz
1.27 geméBe Form L transformiert. Wir haben hier zu priifen, ob L “nahe” (—A)™
bzw. 0* “nahe” B bleibt, falls entsprechendes fiir L bzw. () vorausgesetzt wird. Die
neuen Koordinaten & = ¢(x1, 23), & = 1(x1, x5) werden durch das Beltrami-System:

Op _ ante, +ame, Op  ants + ants,
- 2’ - / 2’
axl a110a99 — a12 axZ a110a99 — CL12

in €2 gegeben. Angenommen, wir héitten bereits eine bijektive, wenigstens zweimal stetig
differenzierbare Transformation

(92) Lov = —A(§)Av — Bi(§) 7~

(93)

(94) @& = (p,0) : Q— Q"

gefunden, dann rechnet man mit [Ga2] nach, dafl

(95) Lou = (iov) o

gilt, wobei

V(6 6) = uo @&, &),
A ((I)(LL’)) = all(«r) + 2a12<x)§0:}c190x2 + a22<x)

(96) = CL11($C)%1 + 2a12(x)wx1w362 + a22(x)1/}
By (®(z)) = (z) () 2120 + a22(x)90:62:c2a
B, ((b(w)) = ( ) ($)¢x1x2 + a22(x)¢x2x2

s}

1(%) a1y + 2012

1(2) Y2y + 2012

Q

\

gesetzt wird.
Wir bestimmen zunéchst ¢ als Losung des Randwertproblems:

0 (anzl +@12wzg) n 0 (Cbzlwzl +@22¢12) 0 mQ

/ 2 / 2
(97) a371 11022 — Qg axQ 11022 — A79

() = x9 auf 09,

und rekonstruieren dann ¢ mit Hilfe der Beltrami-Gleichungen (93) und der Normie-
rung ¢(0) = 0.

In unserer speziellen Situation lassen sich die benotigten Resultate iiber die Trans-
formation @ leicht direkt nachweisen:
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Hilfssatz 1.29. Sei g5 > 0 gegeben. Dann existiert ein €3 = e3(m, e3) derart, dafs fir
0 < e < e3 das folgende gilt:
Sei das C*™7 -glatte Gebiet Q) e-nahe zu B im C*™-Sinn. Der Operator L aus (87)
sei e-nahe zu (—A)™ im C*™~17_Sinn.
Dann gilt fir die in (93), (94) und (97) erklirte Transformation ® : Q — QF =
d(9):
D ist bijektiv, ® € C*™7(Q), d~L € O (QF),
QF ist e9-nahe zu B im C*™-Sinn.

Mit der Setzung v :=wo ® 1, wgl. (96), transformiert sich das Randwertproblem

Lu=f n €2,
{ Du|0Q =0 fir |of <m —1,
in das Randwertproblem
Lo=A".(fodY) inQ,
{ D0 =0 fir |la| <m —1.

Dabei ist Lv = (—A)™v + > jal<2m-1 bo(.)D*v mit geeigneten Koeffizientenfunktionen
by € COY(Q0¥) derart, daf fiir alle || < 2m — 1 die Kleinheitsbedingung

[balco@ey < €2
erfillt ist.

Beweis. Wir kénnen stets ¢ als hinreichend klein und folglich insbesondere €2 als bes-
chrinkt und gleichméflig konvex annehmen. Wir betrachten zunéchst das Randwertpro-
blem (97), das wegen |ai; — dijll czm-1@) < € gleichméBig elliptisch mit Koeffizienten
in C?™~17(Q) ist. Nun zeigen Existenz- und Regularitiitstheorie [ADN, chapt. 7], [GT,
chapt. 6], da8 wegen der C?™7-Glattheit von  eine Losung ¢ € C*™7(Q) von (97) exis-
tiert. Diese Differentialgleichung ist gleichzeitig die Integrabilitidtsbedingung fiir (93)
im konvexen Gebiet ; das Beltrami-System 148t sich also mit einem ¢ € C?*™7(Q),
©(0) = 0 auflosen.

Nun zur quantitativen Untersuchung der Abbildung ® = (¢, ). Dazu betrachten
wir zunéchst die Differenz: W(z) := ¢ (z) — z5. Diese Hilfsfunktion ¥ geniigt dem
Randwertproblem:

(0 a11Vy, + a2V, n 0 a1 Vy, + axV¥,,
axl \V @11G22 — af%g 8$2 \/ Q11029 — CL%2

0 a12 9 a22
_ _ =: F(x,x
%) o () o ) = e

= O(e) in C*™27(Q),

| 7|00 = 0.
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Die Schauder-Abschétzungen fiir die Normen hoherer Ordnung liefern, s. [ADN, Theo-
rem 7.3]:

[ = zallcana@ = ¥loana@) < COQONFlan-sa,
(99) ||w - wQHCQ”L(ﬁ) S CHFHCQWL—Q,'y(ﬁ).

Dabei ist zu beachten, daf die C?™~17(Q)-Normen der Koeffizienten in (98) unabhingig
von ¢ beschrinkt sind; die Elliptizitdtsmoduln sind gleichméflig nahe 1. Wegen der
gleichmiiBigen C*™-Nihe der Gebiete zum Kreis B schliellich kann unabhiingig von
in (99) eine feste Abschétzungskonstante gewihlt werden. Durch Beachtung von (93)
folgt insgesamt:

(100) |® = Id[|c2m () = O(e),

damit die Bijektivitit von ®, die qualitativen Aussagen iiber ®~! und Q* = ®(Q),
sowie

(101) |@7" — 1d]| zm gy = Oe).

Es sind noch die Eigenschaften des transformierten Differentialoperators L zu un-
tersuchen. Aus (95) folgt:

Lu = Lj'u+ Y  byD

|a]<2m—1

= {Liv+ Y (bao® ) (D*(wo®)od ! bod

|a|<2m—1

= (LM + Z bo D% § 0 & =: {Am-f]v}oq).
|a|<2m—1
Dabei treten in den neuen Koeffizienten b, zusiitzlich hochstens (2m—1)-te Ableitungen

von ® auf, also ist ||Z~)a||00(§) = O(e). SchlieBlich ist Loy = —AAv — Blaa — By 56
wir bendtigen also noch:

|A— 1H02m72(ﬁ) = 0(e), ||BjH02mf2(W) = O(e).

Das ergibt sich jedoch anhand der Definition (96) von A, By, By aus den bereits bewiese-
nen Eigenschaften (100) und (101) von ® und den Voraussetzungen an die Koeffizienten
Qjj. |

Beweis von Satz 1.26. Wir verwenden die Hilfssdatze 1.27-1.29 und konnen dabei
0.B.d.A. m > 1 annehmen. ]

Bemerkung. Ahnlich wie im Abschnitt 1.1.5 lassen sich auch hier Aussagen iiber das
qualitative Randverhalten von Losungen gewinnen. Indem man die hier in {2 zu un-
tersuchenden Randwertprobleme mittels der oben diskutierten Abbildungstheorie auf
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Folgerung 1.20 statt auf Satz 1.14 zuriickspielt, bleibt die Aussage von Folgerung 1.20
iiber das Vorzeichen der m-ten Ableitung der Losung auf dem Rand 0€2 bei homogener
Vorgabe der Dirichletdaten auch unter den Voraussetzungen des Satzes 1.26 richtig.

Ist man umgekehrt an dem Einflul des Vorzeichens von D™ 1u|9) bei gleichzeitiger
homogener Vorgabe der ersten (m — 2) Ableitungen auf 02 auf das Vorzeichen der
Losung in €2 interessiert, so ist sicherzustellen, dal L* den Voraussetzungen von Satz
1.26 geniigt. Ist also {2 nahe B im C?™-Sinn, L nahe (—A)™ im C?™-Sinn, b, € C!*(Q)
und ||bal|ciel @) klein, so bleibt die Aussage von Folgerung 1.19 erhalten.

Die weitergehenden Aussagen aus Abschnitt 1.1.5 iiber den Einflufi von u|0B auf
das Vorzeichen von u in B bei Randwertproblemen vierter Ordnung kénnen mit den
hier entwickelten Methoden nicht auf die Situation von Satz 1.26 iibertragen werden,
denn in dem relevanten Satz 1.25 konnen nur Storungen maximal zweiter Ordnung
behandelt werden. Entscheidend wire jedoch die Stabilitdt der positivitédtserhaltenden
Eigenschaft gegen Storungen zweithochster, d.h. dritter Ordnung.

1.3 Lokales Maximumprinzip fiir Differentialungleichungen

Die beziiglich des Gebietes globalen und beziiglich der zuléssigen Klasse von Operatoren
lokalen Vergleichssétze aus Kapitel 1.1 lassen sich ummiinzen in lokale Maximumprin-
zipien fiir Differentialungleichungen, die fiir eine grofie Klasse von Operatoren gelten:
Storungen niederer Ordnung werden keinen quantitativen Einschrankungen mehr un-
terworfen.

Wir betrachten beschrinkte, C?™7- glatte Gebiete 0 C R™ und Differentialopera-
toren L der Art

n 82 m N
(102) Lu = <— Z;azjm> u+ Z ba(>D u
mit konstanten fithrenden Koeffizienten a;; = aj;, die der Elliptizitdtsbedingung
veeR: Mg < Y angd < Al
ij=1

mit den Elliptizitatsmoduln 0 < A\ < A geniigen, und mit glatten Koeffizienten niederer
Ordnung:

b, € C1?7(Q).
Unter diesen Voraussetzungen gilt:
Satz 1.30. Sei q > 1, ¢ > 5=; K C Q sei eine kompakte Teilmenge.
Dann ezistiert eine Konstante C = C’(n,m, A A, g, maxjaj<om—1 ||ba||c|a‘(5), dist( K,
8@)) derart, dafl fiir jede Unterlosung u € C?*™(Q), f € C°(Q) der Differentialunglei-
chung

Lu<f
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die lokale Maximumabschditzung gilt:

(103) 8111(pu <C {||f+||Lq(Q) + ||u||Wm71,1(Q)} .

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung a;; = 6;; annehmen, indem wir gegebenen-
falls eine lineare Koordinatentransformation vornehmen. Im folgenden betrachten wir
also den Hauptteil (—A)™.

Wir wollen Satz 1.14 und Hilfssatz 1.22 verwenden. Sei €9 = eo(m,n) > 0 eine
Zahl derart, dafl die Aussagen dieser beiden Sétze auf der Einheitskugel B fiir alle
Differentialoperatoren L = (—A)™ + > lal<2m-1 bo D™ mit Max|q|<om 1 ]|Z~)a||c‘a|(§) < &g
gelten. Diese erforderliche Kleinheit wollen wir im folgenden fiir den in 2 erklarten
Differentialoperator L = (—A)™ + Zla\ <om_1 ba D durch Skalierung erreichen.

Sei g € K beliebig, nach einer Translation kénnen wir zy = 0 annehmen. Bezeichne
M = max|q|j<om—1 Hbchla\(§)> wir setzen:

1
(104) po := min {1, S dist(K, 00), 5—]\;}
und fiihren fiir p € (0, po] Funktionen B — R ein:

up(x) = ulpx),  folw):=p""flpx),  bay(x) = p?" by (px).

Mit diesen Setzungen haben wir auf B die Differentialungleichung:

(105) Lyt (2) = (—A)™u,(2) + 3 bap@)D%uy(a) < f,(a),

|a]<2m—1

wobei die Koeffizientenfunktionen b, ,, |a| < 2m — 1, aufgrund der Wahl (104) von py
auf B der Kleinheitsbedingung

[bapllererm = D max| D% ()]

zeEB
1B1< ]|

= ) max (p" T [(Dba) (p2)]) < pollballeriay < ol < e
18<lal ©

geniigen. Bezeichne G, ., die Greensche Funktion zu L, in B. Satz 1.14 und Hilfssatz
1.22 zeigen, daff mit von p € (0, po] unabhéngigen Konstanten C' = C' (m, n,eo(m,n)) =
C(m,n) gilt:

Gmmr,(T,y) >0 in B x B,
G, (x,y) < Clz —y[™ " in B x B, falls n > 2m,
(106) § Gz, (z,y) < Clo (ﬁ) in B x B, falls n = 2m,
anp(x, y) < C in B x B, falls n < 2m,
\ }Dmeﬂth( ,y)‘ <C fir |of <2m —1, y € 0B.
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Um u(0) = u,(0) abzuschitzen, verwenden wir die Darstellungsformel fiir u,: Die
Randintegrale enthalten neben den Dirichletdaten D%u,, |a| < m — 1, und Termen der
Art DG, (0,y), m < |a| < 2m — 1, noch Faktoren b, , und deren Ableitungen bis
zur Ordnung < |a| —m — 1, sofern diese Zahl nichtnegativ ausfillt. Unter Verwendung
von (106) folgt unabhingig von p € (0, pol:

u(0) = u,(0) < /B Gonnr, (0.9) () dy

IA

Clm,m, ) fF eagmy + Clmym, M) S pll /83|<Dau> (o)] dw(y)

la|<m—1

IA

C(m,n, q)p™™ ™| f | Lo, )

+Clmn M) 3 4 [ Doty dty)

la|<m—1 lyl=p
Durch Integration bzgl. p € [%,00, po] folgt mit einer Konstanten C' = C(m,n,q, M, py):

u(0) < C LIS sy + Nullwm-ra@ -
Dabei ist C'= O(p,") fiir po \, 0. [

Mit Hilfe dieses lokalen Maximumprinzips lassen sich a-priori-Abschéatzungen fiir
Losungen gewisser semilinearer Differentialgleichungen und infolgedessen Existenzre-
sultate fiir klassische Losungen herleiten:

Folgerung 1.31. Seien Q und L wie in Satz 1.30, ferner sei L in HJ'(S)) positiv
definit, d.h. fir alle w € C*™(Q) N H§*(Q) gelte [o Lu-udz > &llul[Fy . Schlieplich sei
g € C"(Q x R,R) eine Nichtlinearitit, die der Vorzeichenbedingung g(x,t) -t > 0,
v € Q,t €R, geniigt und deren Negativteil (oder deren Positivteil) hichstens linear
wdchst: g(t) > —C(1+ [t]), t <0.

Dann ezistiert zu jedem f € C%V(Q) eine Losung u € C*™7(Q) N HF(Q) des
Dirichletproblems

Lu(z) 4+ g(z,u(z)) = f(z) in Q,
D%u|02 = 0 fir |al <m —1.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [GS2], hier wollen wir nur kurz auf die Wachs-
tumsbedingungen an g eingehen. Fiir Gleichungen zweiter Ordnung sind natiirlich viel
weiterreichende Resultate bekannt; es reicht, von g allein Holderstetigkeit und die Vor-
zeichenbedingung zu verlangen, s. etwa [GT]. Tomi [To] konnte fiir Gleichungen vierter
Ordnung ein entsprechendes Resultat zeigen, indem er dariiber hinaus g als monoton
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voraussetzte. Fiir Gleichungen beliebiger Ordnung scheinen dagegen bislang zusétzliche
Wachstumsbedingungen an g unvermeidlich zu sein. “Ublicherweise” verlangt man von
g “kontrolliertes” Wachstum: |g(t)] < C(1 + [¢|)"+2m)/(=2m) falls n > 2m, s. z.B.
[Lu], [Wal], [Wa2]. Die in Folgerung 1.31 gestellte Bedingung —¢g~ wéchst hochstens
linear, gt beliebig— 148t sich fiir grofie n als schwicher als die Forderung “kontrollier-
ten Wachstums” interpretieren, von der Allgemeinheit der Resultate fiir Gleichungen
zweiter Ordnung trennen uns allerdings noch Welten.

In diesen Beobachtungen spiegeln sich die in Kapitel 1.1 erreichten Positivitétsre-
sultate ebenso wie deren in Satz 1.16 nachgewiesene eingeschrinkte Giiltigkeit wider.
Nur wenn man in Folgerung 1.18 b, = oo hétte beweisen konnen, wére der vollige
Verzicht auf Wachstumsbedingungen in Folgerung 1.31 evident gewesen. Ob letzteres
iiberhaupt moglich ist, mufl weiterhin offen bleiben.
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2 Semilineare Eigenwertprobleme:
Existenzresultate

Gegenstand dieses Kapitels ist die Existenz von Losungen des semilinearen polyhar-
monischen Eigenwertproblems

(—=A)"u = Au+ [ufP'u, u#£0 in B,
(107)
D%u|0B =0 fir |a| <m — 1.

Dabei ist B C R™ die Einheitskugel, n > 2m, A € R, 1 < p < s; s = (n+2m)/(n—2m)
ist der kritische Sobolev-Exponent.

Bei subkritischem p, d.h. p € (1, s), ergibt sich die Existenz unendlich vieler nicht-
trivialer Losungen zu jedem A € R durch offensichtliche Vereinfachung der Argumente
aus dem kritischem Fall p = s, vgl. die Bemerkung auf S. 76. In einer Hinsicht jedoch
ist das subkritische schwieriger als das kritische Problem, ndmlich hinsichtlich der Exis-
tenz positiver Losungen: Ist m > 1, so ergeben sich fiir A — —oo selbst in der Kugel
B noch unbewdéltigte Schwierigkeiten. Auf diese Problematik wird in Abschnitt 2.1.1
kurz eingegangen.

Im iibrigen konzentrieren wir uns auf kritisches Wachstum: p = s. Losungen von
(107) werden mit Hilfe von Variationstechniken gewonnen. Durch das kritische Wachs-
tum sind notwendige Kompaktheitsschliisse nicht mehr uneingeschrénkt, sondern nur
noch unterhalb gewisser Energieniveaus moglich. Diese Niveaus werden durch opti-
male Konstanten zugehoriger Sobolev-Ungleichungen gegeben. Die Erkenntnis, daf} die
Palais-Smale-Bedingung in solchen Fillen lokal erfiillt ist (vgl. Definition 2.2 auf S.
72), geht wohl wesentlich auf die grundlegenden Arbeiten von Brezis, Coron und Ni-
renberg [BrCN], [BrN] zuriick. Die Kompaktheitseigenschaften der zu untersuchenden
Variationsfunktionale werden in Hilfssatz 2.6 und Hilfssatz 2.9 prézise formuliert. Dafl
Verlust von Kompaktheit tatséchlich auftritt, d&uflert sich beispielsweise in den Resul-
taten von Pohozaev [Poh] (m = 1) und Pucci, Serrin [PS1] (m > 1), wonach Problem
(107) mit kritischem Ezxponenten hochstens fiir

(108) A > 0

eine nichttriviale Losung hat. Dieses Resultat gilt allgemein in sternférmigen Gebie-
ten, jedoch nicht in Annuli. In Kapitel 3 werden weitere Nichtexistenzphénomene fiir
Problem (107) diskutiert, die ebenfalls den Verlust von Kompaktheit widerspiegeln.

Abschnitt 2.1.2 behandelt die Existenz positiver Losungen, wiahrend in Kapitel 2.2
das Problem (107) ohne weitere Einschrinkungen an die Losung studiert wird. Die Spe-
zialisierung auf kugelformige Gebiete 148t sich bei der Konstruktion positiver Losungen
derzeit nicht vermeiden, denn das zu verwendende Positivitétsresultat Folgerung 1.18
in Kombination mit Satz 1.1 konnte (aufier im Fall n = 2) nur fiir Kugeln gezeigt wer-
den. Die Argumentation in Kapitel 2.2 gilt dagegen in beliebigen beschréinkten glatten
Gebieten.
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2.1 Positive Losungen: “Grundzustinde”

Die Uberschrift suggeriert, daB es sich um besonders einfache Losungen handelt. Das
trifft auch im Fall m > 1 insofern zu, als die geometrische Gestalt dieser Losungen sehr
einfach ist und diese, falls iiberhaupt, durch Minimierung unter einer Nebenbedingung
gewonnen werden kénnen. Kompliziertere Min-Max-Methoden werden erst in Kapitel
2.2 benotigt.

Auf einer anderen Ebene jedoch erweist sich die Konstruktion positiver Losungen im
Fall hoherer Ordnung m > 1 als ein auferordentlich heikles Problem. Bei Gleichungen
zweiter Ordnung wird namlich die Positivitdt einer Losung durch einen einfachen Trick
erreicht: Mit v € H} ist auch |u| Minimum des Variationsproblems, denn: |u| € H{,

)V|u!’ = |Vu| in H}. Dieser Trick versagt bei Gleichungen hoherer Ordnung vollkom-
men:

m>1: we H"# |u|l € H"

Einen Ausweg, allerdings bislang nur in Kugeln, bieten die Positivitdtsresultate aus
Kapitel 1, Satz 1.1 und Folgerung 1.18.

Hilfssatz 2.1. Es gibt Zahlen A\, = Ac.(n,m), A. = ;\C(n, m), A < Ae,
- = —00 , falls m =1,
Aes Ac
€ (—00,0) , fallsm > 1,

derart, daf$ gilt:
List uw € W?™P(B) N W,"P(B) das Dirichletproblem

(—A)"u— A u=f in B,
(109)
D%u|0B =0 fir |lal <m —1,
mit f € LP(B), p > 1, A € R, so gelten die Implikationen:
Ae[)‘caAm,l)7fZO :>UJZO,

Ae (A, A1), 0F >0 =u>0.

Fiir X < X ist das Problem (109) nicht positivititserhaltend. A,, 1 ist dabei der erste
Dirichlet-FEigenwert von (—A)™ in B.

Fiir A = 0 wurde dieses Resultat bereits von Boggio [Bo2] gezeigt, die zugehorige
Greensche Funktion ist in B x B sogar strikt positiv. Unter Verwendung des Satzes

von Jen¢ bzw. Krein-Rutman (s. z.B. [SH]) folgt sofort:

Folgerung 2.2. Der Eigenraum zum ersten Eigenwert A,,; ist eindimensional und
wird von einer positiven Eigenfunktion aufgespannt.
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Um positive Losungen fiir (107) zu konstruieren, wird zunéchst ein modifiziertes
Dirichletproblem gelost:

(=A)"u — A= |ul’, w#0 in B,
(110)
D%u|0B =0 fir o) <m — 1.

Zumindest fir A, ; > A > S\C liefert dann Hilfssatz 2.1 © > 0 und damit eine positive
Losung des urspriinglichen Problems (107).

Diese einleitenden Bemerkungen iiber positive Losungen sollen abgeschlossen wer-
den durch eine einfache Beobachtung hinsichtlich der Monotonie dieser Losungen, die
sich auch beim Beweis des Nichtexistenzresultates in Kapitel 3.1 als niitzlich erweisen
wird.

Hilfssatz 2.3. Sei u € C*"(B) radialsymmetrisch, u = u(r), r = |z|; es gelte:
(—A)"u >0 in B,

d J
(—) wl0B=0 firj=0,....,m—1.
dr

Dann ist uw > 0 in B, und u = u(r) ist streng monoton fallend in r € (0,1).

Beweis. Dieser Hilfssatz findet sich auch in [Sor, Proposition 1]. Hier soll jedoch ein
besonders einfaches Argument gegeben werden. Dafl u positiv ist, ist bereits geméif
Hilfssatz 2.1 klar, 148t sich aber auch durch eine einfache Ergénzung der folgenden
Argumente zeigen.

Ohne Einschrankung sei m > 2 gerade, fiir ungerades m verlauft der Beweis voll-
kommen analog. Wir benutzen die Polarform des Laplace-Operators: Au = 7"1*"%
(r"=' Lu). Angenommen, u ist nicht streng monoton fallend in (0,1). Dann hat %
(mindestens) eine Nullstelle in (0, 1). Wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle
unter Beachtung des Randwerte von u ergibt: r"‘lill—:f hat auBerdem Nullstellen in r = 0
und 7 = 1, also in [0, 1] drei Nullstellen. Au hat in (0,1) zwei Nullstellen. Usw. A™/2
hat (2 4 1) Nullstellen in (0,1). A(™/2¥1y hat 2 Nullstellen in (0,1). Usw. Schlieflich
hat A™u noch mindestens eine Nullstelle in (0, 1). Widerspruch! n

2.1.1 Subkritisches Wachstum

Satz 2.4. Seienn,m € N, p € (1,s) mit s = (n+2m)/(n—2m) im Falle n > 2m und
p € (1,00) im Falle 1 <n <2m. A, sei der erste Dirichlet-Eigenwert von (—A)™ in
B, \. < 0 die Zahl aus Hilfssatz 2.1.

Dann hat fiir alle X < Ay, 1 das Dirichletproblem (107) eine nichttriviale radialsym-
metrische Losung. Gilt zusdtzlich A € (5\6, A1), so existiert sogar eine radialsymme-
trische Losung u € C*°(B) N C?™*Y(B) des Dirichletproblems:

(=A)"u=Au+uP in B,
(111) ¢ u>0 in B,
D%u|0B =0 fir lof <m — 1.

62



Im Fall X > 0 ist u als Funktion von r = |z| in (0,1) auch streng monoton fallend.

Bemerkungen. 1) Fiir A > A,,,; hat Problem (111) keine Losung, s. [PS3, p. 69]. Sei
namlich ¢ eine positive Dirichlet-Eigenfunktion zu A, ; geméafl Folgerung 2.2, so ergibt
skalare Multiplikation der Differentialgleichung (111) mit ¢:

Aml/ucpdw—)\/u@dm—i—/upcpdx>>\/u<pdx.
B B B B

Es folgt: A < Ay, 1.

2) Ob es moglicherweise die spezielle Struktur von Problem (111) erlaubt, im Satz die
Zahl \. durch eine kleinere oder sogar durch —oo zu ersetzen, muf hier leider offen
bleiben.

3) Im Spezialfall A = 0,m = 2, folgt Satz 2.4 aus Resultaten von Dalmasso [Dal] und
Oswald [Osw], im Fall 0 < A < A,,,1, m > 2, aus einer Arbeit von Soranzo [Sor].

4) Der folgende Beweis ist so angelegt, dafi er mit Ausnahme der Symmetrie und
Monotonie von u in jedem Gebiet richtig bleibt, in dem man ein Positivitatsresultat
wie Hilfssatz 2.1 zur Verfiigung hat.

Ist beispielsweise n = 2, p < oo und Q C R? eine Ellipse, deren Verhiltnis der
Halbachsen ausreichend nahe an 1 ist, so gibt es eine Zahl Ao = S\C(Q, m) < 0 derart,
daB Problem (111) fiir A € (A, A1) in der Ellipse eine positive Losung hat.

Losungen von (107) ohne Vorzeichenbedingung an u lassen sich mit dem folgenden
Beweis in allen glatten beschrinkten Gebieten {2 konstuieren.

Beweis von Satz 2.4. Die zusétzlichen Aussagen iiber Symmetrie und Monotonie von
u erhdlt man, indem man die Funktionenrdume im folgenden auf radialsymmetrische
Funktionen beschrinkt und Hilfssatz 2.3 anwendet.

Definiere die Variationsfunktionale

( / ((Am/Qv)Q — )\’02) dzx, falls m gerade,

(112) Sy(v) =< %

/ <’VA(7”_1)/21)‘2 — /\v2> dx, falls m ungerade,
B

\

/ (Am/Qv)Q dzx, falls m gerade,
(113) Sp(v) = ¢ 7%

/ ‘VA(m_l)/QUF dzx, falls m ungerade,
\ JB
und die Nebenbedingungen

N={ve H"(B): / lv|Pvde = 1},
B

N = {ve H'B): / P dz = 1.
B
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Das Funktional Sy ist koerzitiv und auf N U N nach unten beschriinkt; es gilt fiir
allev e H*(B)N (N UN):

A 1 1 1
1) 83(0) 2 (1= maxfo, 24 80002 Gl 2 Glolln = &

m,1

Minimalfolgen fiir die Probleme

(115) Sy := inf S\(v) >0, Sy := inf S\(v) > 0
veEN vEN

konvergieren deshalb nach Auswahl einer Teilfolge schwach in Hy" und aufgrund des
Rellichschen Auswahlsatzes stark in LP*! gegen vy € N bzw. 99 € N. Wegen der
schwachen Unterhalbstetigkeit von Sy(.) ist

S,\(U()) = S)\, bzw. S)\(’?}()) = 5’)\.

Die Berechnung der Euler-Lagrange-Gleichung ergibt, dafl vy bzw. 0y schwache Losung
von

(116) (—A)™vg — Avg = Sa|vo|P bzw. (—A)™y — Mg = Sa|vio|*

ist. Dabei ist zu beachten, da8 fiir beliebige Testfunktionen ¢ € C§°(B) gilt: [, |vg +
to|P(vo+te) dx > 0, falls |t| hinreichend klein ist. D.h. durch Renormieren kann erreicht
werden, dafl vy + t¢ der Nebenbedingung N geniigt.

Das Luckhaussche Regularititsresultat [Lu] liefert: vy, 5y € C=(B)NC*"*1(B) losen
(116) klassisch. Fiir A € (A, A1) ergibt Hilfssatz 2.1 auf jeden Fall, daB vy > 0 ist.
Die skalierten Funktionen u = Si/ (p —1)1}0 bzw. u = 5)1\/ ( _1)60 ergeben die gewiinschten
Losungen. Hierbei geht (115), d.h. die Positivitiit der Infima Sy und Sy, und damit die
Voraussetzung A < A,, 1 nochmals entscheidend ein. ]

2.1.2 Kiritisches Wachstum

Satz 2.5. Sein > 2m, s = (n+2m)/(n —2m) der kritische Sobolevexrponent, B C R"
die Finheitskugel, A, 1 der erste Dirichlet-Figenwert von (—A)™ in B.

a) Ist n > 4m, so existiert fir jedes A € (0,A,,1) eine radialsymmetrische Lisung
u € C®(B) N C**L(B) des Dirichletproblems:

(—=A)"u = u+u® in B,
(117) ¢ u>0 in B,
D*u|0B =0 fir |a| <m — 1.

u=u(r) ist in r € (0,1) streng monoton fallend.
b) Ist 2m +1 <n < 4m — 1, so existiert eine Zahl A = A(n,m) € (0, A1) derart, dafs
fir jedes A € (A, A1) das Dirichletproblem (117) eine Losung u wie in a) hat.
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Bemerkungen. In Satz 3.1 wird gezeigt, dal Satz 2.5 insofern scharf ist, als dafl
Problem (117) fiir n € {2m+1,...,4m — 1} und A in gewissen Nullumgebungen keine
radialsymmetrische Losung hat. Im Anschlufl an Satz 2.4 wurde bereits gezeigt, dafl
(117) auch fiir A > A,,; keine Losung hat. Schliellich sei bemerkt, dal gemafl [PS1]
sogar Problem (107) fiir A < 0 keine Losung hat. Der Fall A = 0 wird in Kapitel 3.3
diskutiert. Bemerkung 4 zu Satz 2.4 gilt ganz entsprechend.

Wie im Abschnitt 2.1.1 soll das Funktional v +— Sy(v) unter der Nebenbedingung
v € N minimiert werden, wobei p = s zu setzen ist. Dort war der benétigte Kompak-
theitsschlul offensichtlich. Dieser Schluff ist jedoch hier nicht mehr uneingeschrankt
richtig, sondern dhnlich wie in [BrN| nur, falls das Infimum einen gewissen “geféhrli-
chen” Wert, die optimale Sobolev-Einbettungs-Konstante

go(v)

118)S = in >0,
(118) veDm2\{0} [|v||3 411
unterschreitet. Dabei ist
(Am/ 2@)2 dz, falls m gerade,

50(”) = . )
/ ‘VA(m_l)/2v| dx, falls m ungerade,
Rn

D™? ist die Vervollsténdigung von C5°(R™) beziiglich der Norm Sy (. )2,

S wird in D™? angenommen, die minimierenden Funktionen sind aus einer Arbeit
von Swanson [Swa| explizit bekannt. Das Variationsproblem (118) kann natiirlich auch
in HJ"(B) betrachtet werden, es ergibt sich aufgrund der Skalierungseigenschaften von
So(.) und ||.[|zs+1 dasselbe Infimum S. Dieses kann wegen des Prinzips der eindeuti-
gen Fortsetzbarkeit fiir die entsprechende Euler-Lagrange Gleichung in H["(B) nicht
angenommen werden. Details werden im Beweis von Hilfssatz 2.7 ausgefiihrt, vgl. auch
S. 118.

Hilfssatz 2.6. Sei A < A,,1, (vp) C HJ'(B) NN eine Minimalfolge fiir Sx(.)|N.
Auflerdem gelte Sy < S. Dann nimmt S\(.)|N sein Minimum in einer Funktion vy €
HJ"(B) NN an: Sx(vg) = Sx. Auferdem hat man nach Auswahl einer Teilfolge starke
Konvergenz: vy, — vg in HJ*(B).

Beweis. 1. GeméaB (114) ist Sy > 0 und die Minimalfolge (vx) in HJ'(B) beschrinkt.
Daher kann man nach Auswahl einer Teilfolge annehmen, daf§ ein vy € H{"(B) existiert
mit

vp — vo in HY'(B), vx — vy in L*TY(B), v, — vo in L*(B),

v — v punktweise fast iiberall in B.
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Wie Struwe [Str4, Chapter I11.2] aufgezeigt hat, 148t sich unter Verwendung des Vita-
lischen Konvergenzsatzes prézisieren, wie weit das Grenzelement von der Nebenbedin-
gung N abweicht:

/B <|?Jk;|svk — |vr, — vo|* (v — Uo)) dx
/B/O1 %(!m + (t — D)vo|* (v + (£ — 1)1}0)) dt do

1
= (s+1)// | + (t — 1)vo|*vo dt dx
BJo

1
- (3+1)// ts|vo|5v0dtdm:/|v0|5v0dx.
BJo B

Da v, € N, haben wir also:

(119) 1 — / |ve — vol*(vE — vo) da = / |vo|*vo dz + o(1).

B B
Durch Ausmultiplizieren der quadratischen Formen sieht man leicht:
(120) S()(’Uk) — So(Uk — "U()) = So(UQ) + (’)(1),

(121) SA(Uk) — S()(Uk — 2)0) = S)\<Uo) + O(l)

2. Um den Kompaktheitsschluf§ durchfiihren zu kénnen, muf ein positives Vielfaches
von vy der Nebenbedingung geniigen. Deshalb wird zunéchst

(122)/ |vo|*vo dz > 0
B

gezeigt. Tatséchlich ergeben (119), (121) sowie die Voraussetzungen Sy (vg) = Sy +o0(1)
und S, < S:

/\vo\ Vo x—l—/\vk—vo\ v — vp) dx + o(1)

1—/|vk vol* T dx + 0(1) > 1 — STETV28 (v, — vp) T2 4 o(1)

(s+1)/2
= 1875 (u) - Sy(w) +o(1)) +o(l)
(s+1)/2
> 1 - St/ (SA(vk) + 0(1)) +0(1)
(s+1)/2
— 1 5*<8+1>/2(sA n 0(1)> +o(1)

Sy, (s+1)/
= 1- (?) + o(1) > 0 fir ausreichend groBes k.
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Somit ist

~ U
Vg = 0 EN,

(fB |'U0|SU0 d[L‘) 1/(s+1)

es folgt aufgrund von S)(7y) > Sy:
2/(s+1)
(123) Sy (v0) > S - (/ w00 dx) |
B

3. Nun stehen ausreichend viele Informationen zur Verfiigung, um zunéchst die starke
Konvergenz v;, — vg in L¥™! zu zeigen. Die einfache Ungleichung

VCL, b 2 0: (a + b)2/(5+1) S a?/(s—i—l) + bQ/(s_H)?

die aufgrund von 2/(s + 1) < 1 (mit Konstante 1) gilt, wird sich als auflerordentlich
niitzlich erweisen.

Sy = Sia(vk) +0o(1) = Sp(vi — vg) + Sx(vg) + o(1) mittels (121)

2/(s+1)
> S|lvk — vol|3esr + Sy - (/ |vo|*vo dm) +o(1) mittels (118), (123)
B

== (S — S>\>||Uk — U()| %S-H
2/(s+1) 2/(s+1)
+S)\ . <(/ "Uk —’Uo|sJrl dx) + (/ |U0|S'U0 dx) > +O<1>
B B
> (S = S))lvk = voll 7o

2/(s+1)
+5S - (/ v — vol* T dx +/ |vo|*vo dm) +o(1)
B B

= (5= Sk — vollZen + 1 - ( [ =l do
B

2/(s41)
+1— / |v — vo|*(vE — vo) dx + 0(1)) +o(1) mittels (119)
B

> (S = SW)l[vk — voll7ess + Sy - (14 0(1))7 4 0(1)
= (S — S,\)||vk — U0| %34-1 + SA + O(l)

Die Voraussetzung S — Sy > 0 liefert nun
v — vp in L5

und folglich vy € N. Schlielich erkennt man an (121) die schwache Unterhalbstetigkeit
von S)(.):

Sy > Si(vg) und wegen vy € N sogar: Sy = Sy (vp).

Da fir v € H"(B) gilt: ||v||§{6n = So(v), liefert dieses zusammen mit (121):
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v — vo in HJ'(B). ]

Um den Beweis von Satz 2.5 zu erbringen, bleibt im wesentlichen nur noch die
Voraussetzung S, < S aus Hilfssatz 2.6 zu verifizieren. Hierbei hilft eine Arbeit von
Swanson [Swa] weiter, in der die minimierenden Funktionen fiir das Variationsproblem
(118), d.h. fiir die optimale Einbettung HJ* — L**1  explizit bestimmt werden. Die
Existenz dieser minimierenden Funktionen wurde von Lions [Li] mit Hilfe des “concen-
tration compactness principle” bewiesen.

Die Infima S, Sy, Sy werden unter verschiedenen Nebenbedingungen gebildet. Dafl
sie dennoch vergleichbar sind, liegt daran, daf§ die minimierenden Funktionen positiv
(und radialsymmetrisch) sind, und daf§ (—A)™ eine positive (radialsymmetrische) erste
Eigenfunktion hat.

Hilfssatz 2.7. a) S = Sy := in]fV So(v).
vE

b) Sein > 4m. Dann gilt fir jedes A > 0: Sy < S.
c) Sei 2m +1<n <4m—1. Dann gibt es eine Zahl A =A(n,m) < A1 derart, dafs
fur alle A > A qilt: Sy < S.

Beweis. Sei v € N, man kann v als Element von D™? auffassen, [|v||571, = [, [v[*t! dz

= [zt de > [, |v|*vde = 1. Also gilt:

S
So(v) > 22 5 g
||U| Ls+1
(124) S > S.
Fiir € N\, 0 betrachten wir:
€(n72m)/2

(125) ve(z) = Ccmyn (e2 + |z]2)(n—2m)/2

dabei ist ¢, , so gewdhlt, dal unabhéngig von ¢ gilt:

(126) / (Mx))SH dr =1,

Aus Swansons Arbeit [Swa] entnehmen wir fiir jedes € > 0:

(127) S = Sp(v.).

In jener Arbeit wird auflerdem bewiesen [Swa, Lemma 2|, daf fiir j = 0,...,m — 1,
|z| > 1 gilt:
| 2
|Av(z)] < C ad

— (1 + |x|2)(n—2m+4j)/2’

Al

J
‘VA ’Ul(.’L’)‘ S C(l i ’x‘Q)(n72m+4j+2)/2‘
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Diese Abschiitzungen liefern fiir 0 < e < 1, |z] > 3:

8(n—2m)/2 ’$|2j
<€2 + |$‘2)(n72m+4j)/2 ’
5(n—2m)/2|x|2j+1

(€2 + |z[2) (r—2m+4j+2)/2°

‘Ajva(x)‘ <C
(128)

VA (z)| < C

Hieraus ergibt sich fiir 0 < e < %, % < x| < 1
| A (z)| < Cem=2m)/2, VA v (z)| < Cen=2m)/2,
Da v, radialsymmetrisch ist, gilt fiir alle o] <m, 0 <e < 3, £ < |z| < 1 insbesondere:

(129) | D%v.(x)| < Celn=2m)/2,

Sei § € Cg°(B) eine feste (radialsymmetrische) Abschneidefunktion, 0 < & <1, {(x) =
1 auf {|z| < %} Durch Lokalisieren der Sy minimierenden Funktionen v, soll nun fiir
A > 0, n > 4m gezeigt werden, daf§ Sy < S gilt. Setze

(130) w. := & - v. € C°(B).

Fiir gerades m erhélt man mit Hilfe von (128), (129):

/ (Am/2v€)2 d:c—/ (Am/2w€)2 dx
n B

Ist m ungerade, so gilt eine ganz entsprechende Abschitzung. Wegen (127) haben wir
folglich:

(131) Sp(w.) = S + O(e" ™).

vitde — | wtlde
n B

Unter Verwendung von (126) erhalten wir:

ETL
 __dr=0(").
. (€2 + [z2) X (")

< / U§+1 de < C
|z|>

1
2

(132) / wttde =1+ O(e).
B
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SchlieBflich gilt mit Konstanten ¢y, co, c3, ¢4 > 0:

1 1
2 2 n—2m 2 n—2m
widr > c2 € / ——+c¢ € / ——dx
/; € m,n lo|<e (262)n—2m m,n €S|J»‘\S% (2|$‘2>n—2m

1/2
— Cl€2m 4 02€n2m/ 7,4m7n71 d?”
€

cze?™ 4+ O(en2m), falls n > 4m,
(133) =1 ce?|loge| + O(e*™), falls n = 4m,
c "7+ O™, falls n < 4m.
Es sei bemerkt, dafl w. nichtnegativ ist. Deshalb gilt:
s we -~
W, = (T, w da) 77D € C*(B)NN.
Folglich erhalten wir vermittels (131) und (132):
~ o SO(wz-:) o S+ O( n—2m> _ n—2m
So(wg) - (IB wg‘“ dx)Q/(s—‘rl) = (1 " (’)(;))2/ s+1) =5+ O< )
So < S.

Zusammen mit (124) ergibt sich Behauptung a).
Im Falle n > 4m folgt durch zusétzliche Verwendung von (133) weiter:
S+ O(e"2™m) — Aege?™
(1 + O(en))2/D)

S)\(’LD€> S =9 - )\63€2m + O(gn—2m>’

ist n = 4m, so gilt:
S\(W.) < S — Aepe? | loge| + O(e*™).
Indem € > 0 hinreichend klein gew&hlt wird, erhalten wir Behauptung b):
Sy < S.
Um ¢) zu beweisen, betrachten wir eine positive (radialsymmetrische) Eigenfunktion

(=A)™p = A1, ¢ >0in B, DY|dB = 0 fiir |a| <m — 1,

dazu siehe Folgerung 2.2. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen: ||¢| SLﬁl =1,

d.h. aufgrund der Positivitiit von ¢ ist auch ¢ € N. Wir setzen A = A, ; — S|B|~2™/,
es folgt fiir A > A:

Sy < Sa (@) = (A1 — A) / ©?dx < (A1 — ) / ©* T dx)?/H) | BPmin = §
B B

und damit c). n

Beweis von Satz 2.5. Der Beweis 1afit sich wortlich wie der Beweis von Satz 2.4
fithren, indem man dort p = s setzt und das Zitat des Rellichschen Auswahlsatzes
durch den Verweis auf das Kompaktheitslemma 2.6 und auf Hilfssatz 2.7 ersetzt. Der
Grenzexponent fiir das Luckhaussche Regularitéatsresultat ist ebenfalls s. [ |
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2.2 Existenz von Losungen jenseits des ersten Eigenwertes

Hier soll die Frage untersucht werden, ob Problem (107) mit kritischem Exponenten
p = s fiir alle positiven Parameterwerte A > 0 eine Losung hat. Dabei ist, wie die
Bemerkungen im Anschlufl an Satz 2.5 zeigen, natiirlich auf die Positivitatsforderung
an die Losung zu verzichten. Wir orientieren uns an der Arbeit von Capozzi, Fortuna-
to, Palmieri ([CFP]), in der unter der Voraussetzung n > 5 und mit Einschrankungen
auch fiir n = 4 ein entsprechendes Resultat fiir Gleichungen zweiter Ordnung bewie-
sen wurde. Wir beschrénken uns auf kritisches Wachstum, der subkritische Fall ergibt
sich aus der folgenden Argumentation durch eine einfache Bemerkung, s. S. 76. Da in
diesem Abschnitt qualitative Eigenschaften von Losungen keine Rolle spielen, konnen
wir die Beschrinkung auf kugelférmige Gebiete aufgeben. Im folgenden sei also €2 ein
beschrinktes, C?™7-glattes Gebiet.

Zunéchst ist zu bemerken, dal gemifl dem Verzweigungsresultat von Béhme [Boh]
jeder Dirichlet-Eigenwert A,,;, j € N, von (—A)™ in Q Verzweigungspunkt fiir das
semilineare Problem (107) ist. Aufgrund der Variationsstruktur von (107) spielt dabei
die Vielfachheit der Eigenwerte fiir die Giiltigkeit dieses Resultats keine Rolle.

Der folgende Satz unterstiitzt die Vorstellung, dafl diese Zweige sogar global exis-
tieren.

Satz 2.8. Sei Q C R™ ein beschrinktes, C*™7-glattes Gebiet, n > 2m, s = (n +
2m)/(n — 2m) der kritische Sobolevexponent.

a) Gilt zusdtzlich fiir die Raumdimension n > (v/8 + 2)m, so besitzt das Dirichletpro-
blem:

(=A)™u = Au+ [ul*tu, uZ0 in €,
(134)
D%u|oQt =0 fir ol <m—1,

fiir jedes A > 0 mindestens eine (nichttriviale) Lésung u € C*™7(Q).

b) Ist 4m < n < (V8 +2)m, so hat (134) fiir alle diejenigen \ > 0, welche nicht
Dirichlet-Eigenwert von (—A)™ in  sind, eine Lisung wie in a).

c) Ist2m+1 <n < 4m —1, so gibt es eine Zahl \g = Ao(m,n, ) € (0,A,,1) derart,
daf fir alle X € (Apj — Ao, Amj), J €N, das Problem (134) eine Lisung wie in a) hat.

Die in Kapitel 2.1 verwendeten direkten Methoden der Variationsrechnung —Mi-
nimierung unter Nebenbedingungen— sind nur zur Konstruktion der “Grundzusténde”
geeignet. Um das globale Losungsbild von (134) zu verstehen, ist auf Hj*(2) das “freie”
Funktional:

1 1
135) E == - — sthd
(135) Bx(u) = 5Sa0) = 7 [l do
Loampa 21y 1 s+1
— (A™Pu)" = S — ——|u dx, falls m gerade,
o \2 P s+1
/ L ‘VA(mfl)/Zuf - 1)\7} - L\u[”l dx, falls m ungerade
o \2 2 s+ 1 ’ :
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zu untersuchen. Auf H}" ist das Funktional F,( . ) offensichtlich stetig Fréchet-differen-
zierbar.

Die Grundzustédnde hétten in Kapitel 2.1 auch mit Hilfe eines “mountain pass lem-
ma’ konstruiert werden kénnen: Das lokale Minimum 0 von E)(.) wird durch Wege
mit einem Punkt w mit negativer F\,-Energie verbunden. Manche dieser Wege ver-
laufen unterhalb eines hinsichtlich der Kompaktheitseigenschaften von E,(.) “geféhr-
lichen” Niveaus. Die Richtungen dieser “geeigneten” geradlinigen Wege werden mit
Hilfe von Minimalfolgen fiir die optimale Sobolevkonstante S in (118) gegeben. Durch
infajle Wege P SUPyep Ea(v), das Niveau des “Passes”, erhélt man dann einen nichttrivia-
len kritischen Wert von E,(.). Dazu vgl. z.B. [Str4, Chapt. II1.2].

Fiir das weitere Vorgehen soll zundchst die Bedeutung des soeben erwdhnten “ge-
fahrlichen” Niveaus prézisiert werden; es handelt sich um ein ganz zentrales Phénomen
bei Variationsproblemen mit kritischem Wachstum.

Definition 2.1. Sei H ein Hilbertraum, E : H — R ein stetig Fréchet-differenzierbares
Funktional. Eine Folge (u;) C H heifit Palais-Smale Folge, falls gilt:

klim E(uy) existiert,
dE(uy) — 0 stark in H* ~ H.

Definition 2.2. Sei H ein Hilbertraum, E : H — R ein stetig Fréchet-differenzierbares
Funktional. Man sagt, E geniigt einer lokalen Palais-Smale Bedingung zum Niveau
o, falls jede Palais-Smale Folge mit limy_.o, E(ux) < ¢y eine in H stark konvergente
Teilfolge besitzt.

Tatsdchlich gentigt das oben in (135) eingefiihrte Funktional E,(.) einer lokalen
Palais-Smale Bedingung. Wie im Abschnitt 2.1.2 spielt dabei die optimale Konstante
S fiir die Sobolev-Einbettung HJ* — L™ s. (118), eine zentrale Rolle.

Hilfssatz 2.9. Das auf HJ"(2) erklirte Funktional EX(.) geniigt einer lokalen Palais-
. . m n/2m
Smale Bedingung zum Niweau cg = — S .
n

Beweis. Sei (u;) C HJ'(Q2) eine Palais-Smale Folge mit “Grenzenergie” unterhalb
mgn/2m d h.:

(136) Jim Ex (ug) < co = T gn/zm
—00 n
(137) dEy\(uy) — 0 stark in H™™.

1. Zunichst wird die Beschranktheit von (ux) in HJ" gezeigt. Eine geeignete Differenz
von Funktional und seinem Differential ergibt:

2m
2E, (ug) — (dEx(ug), ug) = 7/ |Uk|5+1 dr.
Q

von < C{IBA ()| + [dBx(we) |l r-m ||y }
= O(1) + o(1) |ul| rp-
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Diese Abschétzung wird noch einmal mit der Voraussetzung (136) beschréankter FE)-
Energie kombiniert:

2
||uk||§{6n = So(ug) :2E,\(uk)+)\/uidx+—/ lug |t do
0 s+1 /g
1

< 0OQ1) + Cl|ug

e < O() + o()ukllmp < O1) + Zlunllz-
Es folgt:

ul| e < O(1).

2. Nach Auswahl einer Teilfolge kann man also annehmen:
u — uw in H, up — win LT
(138) ) . .
up, — uin L, p < s+ 1, wup — u punktweise fast iiberall in €.

Fiir jede feste Testfunktion ¢ € C§°(£2) ist (dE\(ux),p) = o(1), daher ist wegen der
Konvergenzeigenschaften (138) von (uy) die Grenzfunktion u schwache Losung des
Dirichletproblems:

(=A)™u = Au+ [ul*'u  in Q,
D%u|02 = 0 fir |of <m—1.

Das Luckhaussche Regularitiitsresultat [Lu] gibt sofort u € C?™7(Q2). Testen der Dif-
ferentialgleichung mit u ergibt

Sa(u) = / | da,
Q

(139) Ex(u) = T/ " d > 0.
nJa

Jeder (zunéchst schwache) Grenzwert einer solchen Palais-Smale Folge hat also nicht-
negative E-Energie.

3. Wie in Teil 1 des Beweises von Hilfssatz 2.6 zeigt man folgende Identitédten, die die
mogliche Abweichung von starker Konvergenz quantifizieren:

(140)/|uk|5+1dx—/|uk—u|5+1da::/|u|5+1dx+0(1),
Q Q Q

(141) Sy (ur) — Solus — u) = Sy(u) + o(1),

(142) E)\(Uk) — Eo(uk — u) = EA(U) + O(l)
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Weiter erhélt man durch Verwendung des Vitalischen Konvergenzsatzes:

/ (Ju " g — [ul* ") (ug — u) do
0

= /\uk\sﬂd:ﬁ—/\uk\slukudx—/|u|5luukdx+/|u]3+1da:
Q Q Q Q

= /|uk|5+1da:—/|u|5+1dx+0(1).
Q Q

Durch Kombination mit (140) erhélt man:

(143) / (Ju| " g — ul* M) (wp — u) dz = / lup — ul*T dx + o(1).
Q

Q
4. Die Voraussetzung (137) an das Differential dE)(uy) und die soeben hergeleitete
Gleichung (143) liefern, zusammen mit vy — u in HJ":
o(l) = (dEx(ug) — dE\(u),ur —u)
= Sy(ur —u)— / (| g — Jul* M) (up — w) do
Q

= So(uk—u)—/|uk—u|s“dx+o(1),
Q
(144) So(ug — u) = / g — ul* + o(1),
Q

(145) Eo(us — u) = %So(uk — ) +o(1).

Aus (144) folgt nun zusammen mit der optimalen Sobolev-Einbettung (118):
So(uy, — u) < S™EHV/2G (yy, — u) /2 4 o(1)

(s—1)/2
= SRS (uy — ) <2Eo(uk — u)) +o(1) gemaf (145)
m

(s—1)/2
= SRSy —u) (S Ex(w) — - Ex(w) +o(1) +o(1)
gemaf (142)

(s—1)/2
< S HN2G (uy — ) <% khm E(ug) + o(l)) +o(1) geméif (139)

m k—oo

(s—1)/2
< {5—(s+1)/2 (ﬁ lim Ek(uk)> ] So(ux —u) + o(1).

Die eckige Klammer ist geméfl Voraussetzug (136) kleiner als 1:

Si(s+1)/2 <2 lim E)\('Lbk) 2m/ (n—2m) =1. |

m k—oo

>(S_1)/2 < an/(anm) (Sn/Qm)
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Wie bereits auf S. 72 angedeutet, ist ein geeignetes Hilfsmittel aus der Variations-
rechnung zum Beweis von Satz 2.8 ein allgemeines “symmetrisches mountain pass lem-
ma”, das auf Ambrosetti, Rabinowitz [AR] zuriickgeht. Wir zitieren es in einer Version
von Bartolo, Benci, Fortunato [BBF, Theorem 2.4]:

Hilfssatz 2.10. Sei H ein reeller Hilbertraum, E : H — R ein stetig Fréchet-diffe-
renzierbares Funktional, das eine lokale Palais-Smale Bedingung zum Niveau ¢y > 0
erfillt. Weiter gelte:

i) E(0) =0.

ii) E ist gerade, d.h. fir alle w € H ist E(u) = E(—u).

iii) Es gibt zwei abgeschlossene Teilrdume V7, V= C H und positive Zahlen p, § > 0
derart, daf$ gilt:

(146) sup E(u) < co,
ueV -

(147) E(u) >4 fir alle w € V' mit ||lullg = p,
(148) codim V' < oo.

Dann hat E neben 0 noch mindestens
(149) ¢ = dim (VF N V™) — codim (V¥ + V")
Paare kritischer Punkte.

Der Teil ¢) von Satz 2.8, der die Existenz von Losungen in Linksumgebungen von
Eigenwerten betrifft, 148t sich nun relativ leicht zeigen. Dabei erhélt man sogar ein
Vielfachheitsresultat, das in allen Raumdimensionen interessant ist, vgl. auch [CFS].

Beweis von Satz 2.8.c. Sei A,,; der j-te Eigenwert von (—A)™ in Q mit Vielfach-
heit ¢ > 1, wir kénnen annehmen: A, ;1 < Ay = ... = Ay g1 < Apyjre. Mit
Blick auf Satz 2.5 und die Bemerkungen im Anschlufl an Satz 2.4 koénnen wir uns auf
j > 1 beschréinken. Sei (¢;)ien ein zur Eigenwertfolge (A, ;)ien gehoriges, in H{(§2)
orthonormiertes System von Eigenfunktionen fiir (—A)™. Setze:

V+ = <g01,...,g0j,1>L in H(T)n
VT o= {1 @54e-1),
Ao = S|Q7m/m
Sei A € (Apj — Aoy Ay j). Fiir w e V™ gibt es Zahlen ¢t > 0, 7,...,7j1—1 € R mit

jHe—1

u=t Z TiPis
=1

jHe—1
E TiPi
i=1

=1.
Ls1(Q)
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Aufgrund der Orthogonalitit der (¢;) sowohl in L? als auch in H{" gilt:

401 jHe-1
S < > Ti@z‘) = > (M = N 7l 7
i=1 i=1
-1

Z Ti%i
i=1

J+He—1
< 3 (Mg = N2l = (A
=1

Jj+He—1

Z Tipi

Fiir u folgt damit unter Zuhilfenahme elementarer Differentialrechnung:

! AR m n/2m
E)\ = —S)\ ( Z Tlg01> 1 < g ((Am,j — A)’Q’Qm/n)

L2

< (A =N QDT = (Amg = N [QPP™".

Ls+1

m n/2m
= sup F)(u) < P ()\O\Q\Zm/") /am_

ueV—

m
n/2m
25

d.h. auf V'~ liegen die Werte von F) unterhalb des “gefdhrlichen” Wertes, bis zu dem
gemaf Hilfssatz 2.9 die lokale Palais-Smale Bedingung erfiillt ist.
SchlieBlich gilt fiir u € V' aufgrund der Variationscharakterisierung der Eigenwerte:

1 A 1,
Bx(u) = 5 So(u) — 5l — ?n ot
1 A
1 > (1= = a—(s+1)/2 (s+1)/2
( 50) = 9 ( Amd) S()(U) s+ 15 So(U)
> 0

fiir ein § > 0, falls So(u) = |[ul|f; = p* und p > 0 geeignet gewhlt ist.
Hilfssatz 2.10 liefert nun die Existenz von £ = dim (V™ NV ™) verschiedenen Paaren
nichttrivialer kritischer Punkte und damit Losungen von (134). n

Bemerkung. Im Falle subkritischen Wachstums in Problem (134), in dem das Funk-
tional F\ eine globale Palais-Smale Bedingung erfiillt, kann der Raum V'~ von beliebig
hoher endlicher Dimension gewéhlt werden. Es folgt die Existenz unendlich vieler ver-
schiedener Losungen fiir jedes A € R.

Im folgenden konnen wir also stets n > 4m annehmen. In diesem Fall soll das
weiterreichende Resultat Satz 2.8.a, b bewiesen werden. Die wesentliche Schwierigkeit
besteht darin, fiir jedes A > 0 Teilrdiume V', V'~ derart anzugeben, daf§ neben den
anderen Voraussetzungen von Hilfssatz 2.10 insbesondere sup,c - Fy(u) < %S”/ 2m
gilt. Genau wie in Kapitel 2.1.2, s.a. S. 72, spielen dabei Minimalfolgen fiir die op-
timale Sobolev-Einbettung (118) eine zentrale Rolle, allerdings jetzt in Kombination
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mit Eigenfunktionen. Nach Skalieren und Translatieren kénnen wir 0.B.d.A. B C (2
annchmen und die Definition (130) der Funktionenschar w. € C§°(©2), 0 < ¢ < 3
iibernehmen.

Die Teilrdume V', V'~ sind in Abhéngigkeit davon zu definieren, ob A > 0 Dirichlet-
Eigenwert zu (—A)™ ist. Mit Blick auf Satz 2.5 kénnen wir ohne Einschrénkung A >
A;,1 annehmen. Die folgenden Definitionen enthalten w, und sind deshalb von € > 0
abhéngig. Dieser Parameter wird im Beweis von Hilfssatz 2.13 so fixiert werden, dafl
die Voraussetzungen von Hilfssatz 2.10 erfiillt sein werden.

Fall 1: )\ ist kein Eigenwert.
D.h. fiir geeignetes j > 2 ist Ay, ;-1 < A < A, ;. Seien (g;) in HJ*(2) orthonormierte
Dirichlet-Eigenfunktionen zu (—A)™, dann setzen wir:

V= {p1,...,p;_1)" in H,
(151) ) (1 Pj-1) 0

V== {p1, e 05-1) + (we).
Fall 2: )\ ist Eigenwert.

D.h.es gibt j > 1 mit A=A, ; = ... = Ay, j4e—1, wobei £ die genaue Vielfachheit des
Eigenwertes A ist. Wir setzen:

V*ti={(p1,...,0i01)" in H",
(152) ) (1 Pjre-1) 0
V= <9017"'730j+€—1> + <w6>
AuBlerdem sei P, der Orthogonalprojektor in H" auf den zugehorigen Eigenraum:

¢
(153) Py = > (., Pjti-1) g Piti-1-

i=1

Wir stellen zunéchst einige Figenschaften der Familie (w.), € € (0, %] zusamien:
Hilfssatz 2.11. Es gibt positive Konstanten cq, co, so dafS gilt:
(154) So(we) = S+ O(" ™),

(155) / wttde =1+ O(e"),
Q

(156) / o [ @S HOE ), falls n> dm,
w_ axr
Q € - 02€2m|10g8| _’_0(62771)7 falls n:4m,

(157) / w. dz = O(e"=2m)/2),
Q

(158) / w de = O(e(""2m)/2),
Q
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Beweis. Die Formeln (154) bis (156) sind (131) bis (133) aus dem Beweis von Hilfssatz

2.7.
/ y / y / 5(n—2m)/2 p
we dr < Ve dx = Cpy — T
a o<l al<1 (€2 + |]2)"2m™)/2

< Cm,ng(an)/Q/ ‘x|2mfn dr = O(E(nf2m)/2>;
|z|<1

6(71—2777,)/2
/wfdng/ ERCTYE
Q i<t \ (€2 + |z2)"

1 1
< Celntm)/2 {/ dx+/ dm} O(en=2m)/2y, n
|z|<e gntm <|z|<1 ’1’|n+2m ( )

Hilfssatz 2.12. Sei V. C H[" ein endlichdimensionaler Teilraum. Dann gibt es eine
Konstante c3, die insbesondere von n,m und V' abhdingt, derart, daf fiir alle € € (0, %],
teR,veV gilt:

(n+2m)/(n—2m)
> dz

1
(159) / v+ tw. [T dr > / [tw,|*t! dx + 5/ 0| dx — cg|t|Hienn—2m)/(nt2m),
0 Q Q

Beweis. Auf endlichdimensionalen Teilrdumen sind alle Normen dquivalent. Deshalb
kénnen wir auf V' unter Inkaufnahme von Konstanten, die moglicherweise stark von V'
abhéngen, beliebig von einer Norm zu einer anderen iibergehen. Fiir alle v € V', t € R,
e € (0, 3] gilt also:

/|U+tw5‘8+1dl‘—/‘tw5’5+1d$—/|v‘s+ldl‘
Q Q Q

]Tv—l—twg]S“dex // g — T[T dr dw
T

|7’U + otw. | do dr dx

= (s+1)s tvw5\70+atw5]5_ldad7da:

¢ [ (jwd - Jof + ewf o]} da

Q

C (1t el ol + 7wl 0] oo )

C (|t] lv 5 e €I L5 0| Lo e™TE™2) gemaB (157), (158)

1
5/ |’U|8+1 dx + C’|t|s+1 (En + 6n(n—2m)/(n+2m)) ‘
Q

IA

IN

IN

IN

Wegen ¢ € (0, 1] folgt die Behauptung. n

78



Nun folgt der fiir Satz 2.8.a, b entscheidende Nachweis, dafl sich e € (0, %] so wahlen
1a8t, daB E auf dem in (151) bzw. (152) erklérten Teilraum V'~ tatséchlich unter dem
hinsichtlich Kompaktheit “gefdhrlichen” Niveau bleibt.

Hilfssatz 2.13. Sei A wie in Satz 2.8.a oder b. Fiir ein geeignetes € > 0 gilt:

m
sup By (u) < —S"/?m,
ueV— n

Beweis. Mittels elementarer Differentialrechnung iiberzeugt man sich davon, dafl es
zu zeigen reicht:

(160) sup {Sx(u) : u € V7, |lul|ps+2r =1} < S.

Im folgenden ist danach zu unterscheiden, ob A Dirichlet-Eigenwert von (—A)™ ist oder
nicht.

Fall 1: )\ ist kein Eigenwert, n > 4m.
Wir verwenden die Bezeichnungen von S. 77. Sei u = v +tw. € V7, v € V :=
(1, pj1), t € R, |Juf|ps+r = 1. GeméB (155) gilt [, wit! dz =1+ O(e"). Folglich
zeigt Hilfssatz 2.12, dafl ¢ unabhéngig von € € (0, g9] beschrinkt ist, sofern 5 > 0 geei-
gnet gewihlt wird. Entsprechendes gilt infolgedessen auch fiir ||v||. Auch hier werden
wir wieder auf dem endlichdimensionalen Teilraum V' Normen beliebig gegeneinander
austauschen. Auflerdem ist zu beachten, dafl v eine Linearkombination aus Eigenfunk-
tionen ist.

Im folgenden sind die Konstanten von ¢, v und £ unabhéngig, sie konnen jedoch
u.a. von n,m, 2, A\, V und den Schranken fiir ¢ abhéngen.

S,\(U) = S,\(U + twa)

= S\(v) +t2S\(w.) + Qt/(—A)mv we dx — 2t>\/ v - w, dx
Q 0
< Sa(©) + 28 (we) + Cllwe o - {|A™ ]| oo + [[v]| <}

(161)

< (Apjor — N |Jo]|2e + C||v]| 2 e™72™72 4+ #2S\ (w,)  mittels (157).

Die Nebenbedingung ||u||zs+1 = 1 soll ausgenutzt werden, um Kontrolle iiber den Term
2S5 (we) zu erlangen. Wir entnehmen dem Beweis von Hilfssatz 2.12 unter Verwendung
von [, v+ tw|**! dz =1 und der Beschréinktheit von ¢:

= / | d — / | d > —Ce2m2|[y|]2 .y — Cer=2m2 |12
Q Q
> — / |t da — Ce™ — Ce=2mM72||y]| 12,
Q
folglich:

2 s+1 2 n (n—2m)/2 2/(s+1)
Ls+1  — |tw5| dz < (1 + Ce + Ce HU||L2)
Q

< 14 Ce™ + Ce22 |y o

|[tw,

(162) |
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Diese Information ergibt, eingesetzt in (161), falls n > 4m:

S\ < (s = Mol + Cllllzz 27 + 2w
el s+1
< (Amgor = Alollze + Cllof gz 272
2m n—2m
L (14 O + CE o] )
mittels (154)-(156), (162)
< (A1 = Vlol|ze + Cllo] gz 272
+ (8= c® + 0E) (14 O(")
< S — e+ 0E™?™)  vermoge der Youngschen Ungleichung
< §_ ﬂEQm
< 5

sofern € € (0, g¢], o hinreichend klein.
Ist n = 4m, so erhilt man entsprechend:

Si(u) < S — cpe?™|loge| + O(e™) < S — 02—252m\ log |
fiir kleines € > 0. Damit ist (160) in diesem Falle bewiesen.

Fall 2: )\ ist Eigenwert, A = A, j, n > (/8 + 2)m.

Der Spektralprojektor Py auf den zugehdrigen Eigenraum wurde auf S. 77 zusammen
mit einigen anderen Notationen eingefiihrt. Setze Q) := Id— Py, der Einfachheit halber
lassen wir im folgenden den Index A weg. Wie in (152) eingefiihrt, betrachten wir

Vo= <()017 cee 7()0j+571> + <w£>

Seiu =v+tw, v eV = (p,...,0401), t €R, |lul|gs=+1 = 1. Mit Ausnahme der
Abschitzung von Sy (u) gehen wir genauso wie im ersten Fall vor. Insbesondere ist
fir hinreichend kleines gy > 0 der Parameterwert ¢ gleichmifig fiir alle ¢ € (0, &]
beschréinkt. Der wesentliche Unterschied zu den Uberlegungen oben auf S. 79 besteht
darin, dafl v = Pv 4 Qu zerlegt wird. Der Anteil Pv ist wegen Sy(Pv) = 0 beziiglich
des Funktionals Sy(.) “kritisch”. Im Falle j = 1 ist sogar Qv = 0, v = Pv. Es gilt
unter Verwendung von (—A)™(Pv) = A(Pv):

Sxi(u) = S,\(v)+tQS>\(w6)+2t/ﬂ((—A)mv—)\v)w6dx

= Sa(Qu) + *Sx(we) + 20t | (=2)™(Qv) = MQ)l| = [Jwe]| :

n—2m Sa(w
< (g = V@0l + vl et + S
g Ls+1

gemif (157)

2
Ls+1

||tw.

S,\(ws)

o] Lt + O,
£

[#we

2
Ls+1
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Da A\ Eigenwert ist, miissen wir nun wesentlich von der Argumentation auf S. 80 ab-
weichen. Selbst wenn wir in der Zeile oben einen Term ||Qu||* mit negativem Faktor
behalten hétten, ist die Verwendung von (162) nicht angebracht, weil dadurch ein
zusitzlicher Term ||v|| und damit || Pv|| auf der rechten Seite entsteht. Stattdessen ist
direkt Hilfssatz 2.12 einzusetzen. Fiir n > 4m gilt mit von v, t, € € (0, €0] unabhéngigen
Konstanten:

S — ¢ g¥™ + O(gn—2m (2 / (n2mm)y 2/ (41
Silw) < 11+O(6n() ) T R
< (8= 4+ 0" (L+ Oentn2mimtamly)
< S-— 61€2m + O(gn(nf2m)/(n+2m)).

Fiir n > (v/8 + 2)m ist n(n — 2m)/(n + 2m) > 2m, in diesem Falle gilt also:

Sy(u) < S — 6—2152’”,

sofern € > 0 hinreichend klein gewahlt wird. [ |

Beweis von Satz 2.8.a und b. V' und V'~ werden geméf (151) bzw. (152) gewéhlt,
dabei fixiert man € > 0 gemé&f Hilfssatz 2.13. Infolge dieser Wahl bleibt das Funktional
E\(.) auf V'~ unterhalb des “gefahrlichen” Niveaus, bis zu dem F),(.) geméaf Hilfssatz
2.9 einer lokalen Palais-Smale Bedingung geniigt. Um den “Paf}” zu finden, bleibt also
die Existenz der “Berge”, d.h. von (147), nachzuweisen. Mit Hilfe der Variationscha-
rakterisierung der Eigenwerte gelingt dieser Nachweis vollig analog zu (150).

Da dim (VT NV ™) =1, existiert somit zumindest ein Paar nichttrivialer kritischer
Punkte von E) und daher ein Paar nichttrivialer Losungen von (134). ]

Bemerkung. Die auf S. 81 am Ende des Beweises von Hilfssatz 2.13 erwdhnte Kom-
plikation wurde von Capozzi, Fortunato, Palmieri [CFP] nicht beachtet. Es scheint so,
da ihr Beweis in vier Raumdimensionen, m = 1, in dem Fall nicht gilt, in dem A
Eigenwert von —A ist.

Tatséichlich sprechen Plausibilitidtsbetrachtungen fiir eine Sonderrolle der Eigen-
werte in vier Dimensionen. Atkinson, Brezis, Peletier [ABP]| zeigen in Kugeln B C R™,
n = 4,5, daB sich die in A, ;41 beginnenden Zweige radialsymmetrischer Lésungen u
fir [Ju||p~ — oo an A = A;; anschmiegen. Dort wird fiir A = A4 ; allerdings weder die
Existenz noch die Nichtexistenz nichttrivialer radialsymmetrischer Losungen gezeigt.

Andererseits ist die Argumentation zum Beweis von Satz 2.8 auch zur Konstruktion
radialsymmetrischer Losungen geeignet. Es ist also nicht auszuschliefien, daf sich das
Verfehlen der Kompaktheitsschranke fiir n < (v/8+2)m, A Eigenwert, in Nichtexistenz
radialsymmetrischer Losungen niederschlégt. Eine Klarung dieser Frage scheint noch
nicht gelungen zu sein.

Es sei bemerkt, da8 Fortunato, Jannelli [FJ] in der Kugel B C R", n > 4, fiir alle
A > 0 unsymmetrische Losungen konstruiert haben. Allerdings ist es nicht offensicht-
lich, wie ein solches Resultat fiir Gleichungen hoherer Ordnung zu gewinnen ist.
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3 Semilineare Eigenwertprobleme:
Nicht-Existenz-Resultate

In diesem Kapitel werden Nichtexistenzresultate fiir das semilineare polyharmonische
Modellproblem aus Kapitel 2:

(—=A)™u = Au+ |[ul*tu, u#0 in B,
(163)
D®u|0B =0 fir o) <m —1,

diskutiert, dabei ist s = (n + 2m)/(n — 2m) wieder der kritische Sobolevexponent und
B C R” die Einheitskugel, n > 2m, A € R. In Kapitel 2 wurden Existenzresultate fiir
das Problem (163) und fiir analoge Probleme mit subkritischem Wachstum einander
gegeniibergestellt. Dabei konnten im Fall kritischen Wachstums Kompaktheitsschliisse
in gewissen A-Bereichen nicht mehr durchgefithrt werden. Hier soll nun mit Hilfe ei-
niger Nichtexistenzresultate gezeigt werden, dafl der Kompaktheitsverlust in gewissen
Funktionenklassen tatséchlich auftritt.

Der Fall A < 0 wurde bereits von Pucci und Serrin [PS1] fiir glatte, beschrinkte,
sternformige Gebiete € (anstelle von B) behandelt. Ahnlich wie bei Gleichungen zweiter
Ordnung [Poh] kénnen diese Autoren eine “Pohozaev-Identitét” herleiten, indem sie
(163) mit y | z;u,, und mit u skalar multiplizieren, jeweils partiell integrieren und
geeignete Vielfache der so hergeleiteten Integralidentitdten von einander subtrahieren.
Angenommen,  ist sternformig beziiglich 0 und u € C?™(€2) ist eine Losung von (163),
so gilt:

/ (Am/2u(x))2 (x - v)dw(x), falls m gerade,
)

(164) 2m)\/ u? dr = P 2
@ / (—A(m_l)/zu(@")) (x-v)dw(z), falls m ungerade.
a0 \ OV
Dabei ist v die &ulere Normale an 0f2, Sternférmigkeit beziiglich 0 impliziert z-v > 0
auf 0€). Da u # 0 angenommen wurde, folgt als notwendige Bedingung fiir die Existenz
einer (nichttrivialen) Losung von (163):

(165) A > 0.

Zieht man zusétzlich zur Pohozaev-Identitéit (164) das Prinzip der eindeutigen Fort-
setzbarkeit, s. z.B. [Pro|, in Betracht, so 148t sich die notwendige Bedingung (165)
im Falle m = 1 zu A > 0 verschérfen. Ist jedoch m > 1, so treten bereits hier ganz
erhebliche Schwierigkeiten auf, welche erst zum Teil bewéltigt werden konnten. Diese
Problematik wird im Abschnitt 3.3 ausfiihrlich diskutiert.

Der iiberwiegende Teil dieses Kapitels ist der Sonderrolle der Dimensionen n =
2m +1,...,4m — 1 beziiglich des Randwertproblems (163) gewidmet, die durch den
Existenzsatz 2.5 nahegelegt wird.

Im folgenden Abschnitt 3.1 wird gezeigt, da} Satz 2.5 zumindest qualitativ in
der Klasse positiver radialsymmetrischer Funktionen scharf ist, d.h. ist n € {2m +
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1,...,4m — 1}, so gibt es Nullumgebungen fiir A, in denen derartige Losungen nicht
existieren, s. Satz 3.1.

Im Abschnitt 3.2 untersuchen wir die weitergehende, von Pucci und Serrin [PS3]
aufgeworfene Frage, ob ein solches Nichtexistenzphdnomen auch in der Klasse lediglich
radialsymmetrischer Funktionen zu beobachten ist. Diese Frage kann aufgrund ihrer
ganz erheblichen Komplexitédt in dieser Arbeit erst teilweise beantwortet werden, s.
Satz 3.2.

3.1 Eine Vermutung von Pucci und Serrin, I: Nichtexistenz
positiver radialsymmetrischer Lésungen

In ihrer Arbeit [PS3] setzen sich Pucci und Serrin intensiv mit Nichtexistenzphédnome-
nen des Randwertproblems (163) auseinander. Ihrer Arbeit ist implizit zu entnehmen,
daf sie ein Existenzresultat wie Satz 2.5 erwarten. Sie vermuten, dafl dieses Resultat
in der Klasse radialsymmetrischer Funktionen scharf ist:

Vermutung von Pucci und Serrin. Die kritischen Dimensionen fiir das Randwert-
problem (163) sind genaun =2m+1,...,4m — 1.

Dabei heifit die Dimension n gem&fl Definition 0.1 kritisch beziiglich des Rand-
wertproblems (163), falls es eine positive Zahl A = A(n,m) > 0 gibt derart, dafl
(nichttriviale) radialsymmetrische Losungen hochstens fiir A > A existieren.

In dieser Allgemeinheit ist die Pucci-Serrinsche Vermutung noch offen. Durch eine
weitere Einschriankung der Losungsklasse 1d3t sich allerdings tatséchlich das kritische
Verhalten der Dimensionen 2m+1,...,4m — 1 nachweisen. Der folgende Nichtexistenz-
satz ist das Gegenstiick zum Existenzsatz 2.5:

Satz 3.1. Seim e N, ne€ {2m+1,...,4m—1}, s=(n+2m)/(n —2m), B C R™ die
Einheitskugel. o
Dann gibt es eine Zahl A = A(n,m) > 0, so dafs

(166) A > A

eine notwendige Bedingung ist fiir die Existenz positiver radialsymmetrischer Lisungen
u € C*"(B) des Randwertproblems:

(—A)"u = u+u® in B,
(167) ¢ u>0 in B,
D*u|0B =0 fir |a| <m — 1.

Beweis. 1. Angenommen, u € C?"(B) ist eine positive radialsymmetrische Lésung
des Randwertproblems (167). Geméaf (165) ist A > 0. Im folgenden bezeichnet stets
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r:= |z|, x € R". Wir fithren w(r) := (1—7?)""! als Gewichtsfunktion fiir den positiven
Term (—A)™u ein. Dabei gilt:

(—A)™w =0,

d J
(168) (d_) W= =0 fiir j =0,...,m—2,
r

d
fiir gerades m : — (A(m/Q)_lw) lr=1 <0,

dr
fiir ungerades m : A(m’lww]r:l > 0.

Die letzte Aussage folgt aus dem Positivitétsresultat Folgerung 1.20 aus Kapitel 1.1.5,
denn (—A)™ 1w > 0.
Fiir gerades m gilt vermoge partieller Integration und (168):

widyude =3 [ L (o). L (ay) o
/B — /B Ox; ox;
= (=)™t /83 (d% (A(m/z)_lw)> (Am/Qu) dw = C(n,m) /8B A" dw,

und fiir ungerades m:

/Bw (—A)"udx :/ ((—A)(m_l)/2w) : ((—A)(m+1)/2u) dx

B

- (—m (A(m1>/2w)(

0B

= C(n’m>/ (_iA(ml)/Zu) dw,
9B dr

die Zahlen C(n,m) sind dabei strikt positiv. Nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung findet man:

diA(ml)/Qu) dw
-

2 C(n, m)/ (Am/2u)2 dw, falls m gerade,
(/ w(—A)mudI) < 9B d 2
B C(n,m)/ (—A(ml)/Qu) dw, falls m ungerade.
OB dr

Zusammen mit der Pohozaev-Identitét (164) folgt:

(169) (/Bw(—A)mudx)2 < C(n,m) - )\/BUQ dz.

2. Der Term [pw(—=A)"udr = [5(1 —r*)" (=A)™udr kann als gewichtete L'-
Norm von (—A)™u aufgefaBt werden. Um diese nach unten gegen die L?-Norm von u
abschétzen zu konnen, erscheint ein Zwischenschritt notwendig, ndmlich die Abschét-
zung nach unten durch die ungewichtete L'-Norm von (—A)™u. Das ist natiirlich in
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allgemeinen Funktionenklassen unmoglich, hier geht wesentlich ein, dafi v positiv und
radialsymmetrisch ist. Aufgrund von (165) folgt aus der Differentialgleichung (167):
(—=A)™u > 0 in B. Nach Hilfssatz 2.3 ist u als Funktion von r = |z| in (0,1) streng
monoton fallend. Erneute Betrachtung der Differentialgleichung (167) zeigt, dafl auch
(—A)™uinr € (0, 1) streng monoton fallend ist. Diese starke Zusatzinformation erlaubt
die folgende Abschétzung mit einer Konstanten, die nicht von u abhéngt:

0< /(—A)mudx:/ (—A)mudx+/ (—A)"udx
B lz|<1/2 1/2<]z[<1

< / () ude + (=A)"utl1y2) - e
j2]<1/2

_ /|x|<1/2(—A)muda:+2"/ da - ((=2)"ulr=1/2)

lel<1/2

m—1
< 2"+ 1)/ (—A)"udr < (2" +1) (%) / w(—A)"udz,
j2|<1/2 3 lol<1/2

(170) = 0< /B(—A)mudxgC(n,m)/Bw(—A)mudx.

3. Wir benutzen eine Idee von Brezis und Nirenberg [BrN, Theorem 1.27], um die
L2-Norm von u gegen die L'-Norm von (—A)™u abzuschiitzen.

Sei p € H*™(B)NHY'(B) eine Losung von (—A)™p = u. Elliptische Abschétzungen
[ADN] und Soboleveinbettungen liefern unter Beachtung von n < 4m:

lellco < Cliglmem < CI(=2)"¢llzz = [[ullLz;

/ u-udr = / (—=A)"p - udr = / - (=A)"udz
B B B
lellco - I(=A)"ullLr < Cllullzz - [[(=A)"ul[L1;

<
lulle < Cln,m)[[(=A)"ul| -

lullZ2

Da mit u auch (—A)™u positiv ist, folgt:
llu||z2 < C’/(—A)mudm.
B

Kombination dieser Abschétzung mit (169) und (170) fiihrt schliefllich auf:

/B Zdr < Clnm) ( /B (—A)mudx)2 < C(n,m) ( /B w(—A)mudx>2
< C(n,m)A /B W dz.

Es folgt die notwendige Bedingung;:

1
>
A2 C(n,m)
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3.2 Eine Vermutung von Pucci und Serrin, II: Nichtexistenz
radialsymmetrischer Losungen, Kritische Dimensionen

In diesem Abschnitt erweitern wir die Funktionenklasse, in der wir die Nichtexistenz
von Losungen des Randwertproblems (163) fiir A in gewissen Nullumgebungen zeigen
wollen: Wir lassen die Positivitdtsforderung fallen und betrachten jetzt allgemein ra-
dialsymmetrische Funktionen. Diese nur scheinbar wenig allgemeinere Losungsklasse
erhoht die Komplexitédt des Problems ganz erheblich, im Gegensatz zu Satz 3.1 kénnen
wir hier nur ein recht unvollstédndiges Nichtexistenzresultat erzielen. Wir erinnern an
die Definition 0.1 der kritischen Dimensionen und an die Vermutung von Pucci und
Serrin auf S. 83.

Satz 3.2. Firm € {1,2,3,4} sind die Dimensionen n =2m+ 1,...,4m — 1 kritisch.
Ist m > 5, so gibt es mindestens fiinf kritische Dimensionen, ndmlich n = 2m +
1,...,2m + 5.

Genauer gilt: Seien m,n € N, n > 2m, s = (n+2m)/(n —2m), A € R, B C R"
die Einheitskugel. Sei v € C*™(B) eine nichttriviale radialsymmetrische Losung von

(=A)™u = A+ |ul*tu in B,
(171)
D%u|0B =0 fir lof <m — 1.

Dann gilt,
a) fallsm >1, n=2m+ 1:

(172) A > %((Qm +2) - n> (n +(2m — 2))Am_1,1;

b) falls m > 2, n =2m + 2,2m + 3:

(173) A > i((Zm +4) — n) (n — Qm) (n + Qm) (n + (2m — 4)>Am_271;

c) fallsm >3, n=2m+4,2m + 5:

(a74) A > 33—2<(2m +6) — n) (n — (2m + 2)) (n —(2m — 2))

(n + (2m + 2)) (n + (2m — 2)) (n + (2m — 6)>Am_371;
d) fallsm =4, n = 14:
(175) A > 111600;

und falls m =4, n = 15:

40883 535

1 A
(176) A > 195

86



Bemerkungen. 1) Die Vermutung von Pucci und Serrin (s. S. 83) ist somit fiir Glei-
chungen der Ordnung 2m = 2,4,6 und 8 bewiesen.
2) Teil a) sowie Teil b) fiir m = 2 wurden bereits von Pucci und Serrin [PS3] bewiesen.

Ahnlich wie beim Nachweis der Notwendigkeit von A > 0 fiir die Existenz nichttri-
vialer Losungen mit Hilfe der Pohozaev-Identitét (164) spielen solche Testfunktionen
eine zentrale Rolle, die die Losung und ihre Radialableitung enthalten. Die Testfunktion

h=Vy,-Vu+ay-u,
(177) r2  pbt2

wp(r) = T hra ay(r) :,m“b—l—a, r=|x|,

w,0 € R, b € 2N wurde von Pucci und Serrin [PS3| eingefiithrt und mit b = 2 bzw.
b = 4 benutzt, um Satz 3.2.a) bzw. b) fiir m = 2 zu beweisen. Durch partielle Integra-
tion und entsprechend héufiges Differenzieren von h erhilt man gewichtete Integral-
identitdten. Mit Hilfe von optimalen Einbettungs- und Interpolationsungleichungen ist
zu versuchen, diese Identitdten zur Herleitung von Abschitzungen wie (172) - (176)
auszubeuten. Der erste Schritt ist fiir grofe m vor allem rechnerisch sehr komplex.
Allerdings legen die Formeln in den Hilfssétzen 3.5 - 3.7 nahe, dafl hier geschlossene
Ausdriicke in m,n, b gefunden werden konnten. Beim zweiten Schritt tauchen jedoch
prinzipielle Probleme auf. Schon bei b = 8 m > 4 treten in der Abschétzungskette
selbst bei der Verwendung optimaler Interpolationsungleichungen negative Koeffizien-
ten vor den jeweiligen Termen hochster Ordnung auf, so daf§ dort die Argumentation
zusammenbricht. Dazu s.u. den Abschnitt 3.2.6. Das heifit: Sollte die Pucci-Serrin-
Vermutung allgemein richtig sein, sind zu deren Beweis subtilere Testfunktionen als
(177) zu entdecken. Naheliegende Versuche mit Kombinationen aus Eigenfunktionen
haben allerdings keinen Fortschritt erbracht.

3.2.1 Beweis von Satz 3.2, Teil 1

Hier sind nur (173) - (176) zu zeigen, fiir (172) verweisen wir auf [PS3].
Sei also u € C?™(B) eine nichttriviale radialsymmetrische Losung von (171). Gemé&8
[PS1], s.a. (165), ist dann notwendigerweise

(178) A > 0.

Seien a, ¢ glatte radialsymmetrische Funktionen mit Vp|0B = 0. Multiplikation der
Differentialgleichung (171) mit

h=Vy-Vu+au

und partielle Integration unter Beachtung von D*h|0B = 0 fiir || < m — 1 ergeben
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geméfl [PS3, (5) und (6)]:

B

+/ A2y Lo A2y — A (gu)} da
B

_ / Ay { /D (T V) — V- ¥ (AD4) } da,
B

falls m gerade;
(179) @ = / [V ACmD/2y)? (%Aso—w”—a) dx
B
+ A(m—l)/2 / A(m—l)/Q _A(m—l)/2 /d
/B( u) {a u (au)} dx
_ FAM=D/2) (AM=D/2,) 4
[ (@00 (A2

_/ (A(mfl)/zu)/ {A(mfl)/Q (Vo -Vu)—Ve-V (A(mfl)/Zu) }’ dx,
B

falls m ungerade.
\

Dabei ist ® erklart durch:

1 1
(180) @ := / {(iAuz + ﬁ\ul”l) Ap — (Mu? + |u'*) a} d.
B
d

Es werden nur radialsymmetrische Funktionen betrachtet, es bedeutet v' = fv =
Yo Up, o, v = |x|. Die Testfunktionen ¢ = ¢, und a = a; werden gemaf (177)
gewihlt. Mit dieser Setzung féllt die Abschéitzung von & in (180) nach oben nicht
schwer. Wahlt man fiir a;:

—9
(181) o = — 5 =

so berechnet man:

-2
b — /B{ (%u2+%|U|SH> (n— (n+b)rb)
-2
— (M + Ju*) (,LL?“b + = 5 m) }dx

b
= m/\/u2dx—<n+ +,u>)\/rbu2dx
B 2 B

) ((n— 2m)(n + b) M) / Ml da,

2n

Falls man aulerdem noch

(182) p = 0
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verlangt, so folgt daraus wegen v Z 0 und A > 0:

(183) ¢ < m)\/ u? dx.
B

Es bleibt also die Aufgabe, durch geeignete Wahl von b und p (179) nach unten durch
positive Vielfache von [, u* dx abzuschétzen. Wie bereits erwéhnt, haben Pucci und
Serrin (172) durch die Wahl b = 2 bewiesen. Wir erhalten (173) mit b = 4, (174) mit b =
6 und schlieBlich (175), (176) mit b = 8. Im folgenden Abschnitt 3.2.2 stellen wir einige
Hilfssétze zusammen, um (179), (180) in Abschnitt 3.2.3 in eine Identitédt zwischen
gewichteten Seminormen von u umzuformen. Diese wird in Kapitel 3.2.5 ausgebeutet
mittels optimaler Einbettungs- und Interpolationsungleichungen fiir solche gewichteten
Seminormen, die in Abschnitt 3.2.4 zusammengestellt werden.

3.2.2 Einige Hilfsséitze

Um die Identitét (179) = (180) in eine Identitdt zwischen gewichteten Seminormen der
Losung u umzuformen, sind einerseits geschlossene Ausdriicke fiir AJ(rbu), AJ(V -
Vu) — V- VAJu, usw. und andererseits Formeln fiir partielle Integration notig. Diese
Hilfssdatze werden hier ohne Beweise zusammengestellt. Deren Beweise sind rechnerisch
sehr aufwendig und kénnen, zumindest in den im folgenden bendétigten Féllen, in den
Arbeiten [BerG], [Gr3| nachgesehen werden.

Die Hilfssétze werden hier so dargestellt, dal im Grundsatz deutlich wird, wie Ve-
rallgemeinerungen fiir beliebiges gerades b und beliebiges m zu entwickeln sind. Die
Ursache fiir die relative Unvollstdndigkeit des Satzes 3.2 ist also nicht in diesem Ab-
schnitt zu suchen.

Wie schon im vorhergehenden Abschnitt werden nur radialsymmetrische und aus-
reichend glatte Funktionen betrachtet.

Hilfssatz 3.3.
T T
a) v, =v =, U/:E Vg, - —, Vo -Vw=1v"u,
r T

;T v T;T;
" () )
Ugiz; = U +7<5ij—T>»

r2 2
n
n—1
o " / /
E (vxixijixj) =V W + 2 VoW
i,j=1
n—1 n—1 n—1
b) Ay = ’U” + ’U/, (A’U)/ — UW + ’UH o ’U/,
r 72

Aw-w)=Av-w+2Vv-Vw+v-Aw,

A(Vv-Vw) = V(A0) - Vo +2 ) Vg0, e, + Vv - V(Aw).

4,j=1
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c) Seibe Ny gerade, dann gilt:
A (r'v) = rPAv + 2br" ' + b(n + b — 2)r"?
A (r"") = T A) 4+ 2(b + 1)rPAv — b(n — b — 2)r* 0/

Po+2

Hilfssatz 3.4. Sei ¢ = ¢, = 5 — 55, b € N gerade. Dann gilt fir alle j € N:
n — (n +b)r’, falls j =1,
Ny = 1 J A
_ _ - _ - b+2—2] . >
s (]} <(b+4 2i)(n + b+ 2 22)))7“ . falls j > 2.

Hilfssatz 3.5. Sei j € N, b € 2N, v € C%(B). Auferdem gelte b < 8 oder j < 4.
Dann gilt:
A (rby) — 7P Ay
= 2ijb 1(A] 12})/
b(b— 2 2\ (27 —1)(b—1 .
+2i(j — 1) ( 5 ) {<1>( J ?z( )}rbB (Ajfzv)/

b(b—2)(b—4) [ (3 (25 —1 3)(b—1)(b—3
( ;!( ){(1)(1 )(2 3.); )(b—3)

+ (2) (n—1)(n— 3)} b= (AT )’

1250 - 1 -2 — 3= -6)

+2j(5 =1 - 2)

{( ) 2j —1)(25 — 3)( ]3‘?(;11)!1)(173)(()5)

#(5) R -9 (0
+]b{() 2j — 1)(b— 1) ()n—l)}rb 2 1,
e

+ -0 -2

31
. {(3) (25 = 1)(2 = 3)(2 = 5)(b— 1)(b—3)(b - 5)
0 1-3-5
3\ (25 —1)(25 — 3)(b— 1)(b—3)
+<1> 3.5 (n—1)
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+ () 00 - -3 prearss
1 b(b— 2)(b — 4)(b — 6)

J A
- { 4) (25 = 1)(25 = 3)(2) =5)(2j —7)(b—1)(b—3)(b—5)(b—T7)

1-3-5-7

A\ (25 —1)(25 —3)(2) =5)(b-1)(b—3)(b—5)
+<1> 357 (n=1)
+<§> (2) = 35)(b —3) (n+1)(n—1)(n—3)

+ @ (n+ 1)(n - 1)(n - 3)(n — 5)} P8 ATy,

Bemerkung. Negative Potenzen von A treten nicht auf, denn die entsprechenden
Vorfaktoren sind 0.

2

Hilfssatz 3.6. Sei b € N gerade, p = ¢, = 5 —
be{2,4,6,8} oder j € {1,2,3,4}. Dann gilt:
A (V- V) = Ve -V (Av)
= 2j{1—(b+1r’} Alv

—2j(j — 1)b { <é> SR fgl)(b —U, G) (n— 1)} P2 ALy

—2j(j _ 1)(] . 2)b(b B 2) {(3) (2] - 1)(27 - 31)(.173“";)([) - 1)(b - 3)

n (1> (2 — 1)( )(n )+ (Z) (b - 1)(n - 3>} AN,

245~ 1) - 2)G -8 =Y

{(3) 27 —1)(25—3)(2 = 5)(b+1)(b—1)(b—3)(b—5)
0 1-3-5-7

b+2 Weiter sei j € N, v € C¥1(B),

(?1)> 2j —1) 2]—3 b—l)(b—3)(n_1>
(o) b_l L
()n+1 ) — 1)( )}T”NS’U
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+ (i) (n+1)(n - 1)(n—3)(n - 5)} T (A1)

Hilfssatz 3.7 (Partielle Integration). Sei b € N gerade, v in B hinreichend glatt.
a) Falls v'|0B = 0, so gilt:

1
/ r’ ' Avdr = —{(n —1)—(b— 1)}/ "2 Vo|? d.
B 2 B
b) Falls v|0B = 0, so gilt:

1
/ v Avdx = —/ | Voul* dz + —b{(n —1)+(b— 1)}/ 22 da.
B B 2 B
¢) Falls v'|0B = Av|0B = 0, so gilt:

/Brblvf A2 dy — —%{(n —1) =30 - 1)}/ 72 (Av)? dx

B

—%(b ~2){(n—1)(n—3) 20~ 3)(n— 1)+ b~ 1)~ 3)}/ Vo2 da.

B
d) Falls v|0B = v'|0B = 0, so gilt:

/TbUA2vdx:/rb(Av)2dx—Qb(b—1)/rb_2|VU|2dx
B B B

+%b(b - 2){(n D —=3)+ 20— D(n—1)+(b—1)b— 3)}/ 402 .

B
e) Falls v'|0B = Av|0B = (Av)'|0B = 0, so gilt:

1
/ 1 Ay da = —{(n —1) =50 — 1)}/ "2V Av|? dx
B 2

B

—l—%(b — 2){(n+ Dn—=1)=2(b—=3)(n—1)+5(b—1)(b— 3)} / "4 (Av)? da

B

+%(b —9)(b— 4){(n+ D(n —1)(n—3) —3(b—3)(n—1)(n—3)

+3(b—3)(b—5)(n—1)—(b—l)(b—B)(b—5)}/rb6\Vv|2dx.

B

f) Falls v|0B = v'|0B = Av|0B = 0, so gilt:
/ r’v Advdr = —/ |V Av|* d + 1b{(n —1)+9(b— 1)}/ 2 (Av)? da
B B 2 B
—b(b— 2){(n 1) (n—3)+3(b—1)(b— 3)} / P4V do
B

+%b(b — )b 4){(n+ 1)(n—1)(n —3) +3(b—3)(n— 1)(n — 3)

+3b—-1)(b—=3)(n—1)+ (b—1)(b—3)(b— 5)} / 002 dx.
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g) Falls v'|0B = Av|0B = (Av)'|0B = A?v|0B = 0, so gilt:
/B ! Aty de = —%{(n —1)—7(b— 1)} /BTbQ(AZU)de
—(b—z){(n— D(n—3) —4(b—3)(n—1) +7(b— 1)(5—3)}
-/rb_4]VAv|2dx
—%(6—2)(6—4){(n+ D(n—=1)(n—3) = 5(b—3)(n +1)(n — 1)
+3(b—3)(b—5)(n—1)—70b—1)(b—3)(b— 5)} / "0 (Av)? da

B

5 =20~ 90— 6){(n+ 1)~ 10— 3)(n )

—4(b—-5)(n+1)(n —1)(n — 3)
46(b—3)(b—5)(n—1)(n —3) — 4(b—3)(b—5)(b—T)(n — 1)
+(b—1)(b— 3)(b—5)(b—7)}/Brb_8|Vv|2d$.

h) Falls v|0B = v'|0B = Av|0B = (Av)'|0B = 0, so gilt:
/rbv A*vdr = / r’(A?v)? dx — 8b(b — 1)/ r’ |V Av|? dx
B B B
+2b(b — 2){(n— D(n—3)+2(b—1)(n—1)+50b—1)b— 3)}

-/Brb_4(Av)2 dx
—4b(b—2)(b—4){(b—3)(n—1)(n—3)+(b—1)(b—3)(b—5)}

: / "5\ Vo da
B

+—b(b—2)(b—4)(b—6){(n+1)(n—1)(n—3)(n—5)
F4(b—3)(n+ D(n —1)(n —3)
+6(b—3)(b—5)(n—1)(n—3) +4(b— 1)(b—3)(b—5)(n — 1)
+(b—1)(b—3)(b—5)(b—7)}/rb %2 da.

i) Falls v|0B = 0, so gilt:

1
/ r* o do = ——{(n —1)+(b— 1)} / 2% dx.
B 2 B

j) Falls v'|0B =0, so gilt:

/Brbv/ (Av) dx = —/Brb(Av)2 dx — %b{(n —1)—(b— 1)} /Brb—2|vv|2 do.
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k) Falls v|0B =v'|0B =0, so gilt:

/Brb_lv (Av)' dx = %{(n —1)+3(0— 1)} / r’2|Vol? dr

B

—%(b ~2){(n -1 —3) + 2~ 1)(n— 1)+ b 1)~ 3)}/ P2 g

B

1) Falls v'|0B = Av|0B = 0, so gilt:

/ v (A%) do = / |V Av|? dor — 2b(b — 1)/ "2 (Av)? do
B B

+%b(b— 2){(n— 1)(n—3)—2(b—3)(n—1)+ (b— 1)(b—3)}

: / " Vol? dr.
B

m) Falls v|0B = v'|0B = Av|0B = 0, so gilt:

/Brb_lv (A*) dx = —%{(n —1)+5(b— 1)} /Brb_2(Av)2 dx

+%(b—2){(n— D)(n —3)+2(b—3)(n—1)+50b— 1)(5—3)}

-/Brb_‘l]VUde
—%(b ~2)(b—9{(n+ 1)(n— 1)(n— ) + 30~ 3)(n — (n —3)

43(0— 1)(b—3)(n— 1) + (b~ 1)(b—3)(b—5)} / 602 .

n) Falls v'|0B = Av|0B = (Av)'|0B = 0, so gilt:

/ v’ (A3v) do = —/ r*(A%v)? do
B

B

—%b{(n —1)—9(b— 1)} /Brb_2|VAU\2dx

b6~ 2){(n+ 10— 1) + 30— 1)(b—3)} / P4 Av)? da

—%b(b ~2)(b— {0+ 1)~ 1)(n—3) ~ 30— 3)(n— 10— 3)

+3(b—3)(b—5)(n—1)—(b—l)(b—S)(b—5)}/rb6\Vv|2d:c.

B

3.2.3 Beweis von Satz 3.2, Teil 2

Mit Hilfe der im vorhergehenden Abschnitt 3.2.2 bereitgestellten Formeln kann nun &
aus (179) in eine Kombination aus gewichteten Seminormen von u umgerechnet werden.
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Wir fiithren die Rechnungen fiir gerades m und ungerades m jeweils separat durch. Im
folgenden sei stets b € {2,4,6,8} oder m < 8.

1. Der Fall “m € N ist gerade”.
Durch Verwendung der Hilfsséitze 3.5 und 3.6 folgt aus (179):

o = (m(b—l— 1)—n—2{—b—,u)/Brb(Am/2u)2 dx
+m7b{(m—1)(b+ 1)—(n—1)—2u}/rb—1 (A1) (A™2) da

B

—I—ém(m - 2)b{(m )b+ 1)(b—1) +3(n — 1)}
. / P2 (APDL) (A0 d
1 ’ b2 2)— 2
—§umb{(m— Db—-1)+(n— 1)} /Br (A1) (A™2y) da
togm(m = 2)b(b — 2){ (m — 1)(m —3)(b+ )b~ 1)
—2(m —1)(b—1)(n —1) + 3(n — 1)(n — 3)}
@ (A do
1 ’ b3 2)-2.\/ 2
—E,um(m— 1) (m —2)b(b— 1)(b—2)/Br (A(m/) u) (Am/ u) dx
(i = 2)(m = )b — 2){ (m — 1)(m = 3)(b+1)(b— 1)(b - 3)
+10(m —1)(b— 1)(n — 1) + 5(b — 1)(n — 1)(n — 3)}
. / P (A2 (A2 da
—m(m = 26— 2){ (m — 1)(m ~ 36— 1)(b ~ 3)

24
+2(m —1)(b—1)(n — 1) + 3(n — 1)(n — 3)}

1

g m(m = 2)(m — 4)b(b — 2)(b — 4)
{( )(m — 3)(m — 5)(b+1)(b— 1)(b — 3)
~3(m — 1)(m — 3 n—1)



(m — 2)(m — 4)b(b — 2)(b — 4){(m ~ 1) (m—3)(b—1)(b—3)

+5(n —1)(n — 3)} /Brb_5 (A(m/z)_?’u)/ (Am/Qu) dx

1201™

(m — 2)(m — 4)(m — 6)b(b — 2)(b — 4)

1
5000

+105(n +1)(n — 1)(n — 3)(n — 5)} / o7 (A(m/z)_4u)’ (A™y) dx
pm(m —2)(m —4)(m —6)b(b—2)(b—4)(b— 6)

+21(m - 3)(b—3)(n — 1)(n — 3)} /B PPT (A=) (AT dy

~{(m — 1)(m — 3)(m —5)(b+ 1)(b— 1)(b — 3)(b — 5)

+21(m —1)(m —=3)(b—1)(b—3)(n —1)
{m = 1)(m = 3)(m ~ 5) (6~ 1)(b ~ 3)(b — 5)

5040

m(m —2)(m —4)(m —6)(m — 8)b(b—2)(b—4)(b — 6)

{m = 1)(m = 3)(m = 5)(m = )b+ )b~ 1)(b = 3)(b—5)(b— 7)
+36(m — 1)(m — 3)(m — 5)(b— 1) (b= 3)(b— 5)(n — 1)

+54(m — 3)(m — 5)(b— 1)(b— 3)(b — 5)(n — 1)(n — 3)

+756(m — 3)(b— 3)(n + 1)(n — 1)(n — 3)

362 880
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1189(b — 3)(n + 1)(n — 1)(n — 3)(n — 5)}

—ﬁum(m— Y(m —4)(m — 6)b(b—2)(b—4)(b— 6)
{(m— 1)(m — 3)(m — 5)(m — 7)(b — 1)(b — 3)(b — 5)(b — 7)
+4(m —1)(m — 3)(m = 5)(b—1)(b—3)(b—5)(n — 1)
+42(m — 3)(m = 5)(b — 3)(b—5)(n — 1)(n — 3)
+84(m —3)(b—3)(n+1)(n—1)(n — 3)
+105(n + 1)(n — 1)(n — 3) n_5)}/ b8 (A(m/2 ) (Am/Q )da:

Durch partielle Integration gemafl Hilfssatz 3.7 folgt nach miihsamer, aber einfacher
Rechnung schlief3lich:

¢ = (m(b—i—l)—n;b—,u>/rb(Am/2u)2 dx
B

mb

12 {(Qm —1)(m=1)(b+1)(b—1) = 3m(b—1)(n — 1)

+3(n—1)(n — 3)}/ b2 ‘VA(m/Z)’luf dx
B

1
+§/L m?b(b — 1)/ b2 ’VA(m/Q)_1u|2 dx
B

—i—ﬁm( 2)b(b — 2){(2m —1)(m+1)(m —1)(b+1)(b—1)(b—3)
—5(m —1)*(b—1)(b—3)(n — 1) + 5(4m — 1)(b — 1)(n + 1)(n — 1)
—15(n +1)(n — 1)(n—3)}/Brb—4 (A1) g

1

—Spmb(b— 2){(m+ 1)(m — 1)(b— 1)(b— 3)

+6(b—1)(n—1)+3(n—1)(n — 3)} /Brb_4 (A(m/2)_1u)2 dx

= (m =+ 2)m(m — 2)b(b — 2)(b — 4)
{(zm_1)<m+1)<m 1)(m — 3)(b+ 1)(b— 1)(b— 3)(b — 5)
—7(m+ 1)m(m —1)(b — 1)(b — 3)(b — 5)(n — 1)
+21(3m — 2)(m — 1)(b— 1)(b— 3)(n — 1)(n — 3)
—105m(b—3)(n+1)(n —1)

3)
+105(n 4+ 1)(n — 1)(n — 3)( n—5}/ b= 6|VA(m/2 u‘ dx

(n—

98



+%o“ (m + 2)m?(m — 2)b(b — 2)(b — 4)

{(m 1) (m—1)(b—1)(b—3)(b—5) +15(b— 3)(n — 1)(n — 3)}
/ b6 |VA(m/2)’2u‘2 dx

o (m o+ 2)m(m — 2)(m — 4)b(b = 2)(b — (b — 6)

{@m = 1)(m -+ 3)(m +1)(m — 1)(m - 3)

b+ 1) b —-1)(b—3)(b—5)(b—7)

—9(m + 1)(m — 1)*(m — 3)(b— 1)(b— 3)(b— 5)(b— T)(n — 1)
+18(8m — 3)(m + 1)(m — 1)(b — 1)(b— 3)(b — 5)(n + 1)(n — 1)
—378(m — 1)2(b—3)(b—5)(n + 1)(n — 1)(n — 3)

+189(6m — 1)(b—3)(n+3)(n+ 1)(n — 1)(n — 3)

—945(n + 3)(n + 1)(n — 1)(n — 3)(n — 5)}

rb—8 (A(m/Z)_2u) 2 dx

—ﬁu(mjL?)m (m — 2)b(b — 2)(b — 4)(b — 6)
{m+3)(m + 1) (m = 1)(m = 3)(b = 1)(b = 3)(b— 5)(b— 7)
+28(m + 1) (m — 1)(b—1)(b—3)(b—5)(n — 1)
+42(m + 1) (m — 1)(b - 3)(b — 5)(n — 1)(n — 3)
+420(b — 3)(n + 1)(n — 1)(n — 3) + 105(n+1)(n—1)<n—3)(n—5>}

2. Einige Spezialfille bei geradem m € N.
Die Formel von S. 98 f. wird der Ubersichtlichkeit halber auf die Fille spezialisiert, fiir
die in Satz 3.2 eine notwendige Bedingung der Art A > A > 0 hergeleitet werden kann.

Der Fallb =4, m > 2 gerade, p = 5m — (n+4)/2.
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In diesem Falle erhalten wir fiir ®:
o = m{5(2m +1)@m—1)—(n—1)(n— 3)} /BrQ VA2 g
_m{<2m +1)@2m — D)(m+ 1) (m — 1)+ 5(2m + 1)(2m — 1)(n — 1)
(184) +(3m? = 1)(n = 1)(n = 3) = (n+ (n—1)(n - 3) }
. /B (A1)

= cl/ r? |VA(m/2)_1u‘2 dx — CQ/ (A(m/z)_lu)2 dzx.
B B

Dieser Ausdruck ist besonders von Interesse fiir n = 2m + 1, 2m + 2, 2m + 3; in die-
ser Situation ist offensichtlich g > 0 und auflerdem ¢; > 0 ebenso wie c¢; > 0. Eine
Abschéitzung von ® nach unten wird mit Hilfe einer gewichteten Einbettungsunglei-
chung gelingen, die im néchsten Abschnitt 3.2.4 bereitgestellt wird.

Der Fall b= 6, m > 3 gerade, pn = Tm — (n + 6)/2.

Durch Einsetzen dieser Werte erhalten wir fiir ®:

‘2

o = %{35(2m+1)(2m—1)—3(n—1)(n—3)}/r4}VA(m/2)1u dz

—m{21(2m +1)@2m — 1) (m+ 1)(m —1)
+35(2m + 1)(2m — 1)(n — 1) + (11m? = 5)(n — 1)(n — 3)
—3(n+1)(n—1)(n— 3)} / r? (A(mm_lu)2 dx
1

(185) +5(m -+ 2)m(m — 2){3<2m+ 1)(2m — 1)(m + 1)(m — 1)

+3(11m2 — 2)(n — 1)(n —3) — (n 4+ 1)(n — 1)(n — 3)(n — 5)}
/ ‘VA(m/z)ﬁuf dx
B
=: 63/ rt |VA(m/2)_1u‘2 dr — c4/ r (A(m/Q)_lu)Q dx
B B
o [ T
B

Dieser Ausdruck wird zusammen mit (183) ausgebeutet werden fiir die Dimensionen
n =2m+4 und n = 2m+>5. In dieser Situation ist wieder p > 0 und aulerdem c3 > 0,
cy > 0 sowie c; > 0.

Hier wird bereits ein Phanomen sichtbar, welches fiir noch grofliere b und hohere
Dimensionen weiteren Fortschritten derzeit im Wege steht. Der Koeffizient ¢4 ist sehr
viel grofer als cg, so daf§ die Anwendung der Einbettungsungleichung (190) allein ei-

nen negativen Faktor vor / 2 (A(m/ 2)_1u)2 dzx ergidbe. Nur mit Hilfe der “optimalen”
B
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Interpolationsungleichung (194) wird ® nach unten durch positive Terme abgeschétzt
werden konnen. Allerdings kann diese Ungleichung nur fiir nicht zu kleine Verhéltnisse
c3/cy verwendet werden. Diese Voraussetzung kann fiir b = 6 verifiziert werden, fiir
b > 8 jedoch im allgemeinen nicht mehr.

Der Fall b =8, m > 4 gerade.

o = {%(9(2m—1)—(n—1)) —u}/BrS (A™24)? dx

—2m{21(2m 1) (m—1)—Tm(n - 1)+ (n—1)(n —3) - 14um}

/ r® ‘VA(m/Z)’luf dx
m{63(2m —1)(m+1)(m—1)(m —2) = 35(m — 1)*(m — 2)(n — 1)
+7(dm —1)(m —2)(n+1)(n —1) =3(m —2)(n+ 1)(n — 1)(n — 3)
.y <70(m + )m(m — 1) + 84m(n — 1) + 6m(n — 1)(n — 3))}

/ r (A(m/2)_1u)2 dx
—2(m + 2)m(m — 2){9(2m — 1) (m+1)(m — 1)(m — 3)
—7(m+1)m(m—1)(n—1)+7Bm —2)(m —1)(n — 1)(n — 3)
—5m(n+1)(n—1)(n—3)+ (n+1)(n—1)(n—3)(n—5)
(186) —u<14(m + 1)m(m — 1) + 10m(n — 1)(n — 3))}
/ r? ’VA(m/2)_2u|2 dx

+%(m + 2)m(m — 2){(2m —1)(m+3)(m -+ 1)(m — 1)(m — 3)(m — 4)

—(m +1)(m — 1)*(m = 3)(m — 4)(n — 1)

+2(8m — 3)(m + 1)(m — 1)(m —4)(n+ 1)(n — 1)

—6(m —1)*(m — 4)(n +1)(n — 1)(n — 3)

+(6m —1)(m —4)(n+3)(n+ 1)(n—1)(n — 3)

—(m—=4)(n+3)(n+1)(n—1)(n—3)(n—2>5)

—u(?(m +3)(m + Dm(m — 1)(m — 3) + 56(m + L)ym(m — 1)(n — 1)
+12(m + )m(m — 1)(n — 1)(n — 3) + 40m(n + 1)(n — 1)(n — 3)

+2m(n+1)(n —1)(n —3)(n — 5)> } / (A(m/Q)_Quf dx.
B
Es gelingt derzeit im wesentlichen nur bei der Gleichung achter Ordnung, d.h. bei

m = 4, diesen Ausdruck nach unten durch ein positives Vielfaches von f B u?dx ab-
zuschétzen, dazu vgl. auch den Abschnitt 3.2.6. In diesem Spezialfall, d.h. m = 4, wird
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aus (186):

1
o = {—(64 —n)— ,u} / 7 (AQu)2 dx
2 B
—8{n* — 32n + 472 — 561} / VA dx
B
+24 {—n’ + 38n® — 104n + 2272 — 4pu(n® + 10n + 164) }

(187) . / 4 (Au)? da
B
—96 {n* — 28n” + 284n” — 1232n + 1920 — 40p(n® — 4n + 24) }

-/Tz\Vu\2 dx
B

—192un(n® + 12n* + 44n + 48) / u? dr.
B

3. Der Fall “m € N ist ungerade”.

Die Umrechnung des Terms (179) fiir ® in eine Kombination aus gewichteten Seminor-
men von u verlauft vollig parallel zu den entsprechenden Rechnungen fiir gerades m.
Auf eine erneute Darstellung dieser Rechnungen soll hier verzichtet werden; wir geben
nur die fiir den Beweis von Satz 3.2 relevanten Resultate wieder.

Der Fall b =4, m > 2 ungerade, p = 5m — (n +4)/2.

o = m{5(2m +1)2m—1)—(n—1)(n— 3)}/ 7 (A(T”’l)ﬂu)2 dx
—(m + 1)ym(m — 1){(2m +1)(2m — 1)+ 3(n — 1)(n — 3)}
/ ‘VA(m_3)/2u|2 dx

=: 06/ r? (A(m_l)/Qu)2 dx — 07/ ‘VA(m_?’)/Qu’2 dx.
B B

(188)

Fiir die Dimensionen n = 2m + 1, 2m + 2, 2m + 3, fiir die diese Relation ausgenutzt
werden wird, gilt wieder wie bei geradem m: > 0, ¢cg > 0, ¢7 > 0.

Der Fall b =6, m > 3 ungerade, p = Tm — (n +6)/2.

o = %{35(277@ +1)@2m—1) = 3(n— 1)(n— 3)} /Br4 (Am=D12)? g

—(m + Vym(m — 1){21(2m +1)(2m — 1)+ 11(n — 1)(n — 3)}
/ r? |VA(m_3)/2u‘2 dx

+%(m + 1)m(m — 1){3(2m +1)(2m —1)(m+2)(m —2)

(189) +42(2m + 1)(2m — 1)(n — 1) + 3(11m?* — 3)(n — 1)(n — 3)

102



122(n+ 1)(n—1)(n—3) — (n+1)(n — 1)(n — 3)(n — 5)}
/ (A(m_3)/2u)2 dx

=: 08/ r (A(m_l)/Qu)Q dx — 09/ r? !VA(m_?’)/Qu}Q dx
B B
—1—610/ (A(mf?’)nu)2 dx.
B

Wie bei geradem m gilt wieder fiir die Dimensionen n = 2m + 4, 2m + 5, dafl u > 0,
cg > 0, cg > 0 sowie ¢1p > 0. Auch hier wird eine Interpolationsungleichung, moglichst
mit optimalen Konstanten, zwischen den gewichteten Seminormen von u benotigt.

3.2.4 Gewichtete Einbettungs- und Interpolationsungleichungen

Im folgenden werden die zur Abschétzung der Terme (184)-(189) bendtigten gewich-
teten Einbettungs- und Interpolationsungleichungen zusammengestellt. Diese Unglei-
chungen gelten auch fiir beliebige ausreichend glatte Funktionen v, die also nicht ra-
dialsymmetrisch zu sein brauchen. Anstelle der Einheitskugel konnen auch beschrankte
glatte Gebiete () zugelassen werden, in denen der Satz von Gauf gilt.

Die Interpolationsungleichungen (194) und (196) sind insofern optimal, als sich
deren Konstanten durch eine formale Rechnung aus den Einbettungsungleichungen in
Satz 3.8 auf eine Weise ergeben, als konnte man jeweils eine dieser Ungleichungen
mit umgekehrtem Ungleichheitszeichen verwenden. Bemerkenswerterweise fiihrt eine
solche unzulédssige Manipulation zu einer korrekten Ungleichung, allerdings ist fiir den
Parameter € > 0 ein nach unten beschrankter Zuldssigkeitsbereich € > g¢(n,b) > 0 in
Kauf zu nehmen. Die im Beweis von Satz 3.2 fiir b = 6 auftretenden Werte fiir ¢ fallen
in die zuldssigen Bereiche. Dieses ist fiir b > 8 jedoch im allgemeinen nicht mehr der
Fall, dazu siehe die Bemerkungen in Abschnitt 3.2.6.

Satz 3.8. Sei b € N gerade.
a) Fiir jedes v € CY(B) mit v|0B = 0 gilt:

1
(190) / | Vo|* dz > = (n+b— 2)2/ 22 da.
B 4 B
b) Sein > b, dann gilt fiir jedes v € C*(B) mit v|0B = 0 oder Vv|0B = 0:

(191) / P (Av)? dz > ~(n — b)2/ 2 |G da.
B 4 B

Beweis. a) Unter Verwendung von

(192) ) ai (r’%z;) = (n+b—2)r"?
i=1
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ergibt partielle Integration:

(n+b—2) / 2% dy = —2 Z/ 2 r0 v,, do
B — /B

1/2 1/2
< 2/ ol Vol do < 2 </ =2y d;z:) </ | Vol? dx) :
B B B

b) Zunichst wird der Fall v|0B = 0 behandelt. Partielle Integration liefert:

/ =2 |Vol® do = —/ 20 Avdr — (b — 2) Z/ r" e, v de
B B ‘o UB

< </Brb_4v2 dx>1/2-{(/Brb(Av)de>1/2+(b—2) (/Brb—ﬂvuf dx>1/2}.

Auf die rechte Seite wird die soeben hergeleitete Ungleichung (190) angewandt. Dabei
ist zu bemerken, dafl hier n > 3 vorausgesetzt wird und daf in diesem Fall (190) auch
fiir b = 0 gilt.

4 1/2
ntb-d / 72| Vol dr < (/ 72| Vol? d:r)
2 B B
1/2 1/2
{(/ r’(Av)? dw) +(b—2) (/ 72 | Vo)? daz) }
B B
n—b 1/2 1/2
= (/ =2 |Vol? dx) < (/ r’ (Av)? dx) :
2 B B

Da wegen n > b die linke Seite positiv ist, folgt durch Quadrieren die Ungleichung (191).
Ist nun Vou|dB = 0, so ist v auf 9B konstant, und (191) folgt aus dem vorhergehenden,
indem man diese Konstante von v subtrahiert. Alternativ kann auch die Formel ver-
wendet werden, die zu Beginn des Beweises von Satz 3.9 hergeleitet wird. Dieser Beweis
behélt auch Giiltigkeit in Gebieten €2, deren Rand nicht notwendig zusammenhéngend
ist. |

Satz 3.9. Seiv € C3(B), Vv|0B =0, b € N gerade.
a) Dann gilt fir jedes ¢ > 0:

/rb (Av)® do < 5/ 2 VA da
(193) 78 (1 b
+ {4—5 - 5= b)} /Brb_2 \Vol* da.

b) Gilt zusdtzlich n > b und € >

m, so hat man sogar:

/Tb (Av)* dz < 5/rb+2|VAv|2 dx
(194) /B 5

Lo el € 2 b—2 2
—|-4(n b) {1 4(n+b) }/Br |Vo|™ de.
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Bemerkung. Fiir ¢ > i 2

T hoy lefert (194) eine echt kleinere Abschitzungskonstante
als (193).

Beweis. Wiirde man sich hier auf radialsymmetrische Funktionen beschrénken, konnte
man direkt mit der Formel fiir partielle Integration aus Hilfssatz 3.7.j beginnen.

Da wir hier allgemeines v zulassen wollen, ist zundchst diese Formel zu verallgemei-
nern.

n 1 n
b—2 _ 4 b-2, . 2
E /r TV, Vg, AT = 5 E /(r xj)m]_ vy, dx
B B

i,j=1 i,j=1

1
= ——(n+b—2)/rb_2|Vv|2 dx.
2 B

Damit folgt:

n n

b—2 _ b—2, .
E / T v, Avdr = — E / (7" :vjvxj)xi Uy, dx
j=1“B B

,j=1

" 2
= —(b—2)/7"b_4 (szvw) dx
B i=1
—/ rb=2 |Vv|2 dr — Z / rb_2mjvxmjvxi dx
B B

4,j=1

2
: 1
= —(b—2)/ o=t (levx) dx + §(n+b—4)/ =2 Vol da
B P B

und schliefllich
2 b
/Brb (Av)” dx = — Z/B (r Av)xj Uy, d
= —bZ/ v, Avds — / r’ (Vv - VAv) dx
=B B

= b(b— 2)/ =4 (z - Vo)? dr — g(n +b— 4)/ 72|Vl do
B B

—/ (Vv - VAv) dx
B

IA

b
b(b — 2)/ 72 |Vol? do — ~(n+b— 4)/ 72 |Vol? dx
B 2 B
—/ (Vo - VAv) da
B

b
= ——(n—b)/rb_2|VU]2 dI—/Tb(VU'VAU) dx.
2 B B
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Fiir radialsymmetrische Funktionen v gilt bis hierher sogar Gleichheit, dazu vergleiche
Hilfssatz 3.7.j. Zusammen mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung erhalten wir:

b
/ r’ (Av)? dx < —i(n - b)/ =2 |Vol® da
B

B

1/2 1/2
+ (/ rb=2 |Vv|2 dx) (/ rot? |VAU|2 dm) )
B B

Teil a) des Satzes ist nun offensichtlich. Unter den zusétzlichen Voraussetzungen in b)
folgt weiter:

/Brb (Av)* do < {1 - 5(n+b§(n— b)} & :L Ok /BTb_2 Vol* da

+ {—g(n —b) — (n ; b” + 2%12) } /Brb_2 Vol* dz

1/2 1/2
+ (/ rb=2 |Vv|2 dw) (/ ro+? |VAU|2 dm) :
B B

Der Vorfaktor des ersten Terms ist geméfl Voraussetzung nichtnegativ. Deshalb ergibt
die Anwendung der Einbettungsungleichung (191) aus Satz 3.8 zusammen mit der
Youngschen Ungleichung;:

IR R v e R
i {m - i(ner)} (n— b)/Brb_2 Vof? da

(n—l—b)(n—b)/ b—2 2 2 /b+2 2
+ g Br Vvl dx—i_(n—l—b)(n—b) Br |\VAv|” dx

und weiter

6(n—|—b§(n— b) /Brb (Av)* de < {5(712_1_ by n—;b} (n4—b) /B7"b2 Vol? do

2 b+2 2
- A )
+(n+b)(n—b)/Br |VAv|” dx

Die Behauptung (194) ist nun offensichtlich. [

Satz 3.10. Seiv € C*(B), v|0B =0, b € N gerade.
a) Dann gilt fir jedes € > 0:

/rb|VU|2 dr < 5/rb+2 (Av)” da
(195) 7% B

Lb b—2, 2
+{46—|—2(n+b 2)}/37" v d.
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b) Gilt zusdtzlich n > b+ 2 und ¢ > m, so gilt sogar die schdrfere Unglei-
chung:

/rb|Vv|2 dr < E/Tb+2 (Av)? dx
(196) /& B

1  o\2 E o2 b2 2
+4(n—i—b 2) {1 4(n b 2)}/37" v d.

Beweis. Wir gehen parallel zum Beweis von Satz 3.9 vor und beginnen wieder mit
partieller Integration. Hilfssatz 3.7.b, der auch fiir nicht notwendig radialsymmetrische
Funktionen gilt, liefert:

b
/ | Vo]? de < =(n+b— 2)/ 2% dx
B 2 B

1/2 1/2
+ (/ rb=2¢? dx) (/ rot? (Av)2 da:) )
B B

Die Ungleichung (195) ist nun offensichtlich. Zum Beweis von (196) wird wieder der
Koeffizient vor [ B r=2v? dz aufgespalten:

2 (n+0b—2)? _

b 2 b—2 2
V der <<1— d
/BT| 4 :r;_{ 5(n+b—2)(n—b—2)} 4 /Br var

1 n—b—2
b—2 . b—2 2d
+(n + ){25(n—b—2) 1 }/Br v dx
+(n+b_2)(n_b_2)/rb2v2dq:
B

8
/ 2 (Av)? da.
B

2
T —2m—b-2)

Geméf der Voraussetzung an ¢ ist der erste Faktor auf der rechten Seite positiv. Auf

diesen Term wird die Einbettungsungleichung (190) angewendet. Durch einfache Um-

formungen analog zum Beweis von Satz 3.9 gelangt man schliefilich zu Ungleichung

(196).

3.2.5 Beweis von Satz 3.2, Teil 3

1. Beweis von (173) fiir m > 2, n =2m + 1, 2m + 2, 2m + 3.
Ist m gerade, so verwenden wir fiir das in (180) erkldrte ® den Ausdruck (184) aus
Kapitel 3.2.3 und kombinieren diesen mit der Einbettungsungleichung (190):

¢ > %nQ : m{5(2m +1H)@2m—-1)—(n—1)(n— 3)} /B (A(’”/Q)_lu)2 dx

—m{(2m+ 1)(2m — 1)(m + 1)(m — 1) + 5(2m + 1)(2m — 1)(n — 1)

+Bm* - 1)(n—1)(n—-3)— (n+1)(n—1)(n — 3)} / (A(’”/Z)_lu)2 dx

B
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= o > T{—(2m+3)(2m+1)(2m—1)(2m—3)

4
(197) +2(2m+1)(2m — 1)(n — 1)(n — 3)
—(n+1)(n—1)(n—3)(n— 5)} /B(—A)m—% -udz.

Durch einige einfache Umformungen folgt weiter:

o > %{(2m+3)(2m+1)—(n—l)(n—i’))}
.{(n_1)<n_3)—(2m—1)(2m—3>}/B(—A)m2u.udx
_ %(n+2m)(2m+4—n)(n—2m)(n+2m—4)/B(—A)m_2u-udx
> %((2m+4)—n> (n—2m> <n+2m> <n+(2m—4)>Am_271/Bu2dx,

dabei ist der Vorfaktor fiir n = 2m + 1, 2m + 2, 2m + 3 positiv.

Diese Ungleichung ergibt durch Kombination mit der Abschétzung (183) von ® nach
oben die behauptete notwendige Bedingung (173) fiir A im Falle geraden Parameters
m.

Fiir ungerades m folgern wir analog aus (188) und der Einbettungsungleichung
(191):

(n —2)

4

—(m + 1)ym(m — 1){(2m+ 1)(2m — 1) + 3(n — 1)(n — 3)}

/ }VA(m_S)/Qu‘Z dx
B

o

v

~m{5(2m +1)2m—-1)—(n—1)(n— 3)}/ |VA(m’3)/2u ? dw

_ %{ — (2m +3)(2m + 1)(2m — 1)(2m — 3)

+2(2m +1)(2m — 1)(n — 1)(n — 3)
—(n+1)(n—-1)(n—-3)(n— 5)} / (—=A)" 2y - udz.

B
Das ist genau die Abschétzung (197), die bereits fiir gerades m hergeleitet wurde.
Die restlichen Argumente werden wortlich von oben iibernommen; damit ist (173)

insgesamt bewiesen.

2. Beweis von (174) fiir m > 3, n =2m + 4, 2m + 5.
Ist m gerade, so gehen wir von dem Ausdruck (185) fiir & aus. Dieser Ausdruck ist von
der Gestalt

o = Cg/ rt ‘VA(m/Z)’luf dx — 04/ r? (A(m/Z)’lu)2 dx
B B

+c5/ |VA(m/2)_2u}2 dx, C3,Cq,C5 > 0,
B
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und soll mit Hilfe der Interpolationsungleichung (194) nach unten abgeschétzt werden.
Fiir das dort bendtigte € setzen wir:

e== = {35m+nEn-1) =30 - 1)Hn- 3)}/

Cy

{42(2m +1)(2m — 1) (m + 1)(m — 1) + 70(2m + 1)(2m — 1)(n — 1)
+2(11m* = 5)(n — 1)(n —3) —=6(n + 1)(n — 1)(n — 3)}

Fiir die Anwendung von (194) ist die Bedingung

2
(n—2)(n+2)

zu priifen. Falls n = 2m + 4, so ist diese Bedingung dquivalent zu

(198) ¢ >

c3(2m +6)(2m + 2) > 2¢4
S 6m?P—2m+1>0.

Letztere Ungleichung ist offensichtlich fiir alle m richtig. Fiir n = 2m + 5 ist die
Bedingung (198) dquivalent zu

cs(2m +T7)(2m 4+ 3) > 2¢4
< 96m> + 24m? — 40m — 3> 0.

Auch diese Ungleichung gilt offensichtlich fiir alle m € N. Die Interpolationsungleichung
(194) kann also in der Form

—04/ r? (A(mﬂ)_lu)2 dx > —03/ r ‘VAW/Q)_IMQ dx
B B

1 c 2
_ = ) 2 . 3 +2 2 / A(m/Q)*Z d
4(n ) {04 "y (n+2) } ; A% u|” da

angewendet werden; es folgt aus (185):

> {05 -2 11—6(n +2)2(n — 2)%3} /B(—A)mSu Cude.

Nach einfachen, aber etwas langwierigen Rechnungen erhélt man daraus:
P > 3—32m [~ 48)(n+ )~ 0~ 3)(n—5)(n —7)
+32m+1)(2m —1)(n+ 1)(n—1)(n —3)(n —5)
(199) =-3(2m+3)2m+ 1)(2m —1)(2m — 3)(n — 1)(n — 3)
+(2m + 5)(2m + 3)(2m + 1)(2m — 1)(2m — 3)(2m — 5) }

-/B(—A)m—3u uda.
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Durch die Anwendung der Identitéiten
(n+2m+2)(n—2m—-6) = (n+3)(n—7)—(2m+1)2m —1) —8(2m — 1)
= (n+1)(n—->5)—2m+3)2m+1)—42m+1)
= (n—=1)(n—3)—(2m+5)(2m + 3)
(n+2m—-2)(n—2m—2) = (n+1)(n—>5)—(2m —1)(2m — 3) —4(2m — 3)
= (n—-1n-3)—2Cm+1)(2m—1)

folgt weiter:
o > ;—Qm(n+2m+2)(n—2m—6)
{ —(n+1)(n—1)(n—-3)(n—>5)+2(2m —1)(2m — 3)(n — 1)(n — 3)
—(2m+ 1)(2m — 1)(2m — 3)(2m — 5)} /B(—A)m—Su cudz

= im(n+2m+2)(n—2m—6)(71—1—2m—2)(n—2m—2)

32
{-n- 1)(n—3)+(2m—3)(2m—5)}/3(—A)m_3u-ud:1:
= —%m(n+2m+2)(n—2m—6)(n+2m—2)(n—2m—2)
-(n+2m—6)(n—2m+2)/(—A)m_3u-ud:C.

Fir n = 2m 4+ 4 und n = 2m + 5 ist der Koeffizient positiv. Die Anwendung der
entsprechenden Eigenwertungleichung und die Kombination mit der Abschétzung (183)
von ® nach oben liefern schlief3lich:

A/Buzdx > ;—2((2m+6)—n)(n—(2m+2)><n—(2m—2)>
-(n—l—(2m+2))(n—|—(2m—2)>(n+(2m—6))

-Amg,l/uz dz.
B

Damit ist die notwendige Bedingung (174) an A aus Satz 3.2 fiir gerades m bewiesen.
Bei ungeradem m gehen wir ganz analog vor. Allerdings ist hier die Gleichung (189)
der Ausgangspunkt:

b = 08/ r (A(mflmu)2 dr — 09/ r? ‘VA(m’:g)/Qu ? dx
B B

+010/ (A(m_?))/Qu)2 dzx, cs, Cy, C19 > 0;
B
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und es soll die Interpolationsungleichung (196) mit

" {35(2m +1)@2m—1)—3(n—1)(n — 3)}

o 2(m+1)(m—1){21(2m—|—1)(2m—1)+11(n—1)(n—3)}

angewendet werden. Wieder ist zu priifen, ob dieses € der Zuléssigkeitsbedingung

2

200) e > ———
(200)¢ 2 n(n —4)
geniigt. Fiir n = 2m + 4 ist diese Bedingung &dquivalent zu

2m(m + 2)cg > co
& 6m®—2m+1>0,

was ganz offensichtlich stets erfiillt ist. Fiir n = 2m + 5 ist (200) dquivalent zu

(2m + 1)(2m + 5)cs > 2c¢9
< 96m> + 24m? — 40m — 3> 0.

Auch diese Bedingung ist fiir m € N erfiillt; man beachte, daf§ sich dieselben Bedingun-
gen wie oben bei geradem m ergeben haben. Somit kann die Interpolationsungleichung
(196) in der Form

—09/ r? !VA(m’S)/Qu‘Z dx > —Cg/ r (A(mfl)/Qu)2 dx
B B

1
_1n2 {09 - %(TL . 4)2} /B; (A(m—3)/2u)2 de

verwendet werden; zusammen mit (189) folgt:

1 1
o > {010 — Zn209 - 1—6n2(n — 4)208} / (A(m_3)/2u)2 dz.
B

Nach einigen Umformungen folgt auch hier wieder

2> D { —(n+3)(n+ 10— n—3n —5)n 1)

= 32
132m + 1)(2m — D)(n+ 1)(n — 1)(n — 3)(n — 5)
—-3(2m+3)2m+1)(2m —1)(2m — 3)(n — 1)(n — 3)
F(2m + 5)(2m + 3)(2m + 1)(2m — 1)(2m — 3)(2m — 5) }

: /B (—A)™ 3y - uda.

Das ist genau die Abschitzung (199), die wir oben schon fiir gerades m erhalten haben.
Wir kénnen also die restlichen Argumente wortlich von dort {ibernehmen und haben
damit (174) auch fiir ungerades m bewiesen.
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3. Die Gleichung achter Ordnung: Beweis von (175) und (176).
Der naheliegende Versuch, analog zu den vorhergehenden Beweisteilen bei b = 8 den
Parameter y = 9m — ”TJFB = 32 — § zu wihlen, fithrt zumindest mit den hier zur
Verfiigung stehenden Hilfsmitteln nicht zum Erfolg. Die sich dabei ergebenden Schwie-
rigkeiten werden im Abschnitt 3.2.6 genauer erlautert.
Hier wéhlen wir
1

M=§

und erhalten aus (187):

o = %{63—71}/37“8 (A2u)2 dx—8{n2—32n—|—444}/37“6|vAu|2 da

(201) +24{ — 13 4 3602 — 124n + 1944} / r (Au)? dz
B

—96{n4 — 28n% 4 264n* — 1152n + 1440} / r? | Vul® do
B

—96n{n3 +12n° + 44n + 48} / u?dx.
B

Der Fall n = 14.
Hier wird dann aus (201):

49
¢ = — [ 8 (Azu)2 dx — 1536/ O |V Au| dx
2 Jp B
+108 480/ r (Au)? dz + 130 560/ 2| Vul® do
B B

—T7741 440/ u?dr.
B

19 _ und bemerken, dafl der Zulissigkeitstest ¢ > —2- zur Anwendung

Wir setzen € = 575 56
der “optimalen” Interpolationsungleichung (196) verfehlt wird. Deshalb wenden wir die

Interpolationsungleichung (195) in der Form

49 [ (A7)’ 1y 5243904

-1536 [ 79 |VAu[* dez >
/Br| u|” dr > ; 15

/B r (Au)? da

an und erhalten

71616
o > —— [ r(Auw)? dx+130560/r2|Vu|2 dx
49 Jp 5
—7741440/ u? dz.
B
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Zweimalige Anwendung der Einbettungsungleichungen aus Satz 3.8 liefert schliellich:

8187840
- 49

> 446 400 / u? dz.
B

/72 \Vu|* do — 7741 440/ u? da
B B

Durch Kombination mit der Abschétzung (183) von ® nach oben erhalten wir
A > 111600,

d.h., wie behauptet, die notwendige Bedingung (175).
Der Falln = 15.
In diesem Fall lautet (201):

o = 24/ 7 (AQu)2 d:c—1512/ 0|V A dx
B

B

+115416/ r (Au)? d:zc—|—30240/ r? | Vul® do
B B

—9767520 / u?dr.
B

24 1

Wir setzen € = 55 = g und wollen hier die “optimale” Version von Satz 3.10, d.h.
2 _ 2

die Ungleichung (196), anwenden. Dazu ist die Giiltigkeit von e > &% = 135 zu priifen,

die ganz offensichtlich gewahrleistet ist. Die Interpolationsungleichung (196) lautet fiir

unseren Fall:
/ r (Au)? da.
B

Mit Hilfe dieser Ungleichung und durch zweimalige Anwendung von Satz 3.8 erhalten
wir:

219 849

—1512/7"6\VAu\2 de > —24/7“8 (Azu)2 dr —
B B

10983
o > —— [ r(Auw)’ d:c+30240/ 2| Vul® do
B B
—9767 520 / u’ dx
B
1570863
> 7/ r? | Vul|® dz — 9767520/ u? dx
8 B B
4
> 0883535 / 2 d,
32 B
zusammen mit (183) folgt schlieflich
40883 535
A>———
128
d.h. (176). Damit ist der Beweis von Satz 3.2 vollstidndig erbracht. [
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3.2.6 Grundsiatzliche Schwierigkeiten beim Nachweis weiterer kritischer
Dimensionen

Eine formale Rechnung zeigt: Kénnte man die Einbettungsungleichungen aus Satz 3.8
wie Gleichungen verwenden, so wiirde die Wahl b = 8 in der Testfunktion, d.h. die
Relation (186), fiir 4 € [0,9m — 28] zum Nachweis der Kritikalitét der Dimensionen
n =2m 4+ 6 und n = 2m + 7 fiir Gleichungen der Ordnung > 8 fiihren.

Im folgenden sollen anhand einiger Beispiele die grundsétzlichen Schwierigkeiten
erldutert werden, die derzeit einem Beweis selbst dieser relativ bescheidenen Vermutung
im Wege stehen.

Zunéchst jedoch mochte ich darlegen, warum bei Gleichungen achter Ordnung (m =
4, b = 8) die Wahl fiir u, die bei b = 2,4,6 zum Erfolg gefithrt hat, ndmlich p =
(b+1)m— 2t = 32 — 2 ungeeignet ist. Mit dieser Wahl némlich lautet (187) etwa fiir
n = 15:

o = 9240/ O |VAul* dr — 1126440/ r (Au)? da
(202) B B

+17448 480/

2| Vul® do — 478 608 480/ u? d.
B

B
Fiir die Interpolation der ersten drei Terme ist

9240 11
E = =
1126440 1341
zu wahlen, die Zuléssigkeitsbedingung
! 2 2
E2 —— = —
—11-19 209

zur Anwendung der “optimalen” Interpolationsungleichung (194) erfiillt dieses € nicht.
Wir miissen also auf die schwichere Interpolationsungleichung (193) zuriickgreifen:

—1 126440/ r(Au)® dz > —9240/ O |V A dx
B B

105040530
—7/ 2| Vul® de.
11 B

Damit erhalten wir aus (202):

86 892 750
> 7/7"2|Vu]2 d:v—478608480/u2dx
11 B B
21
> —M/uzdx gemaf (190),
22 5

d.h. keine fiir unsere Zwecke verwertbare Information.

Bei der Erhéhung der Gleichungsordnung, d.h. von m, verschérfen sich diese Pro-
bleme schnell. Bei der Gleichung zwoélfter Ordnung (m = 6) kann zwar dhnlich wie bei
der Gleichung achter Ordnung (m = 4) durch geschickte Wahl des Parameters p = %
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die Dimension n = 2m + 7 = 19 als kritisch nachgewiesen werden, allerdings kann
hier nicht mehr die “optimale” Ungleichung (196), sondern nur noch (195) angewendet
werden.

Bei der Gleichung sechzehnter Ordnung versagen schliellich die in dieser Arbeit
entwickelten Methoden vollstandig. In diesem Fall (m = 8, b = 8) lautet der relevante
Term (186) fiir &, wobei wir bereits die zu untersuchende Dimension n = 2m + 7 = 23
einsetzen:

® = {56,5— u}/ r® (A%)® do — 16{1413 — 112;¢}/ 8| VAl de
B B
(203) +48{104 701 — 11864y} / r (A%)? da
B
—960{206 909 — 42256} / r? [VA2u|® dx
B

+31680{270 281 — 739244} / (A2%4)? da.
B

155439 113
SpS
13 886 2

In diesem Fall entsteht nach Anwendung der Einbettungsungleichung (191) vor
[ | VA3u|? dz ein positiver Koeffizient:

1. Fall:

1
> > g{—155439+13886p}/r6|VA3u|2 da
B
(204) +48{104701 — 11 864y} / rt (M%) da
B
—960{206 909 — 42 256} / 2 VA2 da
B

+31680{270 281 — 7392441} / (A%u)? da.
B

Wendet man nun auf den fithrenden Term erneut eine Einbettungsungleichung (190)
an, so entsteht vor [, r*(A%u)? da mit

1
3—2{47 505705 — 81002101}

ein Koeffizient, der fiir alle ¢ im Untersuchungsintervall negativ ist. Es bleibt also
nur, [, r*(A%)?de zwischen [, r®|VA*u? de und [, r?|VA%u|? de geméB Satz 3.9 zu
interpolieren. Dazu setzen wir
ol —155439 + 138861
384{—104701 4 11864}’

die “optimale” Variante (194) kommt dabei nicht in Betracht, denn e erfiillt nicht die
entsprechende Zuléssigkeitsbedingung

! 2 2
E2 ———— = ——.
—27-19 513
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Es ist also (193) zu verwenden, aus (204) folgt:

—104701 + 11 8647)>
o > 96{—4058409+647976u—48( + “’)}

—155439 + 13 886
/ r? !VA2u‘2 dx
B

+31680{270 281 — 7392441} / (A%u)? da,
B

Der Koeffizient vor [, [r*V A%u|? dx ist positiv unter der zusétzlichen Bedingung
1> 13,388 ..

in diesem Fall erhalten wir vermittels der Einbettungsungleichung (190):

(—104 701 + 11 8644)>
—155439 + 13886

-/B(Nu)2 dz.

Die Untersuchung der entsprechenden quadratischen Gleichung zeigt, dafl dieser Koef-
fizient fiir die hier zu betrachtenden Werte von p stets negativ ist. In diesem Fall kann
also keine verwertbare Information gewonnen werden.

155439

13886

Hier ist der zweite Koeffizient in (203) negativ, und [, 7°|VA3u|* dz muB gemif Satz
3.10 zwischen [, r8(A%w)? dz und [, r*(A3u)? dz interpoliert werden. Dabei setzen wir

o > 24 {—1 790127441 + 245199 6244 — 25 392

2. Fall: 0 < p <

56,5 — 1
E = .
16 {1413 — 1124}

Teil b) des Satzes kann verwendet werden, falls e der Zuldssigkeitsbedingung

e 22 S M00T g
=97.15 405~ H 7 6358 T U

geniigt. In diesem Fall entsteht geméB (196) vor [, r*(A%u)? dx der Koeffizient

1
3—2{47 505705 — 81002104},

der fiir die in Rede stehenden Werte von p negativ ist. Es ist also Teil a) des Satzes
3.10 anzuwenden, damit entsteht vor [, r*(A%u)? da der Koeffizient

(1413 — 112)?
113 — 24

(205) —128 + 480(6 655 — 884y1),
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welcher fiir

< V124573769 625 — 215991
- 23656

nichtnegativ ist. Angesichts des zunehmenden Informationsverlustes bei Interpolation
fiir € \, O erscheint es sinnvoll, ¢ und damit g moglichst grof§ zu wihlen. Wir ver-
wenden also den geméf (206) maximal zuldssigen Wert fiir 4, damit verschwindet der
Koeffizient (205), und wir erhalten:

(206) 0 < p

~ 5,79

o > 36227428/

r? [VA2u| da — 4996 264 920 / (A%u)* da
B

B
> 205187567 / (A%u)* do mittels (190).
B

Abschlieflend 148t sich festhalten, dafl es in diesem Beispiel nicht mehr gelingt, durch
geschickte Wahl des Parameters p dem Ausdruck (203) eine verwertbare Information
zu entnehmen.

Fiir einen vollen Beweis der Vermutung von Pucci und Serrin oder auch nur eine
wesentliche Verbesserung unseres Resultats Satz 3.2 scheint ein grundsétzlich neues
Hilfsmittel erforderlich. Der entscheidende Punkt ist meines Erachtens das Aufspiiren
einer “optimalen” Testfunktion h, fiir die die hier verwendeten moglicherweise eine
Approximation darstellen.

3.3 Bemerkungen zum Grenzfall A\ =0

Die Frage, ob das Problem (163) fiir A = 0, d.h. ob

—A)"y = |ul*'u, u#0 in B,
(207) (—4) |ul #
D%u|0B =0 fur |of <m —1,

eine Losung hat, ist ein Beispiel dafiir, wo ein Resultat fiir Gleichungen zweiter Ordnung
relativ leicht zu erhalten ist, ein dhnliches Ergebnis fiir Gleichungen héherer Ordnung
vermutet wird, wo aber bislang nur Teilresultate bekannt sind und ein voller Beweis,
falls iiberhaupt moglich, vermutlich sehr schwierig sein wird.

Zunichst soll kurz die Argumentation fiir die Gleichung zweiter Ordnung [Poh]
rekapituliert werden. Die Pohozaev-Identitat (164) lautet

/aQ (%“@))2 (x - v) dw(z) = 0.

Ist das glatte Gebiet (2 beschréankt und sternférmig beziiglich 0, so gilt - v > 0 iiberall
auf 0€2 und sogar x - v > 0 auf einem relativ offenen Teil des Randes. Auf diesem Teil
ist u = % = (0, und v kann iiber diesen Teil hinaus durch 0 als Losung der Differential-
gleichung (207) fortgesetzt werden. Das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit liefert

u=0.
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Fiir Gleichungen hoherer Ordnung liefert die Pohozaev-Identitit (164) ebenfalls,
dal D% fir |a| < m auf einem relativ offenen Randstiick verschwindet. AuBlerdem
gilt auch fiir Problem (207) das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit [Pro]. Jedoch
benstigt man zu dessen Anwendung D*u = 0 fiir |a| < 2m—1 auf einem relativ offenen
Teil von 02. Ist m > 1, so klafft hier also eine Liicke, die bislang noch nicht geschlossen
werden konnte.

Selbst wenn man sich auf das denkbar einfachste Gebiet {2 = B beschrénkt, sind bi-
sher nur Nichtexistenzresultate fiir (207) in ganz speziellen Losungsklassen bekannt: fiir
Losungen vom “Minimum-Typ” oder fiir positive Lésungen. Weiter unten behandeln
wir auflerdem radialsymmetrische Losungen, deren Nichtexistenz sich derzeit allerdings
nur bei Gleichungen vierter und sechster Ordnung zeigen 1483t.

Gleichung (207) ist die Euler-Lagrange Gleichung fiir das Variationsproblem

So(U) |

(208) =min, v € HJ'(B).

”U %s+1(B)

Das entsprechende Variationsproblem in R™ wurde bereits in (118) betrachtet, dessen
Infimum ist die optimale Sobolev-Konstante S. Diese Konstante fiir die Einbettung
HP' — L bzw. D™? — L*T1(R") ist unabhiingig vom Gebiet, d.h., es gilt auch:

S()(’U)

veHT (B)\{0} ||V

(209) § =

2 .
Ls+1(B)

Sei namlich (v) C C3°(R™) eine Minimalfolge fiir (118). Mit geeignten Zahlen Ry > 0
und Oy 1= v (Ryx) 148t sich 0 C C§°(B) erreichen. Es gilt:

SO (f)k;) = /B(—A)m (Uk (Rk$)> * Uk (Rkl') dx
o / (—A)™ 0y) (Ry)) - vy (Ry) da

_ e / (=A) 0w - ve(w) do = BE""So(w),

. 2/(s+1)
b = ([ () o)
B

|0
O
= (A [ @) = B,
mithin
S (b
lim ———>— 02(1%) = S.
k—oo ||Uk‘ Ls+1(B)

Damit ist (209) bewiesen. Angenommen nun, das Infimum wiirde in H"(B) angenom-
men, d.h. es gibe vy € HJ*(B) mit S = So(vo)/Hvo\

2Ls+1( B) ein geeignetes Vielfaches u
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16ste dann (207). Da durch triviale Fortsetzung auch vy € D™?(R™) gilte, vy also auch
das Variationsproblem (118) minimierte, so wére das Vielfache u von vy Losung von

(—A)™u = |u[*'u in R"

mit supp v C B im Widerspruch zum Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit. Das
heifit: das Problem (207) hat keine Losung vom Minimum-Typ, d.h., keine Losung, die
(208) minimiert.

Die Existenz positiver Losungen von (207) ist ebenfalls ausgeschlossen, wie Soranzo
[Sor| bemerkt hat (das folgende Argument gilt bislang nur in Kugeln, dazu vgl. Kapitel
1): Ist w > 0 Losung von (207), so liefert die Pohozaev-Identitéat (164): D*u|0B = 0
fiir |oo] < m. Somit 16st v := —Awu das Problem

(=A™ v >0 in B,
D®v|0B =0 fir o) <m — 2.

Die Positivitit der Greenschen Funktion von (—A)™~! in B liefert v = —Au > 0 in B.
Wegen u|0B = 0 ist dann geméf dem Hopfschen Randlemma % |0B < 0; Widerspruch!

Um die Existenz von Losungen von (207) auszuschlieflen, die lediglich als radialsym-
metrisch angenommen werden, scheinen Methoden wie in Abschnitt 3.2 anzuwenden zu
sein. Entsprechend komplex présentiert sich dieses Problem; von einem vollstdndigen
Resultat sind wir, wie auch dort, noch weit entfernt.

Satz 3.11. Seim = 2 oder m = 3, n > 2m, s = (n+ 2m)/(n — 2m) der kritische
Sobolevexponent, B C R"™ die Einheitskugel.
Sei u € C*™(B) eine radialsymmetrische Lisung von

(=A™ = |ul*'u in B,
(210)
D%u|0B =0 fir |lal <m —1.

Dann gilt u(x) =0 in B.

Beweis. Wir gehen hier ganz ihnlich vor wie im Beweis von Satz 3.2. Sei u € C*™(B)
eine radialsymmetrische Losung von (210). Wie in (177) und (181) wéhlen wir die
Testfunktion

h =V, - Vu+ apu,
r?  pbt? n—2m
=5 "y 2
Aus der Differentialgleichung folgt fiir den in (180) definierten Term ® = Term (179),
wobei hier analog zu (183) gilt:

(211) @ < 0.

ay(r) = pr’ +

Im Beweis von Satz 3.2 deutet sich bereits an, daf§ fiir die Untersuchung hoher Raum-
dimensionen entsprechend grofle Werte b € 2N zu betrachten sind. Mit Blick auf die
in Kapitel 3.2.6 dargelegten Schwierigkeiten wird dadurch die Beschrénkung auf Glei-
chungen niedriger Ordnung verstandlich.
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1. Die Gleichung vierter Ordnung: m = 2.
Wir setzen p = 0 und erhalten aus (211) sowie der Formel fir ® von S. 98 die Unglei-
chung

0 > %{3(b+1)—(n—1)}/3rb(Au)2 dx
b

{6+ D01 206+ ) -1+ (n+ D -1} / 2 [Vuf? da.

B

Solange b < n < 3b + 4 gilt, ist der erste Koeffizient nichtnegativ, und es kann die
Einbettungsungleichung (191) verwendet werden:

0 > %{(n—b)2<3(b+1)—(n—1)>—4b(b+1)(b—1)

+8b(b+ 1)(n — 1) —4b(n + 1)(n — 1)} / =2 |Vl dx

_ %(n— B{n -0 (3 +1) ~ (- 1) + 20+ 1)
—4b(n — 1)} /Brb_2 Vul® da

_ %(n_ D){(n+b)(3(b+1) = (n = 1)) = 2(b+1) — 20(n — 1)}

/ =2 | Vul? de
B

— é(n —b)(n+ b)((b+4) — n) /Brb_z |Vu|2 dx >0,

sofern n € {b+ 1,0+ 2,b+ 3}. Indem man b alle geraden Zahlen > 4 durchlaufen 1af}t,
erhélt man fiir jedes beliebige n > 4:

Vu(x) =0in B
und damit die Behauptung im Falle m = 2.

2. Die Gleichung sechster Ordnung: m = 3.
Wir setzen wieder o = 0 und erhalten durch Kombination von (211), (179) und Hilfssatz
3.6:

0 > %{5(b+1)—(n—1)}/37‘b|VAu|2 dx

+b{3(b+ 1) — (n— 1)}/Brbl (Au) (Au) dx
+b(n —b)(n —b— 2)/ 72 (Au) o da.

B
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Durch partielle Integration geméfl Hilfssatz 3.7.1, j folgt:

0 > %{5(b+1)—(n—1)}/37"b|VAu]2 iz
—%{5(b+1)(b—1)—2(b—1)(n—1)+(n—|—1)(n—1)}/B7’b_2 (Au)? dz

b
—5(b=2)(n—b+2)(n-b)(n-b-2) / =4 Vul® d.
B
Solange n < 5b+ 6 gilt, ist der erste Term nichtnegativ, und wir konnen diese Abschét-
zung mittels der Einbettungsungleichung (190) nach unten fortsetzen:

0 > %(n+b—2)2{5(b—|—1)—(n—l)}/BrbQ(Au)Q dz
—%{5(b+1)(b—1)—2(b—1)(n—1)+(n+1)(n—1)}/37"b2 (Auw)? dx

—g(b—2)(n—b+2)(n—b)(n—b—2)/rb_4\Vu\2 dx

_ é{—(n+1)(n—1)(n—3)—(b—7)(n+1)(n—1)
+(17b—29)(b—|—1)(n—1)—5(36+1)(b+1)(b—1)}/7"”_2 (Auw)? da

_3(5—2)(n—b—|—2)(n—b)(n—b—2)/37“17_4|Vu|2 dx

_ 1(n—b—2){ (4 1)(n— 1) —2(b—4)(n— 1) +5(3b+ 1)}

8
/ 72 (Au)? dx
B

—g(b—?)(n—b—i—Z)(n—b)(n—b—2)/Brb_4|vu|2 dx
= é(n—b—2)(3b+2—n)(n+5b—6)/3rb_2 (Au)? dx
b

—5(6—2)(n—b—l—2)(n—b)(n—b—?)/Brb_4|Vu|2 dr.

Wir wollen diese Ungleichung bei festem geraden b > 4 flir n = b+ 3, b+4, b+ 5
auswerten. Tatsdchlich ist im Bereich

b+2<n<3b+2

der fithrende Koeffizient nichtnegativ, und wir kénnen erneut eine Einbettungsunglei-
chung aus Satz 3.8 verwenden:

1
0 > 3—2(n—b—2)(Sb+2—n)(n+5b—6)(n—b+2)2/Tb_4|vu|2 dx
B
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2
= %((b—l—fi)—n)(n—(b—i—Q))(n—(b—Q))
.<n+(b—|—2)><n—|—(b—2)>/Brb_4|Vu|2 da.

—é(b—Q)(n—b—l—Q)(n—b)(n—b—2)/rb_4|Vu|2 da

Bei festem geraden b > 4 ist dieser Koeffizient positiv in den Dimensionen n = b + 3,
b+ 4 und b+ 5. Indem man wieder b alle geraden Zahlen > 4 durchlaufen 1483t, folgt
fiir jedes n > 6:

Vu(z) =0in B,

d.h. die Behauptung auch im Falle m = 3. |

122



Bezeichnungen

tt max{t,0} fir ¢t € R.
t min{t, 0} fir ¢t € R.
n Raumdimension.
B Offene Einheitskugel im R".
d(z) =1—|z|, fir z € B.
[ XY] = |a:|y—’x—‘ , fiir x,y € B.
x
r = |z|, x € R™
Q Beschréanktes glattes Gebiet.
dw Oberflichenelement fiir 0f2.
v Auflere Einheitsnormale an 95).
€n Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel B C R".
W, (n — 1)-dimensionaler Oberflicheninhalt der Sphire S" ' = 9B C R".
ak
D, ... =g -
""" i Ox;, -+ 0x;,
o, B Multiindizes € Nj, |o] = " a;.
i=1

n a a;
D* = .
Whe Sobolevraum der k-mal schwach differenzierbaren

Funktionen mit LP-Ableitungen.

WP AbschluB von CS° in Wh?,
. = Y [ 1D
i1 yeenyig =17
1yeeeslk
DF» Vervollstandigung von C3°(R™) beziiglich der Norm || . HWéc,p.
H* =Wk
H} = Wy
H™* Dualraum (Hé“)*.
(f,u) Duale Paarung: u € Banachraum, f € Dualraum.
2m Ordnung der betrachteten Differentialgleichungen.
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Ao j
Pj
<9017 BRI 90]>

Gm,n; gm,n

Gm,ﬂa gm,ﬂ

Gm,n,.A: gm,n,A

Gmaas Gma.a

S

SA(U,)

m

j-ter Dirichlet-Eigenwert von (—A)™,

dabei tritt jeder Eigenwert entsprechend seiner Vielfachheit auf.

Zugehorige Eigenfunktionen, in H" orthonormiert.

Von ¢y, ..., p; aufgespannter Untervektorraum.

Greensche Funktion bzw. Greenscher Operator

zu (—A)™ unter Dirichletrandbedingungen in B C R".

Dito in 2 C R"™.

Dito zu (—A)™ 4+ A in B C R", dabei ist Au = Z bo D .
ja|<2m—1

Dito in 2 C R™.

2
_ I + 2m’ falls n > 2m; kritischer Sobolevexponent.
n—2m

/ <(Am/2u)2 — )\u2> dx, falls m gerade,
Q

/ <‘VA(m’1)/2u|2 — )\u2> dx, falls m ungerade.
Q

1 1
=28 (u) — —— St g,
QAW)3+1AW| v

= Z /|Di1 77777 sul?dr = So(u).

01yt =1

Entsprechendes Skalarprodukt in H.
Nebenbedingungen fiir die Variationsprobleme
in Kapitel 2.1, s.S. 64.
Holder-Exponent, in (0,1).
Positive Abschétzungskonstanten,
die ihren Wert von Zeile zu Zeile éndern kénnen.
1
3C>0Vt: Sf(t) < gt) < Cf(t). Fir f9>0.
I3C >0Vt f(t)<Cg(t). Far f,g > 0.
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