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1 Einleitung
Es geht um das Lösen von linearen elliptischen Dirichlet-Problemen der Gestalt:{

(−∆)mu = f im Gebiet Ω,
Dαu = 0 auf ∂Ω ,∀α ∈ Nn

0 : |α| ≤ m− 1.

Im Fall m = 1 handelt es sich um die Poisson-Gleichung, die beispielsweise für das elektri-
sche Potenzial einer Punktladung bedeutsam ist.
Der Fall m = 2 ist von Nutzen, das Verhalten einer eingespannten Platte zu modellieren.

Eine - auf der Herleitung starker a-priori-Abschätzungen aufbauende - Theorie für sehr all-
gemeine elliptische Systeme in Hölder- und Sobolev-Räumen wurde in den 1950’er und
1960’er Jahren von S. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg ausgearbeitet [ADN(i)],[ADN(ii)].
Die Behandlung allgemeiner Gebiete lässt sich durch lokales Geradebiegen des Randes lo-
kal auf die Behandlung handhabbarer Gebiete zurückführen. Es wird von Poisson-Kernen
gebraucht gemacht. Eine weitere Methodik besteht darin mittels einer Greenschen Funktion,
bezüglich spezieller Gebiete, eine schwache Lösung zu konstruieren und nachzuweisen, dass
es sich bei dieser sogar um eine Lösung im klassischen Sinne handelt - das ist Gegenstand
der Regularitätstheorie.
Als allgemeine Lösungsstrategie ist das ungeeignet, weil sich das Auffinden einer Green-
schen Funktion bezüglich allgemeinen elliptischen Operatoren und Gebieten als zu anspruchs-
voll erweist.
Vom Italienischen Mathematiker Tommaso Boggio stammt eine grundlegende Arbeit [Bo],
aus dem Jahre 1905, in welcher er eine explizite Darstellung einer Greenschen Funktion für
den polyharmonischen Operator (−∆)m, mit m ∈ N, und dem Gebiet der Einheits-Kugel
B := B1(0) beschreibt. Deshalb wird diese Darstellung heute als Boggio-Formel bezeich-
net. Diese Greensche Funktion erweist sich sogar als eindeutig.

Zu seiner Zeit waren das Konzept der Kelvin-Transformierten und dass für bzgl. R3 die
konformen Abbildungen stets eingeschränkte Möbiustransformatonen sind (Satz von Liou-
ville, vgl. §2) bereits bekannt, sodass er im Prinzip die Werkzeuge hatte, sich systematisch
Zugang zur Gestalt der Formel zu verschaffen.
Ein für diesen Kontext sehr bedeutsames Resultat ist die konforme Kovarianz (vgl.§5) für
Kelvin-Transformierte, was gestattet, den nicht-radialsymmetrische Fall auf den radialsym-
metrische Fall zurückzuführen.

Meine Arbeit basiert im wesentlichen auf dem Werk von [DG], wo die Boggio-Formel wei-
tergehend für reelle Exponenten m > 0 hergeleitet wird. Daran konnte ich insbesondere
§6 anlehnen. Weiterhin habe ich stark von den Resultaten zu Kelvin-Transformierten aus
[ADFJS] profitiert, die §5 zur konformen Kovarianz bestimmen.
Den wesentlichen Anteil meiner Eigenleistung sehe ich in der Ausarbeitung von §4. Dort
zeige ich, dass es sich bei der Fundamentallösung von (−∆)m - laut [GGS, section 2.6] - auch
tatsächlich um eine solche handelt. Die Herleitung einer - zur Boggio-Formel analogen -
Greenschen Funktion von (−∆)m für den Halbraum (Rn

+) in §7 stammt zudem auch von mir,
beruht jedoch darauf dass die entsprechende Formel in [GGS, section 2.6] bereits gegeben
ist. Dazu habe ich noch §3 über Glattheit der Boggio-Formel ohne Input anderer Arbeiten
bearbeitet.
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2 KONFORME ABBILDUNGEN DES RN

Hauptsatz 1.

Seien m ∈ N und f ∈ C∞0 (B). Setze:

u(x) :=

∫
B

Gm(x, y)f(y) dy für x ∈ B,

wobei wir gemäß Boggio setzen:

Gm(x, y) := km,n|x− y|2m−n
∫ ||x|y− x

|x| |/|x−y|

1

(
v2 − 1

)m−1
v1−n dv,

mit km,n :=
1

n en 4m−1 ((m− 1)!)2
, und en := vol(B) =

πn/2

Γ(1 + n/2)
.

Dann ist u ∈ C∞(B̄) und u ist die eindeutig bestimmte Lösung von:{
(−∆)mu = f in B,
Dαu = 0 auf ∂B , ∀α ∈ Nn

0 : |α| ≤ m− 1.
(1)

Daher heißt Gm die Greensche Funktion zum Dirichletproblem des polyharmonischen Ope-
rators.

2 Konforme Abbildungen des Rn

Dieser Abschnitt ist für den Beweis von Hauptsatz 1 nicht erforderlich, aber dient dem
allgemeineren Verständnis. Er handelt von der etwas überraschenden Begebenheit, dass im
Rn für n ≥ 3 die konformen Abbildungen stets eingeschränkte Möbiustransformationen
sind.
Für den Fall n = 3 hat das Joseph Liouville [Liou] bereits im Jahre 1850 bewiesen. Zu
seinen Ehren trägt das allgemeinere Resultat ebenfalls die Bezeichnung Satz von Liouville.
Verglichen dazu sind alle konformen Abbildungen im R2 genau die holomorphen und
antiholomorphen Funktionen mit nicht verschwindender Jacobi-Matrix.
(Fordert man neben der lokalen Winkeltreue auch lokale Orientierungstreue, dann nur die
holomorphen Funktionen mit nicht verschwindender Jacobi-Matrix).
Hier wird der Beweis von Nevanlinna [Ne] für konforme Abbildungen aus C4 präsentiert -
entnommen aus Inversion Theory and Conformal Mapping von Blair [Bl, section 5].
Ein Beweis für konforme Abbildungen aus C1 stammt von Hartman [Ha] - würde hier
allerdings den Rahmen sprengen. Zur Etablierung der Begrifflichkeiten kommen zunächst
einige Definitionen und Bemerkungen nach Reshetnyak [Re, chapter I, §3].

Definition 2. Seien U ⊆ Rn offen und nicht leer, f ∈ C1(U). f heißt konform in x ∈ U ,
falls:

∀v, w ∈ Rn \ {0} : det(Dxf) 6= 0 und
〈Dxf ◦ v,Dxf ◦ w〉
|Dxf ◦ v||Dxf ◦ w|

=
〈v, w〉
|v||w|

.

Ist f überdies konform für jedes x ∈ U , dann nennt man f eine konforme Abbildung.
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Bemerkung 3. Äquivalent ließe sich definieren, dass ∀x ∈ U, ∃λ > 0 mit Dxf ∈ λ O(n).
Insbesondere sind konforme Abbildungen lokal injektiv. Es gilt lokale Winkeltreue, d.h. der
Winkel zwischen zwei Kurven in U , welche durch x ∈ U verlaufen, entspricht betragsmäßig
dem Winkel zwischen den Bildkurven, die sich im Bild von x schneiden.
Lokale Orientierungstreue gilt zusätzlich, falls die Jacobi-Matrix ein positives Vielfaches
einer orthogonalen Matrix mit Determinante gleich 1 ist, d.h. ∃λ > 0 mit Dxf ∈ λ SO(n).

Möbiustransformationen in C̄ := C ∪ {∞} werden als gebrochen lineare Funktionen
definiert: f : C̄→ C̄ mit f(z) = az+b

cz+d
für a, b, c, d ∈ C mit ad− bc 6= 0,

wobei f(∞) = a
c

sowie f(−d
c
) =∞, falls c 6= 0 ist, und f(∞) =∞, falls c = 0 ist.

Ein bekanntes Resultat der Funktionentheorie besagt, dass sich jede Möbiustransformation
als Komposition von Drehstreckungen, z 7→ 1

z
(Inversion an S1

1 mit Spiegelung an der reellen
Achse) und Translationen darstellen lässt. Diese sind für sich genommen spezielle konforme
Abbildungen, die bei Automorphismusgruppen von Kreisen, Halbebenen oder von ganz C
bzw. C̄ eine entscheidende Rolle spielen. Andererseits sind alle Verkettungen dieser spezi-
ellen Möbiustransformationen wieder Möbiustransformationen, sodass sich eine äquivalente
Definition ergibt, die sich auf R̄n := Rn ∪ {∞} verallgemeinern lässt.

Definition 4. Eine Inversion bezüglich einer Sphäre Sn−1
r (x0) ist eine Abbildung

j : R̄n → R̄n mit j(x) = r2 (x−x0)
|x−x0|2 +x0 für x ∈ Rn\{x0} und j(∞) = x0 sowie j(x0) =∞ .

Eine Ähnlichkeitstransformation ist eine affine Abbildung φ : R̄n → R̄n mit

φ(x) = λA ◦ x+ c für x ∈ R und φ(∞) =∞, wobei A ∈ O(n), c ∈ Rn und λ > 0.

Drehstreckungen, Spiegelungen und Translationen sind z.B. Ähnlichkeitstransformationen.

Definition 5. Eine Abbildung f : R̄n → R̄n heißt Möbiustransformation, wenn sie sich als
endliche Kompositionen von Inversionen und Ähnlichkeitstransformationen darstellen lässt.

Beweise für die nachfolgenden Bemerkungen findet man in [Re, 35-39].

Bemerkung 6. Eine Möbiustranformation f ist konform in allen Punkten x ∈ Rn\{f−1(∞)}.
Die Möbiustransformationen bilden eine Gruppe. Jede Möbiustransformation f ist entweder
eine Ähnlichkeitstransformation oder besitzt die Darstellung f = φ1◦j◦φ2, wobei es sich bei
φ1, φ2 um Ähnlichkeitstransformationen und bei j um die Inversion bezüglich Sn−1

1 handelt
(corollary 4, p.39).

Hilfssatz 7. Seien U ⊆ Rn offen und nicht leer, f ∈ C1(U) und ∀x ∈ U sei det(Dxf) 6= 0.
f ist konform genau dann, wenn es ein σ : U → R gibt, sodass ∀v, w ∈ Rn gilt:

〈Df ◦ v,Df ◦ w〉 = e2σ〈v, w〉. Zudem ist eσ =
|Df ◦ v|
|v|

für beliebiges v 6= 0.

Man nennt eσ(·) die charakteristische Funktion der konformen Abbildung f .
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2 KONFORME ABBILDUNGEN DES RN

Beweis. Hilfssatz und Beweis sind übernommen aus [Bl, theorem 3.7/ 3.8, p.72-74].

”⇒”: Es gilt die lokale Winkeltreue. Es wird gezeigt, dass ∃α(x) ∈ R mit
〈Dxf ◦v,Dxf ◦w〉 = α(x)〈v, w〉 für alle v, w ∈ Rn. Winkeltreue garantiert α(x) > 0. Dann
verbleibt nur σ(x) := 1

2
log(α(x)) zu setzen. Dazu betrachte B(v, w) := 〈Dxf ◦ v,Dxf ◦w〉

als symmetrische Bilinearform auf Rn × Rn. Die Winkeltreue bewirkt B(v, w) = 0, falls
〈v, w〉 = 0. Damit wiederum und für beliebiges, aber festes v 6= 0 definiere eine Linearform
auf Rn:

L(w) := B(v, w)− B(v, v)

〈v, v〉
〈v, w〉

Ergänzt man nun v := b1 zu einer Orthogonalbasis {b1, ..., bn}, so ist L(bj) = 0 für alle
j = 1, ..., n. Aufgrund der Linearität ist L damit identisch Null. Für alle Paare v, w 6= 0 gilt
somit:

B(v, w) =
B(v, v)

〈v, v〉
〈v, w〉 und B(w, v) =

B(w,w)

〈w,w〉
〈w, v〉.

Daraus erhält man zusammen mit der Symmetrie von B und vom Skalarprodukt, dass:

B(v, v)

〈v, v〉
=
B(w,w)

〈w,w〉
∀v, w 6= 0 mit 〈v, w〉 6= 0. Diese Konstante bezeichne nun mit α(x).

Für alle Paare mit 〈v, w〉 = 0 ist 〈Dxf ◦ v,Dxf ◦ w〉 = 0, sodass α(x) auch hier legitim ist.

”⇐”: Wegen 〈Dxf ◦ v,Dxf ◦w〉 = e2σ(x)〈v, w〉, ergibt sich |Dxf ◦ v| = eσ(x)|v|. Also folgt:

〈Dxf ◦ v,Dxf ◦ w〉
|Dxf ◦ v||Dxf ◦ w|

=
e2σ(x)〈v, w〉

eσ(x)|v|eσ(x)|w|
=
〈v, w〉
|v||w|

, ∀x ∈ U.

Bemerkung 8. Mit Hilfe dieser äquivalenten Charakterisierung einer konformen Abbildung
und der mehrdimensionalen Kettenregel lässt sich mühelos zeigen, dass eine Komposition
konformer Abbildungen wieder konform ist. Die charakteristische Funktion der Komposition
ergibt sich dabei als Produkt der charakteristischen Funktionen.

Für eine Abbildung f ∈ C2(Rn,Rn) und u, v ∈ Rn bezeichnet im Folgenden für l = 1, ..n:
[vT ◦D2f(x) ◦ u]l := vT ◦ (D2fl)(x) ◦ u bzw. verkürzt [vT ◦D2f ◦ u]l := vT ◦D2fl ◦ u .

Der nächste Hilfssatz aus [Bl] verwendet ursprünglich als Voraussetzung, dass die Funk-
tion auf einer offenen Teilmenge definiert ist. Nach meiner Analyse benötigt man stattdessen
ein Gebiet, damit der Beweis korrekt ist.

Hilfssatz 9. Seien n ≥ 3, U ∈ Rn ein nicht leeres Gebiet, sowie f ∈ C4(U) konform mit
der charakteristischen Funktion eσ(·). Dann gibt es ein β ∈ R, sodass ∀v, w ∈ Rn :

vT ◦D2(e−σ) ◦ w = β〈v, w〉 .
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Beweis. Hilfssatz und Beweis sind im Wesentlichen wie bei [Bl, lemma 5.1, p.88-89].

Sei {v1, ...vn} eine Orthonormalbasis von Rn. Laut Hilfssatz 7 gilt:

〈Df ◦ vi, Df ◦ vj〉 = e2σ〈vi, vj〉 ⇔ 〈e−σDf ◦ vi, e−σDf ◦ vj〉 = 〈vi, vj〉 = δij.

Demzufolge ist M := {e−σDf ◦ v1, ..., e−σDf ◦ vn} auch eine ONB, für festes x ∈ U .
Man beobachtet: 〈Df ◦ vj, (vi)T ◦D2f ◦ vk〉+ 〈Df ◦ vi, (vj)T ◦D2f ◦ vk〉

=
n∑
l=1

(∇fl ◦ vj)
(
(vi)T ◦D2fl ◦ vk

)
+ (∇fl ◦ vi)

(
(vj)T ◦D2fl ◦ vk

)
=

n∑
l,r,s,t=1

∂fl
∂xr

vjr
∂2fl
∂xs∂xt

visv
k
t +

n∑
l,r,s,t=1

∂fl
∂xs

vis
∂2fl
∂xr∂xt

vjrv
k
t

=
n∑

r,s,t=1

∂

∂xt

〈 ∂f
∂xs

vis,
∂f

∂xr
vjr
〉
vkt =

n∑
t=1

∂

∂xt

〈
Df ◦ vi, Df ◦ vj

〉
vkt

= 〈∇〈Df ◦ vi, Df ◦ vj〉, vk〉 Hilfssatz 7
= 〈∇(e2σ〈vi, vj〉), vk〉

= 2e2σ〈vi, vj〉〈∇σ, vk〉 = 2e2σ〈∇σ, vk〉δij .

Zyklische Vertauschung von i, j, k liefert dazu:

〈Df ◦ vk, (vj)T ◦D2f ◦ vi〉+ 〈Df ◦ vj, (vk)T ◦D2f ◦ vi〉 = 2e2σ〈∇σ, vi〉δjk ,

〈Df ◦ vi, (vk)T ◦D2f ◦ vj〉+ 〈Df ◦ vk, (vi)T ◦D2f ◦ vj〉 = 2e2σ〈∇σ, vj〉δik .

Addiert man die letzten beiden Gleichungen und subtrahiert davon die Erste, kommt man
auf:

〈Df ◦ vk, (vi)T ◦D2f ◦ vj〉 = e2σ(x)
(
〈∇σ(x), vi〉δjk + 〈∇σ(x), vj〉δik − 〈∇σ(x), vk〉δij

)
,

und weil es sich bei M , für x ∈ U , um eine Orthonormalbasis handelt, ergibt sich weiterhin:

(∗) (vi)T ◦D2f ◦ vj =
n∑
k=1

〈(vi)T ◦D2f ◦ vj, e−σDf ◦ vk〉e−σDf ◦ vk

=

{
〈∇σ(x), vj〉Df ◦ vi + 〈∇σ(x), vi〉Df ◦ vj, für i 6= j
〈∇σ(x), vi〉Df ◦ vi −

∑
k 6=i
〈∇σ(x), vk〉Df ◦ vk, für i = j.

Das Zwischenresultat (∗) wird für den Beweis von Satz 12 nochmal eine Rolle spielen.

Für i 6= j folgt: e−σ(vi)T ◦D2f ◦ vj + 〈∇(e−σ), vj〉Df ◦ vi + 〈∇(e−σ), vi〉Df ◦ vj = 0n .
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Für paarweise verschiedene vi, vj, vk - hier wird n ≥ 3 relevant - erhält man daraus:

0n =
n∑
t=1

vkt
∂

∂xt

(
e−σ(vi)T ◦D2f ◦ vj +

n∑
l=1

(
〈∇(e−σ), vj〉 ∂f

∂xl
vil + 〈∇(e−σ), vi〉 ∂f

∂xl
vjl

))

=
n∑

s,t,r=1

(
vkt

∂(e−σ)

∂xt

∂2f

∂xs∂xr
visv

j
r + vkt e

−σ ∂3f

∂xt∂xs∂xr
visv

j
r + vkt

∂2(e−σ)

∂xt∂xr
vjr

∂f

∂xs
vis

+ vkt
∂(e−σ)

∂xr
vjr

∂2f

∂xt∂xs
vis + vkt

∂2(e−σ)

∂xt∂xs
vis

∂f

∂xr
vjr + vkt

∂(e−σ)

∂xs
vis

∂2f

∂xt∂xr
vjr

)
.

Auf der rechten Seite ist jeweils die Summe über den zweiten, vierten und fünften Term
sowie die Summe über den ersten mit den sechsten Term zusammen symmetrisch bezüglich
i und k. Für die linke Seite ist das trivialerweise erfüllt. Somit muss die Summe über den
dritten Term ebenfalls symmetrisch bezüglich i und k sein:(
(vk)T ◦D2(e−σ) ◦ vj

)
Df ◦ vi =

(
(vi)T ◦D2(e−σ) ◦ vj

)
Df ◦ vk für i, j, k p.w. verschieden.

Also ist (vi)T ◦ D2(e−σ) ◦ vj = 0 für i 6= j, denn {Df ◦ v1, ..., Df ◦ vn} ist eine Ortho-
gonalbasis. Da {v1, ..., vn} eine beliebige Orthonormalbasis ist, gilt für die symmetrische
Bilinearform B(v, w) := vT ◦D2

x(e
−σ) ◦ w = 0, falls 〈v, w〉 = 0, für festes x ∈ U .

Wie im Beweis zu Hilfssatz 7 folgt daraus, dass ∃β(x) ∈ R mit vT ◦ D2
x(e
−σ) ◦ w =

β(x)〈v, w〉. Zum Nachweis der Konstanz von β erkenne die Symmetrie zwischen u und
v im Ausdruck:

n∑
r=1

ur
∂β

∂xr
〈v, w〉 =

n∑
r=1

ur
∂

∂xr

(
vT ◦D2

x(e
−σ) ◦ w

)
=

n∑
r,s,t=1

∂3(e−σ)

∂xr∂xs∂xt
urvswt

An dieser Stelle wird benötigt, dass f ∈ C4, weil e−σ = |v|
|Df◦v| für beliebiges v 6= 0. Ver-

tauscht man nun u mit v erhält man 〈∇β, u〉〈v, w〉 = 〈∇β, v〉〈u,w〉 und folglich〈
〈∇β, u〉v−〈∇β, v〉u,w

〉
= 0, für alle w ∈ Rn, insbesondere für die kanonischen Einheits-

vektoren. Folglich gilt 〈∇β, u〉v−〈∇β, v〉u = 0n für alle u, v ∈ Rn, insbesondere wieder für
alle kanonischen Einheitsvektoren. Schließlich ist ∇β = 0 auf U und damit β unabhängig
von x, weil es sich bei U um ein Gebiet handelt.

Definition 10. Seien D ⊆ R und f : D → R eine Funktion. Existiert ein Polynom
q(x, y) =

∑d
j=1 Pj(x) yj , wobei die Pj Polynome sind, sodass q(x, f(x)) = 0 auf D, so

heißt f eine algebraische Funktion. Andernfalls nennt man f eine transzendente Funktion.

Bemerkung 11. Der Artikel von R. W. Hamming liefert einen prägnanten Überblick zu
den transzendenten Funktionen und eine Beweisskizze zur Transzendenz trigonometrischer
Funktionen [Ham, p.296]. Insbesondere für den Arkustangens wird dieses Resultat benötigt
für Satz 12. Zudem ist auch zu lesen, dass jede endliche Kombination von Additionen, Sub-
traktionen, Produkten, Quotienten und dem Radizieren mit rationalen Exponenten von alge-
braischen Funktionen wieder eine algebraische Funktion erzeugt [Ham, p.295-296].

Satz 12. Seien n ≥ 3, U ⊆ Rn nicht leeres Gebiet, sowie f ∈ C4(U) konform. Dann ist f
die Einschränkung einer Möbiustransformation auf U .
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Beweis. Der Satz und der Beweis sind im Wesentlichen wie bei [Bl, theorem 5.5 p.89-91].

Laut dem vorherigen Hilfssatz gibt es eine Konstante β, sodass ∀v, w ∈ Rn gilt:

n∑
j=1

∂

∂xj

(
n∑
i=1

∂(e−σ)

∂xi
vi

)
wj =

n∑
i,j=1

∂2(e−σ)

∂xi ∂xj
vi wj = β

n∑
j=1

vj wj.

Ersetzt man w durch die kanonischen Einheitsvektoren, folgt ∀j = 1, .., n und ∀v ∈ Rn:

∂

∂xj

(
n∑
i=1

∂(e−σ)

∂xi
vi

)
= βvj somit

n∑
i=1

∂(e−σ)

∂xi
vi =

n∑
i=1

βvixi + c(v) , weil U ein Gebiet ist.

Ersetzt man v durch die kanonischen Einheitsvektoren, folgt ∀i = 1, ..., n:

∂e−σ

∂xi
= β(xi − x0

i ), wobei x0
i := −ci(ei)/β falls β 6= 0.

Also für a :=
β

2
, und geeignetes b ∈ R : e−σ(x) = a|x− x0|2 + b.

Da die Jacobi-Matrizen von f in allen Punkten regulär sind, existiert nach dem Satz von der
Inversen Funktion die Umkehrabbildung f−1 ∈ C1(f(U)), und f(U) ist offen, weil f−1

stetig ist. Weiterhin wegen Konformität von f gilt für jedes y ∈ f(U) mit y = f(x):

〈v, w〉 = 〈Dxf ◦ (Dyf
−1 ◦ v), Dxf ◦ (Dyf

−1 ◦ w)〉 = e2σ(x)〈Dyf
−1 ◦ v,Dyf

−1 ◦ w〉,

also 〈Dyf
−1 ◦ v,Dyf

−1 ◦ w〉 = e−2σ(f−1(y))〈v, w〉 für alle v, w ∈ Rn und ∀y ∈ f(U).

Damit handelt es sich nach Hilfssatz 7 auch bei f−1 um eine konforme Abbildung mit
e−σ◦f

−1 als charakteristischer Funktion. Analog gibt es deswegen Konstanten c, d und
y0 ∈ Rn , sodass:

eσ(x) = e−(−σ◦f−1)(y) = c|y − y0|2 + d.

Daher gilt: 1 =
(
a|x − x0|2 + b

)(
c|y − y0|2 + d

)
für alle x ∈ U und y = f(x).

(∗∗)

Für a 6= 0 und festes x ∈ U mit |x − x0| = r und |f(x) − y0| = R, gibt es auch Punk-
te aus U mit Abstand r + ε von x0, für ein ε > 0, denn U ist offen. Demzufolge kann der
zweite Faktor nicht konstant sein und es muss c 6= 0 gelten. Es gibt weitere Punkte mit
Abstand r zu x0, da U offen ist. Für Punkte aus U ∩ Sn−1

r (x0) ist der erste Faktor konstant.
Das impliziert die Konstanz des zweiten Faktors sowie f

(
U∩Sn−1

r (x0)
)
⊆ f(U)∩Sn−1

R (y0).

Weil f stetig ist und U, f(U) jeweils offen sind, existieren t1, t2 ∈ R und ein Richtungs-
vektor e ∈ Sn−1

1 (0), sodass für t ∈ [t1, t2] die Spur der Kurve x(t) = te+ x0 in U sowie das
Bild dieser Spur y(t) = f(x(t)) in f(U) verlaufen. Weil nun die Spur von x(·) senkrecht zu
Sphären um x0 verläuft, f Abschnitte von Sphären wieder wegen (∗∗) in Sphären abbildet
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2 KONFORME ABBILDUNGEN DES RN

und lokal winkeltreu ist, verläuft die Spur von y(·) senkrecht zu Sphären um y0. Die Spur
von y(·) ist damit ein Geradenabschnitt. Die Länge eines Teilabschnitts liefert Aufschluss
über b. Für τ ∈ (t1, t2] betrachte:

L(τ) := |y(τ)− y(t1)| =
∫ τ

t1

|y′(t)|︸ ︷︷ ︸
=|Dx(t)f ◦ x′(t)|

dt
Hilfssatz 7

=
v = x′(t)

∫ τ

t1

eσ(x(t)) |x′(t)|︸ ︷︷ ︸
=|e|=1

dt =

∫ τ

t1

1

at2 + b
dt.

Wäre neben a 6= 0 auch b 6= 0 , so würde gelten: |y(τ)− y(t1)| =
[

1
√
a
√
b

arctan

(√
ax√
b

)]τ
t1

.

Die rechte Seite ist eine transzendente Funktion in τ , denn der Arkustangens ist nach Bemer-
kung 11 transzendent. Denn gäbe es ein Polynom q mit q(x, c2 arctan(c1x) + c0) ≡ 0 für
Konstanten c1 6= 0, c2 6= 0, ließe sich daraus unschwer ein Polynom q̃ konstruieren mit
q̃(x, arctan(x) ≡ 0, da x 7→ c1 x ,für x ∈ R bijektiv wäre. Jedoch gilt auch wegen (∗∗):

1 = (aτ 2 + b)(c|y(τ)− y0|2 + d) ⇔ |y(τ)− y0| =
√

1
acτ2+bc

− d
c

,

und zusammen mit |y(τ)− y(t1)|2 = |y(τ)− y0|2 + |y(t1)− y0|2− 2|y(τ)− y0||y(t1)− y0|
wird ersichtlich, dass L(τ) =

√
|y(τ)− y0|2 − 2|y(τ)− y0|z + z2 mit z := |y(t1)− y0|

nach Bemerkung 11 wiederum algebraisch ist. Das ist widersprüchlich, demnach ist b = 0.

Andererseits folgt für a = 0, dass b 6= 0, sonst wäre der erste Faktor in (∗∗) gleich Null.
Also ist entweder a = 0 oder b = 0.

Falls a = 0 folgt, dass eσ = 1/b. Also ist σ konstant. Nach dem Zwischenresultat (∗) aus
dem Beweis von Hilfssatz 9 ist (vi)T ◦D2f ◦ vj ≡ 0n für alle i, j = 1, ..., n und für jede
ONB {v1, ..., vn}. Insbesondere für die kanonischen Einheitsbasis ergibt sich also, dass
∀i, j, l = 1, ..., n : ∂

∂xj

∂fl
∂xi

= 0. Deswegen sind alle Sli := ∂fl
∂xi

konstant.

Nochmalige Integration führt auf fl(x) =
∑n

i=1 Sli xi + zl mit einer Konstante z.
Bzw. f(x) = S ◦ x+ z, wobei Sli der Eintrag in der l-ten Zeile und i-ten Spalte von S ist.
Aus Df ≡ S folgt mit Konformität von f , dass 〈S ◦ v, S ◦ w〉 = 1

b2
〈v, w〉 für alle

v, w ∈ Rn. Darum ist |b| S ∈ O(n) und Df ≡ 1
|b|(|b|S). Also handelt es sich um eine

Ähnlichkeitstransformation.

Falls b = 0, betrachte die Inversion an Sn−1
1 (x0) : g(x) = x−x0

|x−x0|2 + x0 , für x ∈ U .
Laut Hilfssatz 7 ergibt sich die charakteristische Funktion von g mit v = e1 durch:

eσg(x) =
|Dxg ◦ e1|
|e1|

=

√√√√ n∑
j=1

(
δ1j

|x− x0|2
−

2(x1 − x0
1)(xj − x0

j)

|x− x0|4

)2

=

√√√√ 1

|x− x0|4
− 4(x1 − x0

1)2

|x− x0|6
+

n∑
j=1

4(x1 − x0
1)2(xj − x0

j)
2

|x− x0|8

=
1

|x− x0|2

√
1− 4(x1 − x0

1)2

|x− x0|2
+

4(x1 − x0
1)2

|x− x0|2
=

1

|x− x0|2
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Die charakteristische Funktion von g−1 ist damit eσg−1 (y) = e−σg(g−1(y)) = e−σg(x) = |x−x0|2
für y = g(x). Zudem ist h := f ◦ g−1 konform als Verknüpfung konformer Abbildungen mit
der charakt. Funktion eσh(y) = eσf (g−1(y))eσg−1 (y) = eσf (x)|x− x0|2 ≡ 1/a, nach Bemerkung
8. Somit handelt es sich (analog zum Fall a = 0) bei h um eine Ähnlichkeitstransformation
und f = h ◦ g.

3 Glattheitsbetrachtungen zur Boggio-Formel
In diesem Abschnitt wird demonstriert, dass die mittels der Boggio-Formel konstruierte
Funktion u auf der Einheitskugel B̄ glatt ist. Dazu erweist sich folgende Definition nach
[GGS, section 2.6] als nützlich.

Definition 13.

Fm,n(x) :=

{
cm,n |x|2m−n falls n > 2m oder n ungerade ,

cm,n |x|2m−n(− log |x|) falls n ≤ 2m und n gerade,

wobei:

cm,n :=

{
2Γ(n/2−m)

nen4mΓ(n/2)(m−1)!
falls n > 2m oder n ungerade ,

(−1)m−
n
2

nen4m−1Γ(n/2)(m−n/2)!(m−1)!
falls n ≤ 2m und n gerade.

Im Zuge der Glattheitsbetrachtungen dienen die folgenden Hilfssätze dazu, die Boggio-
Formel in einen regulären und singulären Anteil - der sich als Fm,n erweist - zu zerlegen.

Hilfssatz 14. Für m ∈ N gilt:

1

m!
=

m−1∑
j=0

(−1)j

(j + 1)!(m− 1− j)!
.

Beweis.

0 = (1− 1)m = 1 +
m∑
k=1

m!

k!(m− k)!
(−1)k = 1−

m−1∑
j=0

m!

(j + 1)!(m− 1− j)!
(−1)j

Hilfssatz 15. Für n,m ∈ N mit: n > 2m oder n ungerade gilt:

m∏
j=1

1
n
2
− j

=
m−1∑
j=0

(−1)j

j!(m− 1− j)!
2

n− 2(m− j)
.

Beweis. Das zeigt man mit Hilfe von vollständiger Induktion nach m ∈ N:

Induktionsanfang (m = 1): Sei n > 2 oder n ungerade.

1∏
j=1

1
n
2
− j

=
1

n
2
− 1

=
2

n− 2
=

0∑
j=0

(−1)j

j!(−j)!
2

n− 2(1− j)
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3 GLATTHEITSBETRACHTUNGEN ZUR BOGGIO-FORMEL

Induktionsschritt (m→ m+ 1): Sei n > 2(m+ 1) oder n ungerade.

m+1∏
j=1

1
n
2
− j

=
1

n
2
− (m+ 1)

m∏
j=1

1
n
2
− j

IV
=

2

n− 2(m+ 1)

m−1∑
j=0

(−1)j

j!(m− 1− j)!
2

n− 2(m− j)

=
m−1∑
j=0

(−1)j

j!(m− 1− j)!
2

j + 1

(
1

n− 2(m+ 1)
− 1

n− 2(m− j)

)

=
2

n− 2(m+ 1)

m−1∑
j=0

(−1)j

(j + 1)!(m− 1− j)!

+
m−1∑
j=0

(−1)j+1

(j + 1)!(m− (j + 1))!

2

n− 2(m+ 1− (j + 1))

Hilfssatz 14
=

(k=j+1)

1

m!

2

n− 2(m+ 1)
+

m∑
k=1

(−1)k

k!(m− k)!

2

n− 2(m+ 1− k)

=
m∑
k=0

(−1)k

k!(m− k)!

2

n− 2(m+ 1− k)
.

Hilfssatz 16. Für n,m ∈ N mit n > 2m oder n ungerade gilt:

Γ(n
2
−m)

2 Γ(n
2
)

=
m−1∑
j=0

(−1)j

j!(m− 1− j)!
1

n− 2(m− j)
.

Beweis. Die Vorraussetzungen stellen sicher, dass n
2
−m /∈ −N0. Indem man die Funktio-

nalgleichung der Gammafunktion m-mal anwendet erhält man:

Γ
(n

2

)
=
(n

2
− 1
)

Γ
(n

2
− 1
)

= ... =

(
m∏
j=1

(n
2
− j
))

Γ
(n

2
−m

)
,

und mit Hilfssatz 15 folgt:
Γ(n

2
−m)

Γ(n
2
)

=
m∏
j=1

1
n
2
− j

=
m−1∑
j=0

(−1)j

j!(m− 1− j)!
2

n− 2(m− j)
.

Damit kommen wir nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz 17. Für gegebenes f ∈ C∞0 (B) gilt u ∈ C∞(B̄).
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Beweis. Sei f ∈ C∞0 (B) beliebig, aber fest. Wegen des kompakten Trägers existiert ein
δ ∈ (0, 1), sodass:

u(x) =

∫
B1−δ(0)

Gm(x, y)f(y) dy für x ∈ B.

u lässt sich mit dieser Formel auf B1+δ∗(0) fortsetzen, für ein noch zu bestimmendes δ∗ > 0.

Die Fortsetzung sei ebenfalls mit u bezeichnet. Der Beweis unterteilt sich dann in zwei
Schritte:

Schritt 1: u ∈ C∞
(
B1+δ∗(0) \B1−δ∗(0)

)
Man hat 1− δ∗ ≤ |x| < 1 + δ∗ und |y| < 1− δ. Setze g(x, y) :=

||x|y− x
|x| |

|x−y| , dann ist

Gm(x, y) = km,n|x− y|2m−n
∫ g(x,y)

1

(
v2 − 1

)m−1
v1−n dv.

Wähle δ∗ < δ. Wegen y /∈ B1+δ∗(0) \B1−δ∗(0) sind dann alle beteiligten Terme bis auf g
offensichtlich glatt. Wir formen die obere Integralgrenze um. Dazu betrachte:

∣∣∣|x|y − x
|x|

∣∣∣2 − |x− y|2
|x− y|2

=
(|x|2|y|2 − 2xy + 1)− (|x|2 − 2xy + |y|2)

|x− y|2
=

(1− |x|2)(1− |y|2)

|x− y|2
.

Folglich ergibt sich: g(x, y) =

√
1 +

(1− |x|2)(1− |y|2)

|x− y|2
. Dabei muss δ∗ weiter so gewählt

werden, dass der Radikand für |x| > 1 strikt positiv ist. x = y ist nicht möglich, sofern
δ∗ ≤ δ

2
:

|x− y| ≥ |x| − |y| ≥ (1− δ∗)− (1− δ) = δ − δ∗ ≥ δ

2
.

Wählt man nun δ∗ ∈
(

0,min{ δ
2
,
√

1 + δ2−δ3

4
− 1}

)
, erhält man für 1 < |x| < 1 + δ∗):

(|x| < 1 + δ∗)⇒
(
|x|2 < 1 +

δ2 − δ3

4

)
⇒
(
δ3 < δ2 + 4(1− |x|2)

)
⇒
(
δ < 1 +

4(1− |x|2)

δ2

)
.

Also folgt: 0 < δ < 1 +
4(1− |x|2)

δ2
≤ 1 +

1− |x|2

|x− y|2
≤ 1 +

(1− |x|2)(1− |y|2)

|x− y|2
, da 1− |x|2 < 0.

Dadurch sind jeweils g,Gm ∈ C∞
(
B1+δ∗(0) \B1−δ∗(0), B1−δ(0)

)
.

Die Ableitungen von u bzgl. den x-Koordinaten vertauschen mit dem Integral, da wegen des
kompakten Trägers alle Ableitungen beschränkt sind, sodass u ∈ C∞

(
B1+δ∗(0)\B1−δ∗(0)

)
.
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3 GLATTHEITSBETRACHTUNGEN ZUR BOGGIO-FORMEL

Schritt 2: u ∈ C∞(B)

Mit der Notation [xy] :=
∣∣|x|y − x

|x|

∣∣, lässt sich die Boggio-Formel umschreiben zu:

Gm(x, y) = km,n|x− y|2m−n
∫ [xy]
|x−y|

1

(v2 − 1)m−1v1−ndv

= km,n|x− y|2m−n
∫ [xy]
|x−y|

1

m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
(−1)j(v2)m−1−jv1−ndv.

Falls ∃j ∈ {0, ...,m− 1} mit j = m− n/2⇔ 2(m− j)− n− 1 = −1, erhält man bei der

Integration einen Logarithmus-Term. Deshalb ist Fallunterscheidung nötig.
Für n > 2m oder n ungerade @j ∈ {0, ...,m− 1} mit j = m− n/2. Folglich hat man:

Gm(x, y) = km,n|x− y|2m−n
m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
(−1)j

[
v2(m−j)−n

2(m− j)− n

] [xy]
|x−y|

1

=
|x− y|2m−n

nen4m−1 ((m− 1)!)2

m−1∑
j=0

(m− 1)!

j!(m− 1− j)!
(−1)j

2(m− j)− n

(
[xy]

|x− y|

2(m−j)−n

− 1

)
Hilfssatz 16

= H(x, y)− Fm,n(x− y) ,

wobei H(x, y) :=
1

nen4m−1 ((m− 1)!)2

m−1∑
j=0

(m− 1)!

j!(m− 1− j)!
(−1)j

2(m− j)− n
[xy]2(m−j)−n |x− y|2j .

Somit lässt sich nun die Glattheit von u auf die Betrachtung zweier Terme zurückführen:

u(x) =

∫
B

H(x, y) f(y) dy −
∫
B

Fm,n(x− y) f(y) dy .

Das erste Integral ist offensichtlich glatt, da sich [xy] =
√

(1− |x|2)(1− |y|2) + |x− y|2,
analog zu g, glatt fortsetzen lässt (insbes. für x = 0). Für das zweite Integral ergibt sich:

∫
B

Fm,n(x− y) f(y) dy =

∫
Rn
Fm,n(x− y) f(y) dy =

∫
Rn
Fm,n(y) f(x− y) dy,

wobei f auch die triviale Fortsetzung von f ∈ C∞0 (B) nach Rn bezeichnet. Es folgt:

∂

∂xj

∫
B

Fm,n(x− y) f(y) dy =

∫
Rn
Fm,n(y)

∂

∂xj
f(x− y) dy = −

∫
Rn
Fm,n(y)

∂

∂yj
f(x− y) dy

bzw. Dα
x

∫
B

Fm,n(x− y) f(y) dy = (−1)|α|
∫
Rn
Fm,n(y) Dα

y f(x− y) dy für alle α ∈ N0.

Das Vertauschen von Integration und Differentiation ist gerechtfertigt, weil alle Ableitungen
beschränkt sind - wegen des kompakten Trägers und Stetigkeit der Ableitungen. Also ist
auch dieses Integral glatt.
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Für n ≤ 2m und n gerade existiert ein j ∈ {0, ...,m− 1} mit j = m− n/2, sodass:

Gm(x, y) = km,n
(m− 1)!(−1)m−n/2

(m− n/2)!(n/2− 1)!
|x− y|2m−n log

[xy]

|x− y|

+ km,n

m−1∑
j=0

j 6=m−n/2

(
m− 1

j

)
(−1)j

2(m− j)− n
(
[xy]2(m−j)−n |x− y|2j − |x− y|2m−n

)
= Fm,n(x− y) +H(x, y) ,

wobei H(x, y) := km,n
(m− 1)!(−1)m−n/2

(m− n/2)!(n/2− 1)!
|x− y|2m−n log[xy]

+ km,n

m−1∑
j=0

j 6=m−n/2

(
m− 1

j

)
(−1)j

2(m− j)− n
(
[xy]2(m−j)−n |x− y|2j − |x− y|2m−n

)
.

Wegen 2m− n ≥ 0 und [xy] > 0 für (x, y) ∈ B ×B, ist H(x, y) regulär und das erste
Integral lässt sich beliebig oft ableiten. Beim zweiten Integral verfahre wie oben.

4 Greensche Funktion mit Pol im Ursprung
Ergänzend zu diesen Abschnitt bietet §8 eine elegante Beweis-Alternative für Satz 22.

Definition 18. Eine Funktion f ∈ C2m(Rn \ {0},R) heißt Fundamentallösung zu (−∆)m

in Rn, falls: (−∆)mf = δ0 im distributionellem Sinne gilt, d.h. ∀ψ ∈ C∞0 (Rn) gilt:

ψ(0) =

∫
Rn
f(y)(−∆)mψ(y) dy.

Es geht zunächst darum zu zeigen, dass Fm,n, eine Fundamentallösung zu (−∆)m ist. Vor-
bereitend benötigen wir dafür zwei Hilfssätze, die (−∆)mFm,n(x) = 0 für x 6= 0 ergeben.

Hilfssatz 19. Für n,m ∈ N mit n > 2m oder n ungerade sowie x ∈ Rn \ {0} und
k = 1, ...m gilt:

∆k|x|2m−n = 2k
k∏
l=1

(
(m− l)(2(m− l + 1)− n)

)
|x|2(m−k)−n.

Beweis. Das zeigt man mit Hilfe von vollständiger Induktion für k = 1, ...,m :

Induktionsanfang (k = 1) :

∂i|x|2m−n = (2m− n)xi|x|2(m−1)−n

∂2
i |x|2m−n = (2m− n)|x|2(m−1)−n +

(
2(m− 1)− n

)
(2m− n)x2

i |x|2(m−2)−n

∆|x|2m−n = 2(m− 1)(2m− n)|x|2(m−1)−n (∗ ∗ ∗)
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Induktionsschritt
(
(k − 1)→ k

)
:

∆k|x|2m−n = ∆
(

∆k−1|x|2m−n
)

IV
= 2k−1

k−1∏
l=1

(
(m− l)

(
2(m− l + 1)− n

))
∆|x|2(m−k+1)−n

IA
= 2k−1

k−1∏
l=1

(
(m− l)

(
2(m− l + 1)− n

))
2(m− k)

(
2(m− k + 1)− n

)
|x|2(m−k)−n

= 2k
k∏
l=1

(
(m− l)

(
2(m− l + 1)− n

))
|x|2(m−k)−n.

Indem man ausnutzt, dass die Terme nur betragsmäßig von x abhängen, lassen sich die bei-
den Hilfssätze alternativ und eleganter radialsymmetrisch, d.h. mit dem Laplace-Operator in
Kugelkoordinaten, rechnend beweisen .

Hilfssatz 20. Für n,m ∈ N mit n ≤ 2m und n gerade sowie x ∈ Rn\{0} und k = 1, ...m
gilt:

∆k
(
|x|2m−n log |x|

)
= 2k

k∏
l=1

(
(m− l)

(
2(m− l + 1)− n

))
|x|2(m−k)−n log |x|

+2k−1

k∑
l=1

(4(m− l + 1)− n− 2
) k∏
j=1

j 6=l

(
(m− j)

(
2(m− j + 1)− n

)) |x|2(m−k)−n.

Beweis. Das zeigt man analog mithilfe von vollständiger Induktion für k = 1, ...,m :

Induktionsanfang (k = 1) :

∆
(
|x|2m−n log |x|

)
=
(

∆|x|2m−n
)

log |x|+ 2
(
∇|x|2m−n

)(
∇ log |x|

)
+ |x|2m−n∆ log |x|

=
(

∆|x|2m−n
)

log |x|+ 2
n∑
i=1

(
∂i|x|2m−n ∂i log |x|

)
+ |x|2m−n∆ log |x|

= 2(m− 1)(2m− n)|x|2(m−1)−n log |x|+ 2
n∑
i=1

(
(2m− n)xi|x|2(m−1)−n xi

|x|2
)

+ |x|2m−nn− 2

|x|2

= 2(m− 1)(2m− n)|x|2(m−1)−n log |x|+ 2(2m− n)|x|2(m−1)−n + (n− 2)|x|2(m−1)−n

=
(

2(m− 1)(2m− n) log |x|+ 4m− n− 2
)
|x|2(m−1)−n
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Induktionsschritt
(
(k − 1)→ k

)
:

∆k
(
|x|2m−n log |x|

)
= ∆

(
∆k−1(|x|2m−n log |x|)

)
IV
= 2k−1

k−1∏
l=1

(
(m− l)

(
2(m− l + 1)− n

))
∆
(
|x|2(m−k+1)−n log |x|

)

+ 2k−2

k−1∑
l=1

(4(m− l + 1)− n− 2
)k−1∏
j=1

j 6=l

(
(m− j)

(
2(m− j + 1)− n

))∆|x|2(m−k+1)−n

IA
=

(∗∗∗)
(...)
(

2(m− k)
(
2(m− k + 1)− n

)
log |x|+ 4(m− k + 1)− n− 2

)
|x|2(m−k)−n

+ (...)
(

2(m− k)
(
2(m− k + 1)− n

))
|x|2(m−k)−n

= 2k
k∏
l=1

(
(m− l)

(
2(m− l + 1)− n

))
|x|2(m−k)−n log |x|

+
(

4(m− k + 1)− n− 2
)

2k−1

k∏
l=1
l 6=k

(
(m− l)

(
2(m− l + 1)− n

))
|x|2(m−k)−n

+ 2k−1

k−1∑
l=1

(4(m− l + 1)− n− 2
) k∏
j=1

j 6=l

(
(m− j)

(
2(m− j + 1)− n

)) |x|2(m−k)−n.

Korollar 21. Es gilt: (−∆)mFm,n = 0 in Rn \ {0}.

Beweis. Das folgt aus den Hilfssätzen 19 und 20. Mit Fallunterscheidung ergibt sich:

Falls n > 2m oder n ungerade:

∆m|x|2m−n = 2m
m∏
l=1

(
(m− l)

(
2(m− l + 1)− n

))
|x|−n = 0 und somit (−∆)mFm,n = 0.

Falls n ≤ 2m und n gerade:

∆m
(
|x|2m−n log |x|

)
= 2m

m∏
l=1

(
(m− l)

(
2(m− l + 1)− n

))
|x|−n log |x|

+ 2m−1

m∑
l=1

(4(m− l + 1)− n− 2
) m∏
j=1

j 6=l

(
(m− j)

(
2(m− j + 1)− n

)) |x|−n
– 16 –



4 GREENSCHE FUNKTION MIT POL IM URSPRUNG

Das Produkt im ersten Term ist offensichtlich gleich Null. Im zweitem Term ist ebenso of-
fenbar jeder Summand für l 6= m gleich Null. Also bleibt nur der Summand mit l = m:

∆m
(
|x|2m−n log |x|

)
= 2m−1(4− n− 2)

m−1∏
j=1

(
(m− j)

(
2(m− j + 1)− n

))
|x|−n.

Für n = 2 ist dieser Term offenbar Null. Für n 6= 2, d.h. n ≥ 4 und n gerade, betrachte:

m−1∏
j=1

(2m− 2j + 2− n) = (2m− n) · ... · (4− n).

Es handelt sich um das Produkt der Differenzen aller geraden Zahlen von 4 − n ≤ 0 zu
2m− n ≥ 0. Es existiert ein j ∈ {1, ...,m− 1} mit 2(m− j + 1)− n = 0, da n ≤ 2m und
gerade ist. Folglich hat man:

∆m
(
|x|2m−n log |x|

)
= 0 und somit (−∆)mFm,n = 0.

Satz 22. Fm,n ist eine Fundamentallösung des polyharmonischen Operators (−∆)m in Rn.

Beweis. Zu zeigen ist (−∆)mFm,n = δ0 im distributionellem Sinne, d.h. ∀ψ ∈ C∞0 (Rn) :

ψ(0) =

∫
Rn

(−∆y)
mψ(y) Fm,n(y) dy.

Sei dafür ψ ∈ C∞0 (Rn) beliebig, aber fest. Auf dem Integrationsbereich Rn \Bε(0), für ein
ε > 0, genügt der Integrand den Anforderungen vom Satz von Gauß. Wir formen damit um:

∫
Rn

(−∆)mψ(y) Fm,n(y) dy = lim
ε↘0

∫
Rn\Bε(0)

(−∆)mψ(y) Fm,n(y) dy

= lim
ε↘0

∫
|y|≥ε

(−∆)mψ(y) Fm,n(y) dy = lim
ε↘0

n∑
i=1

∫
|y|≥ε
−∂2

i (−∆)m−1ψ(y) Fm,n(y) dy

= lim
ε↘0

 n∑
i=1

∫
|y|≥ε

∂i(−∆)m−1ψ(y) ∂iFm,n(y) dy −
∫
|y|=ε

∂i(−∆)m−1ψ(y) Fm,n(y)
−yi
|y|︸︷︷︸
=νi

dS(y)

 .

Das Oberflächenintegral ist von der Ordnung ε2m−1 bzw. ε2m−1 log(ε) und verschwindet
somit für ε↘ 0.
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= lim
ε↘0

n∑
i=1

∫
|y|≥ε

∂i(−∆)m−1ψ(y) ∂iFm,n(y) dy

= lim
ε↘0

(
−

n∑
i=1

∫
|y|≥ε

(−∆)m−1ψ(y) ∂2
i Fm,n(y) dy +

n∑
i=1

∫
|y|=ε

(−∆)m−1ψ(y) ∂iFm,n(y) νi dS(y)

)

Das Oberflächenintegral ist von der Ordnung ε2m−2 bzw. ε2m−2(log(ε)+1) und verschwin-
det somit für ε ↘ 0, falls m 6= 1. Weitere (k − 1)-malige analoge Anwendung vom Satz
von Gauß liefert:

= lim
ε↘0

∫
|y|≥ε

(−∆)m−1ψ(y) (−∆)Fm,n(y) dy = ...

= lim
ε↘0

(∫
|y|≥ε

(−∆)m−kψ(y) (−∆k)Fm,n(y) dy +
n∑
i=1

∫
|y|=ε

(−∆)m−kψ(y) ∂i(−∆)k−1Fm,n(y) νi dS(y)

)

Das Oberflächenintegral ist von der Ordnung ε2m−2k bzw. ε2m−2k(log(ε) + 2k − 1) und
verschwindet somit für ε↘ 0 sofern k = 1, ...m− 1. Schließlich führt das auf:

= lim
ε↘0

∫
|y|≥ε

(−∆)ψ(y) (−∆)m−1Fm,n(y) dy

= lim
ε↘0

∫
|y|≥ε

ψ(y) (−∆)mFm,n(y)︸ ︷︷ ︸
=0 nach Korollar 21

dy +
n∑
i=1

∫
|y|=ε

ψ(y) ∂i(−∆)m−1Fm,n(y)
−yi
|y|

dS(y)

 .

Fall 1 (n > 2m oder n ungerade):

= lim
ε↘0

n∑
i=1

∫
|y|=ε

ψ(y) cm,n (−2)m−1

(
m−1∏
l=1

(m− l)
(
2(m− l + 1)− n

))
∂i|y|2−n︸ ︷︷ ︸

=(2−n)yi|y|−n

−yi
|y|

dS(y)

= −lim
ε↘0

∫
|y|=ε

ψ(y) cm,n (−2)m−1(m− 1)!

(
m∏
l=1

(−2)
(n

2
− (m− l + 1)

))
|y|1−n dS(y)

= lim
ε↘0

∫
|y|=ε

ψ(y) cm,n 4m−1 2(m− 1)!

(
m∏
l=1

(n
2
− (m+ 1− l)

))
|y|1−n dS(y)

(j=m+1−l)
= lim

ε↘0

2Γ(n/2−m)

nen4mΓ(n/2)(m− 1)!

∫
|y|=ε

ψ(y) 4m−1 2(m− 1)!

(
m∏
j=1

(
n

2
− j)

)
︸ ︷︷ ︸

Γ(n/2)
Γ(n/2−m)

ε1−n dS(y)

= lim
ε↘0

1

nen εn−1

∫
|y|=ε

ψ(y) dS(y) = ψ(0).

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil ψ stetig ist.
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4 GREENSCHE FUNKTION MIT POL IM URSPRUNG

Fall 2 (n ≤ 2m und n gerade):

Nach Hilfsatz 20 gilt:

∆m−1
(
|x|2m−n log |x|

)
= 2m−1

m−1∏
l=1

(
(m− l)

(
2(m− l) + 2− n

))
|x|2−n log |x|

+ 2m−2

m−1∑
l=1

(4(m− l + 1)− n− 2
)m−1∏
j=1

j 6=l

(
(m− j)

(
2(m− j) + 2− n

)) |x|2−n.

Falls n 6= 2, gilt für l0 := m+ 1− n/2, dass: 1 ≤ l0 ≤ m− 1. Das Produkt im ersten
Summanden wird somit zu Null. Ebenso verschwinden alle Summanden mit l 6= l0 im
zweiten Term. Es verbleibt:

∆m−1
(
|x|2m−n log |x|

)
= 2m−2

(
4
n

2
− n− 2

)(m− 1)!

m− l0
2m−2

m−1∏
j=1

j 6=m+1−n
2

(
m− j + 1− n

2

)
|x|2−n

(l=m−j)
= 4m−2 n− 2

n/2− 1
(m− 1)!

 m−1∏
l=1

l 6=n
2
−1

(
l + 1− n

2

) |x|2−n

= 2 · 4m−2(m− 1)!


m−1∏
l=n

2

(
l + 1− n

2

)
︸ ︷︷ ︸

=(m−n
2

)!

n
2
−2∏
l=1

(
l + 1− n

2

)
︸ ︷︷ ︸

=(−1)
n
2−2(n

2
−2)!

 |x|2−n

= (−1)
n
2 4m−2 2(m− 1)!

(
m− n

2

)
!
(n

2
− 2
)

!
n− 2

n− 2
|x|2−n

=
(−1)

n
2 4m−1 Γ(n

2
)
(
m− n

2

)
! (m− 1)!

n− 2
|x|2−n.
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Damit lässt sich der übrig gebliebene Oberflächenterm nun auswerten zu:

lim
ε↘0

n∑
i=1

∫
|y|=ε

ψ(y) ∂i(−∆)m−1Fm,n(y)
−yi
|y|

dS(y)

= lim
ε↘0

n∑
i=1

cm,n

∫
|y|=ε

ψ(y) (−1)m−1(−1)
(−1)

n
2 4m−1 Γ(n

2
)
(
m− n

2

)
! (m− 1)!

n− 2
∂i|y|2−n︸ ︷︷ ︸

=(2−n)yi|y|−n

−yi
|y|

dS(y)

= lim
ε↘0

1

nen εn−1

∫
|y|=ε

ψ(y) dS(y) = ψ(0).

Für n = 2 erhält man:

∆m−1
(
|x|2m−2 log |x|

)
= 2m−1

m−1∏
l=1

(
(m− l)2(m− l)

)
log |x|

+ 2m−2

m−1∑
l=1

(
4(m− l)

m−1∏
j=1

j 6=l

(
(m− j)2(m− j)

))
= 4m−1 (m− 1)!(m− 1)!

(
log |x|+

m−1∑
l=1

1

m− l

)
.

Damit folgt für den übrig gebliebenen Oberflächenterm:

lim
ε↘0

n∑
i=1

∫
|y|=ε

ψ(y) ∂i(−∆)m−1Fm,n(y)
−yi
|y|

dS(y)

= lim
ε↘0

n∑
i=1

cm,2

∫
|y|=ε

ψ(y) (−1)m 4m−1 (m− 1)! (m− 1)! ∂i

(
log |y|+

m−1∑
l=1

1

m− l

)
︸ ︷︷ ︸

=yi |y|−2

−yi
|y|

dS(y)

= lim
ε↘0

1

2πε

∫
|y|=ε

ψ(y) dS(y) = ψ(0).

Satz 23. Es gilt: (−∆y)
mGm(0, y) = δ0 im distributionellem Sinne, bezüglich B.

Beweis. Das Theorem wird mithilfe der Fundamentallösung Fm,n bewiesen. Die obere Inte-
gralgrenze lässt sich umgeformt für x = 0 und y 6= 0 stetig fortsetzen:

∣∣∣∣|x|y − x

|x|

∣∣∣∣2 = |x|2|y|2 − 2x · y + 1, also:
[xy]

|x− y|
=

√
|x|2|y|2 − 2x · y + 1

|x− y|
.

Damit lässt sich Gm für x = 0, y ∈ B auswerten:

Gm(0, y) = km,n|y|2m−n
∫ 1/|y|

1

(v2 − 1)m−1v1−ndv

= km,n|y|2m−n
∫ 1/|y|

1

m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
(−1)j(v2)m−1−jv1−ndv.
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5 KOVARIANZ UNTER MÖBIUSTRANSFORMATIONEN

Fall 1 (n > 2m oder n ungerade): Für j ∈ {0,m− 1} ist (−∆y)
m|y|2j = 0.

Gm(0, y) = km,n|y|2m−n
m−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
(−1)j

[
v2(m−j)−n

2(m− j)− n

]1/|y|

1

=
|y|2m−n

nen4m−1 ((m− 1)!)2

m−1∑
j=0

(m− 1)!

j!(m− 1− j)!
(−1)j

2(m− j)− n
(
|y|n−2(m−j) − 1

)
=

1

nen4m−1 (m− 1)!

m−1∑
j=0

(−1)j

j!(m− 1− j)!
1

2(m− j)− n
(
|y|2j − |y|2m−n

)
,

(−∆y)
m Gm(0, y)

=
1

nen4m−1 ((m− 1)!)

m−1∑
j=0

(−1)j

j!(m− 1− j)!
1

2(m− j)− n

(−∆y)
m|y|2j︸ ︷︷ ︸

=0

−(−∆y)
m|y|2m−n


= (−∆y)

m 1

nen4m−1 ((m− 1)!)

Γ(n/2−m)

2 Γ(n/2)
|y|2m−n Satz 22

= (−∆y)
mFm,n(y) = δ0.

Fall 2 (n ≤ 2m und n gerade): ∃j ∈ {0, ...,m− 1}mit j = m−n/2, sodass Gm(0, y) =

km,n

 m−1∑
j=0

j 6=m−n/2

(
m− 1

j

)
(−1)j

2(m− j)− n
(
|y|2j − |y|2m−n

)
+ |y|2m−n (m− 1)!(−1)m−n/2

(m− n/2)!(n/2− 1)!

[
log(v)

]1/|y|
1


Aufgrund von 0 ≤ 2m− n ≤ 2m, ist (−∆y)

m|y|2m−n = 0. Dadurch hat man:

(−∆y)
mGm(0, y) = (−∆y)

m 1

nen4m−1 ((m− 1)!)2

(m− 1)!(−1)m−n/2

(m− n/2)!(n/2− 1)!
|y|2m−n(− log |y|) Satz 22

= δ0.

5 Kovarianz unter Möbiustransformationen
Satz 24. Seien φ eine Möbiustransformation (mit möglicher Polstelle x0) und bezeichne Jφ
den Betrag der Jacobi-Determinante. Dann gilt ∀m ∈ N und jedes u ∈ C∞0

(
Rn \ {x0}

)
:

(−∆)m
(
J
n−2m

2n
φ u ◦ φ

)
= J

n+2m
2n

φ

(
(−∆)mu

)
◦ φ .

Ein raffinierter Induktionsbeweis zu diesem Satz findet man in [ADFJS] unter Benutzung
das Konzeptes der Kelvin-Transformierten.
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Definition 25. Für n,m ∈ N, U ⊆ Rn offen und u ∈ C2m(U,R) heißtKm[u] : U \{0} → R
mit:

Km[u](x) := |x|2m−nu
(

x

|x|2

)
,

die Kelvin-Tranformierte von u. Hier und im Folgenden sei stets x 6= 0.

Hilfssatz 26. Seinen n,m und uwie in Definition 25. Dann gilt für die Kelvin-Transformierte
von u:

x∇Km[u] = (2m− n)Km[u]−Km[x∇u].

Beweis. Der Hilfssatz ist entnommen aus [ADFJS, lemma 3.1,(3.1), p.7]. Der Beweis dort
ist elegant. Dagegen habe ich den Ausdruck einfach berechnet:

x∇Km[u](x) =
n∑
i=1

xi ∂i

(
|x|2m−nu

(
x

|x|2

))
=

n∑
i=1

xi

(
(2m− n)xi|x|2m−n−2u

(
x

|x|2

)
+ |x|2m−n∇u

(
x

|x|2

)
·
(
ei
|x|2
− 2xi
|x|4

x

))
= (2m− n) |x|2m−nu

(
x

|x|2

)
+ |x|2m−n−2

n∑
i=1

xi

(
∂iu

(
x

|x|2

)
− 2

xi
|x|2
∇u
(

x

|x|2

)
· x
)

= (2m− n)Km[u](x)− |x|2m−n
(

x

|x|2
· ∇u

(
x

|x|2

))
︸ ︷︷ ︸

=Km[x∇u](x)

.

Der Artikel von [ADFJS] betrachtet weitergehend reelle m > 0 und benutzt Fouriertrans-
formationen um weitere Zwischenresultate zu beweisen. Abweichend davon habe ich gefun-
den, dass ich folgenden Hilfssatz benötige um Hilfssatz 28 - welcher seine Entsprechung in
[ADFJS, lemma 3.1,(3.2), p.7] findet - zu beweisen.

Hilfssatz 27. Für m ∈ N0 gilt:

(−∆)m(x · ∇u) = 2m(−∆)mu+ x · (∇(−∆)mu).

Insbesondere folgt daraus:

4x · (∇(−∆)m+1u) = 4(−∆)m+1(x · ∇u)− 8(m+ 1)(−∆)m+1u.

Beweis. Induktionsanfang (m = 0) : ist trivial erfüllt.

Induktionsschritt (m→ m+ 1) :
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5 KOVARIANZ UNTER MÖBIUSTRANSFORMATIONEN

(−∆)m+1
(
x · ∇u

)
IV
= −∆

(
2m(−∆)mu+ x · (∇(−∆)mu

)
= 2m(−∆)m+1u−

n∑
i,j=1

∂2
j

(
xi ∂i(−∆)mu

)
= 2m(−∆)m+1u−

n∑
i,j=1

(
2δij∂i∂j(−∆)mu+ xi ∂i(−∆)m∂2

ju
)

= (2m+ 2)(−∆)m+1u+ x · (∇(−∆)m+1u)

Hilfssatz 28. Für m ∈ N0 und n ∈ N gilt:

(−∆)m
(
|x|2∆u

)
= −|x|2(−∆)m+1u+ 4m(−∆)m

(
x · ∇u

)
+ 2m(n− 2m− 2)(−∆)mu

Beweis. Induktionsanfang (m = 0) : ist trivial erfüllt.

Induktionsschritt (m→ m+ 1) :

(−∆)m+1
(
|x|2∆u

)
IV
= −∆

(
−|x|2(−∆)m+1u+ 4m(−∆)m(x · ∇u) + 2m(n− 2m− 2)(−∆)mu

)
= (∆|x|2)(−∆)m+1u− |x|2(−∆)m+2u+ 2 (∇|x|2) · (∇(−∆)m+1u)

+ 4m(−∆)m+1(x · ∇u) + (2mn− 4m2 − 4m)(−∆)m+1u

= −|x|2(−∆)m+2u+ 4m(−∆)m+1(x · ∇u)

+ (2mn− 4m2 − 4m+ 2n)(−∆)m+1u+ 4x · ∇(−∆)m+1u

HS 27
= −|x|2(−∆)m+2u+ (4m+ 4)(−∆)m+1(x · ∇u)

+ (2mn− 4m2 − 4m+ 2n− 8(m+ 1))(−∆)m+1u

= −|x|2(−∆)m+2u+ 4(m+ 1)(−∆)m+1(x · ∇u)

+ (2mn− 4m2 − 12m+ 2n− 8︸ ︷︷ ︸
=2(m+1)(n−2(m+1)−2)

)(−∆)m+1u .
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Auf den algebraischen Beweis von folgenden nützlichen Hilfssatz bin ich selbst gestoßen.

Hilfssatz 29. Sei a ∈ Rn dann gilt:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣det

(
2aiaj
|a|2

− δij
)
i,j=1,..,n︸ ︷︷ ︸

=:T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 .

Beweis. Es wird gezeigt, dass −1, 1 die einzigen Eigenwerte sind. Für die Determinante als
Produkt der Eigenwerte folgt dann: det(T ) ∈ {−1, 1} und damit die Behauptung. Dazu
wird das Minimalpolynom mT bestimmt:

[T 2]ij =
n∑
k=1

(
2aiak
|a|2

− δik)
)(

2akaj
|a|2

− δkj)
)

=
n∑
k=1

(
4aiaja

2
k

|a|4
− 2aiak
|a|2

δkj −
2akaj
|a|2

δik + δikδkj

)

=
4aiaj
|a|2

− 2aiaj
|a|2

− 2aiaj
|a|2

+ δij = δij ⇒ T 2 − I = 0 , also mT = x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1).

Weil das charakteristische Polynom χT dieselben Nullstellen besitzt wie das Minimalpo-
lynom mT , sind die Eigenwerte somit -1 und 1.

Beweis zu Satz 24:

Beweis. Satz und Beweis sind im Wesentlichen aus [ADFJS, proposition 3.2, p.8] übernommen.

Abweichend ist hier aber der Induktionsanfang durch direkte Berechnung nachgewiesen.
Laut Bemerkung 6 ist eine Möbiustransformation φ entweder eine Ähnlichkeitstransformation
oder lässt sich mittels φ = φ1 ◦ j ◦ φ2 darstellen, wobei es sich bei j um die Inver-
sion bezüglich Sn−1

1 und bei φ1, φ2 um Ähnlichkeitstransformationen handelt. Falls gilt
φ(x) = λA ◦ x + β mit λ > 0, A ∈ O(n), so ist die Aussage trivial, wegen Jφ ≡ λn

und ∆(u ◦ φ) = λ2(∆u) ◦ φ. Darum betrachte den anderen Fall.

Seien φi = λiAi ◦ x+ βi mit λi > 0 und Ai ∈ O(n), für i = 1, 2. Mit Hilfssatz 29 folgt:

(Dj)lk = ∂k
xl
|x|2

=
δlk
|x|2
− 2xlxk
|x|4

⇒ | det(Dj)| = 1

|x|2n
.

Wegen | det(Dφi)|(x) = λni und Determinanten-Multiplikationssatz genügt es zu zeigen:

(−∆)m
(
|x|2m−nu

( x

|x|2
))

= |x|−n−2m
(

(−∆)mu
)( x

|x|2
)

⇔ (−∆)mKm[u] = |x|−4mKm[(−∆)mu].
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5 KOVARIANZ UNTER MÖBIUSTRANSFORMATIONEN

Induktionsanfang (m = 1) :

∆K1[u](x) = ∆

(
|x|2−nu(

x

|x|2
)

)
=

n∑
i=1

∂2
i

(
|x|2−nu(

x

|x|2
)

)

=
n∑
i=1

∂i

(
(2− n)xi|x|−nu(

x

|x|2
) + |x|2−n∇u(

x

|x|2
) · ( ei
|x|2
− 2xi
|x|4

x)

)

=
n∑
i=1

∂i

(
(2− n)xi|x|−nu(

x

|x|2
) + |x|−n∂iu(

x

|x|2
)− 2xi|x|−n−2∇u(

x

|x|2
) · x

)

=

(
n∑
i=1

(2− n)|x|−nu(
x

|x|2
)

)
+

(
n∑
i=1

(2− n)(−n)x2
i |x|−n−2u(

x

|x|2
)

)

+

(
n∑
i=1

(2− n)xi|x|−n
(∂iu( x

|x|2 )

|x|2
− 2xi
|x|4
∇u(

x

|x|2
) · x

))

+

(
n∑
i=1

(−n)xi|x|−n−2∂iu(
x

|x|2
)

)
+

(
n∑
i=1

|x|−n∇(∂iu)(
x

|x|2
) ·
( ei
|x|2
− 2xi
|x|4

x
))

−

(
n∑
i=1

2|x|−n−2∇u(
x

|x|2
) · x

)
+

(
n∑
i=1

2(n+ 2)x2
i |x|−n−4∇u(

x

|x|2
) · x

)

−

(
n∑
i=1

2xi|x|−n−2∂iu(
x

|x|2
)

)

−

(
n∑
i=1

2xi|x|−n−2

n∑
j=1

xj

(∂i∂ju( x
|x|2 )

|x|2
− 2xi
|x|4
∇(∂ju)(

x

|x|2
) · x

))

= (2− n)|x|−n−2∇u(
x

|x|2
) · x+ (2n− 4)|x|−n−2∇u(

x

|x|2
) · x

−n|x|−n−2∇u(
x

|x|2
) · x+ |x|−n−2∆u(

x

|x|2
)− 2|x|−n−4

(
n∑

i,j=1

xixj ∂j∂iu(
x

|x|2
)

)

−2n|x|−n−2∇u(
x

|x|2
) · x+ (2n+ 4)|x|−n−2∇u(

x

|x|2
) · x

−2|x|−n−2∇u(
x

|x|2
) · x− 2|x|−n−4

(
n∑

i,j=1

xixj ∂i∂ju(
x

|x|2
)

)

+4|x|−n−4

(
n∑

j,l=1

xjxl ∂l∂ju(
x

|x|2
)

)

= |x|−n−2∆u(
x

|x|2
) = |x|−4K1[∆u](x) = |x|−2K1[|x|2∆u](x)
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Induktionsschritt (m→ m+ 1) :

(−∆)m+1 Km+1[u] = −(−∆)m∆
(
|x|2mK1[u]

)
= −(−∆)m

(
2m(n+ 2m− 2)|x|2m−2K1[u] + |x|2m∆K1[u] + 4m|x|2m−2(x · ∇K1[u])

)
HS 26
= −(−∆)m

(
2m(−n+ 2m+ 2)|x|2m−2K1[u] + |x|2m∆K1[u]− 4m|x|2m−2K1[x · ∇u]

)
= −(−∆)m

(
2m(−n+ 2m+ 2)Km[u] + |x|2m∆K1[u]− 4mKm[x · ∇u]

)
IA
= −(−∆)m

(
2m(−n+ 2m+ 2)Km[u] +Km[|x|2∆u]− 4mKm[x · ∇u]

)
IS
= 2m(n− 2m− 2)|x|−4mKm[(−∆)mu]− |x|−4mKm[(−∆)m(|x|2∆u)]

+ 4m|x|−4mKm[(−∆)m(x · ∇u)]

= |x|−4mKm[−(−∆)m(|x|2∆u) + 4m(−∆)m(x · ∇u) + 2m(n− 2m− 2)(−∆)mu)]

HS 28
= |x|−4mKm[|x|2(−∆)m+1u)] = |x|−4(m+1)Km+1[(−∆)m+1u)].

6 Beweis von Hauptsatz 1
Hier laufen alle bisherigen Hauptresultate zusammen. Um die Kovarianz bezüglich Möbiustrans-
formationen auszunutzen zu können, betrachte folgende Inversion.

Hilfssatz 30. Für x ∈ B \ {0} beliebig, aber fest, gilt für die Inversion φx bezüglich der

Sphäre Sn−1
r ( x

|x|2 ), wobei r =
√

1−|x|2
|x|2 , d.h. mit φx(y) := 1

|x|2

(
x+ (1− |x|2)

y− x
|x|2

|y− x
|x|2
|2

)
:

(a) ∀y ∈ Rn \ { x
|x|2} : φx

(
φx(y)

)
= y

(b) ∀y ∈ Rn \ { x
|x|2} : |φx(y)| = |x−y|

||x|y− x
|x| |

(c) φx eingeschränkt auf B̄ ist ein Automorphismus mit: φx(0) = x, φx(x) = 0

(d) ∀y ∈ Rn \ { x
|x|2} : Jφx(y) := | det(Dφx)(y)| = (1− |x|2)n

∣∣∣|x|y − x
|x|

∣∣∣−2n

(e) ∀y ∈ Rn \ { x
|x|2} : Jφx

(
φx(y)

)
= 1

Jφx (y)
.

Beweis. zu(a): Eine Inversion j bzgl. Sn−1
r (y0) eingeschränkt auf Rn \ {y0} ist selbstinvers:

j
(
j(y)

)
= y0 + r2 j(y)− y0

|j(y)− y0|2
= y0 + r2

r2 y−y0

|y−y0|2∣∣r2 y−y0

|y−y0|2
∣∣2 = y, insb. für j = φx, y0 =

x

|x|2
, r2 =

1− |x|2

|x|2
.
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6 BEWEIS VON HAUPTSATZ 1

zu(b):

|φx(y)|2 =
1

|x|4

|x|2 + 2(1− |x|2)
x · y − 1∣∣y − x

|x|2
∣∣2 + (1− |x|2)2 1∣∣y − x

|x|2
∣∣2


=
1

|x|4
∣∣y − x

|x|2
∣∣2
(
|x|2
(
|y|2 − 2

x · y
|x|2

+
1

|x|2
)

+ 2(x · y − 1)− 2|x|2(x · y − 1) + (1− |x|2)2

)

=
1

|x|2
∣∣|x|y − x

|x|

∣∣2(|x|2|y|2 − 2x · y + 1 + 2x · y − 2− 2|x|2x · y + 2|x|2 + 1− 2|x|2 + |x|4
)

=
1

|x|2
∣∣|x|y − x

|x|

∣∣2(|x|2|y|2 − 2|x|2x · y + |x|4
)

=
|x− y|2∣∣|x|y − x

|x|

∣∣2
zu(c): Zeige zuerst, dass φx(B̄) ⊆ B̄ gilt. Für x mit 0 < |x| < 1⇔ 0 < 1− |x|2 < 1 folgt:

|y| ≤ 1 ⇒ |y|2 ≤ 1 ⇒ |y|2(1− |x|2) ≤ 1− |x|2 ⇒ |x|2 + |y|2 ≤ |x|2|y|2 + 1

⇒ |x|2 − 2x · y + |y|2 ≤ |x|2|y|2 − 2x · y + 1 ⇒ |x− y|2 ≤
∣∣∣∣|x|y − x

|x|

∣∣∣∣2 ⇒ |φx(y)| ≤ 1.

Somit gilt auch B̄
(a)
= φx

(
φx(B̄)

)
⊆ φx(B̄), also φx(B̄) = B̄.

φx(0) =
1

|x|2

(
x+ (1− |x|2)

− x
|x|2

| − x
|x|2 |2

)
=

1

|x|2
(
x+ (1− |x|2)(−x)

)
=
x|x|2

|x|2
= x

φx(x) =
1

|x|2

(
x+ (1− |x|2)

x− x
|x|2

|x− x
|x|2 |2

)
=

1

|x|2
x
(
|x|2 − 2 + 1

|x|2
)

+ (1− |x|2)
(
x− x

|x|2
)

|x− x
|x|2 |2

= 0.

zu(d): Hilfssatz 29 ist hier nützlich bei der Berechnung der Jacobi-Determinante:

[φx(y)]i =
1

|x|2

xi + (1− |x|2)
yi − xi

|x|2∣∣y − x
|x|2
∣∣2


⇒ [Dφx(y)]ij =
∂

∂yj
[φx(y)]i =

1− |x|2

|x|2

 δij∣∣y − x
|x|2
∣∣2 − 2(yi − xi

|x|2 )(yj − xj
|x|2 )∣∣y − x

|x|2
∣∣4


⇒ det

(
Dφx(y)

)
=

(
1− |x|2

|x|2 |y − x
|x|2 |2

)n

det

δij − 2(yi − xi
|x|2 )(yj − xj

|x|2 )∣∣y − x
|x|2
∣∣2


i,j=1,..,n

⇒ Jφx(y) = (| det(Dφx)(y)| HS 29
= (1− |x|2)n

∣∣∣∣|x|y − x

|x|

∣∣∣∣−2n

.
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zu(e): Seien U ⊆ Rn und g ∈ C1(U) bijektiv. Die mehrdimensionale Kettenregel liefert:

(δij)i,j=1,...,n = D(idU)(y) = Dg−1
(
g(y)

)
Dg(y)⇒ 1 = det(Dg−1)

(
g(y)

)
det(Dg)(y),

mittels Det.-Multiplikationssatz. Für g = g−1 = φx und U = Rn \ { x
|x|2} folgt die Beh.

Beweis von Hauptsatz 1:

Beweis. Zunächst wird gezeigt, dass die Boggio-Formel den Randbedingungen genügt:

Dαu = 0 auf ∂B , ∀α ∈ Nn
0 : |α| ≤ m− 1.

Dafür schreibt man wieder die obere Integralgrenze von Gm um:

[xy]

|x− y|
= g(x, y) =

√
1 +

(1− |x|2)(1− |y|2)

|x− y|2
.

Sei nun x ∈ ∂B, d.h. |x| = 1. Dann ist g(x, y) = 1 und damit Gm(x, y) = 0.

Für die Ableitungen genügt mit Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zu betrach-
ten:

∂

∂xj

∫ g(x,y)

1

(
v2 − 1

)m−1
v1−n dv = (g(x, y)2 − 1)m−1g(x, y)1−n ∂g

∂xj
(x, y)

=

(
(1− |x|2)(1− |y|2)

|x− y|2

)m−1

g(x, y)1−n ∂g

∂xj
(x, y).

Wegen Dα
x

(
(1− |x|2)(1− |y|2)

|x− y|2

)m−1

=

(
(1− |x|2)(1− |y|2)

|x− y|2

)
r(x, y) für |α| = m− 2,

wobei es sich bei r(x, y) um eine rationale Funktion handelt, folgt mit Produktregel dass:

Dα
xGm(x, y) = 0 für x ∈ ∂B und |α| ≤ m− 1.

Die Vertauschbarkeit von Ableitungen und Integral (alle Ableitungen sind beschränkt) liefert
damit die Erfüllung der Randbedingungen.

Da zudem ∂B ∈ C∞ ⊂ Cm sowie (Satz 17) u ∈ C∞(B̄) ⊂ Cm(B̄), folgt sogar u ∈ Hm
0 .

Die weitere Vorgehensweise orientiert sich an [DG, p.13-14]. Um zu beweisen, dass Gm

schwache Lösung zu (1) ist, wird vorbereitend gezeigt dass (−∆y)
mGm(x, y) = δx(y) im

distributionellem Sinne bzgl. B und für alle x ∈ B gilt.
Sei dazu ψ ∈ C∞0 (B) beliebig, aber fest.
Für x = 0 liefert Satz 23 die Behauptung. Sei nun also x ∈ B \ {0}. Definiere:

ψ̃(y) := J
n−2m

2n
φx

(y) ψ
(
φx(y)

) HS 30(d)
=

(
1− |x|2

)n−2m
2

∣∣∣∣|x|y − x

|x|

∣∣∣∣2m−n ψ(φx(y)
)
.
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6 BEWEIS VON HAUPTSATZ 1

Das Inversionszentrum x
|x|2 liegt außerhalb von B̄. Somit ist φx ∈ C∞0 (B̄) und folglich

auch ψ̃ ∈ C∞0 (B̄). Damit ergibt sich nun:

(
1− |x|2

)n−2m
2 ψ(x)

HS 30(c)
=
def

ψ̃(0)
Satz 23

=

∫
B

Gm(0, y)(−∆)mψ̃(y)dy

Satz 24
=

∫
B

Gm(0, y)J
n+2m

2n
φx

(y)
(

(−∆)mψ
)(
φx(y)

)
dy

HS 30(a), (c)
=

Trafo

∫
B

Gm

(
0, φx(y)

)
J
n+2m

2n
φx

(
φx(y)

)(
(−∆)mψ(y)

)
Jφx(y) dy

HS 30(e)
=

∫
B

Gm

(
0, φx(y)

)
J
n−2m

2n
φx

(y) (−∆)mψ(y) dy

HS 30(d)
=

(
1− |x|2

)n−2m
2

∫
B

∣∣∣∣|x|y − x

|x|

∣∣∣∣2m−nGm

(
0, φx(y)

)
(−∆)mψ(y) dy.

Hier spielt die in Satz 24 bewiesene Kovarianz von Möbiustransformationen eine entscheidende Rolle!
Es folgt:

ψ(x) =

∫
B

∣∣∣∣|x|y − x

|x|

∣∣∣∣2m−nGm

(
0, φx(y)

)
(−∆)mψ(y) dy.

Also ergibt sich wegen

Gm

(
0, φx(y)

) def
= km,n|φx(y)|2m−n

∫ 1/|φx(y)|

1

(v2 − 1)m−1v1−ndv , dass

∣∣∣∣|x|y − x

|x|

∣∣∣∣2m−nGm(0, φx(y))
HS 30(b)

= km,n|x− y|2m−n
∫ [x,y]
|x−y|

1

(v2 − 1)m−1v1−ndv = Gm(x, y),

und schließlich

ψ(x) =

∫
B

Gm(x, y)(−∆)mψ(y) dy, d.h. (−∆y)
mGm(x, y) = δx(y). (2)

Sei nun: ψ ∈ C∞0 (B), eine Testfunktion. Dann ergibt sich:∫
B

u(x)(−∆)mψ(x) dx =

∫
B

∫
B

Gm(x, y)f(y)(−∆x)
mψ(x) dy dx

Symmetrie
=

von Gm

∫
B

(∫
B

Gm(y, x)(−∆x)
mψ(x) dx

)
f(y)dy

(2)
=

∫
B

f(y)ψ(y) dy.
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Somit ist u schwache Lösung von (1). Weil außerdem nach Satz 17 gilt, dass u ∈ C∞(B̄),
folgt mit dem Satz von Gauß:

∫
B

(
(−∆)mu(x)

)
ψ(x) dx =

∫
B

f(x)ψ(x) dx, ∀ψ ∈ C∞0 (B).

Das Fundamental-Lemma der Variationsrechnung und Stetigkeit von f liefern nun:

(−∆)mu(x) = f(x), ∀x ∈ B,

d.h. u definiert nach Boggio ist sogar eine klassische Lösung.

Zum Beweis der Eindeutigkeit: Sei v ∈ Hm
0 eine weitere Lösung von (1).

Dann ist u− v ∈ Hm
0 und ∀ϕ ∈ Hm

0 : 〈(u− v), ϕ〉Hm
0

= 0.

Wählt man speziell ϕ = u− v, so erhält man ||u− v||2Hm
0

= 0, also u = v in Hm
0 .

Damit ist die Boggio-Formel sogar als schwache Lösung eindeutig.

7 Boggio-Formel im Halbraum
Weiterführend lassen sich nun auch Randwertprobleme im Halbraum behandeln, von der
Form:{

(−∆)mu = f in Rn
+ = {x ∈ Rn : x1 > 0},

Dαu = 0 auf ∂Rn
+ = {x ∈ Rn : x1 = 0} ,∀α ∈ Nn

0 : |α| ≤ m− 1 ,
(3)

wobei eine Funktion f ∈ C∞0 (Rn
+) vorgeben ist. Die Existenz einer Lösung folgt mittels

einer Möbiustransformation vom Halbraum Rn
+ auf die Einheits-Kugel B aus der Boggio-

Formel in B. Die entsprechende Boggio-Formel in Rn
+ hat, wegen der Kovarianz bezüglich

Möbiustransformationen, bis auf die obere Integralgrenze, dieselbe Gestalt wie in B. Laut
[GGS, S.49, Bem.2.28] gilt bei n > 2m Eindeutigkeit und für n ≤ 2m lässt sich für manche
Fälle auch Eindeutigkeit unter Hinzunahme von Randbedingungen im Unendlichen erzielen.

Satz 31. Sei f ∈ C∞0 (Rn
+). Die im Sinne von Hauptsatz 1 für den Halbraum Rn

+ analoge
Boggio-Formel lautet:

u(x) :=

∫
Rn+
G(−∆)m,Rn+(x, y)f(y) dy für x ∈ Rn

+,

wobei wir setzen:

G(−∆)m,Rn+(x, y) := km,n|x− y|2m−n
∫ |x∗−y|

|x−y|

1

(
v2 − 1

)m−1
v1−n dv,

mit x∗ := (−x1, x2, ..., xn) und km,n wie gewohnt.
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7 BOGGIO-FORMEL IM HALBRAUM

Die Vorgehensweise ist wie beim Beweis vom Hauptsatz 1. Wir machen Gebrauch von der
Inversion j bezüglich der Sphäre Sn−1√

2
(−e1), d.h. mit j(x) = 2 x+e1

|x+e1|2−e1 für x ∈ Rn\{−e1}.

Hilfssatz 32. Für die Inversion j bezüglich der Sphäre Sn−1√
2

(−e1) gilt:

(a) ∀x ∈ Rn \ {−e1} : j
(
j(x)

)
= x

(b) ∀x ∈ Rn \ {−e1} : |j(x)| = |x−e1|
|x+e1|

(c) j(B) = Rn
+ und j(Rn

+) = B, d.h. j vermittelt einen Diffeomorph. zwischen B und Rn
+

(d) ∀x ∈ Rn \ {−e1} : Jj(x) = 2n

|x+e1|2n

(e) ∀x ∈ Rn \ {−e1} : Jj
(
j(x)

)
= 1

Jj(x)
.

Beweis. zu(a): j(j(x)) = 2 j(x)+e1
|j(x)+e1|2 − e1 = 2

2
x+e1
|x+e1|2

|2 x+e1
|x+e1|2

|2
− e1 = x

zu(b): |j(x)|2 = (2 x+e1
|x+e1|2 − e1)2 = 4

|x+e1|2 − 4 x1+1
|x+e1|2 + 1 = −4x1+(|x|2+2x1+1)

|x+e1|2 = |x−e1|2
|x+e1|2

zu(c): j(B) ⊆ Rn
+: Sei x ∈ B , d.h. |x| < 1. Dann gilt:

[j(x)]1 = [2 x+e1
|x+e1|2 − e1]1 = 2 x1+1

|x|2+2x1+1
− 1 > 2 x1+1

2x1+2
− 1 = 0. Somit ist j(x) ∈ Rn

+.

j(Rn
+) ⊆ B: Sei x ∈ Rn

+, d.h. x1 > 0. Dann gilt:

|j(x)|2 = |x−e1|2
|x+e1|2 < 1⇔ −2x1 < 2x1 ⇔ x1 > 0. Somit ist j(x) ∈ B.

Da j selbstinvers ist, folgt auch Rn
+ = j(j(Rn

+) ⊆ j(B) sowie B = j(j(B) ⊆ j(Rn
+).

zu (d): Für die Jacobimatrix ergibt sich:

[Dj(x)]i,k = ∂k[j(x)]i = ∂k
(
2
xi + δ1i

|x+ e1|2
− δ1i

)
=

2δik
|x+ e1|2

+ 4
(xi + δ1i)(xk + δ1k)

|x+ e1|4
,

und damit mittels Hilfssatz 29 für die Jacobi-Determinante:

Jj(x) = | det(Dj(x))| =

∣∣∣∣∣ 2n

|x+ e1|2n
det

(
δik −

2(xi + δ1i)(xk + δ1k)

|x+ e1|2

)
i,k

∣∣∣∣∣ HS 29
=

2n

|x+ e1|2n
.

zu (e): Jj
(
j(x)

) (d)
= 2n

|j(x)+e1|2n = 2n

|2 x+e1
|x+e1|2

|2n
= 2−n|x+ e1|2n

(d)
= 1

Jj(x)
oder wie bei HS 30(e).

Beweis zu Satz 31:

Beweis. Das Vorgehen ist analog zum Beweis von Hauptsatz 1. Seien nun stets ξ, η ∈ Rn
+

und x, y ∈ B mit x = j(ξ), y = j(η) ∈ B. Es wird zunächst gezeigt, dass für ψ ∈ C∞0 (Rn
+):

ψ(ξ) =

∫
Rn+
G(−∆)m,Rn+(ξ, η)(−∆)mψ(η) dη, gilt. (4)
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Definiere ψ̃ ∈ C∞0 (B) durch ψ̃(x) := J
n−2m

2n
j (x)ψ

(
j(x)

)
. Dann gilt wegen (2) und Satz 29:

ψ̃(x)
(2)
=

∫
B

Gm(x, y)(−∆)mψ̃(y) dy
Satz 29

=

∫
B

Gm(x, y)J
n+2m

2n
j (y)(−∆)mψ

(
j(y)

)
dy

HS 33(a), (c)
=

Trafo

∫
Rn+
Gm

(
j(ξ), j(η)

)
J
n+2m

2n
j

(
j(η)

)(
(−∆)mψ(η)

)
Jj(η) dη

HS 33(e)
=

∫
Rn+
Gm

(
j(ξ), j(η)

)
J
n−2m

2n
j (η)(−∆)mψ(η) dη.

Also folgt mittels Hilfssatz 33(e) : ψ(ξ) = J
n−2m

2n
j (ξ)

∫
H

J
n−2m

2n
j (η) Gm

(
j(ξ), j(η)

)
(−∆)mψ(η) dη.

(4) ergibt sich somit, falls gilt:
(
Jj(ξ)Jj(η)

)n−2m
2n

Gm

(
j(ξ), j(η)

)
= G(−∆)m,Rn+(ξ, η) . (5)

Das folgt aus:
(
Jj(ξ)Jj(η)

)n−2m
2n |j(ξ)−j(η)|2m−n = |ξ−η|2m−n (5.1), [j(ξ),j(η)]

|j(ξ)−j(η)| = |ξ∗−η|
|ξ−η| (5.2).

[j(ξ), j(η)]2

|j(ξ)− j(η)|2
=

∣∣∣|j(ξ)|j(η)− j(ξ)
|j(ξ)|

∣∣∣2
|j(ξ)− j(η)|2

=
|j(ξ)|2|j(η)|2 − 2j(ξ) · j(η) + 1

|j(ξ)|2 − 2j(ξ) · j(η) + |j(η)|2

!
=
|ξ∗ − η|2

|ξ − η|2
=
|ξ − 2ξ1e1 − η|2

|ξ − η|2
=
|ξ|2 − 4ξ2

1 − 2ξ · η + 4ξ2
1 + 4ξ1η1 + |η|2

|ξ|2 − 2ξ · η + |η|2︸ ︷︷ ︸
=:c

⇔ c
(
|j(ξ)|2|j(η)|2 − 2j(ξ) · j(η) + 1

)
!

= (c+ 4ξ1η1)
(
|j(ξ)|2 − 2j(ξ) · j(η) + |j(η)|2

)
⇔ c

(
|j(ξ)|2|j(η)|2) + 1

)
!

= (c+ 4ξ1η1)
(
|j(ξ)|2 + |j(η)|2

)
− 8ξ1η1 j(ξ) · j(η)

Es ist nun übersichtlicher die linke und rechte Seite jeweils einzeln zu betrachten. Für die
linke Seite ergibt sich:

c
(
|j(ξ)|2|j(η)|2) + 1

)
= c

(
|ξ − e1|2

|ξ + e1|2
|η − e1|2

|η + e1|2
+ 1

)
= c

(
|ξ − e1|2|η − e1|2 + |ξ + e1|2|η + e1|2

|ξ + e1|2|η + e1|2

)
=

c

|ξ + e1|2|η + e1|2︸ ︷︷ ︸
=:a

(
(|ξ|2 − 2ξ1 + 1)(|η|2 − 2η1 + 1) + (|ξ|2 + 2ξ1 + 1)(|η|2 + 2η1 + 1)

)

=
c

a

(
|ξ|2|η|2 − 2|ξ|2η1 + |ξ|2 − 2ξ1|η|2 + 4ξ1η1 − 2ξ1 + |η|2 − 2η1 + 1

+ |ξ|2|η|2 + 2|ξ|2η1 + |ξ|2 + 2ξ1|η|2 + 4ξ1η1 + 2ξ1 + |η|2 + 2η1 + 1
)

=
c

a

(
2|ξ|2|η|2 + 2|ξ|2 + 8ξ1η1 + 2|η|2 + 2

)
.
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7 BOGGIO-FORMEL IM HALBRAUM

Betrachtet man die rechte Seite erhält man: (c+4ξ1η1)
(
|j(ξ)|2 + |j(η)|2

)
−8ξ1η1 j(ξ) · j(η)

= (c+ 4ξ1η1)

(
|ξ − e1|2|η + e1|2 + |ξ + e1|2|η − e1|2

|ξ + e1|2|η + e1|2

)
− 8ξ1η1 j(ξ) · j(η)

=
(c+ 4ξ1η1)

a

(
(|ξ|2 − 2ξ1 + 1)(|η|2 + 2η1 + 1) + (|ξ|2 + 2ξ1 + 1)(|η|2 − 2η1 + 1)

)
−8ξ1η1j(ξ) · j(η)

=
(c+ 4ξ1η1)

a

(
(|ξ|2|η|2 + 2|ξ|2η1 + |ξ|2 − 2ξ1|η|2 − 4ξ1η1 − 2ξ1 + |η|2 + 2η1 + 1

+|ξ|2|η|2 − 2|ξ|2η1 + |ξ|2 + 2ξ1|η|2 − 4ξ1η1 + 2ξ1 + |η|2 − 2η1 + 1)
)
− 8ξ1η1j(ξ) · j(η)

=
(c+ 4ξ1η1)

a

(
2|ξ|2|η|2 + 2|ξ|2 − 8ξ1η1 + 2|η|2 + 2

)
− 8ξ1η1 j(ξ) · j(η) .

Die gewünschte Äquivalenz von linker und rechter Seite führt also auf:

16ξ1η1

(
|ξ|2 − 2ξ · η + |η|2

)
= 16ξ1η1 c

!
= 8ξ1η1

(
|ξ|2|η|2 + |ξ|2 − 4ξ1η1 + |η|2 + 1

)
− 8a ξ1η1j(ξ) · j(η)

Es verbleibt a j(ξ) · j(η) zu berechnen:

a

(
2
ξ + e1

|ξ + e1|2
− e1

)(
2
η + e1

|η + e1|2
− e1

)
= a

(
4
ξ · η + ξ1 + η1 + 1

|ξ + e1|2|η + e1|2
− 2

ξ1 + 1

|ξ + e1|2
− 2

η1 + 1

|η + e1|2
+ 1

)
= 4(ξ · η + ξ1 + η1 + 1)− 2(ξ1 + 1)(|η|2 + 2η1 + 1)− 2(η1 + 1)(|ξ|2 + 2ξ1 + 1) + |ξ + e1|2|η + e1|2

= 4ξ · η + 4ξ1 + 4η1 + 4− 2ξ1|η|2 − 4ξ1η1 − 2ξ1 − 2|η|2 − 4η1 − 2− 2η1|ξ|2 − 4η1ξ1 − 2η1

−2|ξ|2 − 4ξ1 − 2 +
(
|ξ|2|η|2 + 2|ξ|2η1 + |ξ|2 + 2ξ1|η|2 + 4ξ1η1 + 2ξ1 + |η|2 + 2η1 + 1

)
= |ξ|2|η|2 − |ξ|2 − |η|2 + 4ξ · η − 4ξ1η1 + 1

Damit wird die obere rechte Seite zu: 8ξ1η1

(
|ξ|2|η|2+|ξ|2−4ξ1η1+|η|2+1−a j(ξ)·j(η)

)
= 8ξ1η1

(
2|ξ|2 + 2|η|2 − 4ξη

) !
= 16ξ1η1(|ξ|2 − 2ξη + |η|2) , was der linken Seite entspricht.

(5.2) ist demnach bewiesen. (5.1) lässt sich unkomplizierter verifizieren:

(
Jj(ξ)Jj(η)

)n−2m
2n |j(ξ)− j(η)|2m−n HS 32(d)

=

(
| 2n

|ξ + e1|2n
2n

|η + e1|2n

)n−2m
2n
∣∣∣∣2 ξ + e1

|ξ + e1|2
− 2

η + e1

|η + e1|2

∣∣∣∣2m−n

= (|ξ + e1||η + e1|)2m−n
∣∣∣∣ ξ + e1

|ξ + e1|2
− η + e1

|η + e1|2

∣∣∣∣2m−n =

∣∣∣∣(ξ + e1)|η + e1|
|ξ + e1|

− (η + e1)|ξ + e1|
|η + e1|

∣∣∣∣2m−n
=

∣∣|η + e1|2 − 2(ξ + e1) · (η + e1) + |ξ + e1|2
∣∣ 2m−n

2 =
∣∣|η|2 − 2ξη + |ξ|2

∣∣ 2m−n
2 = |ξ − η|2m−n .
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Sei nun: ψ ∈ C∞0 (Rn
+), eine Testfunktion. Aufgrund von (5) und der Symmetrie von Gm ist

auch G(−∆)m,Rn+ symmetrisch. Es folgt analog wie in Abschnitt 6:∫
Rn+
u(x)(−∆)mψ(x) dx =

∫
Rn+

∫
Rn+
G(−∆)m,Rn+(x, y)f(y)(−∆x)

mψ(x) dy dx

Symmetrie von
=

G(−∆)m,Rn+

∫
Rn+

(∫
Rn+
G(−∆)m,Rn+(y, x)(−∆x)

mψ(x) dx

)
f(y)dy

(4)
=

∫
Rn+
f(y)ψ(y) dy.

Somit ist u schwache Lösung von (3). Weiterhin folgt aus Satz 17, dass: u ∈ C∞(Rn
+) -

ohne Beweis. Mit dem Satz von Gauß folgt:

∫
Rn+

(
(−∆)mu(x)

)
ψ(x) dx =

∫
Rn+
f(x)ψ(x) dx, ∀ψ ∈ C∞0 (Rn

+).

Das Fundamental-Lemma der Variationsrechnung und Stetigkeit von f liefern nun:

(−∆)mu(x) = f(x), ∀x ∈ Rn
+,

d.h. u ist sogar eine klassische Lösung.

Zu den Randbedingungen:

Sei x ∈ ∂Rn
+ d.h., x1 = 0. Dann ist x∗ = x und die obere Integralgrenze |x

∗−y|
|x−y| = 1, also

u(x) = 0. Für die Ableitungen genügt mit Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
zu betrachten:

∂

∂xj

∫ |x∗−y|
|x−y|

1

(
v2 − 1

)m−1
v1−n dv =

((
|x∗ − y|
|x− y|

)2

− 1

)m−1(
|x∗ − y|
|x− y|

)1−n
∂

∂xj

|x∗ − y|
|x− y|

.

Wegen Dα
x

((
|x∗ − y|
|x− y|

)2

− 1

)m−1

=

((
|x∗ − y|
|x− y|

)2

− 1

)
h(x, y) für |α| = m− 2,

für eine glatte Funktion h(x, y), folgt mit Produktregel dass:

Dα
xGm(x, y) = 0 für x ∈ ∂Rn

+ und |α| ≤ m− 1.

Ich danke Prof. Grunau für seine Geduld mit mir und für seine hilfreichen Hinweise, während
der Betreuung. Darüber hinaus danke ich Prof. Simon dafür, dass er sich die Zeit nimmt,
meine Arbeit zu begutachten.
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8 ZUSATZ: DIE FUNDAMENTALLÖSUNG FM,N (ELEGANTE VARIANTE)

8 Zusatz: Die Fundamentallösung Fm,n (elegante Variante)
Prof. Grunau hat angeregt, dass sich der Beweis zu Satz 22 noch verbessern ließe mit folgen-
den Hilfssatz.

Hilfssatz 33. Sei m ≥ 2. Dann gilt für x 6= 0:

(−∆)Fm,n(x) = Fm−1,n(x) + h(x) wobei h ein Polynom in |x|2vom Grade <
2m− 2

2
.

Beweis. 1.Fall ( n > 2m oder n ungerade):

(−∆)Fm,n(x) = −cm,n∆|x|2m−n HS 19
=

(∗∗∗)

−2Γ(n/2−m)

nen4mΓ(n/2)(m− 1)!
2(m− 1)(2m− n)|x|2(m−1)−n

s. Beweis von
=

HS16

−2(m− n
2
)(∏m

j=1
n
2
− j
) 1

nen4m−1(m− 2)!
|x|2(m−1)−n = Fm−1,n(x)

Also ist die Behauptung erfüllt für h(x) ≡ 0.

2.Fall ( n ≤ 2m und n gerade): (−∆)Fm,n(x) = cm,n∆
(
|x|2m−n log(x)

)
HS 20
=

(IA)

(−1)m−
n
2 2(m− 1)(2m− n) log |x|

nen4m−1Γ(n/2)(m− n/2)!(m− 1)!
|x|2(m−1)−n + cm,n(4m− n− 2)|x|2(m−1)−n︸ ︷︷ ︸

=:h(x)

=
− log |x| (−1)(m−1)−n

2 4

nen4m−1Γ(n/2)
(
(m− 1)− n

2

)
!(m− 2)!

|x|2(m−1)−n + h(x) = Fm−1,n + h(x)

Beweis von Satz 22 (elegant):

Beweis. Wie im Beweis von Satz 22 verbleibt zunächst nur ein Oberflächenterm. Mit mehr-
maliger Anwendung von Hilfssatz 33 ergibt sich:∫

Rn
(−∆)mψ(y) Fm,n(y) dy = lim

ε↘0

n∑
i=1

∫
|y|=ε

ψ(y) ∂i (−∆)m−1Fm,n(y)︸ ︷︷ ︸
m 6=1
= (−∆)m−2

(
Fm−1,n(x)+h(x)

) −yi|y| dS(y)

= ... = lim
ε↘0

n∑
i=1

∫
|y|=ε

ψ(y) ∂iF1,n
−yi
|y|

dS(y) = lim
ε↘0

n∑
i=1

∫
|y|=ε

ψ(y)

(
− 1

nen

yi
|y|

)
−yi
|y|

dS(y) = ψ(x)

Dabei handelt es sich bei F1,n um die singuläre Grundlösung vom Laplacoperator im Rn.
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