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1 Einleitung

Es geht um das Losen von linearen elliptischen Dirichlet-Problemen der Gestalt:

(=A)™u = f im Gebiet (2,
D% =0 auf 00 Na e Ny ol <m—1.

Im Fall m = 1 handelt es sich um die Poisson-Gleichung, die beispielsweise fiir das elektri-
sche Potenzial einer Punktladung bedeutsam ist.
Der Fall m = 2 ist von Nutzen, das Verhalten einer eingespannten Platte zu modellieren.

Eine - auf der Herleitung starker a-priori-Abschédtzungen aufbauende - Theorie fiir sehr all-
gemeine elliptische Systeme in Holder- und Sobolev-Rdumen wurde in den 1950’er und
1960’er Jahren von S. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg ausgearbeitet [ADN(1)],[ADN(1)].
Die Behandlung allgemeiner Gebiete lédsst sich durch lokales Geradebiegen des Randes lo-
kal auf die Behandlung handhabbarer Gebiete zuriickfiihren. Es wird von Poisson-Kernen
gebraucht gemacht. Eine weitere Methodik besteht darin mittels einer Greenschen Funktion,
beziiglich spezieller Gebiete, eine schwache Losung zu konstruieren und nachzuweisen, dass
es sich bei dieser sogar um eine Losung im klassischen Sinne handelt - das ist Gegenstand
der Regularititstheorie.

Als allgemeine Losungsstrategie ist das ungeeignet, weil sich das Auffinden einer Green-
schen Funktion beziiglich allgemeinen elliptischen Operatoren und Gebieten als zu anspruchs-
voll erweist.

Vom Italienischen Mathematiker Tommaso Boggio stammt eine grundlegende Arbeit [Bo],
aus dem Jahre 1905, in welcher er eine explizite Darstellung einer Greenschen Funktion fiir
den polyharmonischen Operator (—A)™, mit m € N, und dem Gebiet der Einheits-Kugel
B := B;(0) beschreibt. Deshalb wird diese Darstellung heute als Boggio-Formel bezeich-
net. Diese Greensche Funktion erweist sich sogar als eindeutig.

Zu seiner Zeit waren das Konzept der Kelvin-Transformierten und dass fiir bzgl. R? die
konformen Abbildungen stets eingeschriankte Mobiustransformatonen sind (Satz von Liou-
ville, vgl. §2) bereits bekannt, sodass er im Prinzip die Werkzeuge hatte, sich systematisch
Zugang zur Gestalt der Formel zu verschaffen.

Ein fiir diesen Kontext sehr bedeutsames Resultat ist die konforme Kovarianz (vgl.§5) fiir
Kelvin-Transformierte, was gestattet, den nicht-radialsymmetrische Fall auf den radialsym-
metrische Fall zuriickzufiihren.

Meine Arbeit basiert im wesentlichen auf dem Werk von [DG], wo die Boggio-Formel wei-
tergehend fiir reelle Exponenten m > 0 hergeleitet wird. Daran konnte ich insbesondere
§6 anlehnen. Weiterhin habe ich stark von den Resultaten zu Kelvin-Transformierten aus
[ADFIJS] profitiert, die §5 zur konformen Kovarianz bestimmen.

Den wesentlichen Anteil meiner Eigenleistung sehe ich in der Ausarbeitung von §4. Dort
zeige ich, dass es sich bei der Fundamentallosung von (—A)™ - laut [GGS, section 2.6] - auch
tatsidchlich um eine solche handelt. Die Herleitung einer - zur Boggio-Formel analogen -
Greenschen Funktion von (—A)™ fiir den Halbraum (R?,) in §7 stammt zudem auch von mir,
beruht jedoch darauf dass die entsprechende Formel in [GGS, section 2.6] bereits gegeben
ist. Dazu habe ich noch §3 iiber Glattheit der Boggio-Formel ohne Input anderer Arbeiten
bearbeitet.
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Hauptsatz 1.
Seienm € Nund f € C°(B). Setze:

ue)i= [ Gulw)fydy  fir c€ B,
B
wobei wir gemil Boggio setzen:
|lzly— & |/ |2yl -
Gm(z,y) = kpnlr — y|2m_"/ (v2 — 1) v d,
1

: 1 T
mit Kmn = e T ((m =D und e, := vol(B)

Dann ist u € C°°(B) und u ist die eindeutig bestimmte Losung von:

(—A)"u=f inB, (0

D% =0 auf 0B ,Va € Nj : |a| <m — 1.

Dabher heilit G, die Greensche Funktion zum Dirichletproblem des polyharmonischen Ope-
rators.

2 Konforme Abbildungen des R"

Dieser Abschnitt ist fiir den Beweis von Hauptsatz 1 nicht erforderlich, aber dient dem
allgemeineren Verstdndnis. Er handelt von der etwas liberraschenden Begebenheit, dass im
R"™ fiir n > 3 die konformen Abbildungen stets eingeschriankte Mobiustransformationen
sind.

Fiir den Fall n = 3 hat das Joseph Liouville [Liou] bereits im Jahre 1850 bewiesen. Zu
seinen Ehren trigt das allgemeinere Resultat ebenfalls die Bezeichnung Satz von Liouville.
Verglichen dazu sind alle konformen Abbildungen im R? genau die holomorphen und
antiholomorphen Funktionen mit nicht verschwindender Jacobi-Matrix.

(Fordert man neben der lokalen Winkeltreue auch lokale Orientierungstreue, dann nur die
holomorphen Funktionen mit nicht verschwindender Jacobi-Matrix).

Hier wird der Beweis von Nevanlinna [Ne] fiir konforme Abbildungen aus C* priisentiert -
entnommen aus Inversion Theory and Conformal Mapping von Blair [BI, section 5].

Ein Beweis fiir konforme Abbildungen aus C!' stammt von Hartman [Ha] - wiirde hier
allerdings den Rahmen sprengen. Zur Etablierung der Begrifflichkeiten kommen zunichst
einige Definitionen und Bemerkungen nach Reshetnyak [Re, chapter I, §3].

Definition 2. Seien U C R" offen und nicht leer, f € C'(U). f heiBt konform in z € U,
falls:

(Dof ov,Dpf ow)  (v,w)

Yo, w e R"\ {0} : det(D, 0 und = .
\ {0} (D.f) # |Dyf ov||Dyf ow|  |v|jwl

Ist f iiberdies konform fiir jedes = € U, dann nennt man f eine konforme Abbildung.
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Bemerkung 3. Aquivalent lieBe sich definieren, dass Vo € U, 3\ > 0 mit D,.f € A O(n).
Insbesondere sind konforme Abbildungen lokal injektiv. Es gilt lokale Winkeltreue, d.h. der
Winkel zwischen zwei Kurven in U, welche durch = € U verlaufen, entspricht betragsmiBig
dem Winkel zwischen den Bildkurven, die sich im Bild von z schneiden.

Lokale Orientierungstreue gilt zusitzlich, falls die Jacobi-Matrix ein positives Vielfaches
einer orthogonalen Matrix mit Determinante gleich 1 ist, d.h. 3IA > 0 mit D, f € A SO(n).

Mébiustransformationen in C := C U {oo} werden als gebrochen lineare Funktionen
definiert: f : C — C mit f(z) = % fiir a,b,c,d € C mit ad — be # 0,

wobei f(o00) = 2 sowie f(—2) = oo, falls ¢ # 0 ist, und f(co) = oo, falls ¢ = 0 ist.

Ein bekanntes Resultat der Funktionentheorie besagt, dass sich jede Mobiustransformation
als Komposition von Drehstreckungen, z +—> % (Inversion an S{ mit Spiegelung an der reellen
Achse) und Translationen darstellen ldsst. Diese sind fiir sich genommen spezielle konforme
Abbildungen, die bei Automorphismusgruppen von Kreisen, Halbebenen oder von ganz C
bzw. C eine entscheidende Rolle spielen. Andererseits sind alle Verkettungen dieser spezi-
ellen Mobiustransformationen wieder Mobiustransformationen, sodass sich eine dquivalente
Definition ergibt, die sich auf R” := R" U {co} verallgemeinern lsst.

Definition 4. Eine Inversion beziiglich einer Sphéire "' (z,) ist eine Abbildung

j R = R mit j(z) = r2E=20L 4 fiir 2 € R™\ {zo} und j(c0) = ¢ sowie j(z9) = oo .

|z—z0|2

Eine Ahnlichkeitstransformation ist eine affine Abbildung ¢ : R” — R™ mit
¢(x) = NAox + cfirz € Rund ¢(c0) = 0o, wobei A € O(n), ¢ € R"und A > 0.
Drehstreckungen, Spiegelungen und Translationen sind z.B. Ahnlichkeitstransformationen.

Definition 5. Eine Abbildung f : R — R™ heit Mobiustransformation, wenn sie sich als
endliche Kompositionen von Inversionen und Ahnlichkeitstransformationen darstellen lisst.

Beweise fiir die nachfolgenden Bemerkungen findet man in [Re, 35-39].

Bemerkung 6. Eine Mobiustranformation f ist konform in allen Punkten z € R™\{f~(c0)}.
Die Mébiustransformationen bilden eine Gruppe. Jede Mobiustransformation f ist entweder
eine Ahnlichkeitstransformation oder besitzt die Darstellung f = ¢, 0jo@,, wobei es sich bei
¢1, ¢o um Ahnlichkeitstransformationen und bei j um die Inversion beziiglich S} " handelt
(corollary 4, p.39).

Hilfssatz 7. Seien U C R" offen und nicht leer, f € C*(U) und Vo € U sei det(D, f) # 0.
f ist konform genau dann, wenn es ein 0 : U — R gibt, sodass Vv, w € R" gilt:

Df ol

(Df ov,Df ow) = e*(v,w). Zudem ist e’ = | o fiir beliebiges v # 0.
(%

Man nennt e°") die charakteristische Funktion der konformen Abbildung f.
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Beweis. Hilfssatz und Beweis sind iibernommen aus [Bl, theorem 3.7/ 3.8, p.72-74].

”=": Es gilt die lokale Winkeltreue. Es wird gezeigt, dass Ja(x) € R mit
(Dyfov,D,fow) = a(x)(v,w) fir alle v, w € R". Winkeltreue garantiert a(x) > 0. Dann

verbleibt nur o(z) := % log(a(z)) zu setzen. Dazu betrachte B(v,w) := (D, f ov, D, f ow)

2
als symmetrische Bilinearform auf R™ x R". Die Winkeltreue bewirkt B(v,w) = 0, falls
(v, w) = 0. Damit wiederum und fiir beliebiges, aber festes v # 0 definiere eine Linearform

auf R"™:
B(v,v)
(v,v)

Ergidnzt man nun v := by zu einer Orthogonalbasis {by,...,b,}, so ist L(b;) = 0 fiir alle
j = 1,...,n. Aufgrund der Linearitit ist L damit identisch Null. Fiir alle Paare v, w # 0 gilt
somit:

L(w) := B(v,w) — (v, w)

B(w,w)
(w, w)

(v,w) und B(w,v)= (w, v).

Daraus erhélt man zusammen mit der Symmetrie von B und vom Skalarprodukt, dass:

B B
(v, v) = (w, w) Vo, w # 0 mit (v, w) # 0. Diese Konstante bezeichne nun mit «(z).

(v,v) {(w, w)

Fiir alle Paare mit (v, w) = 0ist (D, f o v, D, f ow) = 0, sodass a(x) auch hier legitim ist.

"< Wegen (D, f ov, D, f ow) = 2@ (v, w), ergibt sich | D, f ov| = e”@|v|. Also folgt:

Dac Dm 20 (x)
(D.fov.Dofow) ) _(w)
|Dof ov||Dafowl  e?@uler@w]  |v]|w]

O

Bemerkung 8. Mit Hilfe dieser dquivalenten Charakterisierung einer konformen Abbildung
und der mehrdimensionalen Kettenregel ldsst sich miihelos zeigen, dass eine Komposition
konformer Abbildungen wieder konform ist. Die charakteristische Funktion der Komposition
ergibt sich dabei als Produkt der charakteristischen Funktionen.

Fiir eine Abbildung f € C?(R",R") und u,v € R" bezeichnet im Folgenden fiir [ = 1, ..n:
[vT o D?f(x) o u]; := v o (D?f;)(x) o u bzw. verkiirzt [v” o D*f o u]; := v 0o D*fjou .

Der nichste Hilfssatz aus [Bl] verwendet urspriinglich als Voraussetzung, dass die Funk-
tion auf einer offenen Teilmenge definiert ist. Nach meiner Analyse bendtigt man stattdessen
ein Gebiet, damit der Beweis korrekt ist.

Hilfssatz 9. Seien n > 3, U € R" ein nicht leeres Gebiet, sowie f € C*(U) konform mit
der charakteristischen Funktion e?(). Dann gibtes ein 5 € R, sodass Vv, w € R™ :

vl o D*(e7 ) ow = Blv,w) .
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Beweis. Hilfssatz und Beweis sind im Wesentlichen wie bei [BI, lemma 5.1, p.88-89].
Sei {v!,...v"} eine Orthonormalbasis von R". Laut Hilfssatz 7 gilt:
(Df ov', Df ovl) = e* (v, v7) & (e Df ov',e 7 Df ovl) = (v',07) = §;;.

Demzufolge ist M := {e "D f ov!,....e D f o v™} auch eine ONB, fiir festes x € U.
Man beobachtet: (D f o v?, (v))T o D?f o vk) + (D f o v, (v/)T o D?f o vF)

n

= S (Vo) (1) 0 Dfrov) + (Vi 0 0') (1) 0 D2fy 0 )

=1

R ofi i I 0? fl ~ 0 i 0 O
a Z 8%« " Ox 0x t Z 0x Saxra Ty ol
lr,s,t=1 l,r,s,t=1
"0 af ,
- rgl Oz, 8m U]>t Za—<Dfov Dfovtyu

= (V(Df ov',Df ovd),o*) "= (7 (2 (i 07)) oF)

= 2% (v’ v)(Va,v") = 22 (Va, v") 5y
Zyklische Vertauschung von 1, j, k liefert dazu:

(Df ov* (v o D2f o vy + (Df o v, (v%)" 0 D*f 0 v') = 27 (Va,v")jp, ,

(Df ov', (V") o D%f o v?) + (Df o v, (v)T 0 D*f 0 v?) = 2% (Va,v9) 5y .

Addiert man die letzten beiden Gleichungen und subtrahiert davon die Erste, kommt man
auf:

(Df ok, (o) 0 D2f 09 = & (Vo (x), v!)0j + (Vo (x), o/)ou — (Vo(),uh)d,).

und weil es sich bei M, fiir z € U, um eine Orthonormalbasis handelt, ergibt sich weiterhin:

n

(¥) ()T oD?*fov! = Z((Ul)T oD*fovd e "Df ov)e " Df ov”

k=1
(Vo(z), v]>Dfov + (Vo(z ),UZ>DfOUJ fiiri # j
<VU( )7 >Dfov_z< (l’), >DfO’U, firi = j.
ki
Das Zwischenresultat («) wird fiir den Beweis von Sarz 12 nochmal eine Rolle spielen.

Fiiri # j folgt: e 7 (v) T o D*fovi +(V(e™),v)Dfov' +(V(e ), v")Dforvi =0, .
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Fiir paarweise verschiedene v*, v’ v* - hier wird n > 3 relevant - erhilt man daraus:
) )

_ of _ of
_ D2 J 0' J o
0y, g Ut@m( )T o fov—i—g ( v)alvl+<V(e ), v >8xl ))
" () O 0 f (=) . Of |
_ k J k —o J k J i
Z (Ut Ox; Ox,0z, viur +vje Ox;0x 0, v + v 0x:0x, r Ox Us

d(e™?) j >*f iy gk () ; of e™?) ; f Uj>'

v v+ v v
or, " Oxdrs ° ' Or0xs ° Ox, or, ° 0xdx, "

s,t,r=1

k ik
+ o} vl 4 vy

Auf der rechten Seite ist jeweils die Summe iiber den zweiten, vierten und fiinften Term
sowie die Summe iiber den ersten mit den sechsten Term zusammen symmetrisch beziiglich
¢ und k. Fiir die linke Seite ist das trivialerweise erfiillt. Somit muss die Summe iiber den
dritten Term ebenfalls symmetrisch beziiglich ¢ und £ sein:

(") o D*(e") 0v?)Df ov' = ((v))" o D*(e™7) ov?)Df ov* fiiri, j, k p.w. verschieden.

Also ist (v')T o D*(e77) o v? = 0 fiir i # j, denn {Df o v', ..., Df o v"} ist eine Ortho-
gonalbasis. Da {v',...,v"} eine beliebige Orthonormalbasis ist, gilt fiir die symmetrische
Bilinearform B (v, w) := v’ o D(e77) o w = 0, falls (v, w) = 0, fiir festes z € U.

Wie im Beweis zu Hilfssatz 7 folgt daraus, dass 33(z) € R mit v” o Di(e™7) ow =

B(x){v,w). Zum Nachweis der Konstanz von /3 erkenne die Symmetrie zwischen u und
v im Ausdruck:

S R O N i G
;uT a—@(v,w)-éur o (v" o D2(e™") o w) —Tsztﬂ axraxsaxturvswt

An dieser Stelle wird benétigt, dass f € C*, weil 77 = | D';Lv‘ fiir beliebiges v # 0. Ver-
tauscht man nun u mit v erhilt man (V 3, u) (v, w) = (Vf, v)(u, w) und folglich

<<V6 ,uyo — (V5 v)u, w> = 0, fiir alle w € R", insbesondere fiir die kanonischen Einheits-
vektoren. Folglich gilt (V 3, uyv— (V 3, v)u = 0, fiir alle u, v € R", insbesondere wieder fiir
alle kanonischen Einheitsvektoren. Schlieflich ist V3 = 0 auf U und damit $ unabhingig

von x, weil es sich bei U um ein Gebiet handelt. L]

Definition 10. Seien D C Rund f : D — R eine Funktion. Existiert ein Polynom
q(z,y) = ijl P;(x) 4/, wobei die P; Polynome sind, sodass ¢(z, f(z)) = 0 auf D, so
heilt f eine algebraische Funktion. Andernfalls nennt man f eine transzendente Funktion.

Bemerkung 11. Der Artikel von R. W. Hamming liefert einen prignanten Uberblick zu
den transzendenten Funktionen und eine Beweisskizze zur Transzendenz trigonometrischer
Funktionen [Ham, p.296]. Insbesondere fiir den Arkustangens wird dieses Resultat benotigt
fiir Satz 12. Zudem ist auch zu lesen, dass jede endliche Kombination von Additionen, Sub-
traktionen, Produkten, Quotienten und dem Radizieren mit rationalen Exponenten von alge-
braischen Funktionen wieder eine algebraische Funktion erzeugt [Ham, p.295-296].

Satz 12. Seien n > 3, U C R™ nicht leeres Gebiet, sowie f € C*(U) konform. Dann ist f
die Einschrinkung einer Mobiustransformation auf U'.
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Beweis. Der Satz und der Beweis sind im Wesentlichen wie bei [BI, theorem 5.5 p.89-91].

Laut dem vorherigen Hilfssatz gibt es eine Konstante [, sodass Vv, w € R" gilt:

Zax] <i_1 O ) = 18:15 a BZ“J Wi

]_

Ersetzt man w durch die kanonischen Einheitsvektoren, folgt Vj = 1,..,n und Vv € R™:

0 ”0()

1=

Z Buix; + , weil U ein Gebiet ist.

Ersetzt man v durch die kanonischen Einheitsvektoren, folgt Vi = 1,...,n

8 —0
5 = B(z; — 2Y), wobei 2 := —c;(e;) /3 falls B # 0.
T
- . é o(z) _ 0 2
Also fiir a : 57 und geeignetes b € R : =alr —z°|* +b.

Da die Jacobi-Matrizen von f in allen Punkten regulir sind, existiert nach dem Satz von der
Inversen Funktion die Umkehrabbildung f~' € C'(f(U)), und f(U) ist offen, weil f~!
stetig ist. Weiterhin wegen Konformitit von f gilt fiir jedes y € f(U) mity = f(z):

(v,w) = (Do f o (Dyf " 0v), Dpf o (Dyf ' ow)) =Dy f 0w, Dyf " ow),

also (D, f " ov, D, f ' ow) = e U W) (y ) fiir alle v, w € R” und Vy € f(U).

Damit handelt es sich nach Hilfssatz 7 auch bei f~! um eine konforme Abbildung mit
e~7°/™" als charakteristischer Funktion. Analog gibt es deswegen Konstanten ¢, d und
y’ € R", sodass:

e”(®) = (=0l N0 = |y — 402 + d.

Daher gilt: 1 = (alz — 2" +b)(cly —y°)* +d) firallex € Uundy = f().

()

Fiir a # 0 und festes € U mit |z — z°] = r und |f(z) — y"| = R, gibt es auch Punk-
te aus U mit Abstand r + ¢ von 2, fiir ein ¢ > 0, denn U ist offen. Demzufolge kann der
zweite Faktor nicht konstant sein und es muss ¢ # 0 gelten. Es gibt weitere Punkte mit
Abstand r zu z°, da U offen ist. Fiir Punkte aus U N S™~!(z°) ist der erste Faktor konstant.
Das impliziert die Konstanz des zweiten Faktors sowie f(UNS"~!(z°)) C f(U)NSE " (v°).

Weil f stetig ist und U, f(U) jeweils offen sind, existieren ¢;,t; € R und ein Richtungs-
vektor e € S71(0), sodass fiir t € [ty,t,] die Spur der Kurve z(t) = te + 2° in U sowie das
Bild dieser Spur y(t) = f(x(t)) in f(U) verlaufen. Weil nun die Spur von z(-) senkrecht zu
Sphéren um z° verléuft, f Abschnitte von Sphéren wieder wegen (*x) in Sphiiren abbildet

_ 8-
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und lokal winkeltreu ist, verlduft die Spur von y(-) senkrecht zu Sphéren um y°. Die Spur
von y(-) ist damit ein Geradenabschnitt. Die Linge eines Teilabschnitts liefert Aufschluss
tiber b. Fiir 7 € (1, t] betrachte:

L(t) = |y(r) — y(t :/ "(t dt Hﬂfgatﬂ/ @) 1/ (1) dt :/
( ) Iy( ) y( 1)| A |y()| v=2) )i, ‘ ()| " at>2 + b
=Dy f o o'(t)] =le|=1

dt.

1 Var\ 1"
Wire neben a # 0 auch b # 0, so wiirde gelten: |y(7) — y(t1)| = [ arctan (—)] :
Vavb vb /1,

Die rechte Seite ist eine transzendente Funktion in 7, denn der Arkustangens ist nach Bemer-
kung 11 transzendent. Denn gibe es ein Polynom ¢ mit g(x, co arctan(ci;x) + ¢) = 0 fiir
Konstanten ¢; # 0, ¢ # 0, lieBe sich daraus unschwer ein Polynom ¢ konstruieren mit
G(z,arctan(z) = 0, da x — ¢; z fiir x € R bijektiv wire. Jedoch gilt auch wegen (xx):
1= (am> +0)(cly(r) —4°P +d) & Y1) ="l = /702 — 2>

und zusammen mit |y(7) —y(t1)]* = |y(7) —y°|> + ly(t) — y°* — 2Jy(7) — |y (t1) — "]
wird ersichtlich, dass L(7) = /|y(7) — 4°2 — 2Jy(7) — 40|z + 22 mit z := [y(t;) — ¢°]
nach Bemerkung 11 wiederum algebraisch ist. Das ist widerspriichlich, demnach ist b = 0.

Andererseits folgt fiir a = 0, dass b # 0, sonst wire der erste Faktor in (xx) gleich Null.
Also ist entweder a = 0 oder b = 0.

Falls a = 0 folgt, dass e” = 1/b. Also ist o konstant. Nach dem Zwischenresultat () aus
dem Beweis von Hilfssatz 9 ist (v')T o D*f o v/ =0, fiir alle i, j = 1, ..., n und fiir jede
ONB {v', ..., v"}. Insbesondere fiir die kanonischen Einheitsbasis ergibt sich also, dass

Vi, 5, l=1,...,n: %gﬁ = (. Deswegen sind alle .S; := g—i konstant.

Nochmalige Integration fiihrt auf f;(z) = Y, Sy x; + 2 mit einer Konstante z.

Bzw. f(z) = S o x + z, wobei S); der Eintrag in der [-ten Zeile und i-ten Spalte von S ist.
Aus Df = S folgt mit Konformitiit von f, dass (S o v, S o w) = 5 (v, w) fiir alle

v,w € R". Darum st || S € O(n) und Df = |—2‘(|b|5) Also handelt es sich um eine

Ahnlichkeitstransformation.

Falls b = 0, betrachte die Inversion an 7' () : g(z) = £=% + 20, fiirz € U.

T |z—29)?

Laut Hilfssatz 7 ergibt sich die charakteristische Funktion von g mit v = e; durch:

- 2
e%s(@)  — [Dagoe| _ Z 0 2w —af)(z; — )
le1] =t |z — 292 |z — 204
= 1 Azy — af)? n i Ay — 29)?(x; — 2])?
= |x—1’0|4 |ZE—1’O|6 p= |ZE—:L‘O|8
= ! 1 A(z) — 2y)? n Az —2f)?2 1
= |x_x0’2 |ZZ'_{L‘O‘2 ‘SC—J}OP - ’x—.’lj'OP
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Die charakteristische Funktion von ¢! ist damit 7o~ @) = ¢=s(67' ) — ¢=o(®) — | —0|2
fiiry = g(z). Zudem ist h := f o g~! konform als Verkniipfung konformer Abbildungen mit

der charakt. Funktion e?»(¥) = 707" ®) 01 (W) — cor(@)|g — o \2 1/a, nach Bemerkung
8. Somit handelt es sich (analog zum Fall @ = 0) bei h um eine Ahnlichkeitstransformation
und f = hog. 0

3 Glattheitsbetrachtungen zur Boggio-Formel

In diesem Abschnitt wird demonstriert, dass die mittels der Boggio-Formel konstruierte
Funktion u auf der Einheitskugel B glatt ist. Dazu erweist sich folgende Definition nach
[GGS, section 2.6] als niitzlich.

Definition 13.
() = Cmp T[T falls n > 2m oder n ungerade ,
T e 2P (= log |z])  falls n < 2m und n gerade,
wobei:
A . 4%512% 52_)7?1_1)! falls n > 2m oder n ungerade ,
: nen4m71r(é?Ql))(mjn/W(m—l)! falls n < 2m und n gerade.

Im Zuge der Glattheitsbetrachtungen dienen die folgenden Hilfssidtze dazu, die Boggio-
Formel in einen reguldren und singuldren Anteil - der sich als £, ,, erweist - zu zerlegen.

Hilfssatz 14. Fir m € N gilt:

Beweis.

|_|

' m—

0=(1-1m _1+Zm - _1_3)(_1)]-

]:0

Hilfssatz 15. Fiir n,m € N mit: n > 2m oder n ungerade gilt:

1

Jj=1

m—1

2
:Zy' —1—.7>'n—2< — )

j=0

NI:

Beweis. Das zeigt man mit Hilfe von vollstidndiger Induktion nach m € N:

Induktionsanfang (m = 1): Sein > 2 oder n ungerade.

1 0 (—1) 9
H Zl MNn—2(1— )

Jj=1 Jj=0 j

N|3
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3 GLATTHEITSBETRACHTUNGEN ZUR BOGGIO-FORMEL

Induktionsschritt (m — m +1):  Sein > 2(m + 1) oder n ungerade
m+1 1 B 1 ﬁ 1
el 53— (m+1) 05—
v 2 mz‘l (1) 2
n—2(m+1) = jlm—1—=7)!n—2(m—j)
& (Y 2 1 1
B jzoj!(m—l—j)!j—i-l n—2m+1) n—2(m-—j)
B m+1 J=0 j—i—l —l—j)
m—1 ]+1 2
D = 4
= j+1 —(G+I))n=-2m+1-(j+1))

Hilfssaz 14 1 2 N T (—=1)k 2
(k=j+1)  mln—2(m+1) <= kl(m—k)!ln—2(m+1-k)

S —

— kl(m—k)ln—2(m+1- k)
[
Hilfssatz 16. Fiir n,m € N mit n > 2m oder n ungerade gilt

n m—1 ;
rg—m _ -y (=1 1

20(3) & jlm—1=j)in—2(m— )

Beweis. Die Vorraussetzungen stellen sicher, dass % —m ¢ —Nj. Indem man die Funktio-
nalgleichung der Gammafunktion m-mal anwendet erhilt man

r<%>=<%—1>r<3—1>=---=(ﬁ@—j))r@—m»

2
- 1ﬂ(
und mit Hilfssatz 15 folgt:

MS

m m—1 _1j
H Z (=1

n _
j=1 2

MI:

Damit kommen wir nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts

Satz 17. Fiir gegebenes f € C5°(B) gilt u € C>(B)

—11 =



Beweis. Sei f € Cg°(B) beliebig, aber fest. Wegen des kompakten Trigers existiert ein
d € (0,1), sodass:

u(z) = / Gm(z,y) f(y) dy fir =€ B.
B1-5(0)

w ldsst sich mit dieser Formel auf By 5 (0) fortsetzen, fiir ein noch zu bestimmendes §* > 0.

Die Fortsetzung sei ebenfalls mit u bezeichnet. Der Beweis unterteilt sich dann in zwei
Schritte:

Schritt 1: u € C*°(Bi44+(0) \ Bi_s+(0))

_ .z
o |\x|y ]

Manhat 1 — 6" < |z| < 1+ 6" und |y| < 1 — 6. Setze g(z,y) := T |,dann ist

9(z,y) 1
Gm(x,y) = kmalz — y|2m_”/ (v2 — 1) v do.
1

Wiihle 0* < 0. Wegen y ¢ Bys+(0) \ Bi_s+(0) sind dann alle beteiligten Terme bis auf g
offensichtlich glatt. Wir formen die obere Integralgrenze um. Dazu betrachte:

2
_ _ 2
o=y (2Pl — 20y + 1) — (22 = 2ey + |y) (1= [«[)(1 — [y]?)

Ea
‘]m\y— ] _

|z —y|? |z — y|? |z —y|?

1— 2 1 — 2
Folglich ergibt sich: ¢g(x,y) = \/ 1+ (1= 2[*)(1 = [y]) . Dabei muss §* weiter so gewéhlt

werden, dass der Radikand fiir || > 1 strikt positiv ist. z = y ist nicht moglich, sofern
5 < 8
— 2

[z —yl = el =y =2 (1-0") = (1-0)=0-0"=

N S

Wihlt man nun 0* € (O,min{g, W1+ # — 1}>, erhdlt man fiir 1 < |z| < 1+ 0%):

2_53

(lz| <146%) = (|:1:|2<1+(S ):(53<52+4(1—|xy2))¢ <5<1+4(1_—|x|2))'

401 — J2[*)

Also folet: 0 < 0 < 1
so o8 M TR P R Z—yP

Dadurch sind jeweils g, G,, € C*°(By44+(0) \ Bi_s+(0), B1_5(0)).
Die Ableitungen von u bzgl. den xz-Koordinaten vertauschen mit dem Integral, da wegen des
kompakten Triigers alle Ableitungen beschrinkt sind, sodass u € C*(Bj44+(0) \ Bi_s+(0)).

—12 =



3 GLATTHEITSBETRACHTUNGEN ZUR BOGGIO-FORMEL

Schritt 2: u € C*°(B)

Mit der Notation [zy] := |||y —

[zy]
lz—y|

Con(2,y) = ol — P /
1
i |
T—y — . .
— km,n’x . y’2mn/ Z ( . )(—1)j(’02)m1]’01nd1}.
1 =0 J

Falls 35 € {0,...,m — 1} mitj = m —n/2 < 2(m — j) —n — 1 = —1, erhilt man bei der

(v — )™ ol

Integration einen Logarithmus-Term. Deshalb ist Fallunterscheidung nétig.
Fiir n > 2m oder n ungerade #j € {0,...,m — 1} mit j = m — n/2. Folglich hat man:

[zy]

m—1 . Yyl
m—1 [ p2im=i)=n ] Te=ul
Gm(x7 y) = km,n’x - y’2m_n ( . ) (_1)] |:—:|
0 J 2(m—j)—n],
m—n m—1 ; 2(m—j)—n
_ |z — ’2 Z (=1 [wy) 2 1
nepdm=t ((m —1)!)? = .7' —1—1'2( —Jj)—n \|z—yl
Hilfsgtz 16 H(aj‘ y) ( y) ’
: 1S (—1)j 2m—i)— :
bei  H(x,y) = (i gy

Somit lédsst sich nun die Glattheit von u auf die Betrachtung zweier Terme zuriickfiihren:

/Hw y) f(y) dy — /Fm,n(:v—y) fly) dy .

Das erste Integral ist offensichtlich glatt, da sich [zy] = /(1 — [z[2)(1 — |y[?) + |z — y[%,
analog zu g, glatt fortsetzen lisst (insbes. fiir z = 0). Fiir das zweite Integral ergibt sich:

[ ool =) £ dy = [ Fuale=9) $@) dy = [ Funlo) fa =)

wobei f auch die triviale Fortsetzung von f € C§°(B) nach R" bezeichnet. Es folgt:

0

oz, /B Fnn(z —y) fy) dy = / Finn(y) a%jf(a? —y)dy = — / Finn(y) a%f(x —y)dy

n

bzw., D° /B Fon(e — ) f(y) dy = (—1) / Foun(y) D2 f(z —y) dy firallea € N,.

Das Vertauschen von Integration und Differentiation ist gerechtfertigt, weil alle Ableitungen
beschrinkt sind - wegen des kompakten Trigers und Stetigkeit der Ableitungen. Also ist
auch dieses Integral glatt.
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Fiir n < 2m und n gerade existiert ein j € {0,...,m — 1} mit j = m — n/2, sodass:

_ (m—D=)""2 e, 2
Gm(z,y) = knm, (m_n/2>l(n/2 )| yI™ " log T

1)j T 2(m—j)—n T — 2j T — 2m—n
Z ( ) s (9 = g =yl
H

m — 1)!(=1)mn/2 .
(T(H - n/)2)(!(n}2 —1)! |z —y|™ " log[zy]

— (m—1 (-1 2(m—j)—n 2j 2m—n
e X (" ) g (o oy ).

i=0 J
j#m—n/2

Wegen 2m —n > 0 und [zy] > 0 fiir (z,y) € B x B, ist H(z, y) regulir und das erste
Integral ldsst sich beliebig oft ableiten. Beim zweiten Integral verfahre wie oben.

wobei  H(x,y) = kmn

4 Greensche Funktion mit Pol im Ursprung

Erginzend zu diesen Abschnitt bietet §8 eine elegante Beweis-Alternative fiir Sarz 22.

Definition 18. Eine Funktion f € C*"(R"\ {0}, R) heiBt Fundamentallosung zu (—A)™
in R™, falls: (—A)™f = 0, im distributionellem Sinne gilt, d.h. Vi) € C§°(R") gilt:

P(0) = . fy)(=A)")(y) dy.

Es geht zundchst darum zu zeigen, dass F,, ,,, eine Fundamentallosung zu (—A)™ ist. Vor-
bereitend bendtigen wir dafiir zwei Hilfssétze, die (—A)™F,, ,,(x) = 0 fiir z # 0 ergeben.

Hilfssatz 19. Fir n,m € N mit n > 2m oder n ungerade sowie z € R" \ {0} und
k=1,..m gilt

AFfaf = 2 TT ((m = D@m= 1+ 1) = n) ) o200

Beweis. Das zeigt man mit Hilfe von vollstindiger Induktion fiir £ =1,...,m :

Induktionsanfang (k = 1) :

ai‘x|2mfn — (2m . n)xi‘x|2(mfl)fn
81‘2|£U|2m_" = (Qm — n)|x|2(m—1)—n + (Q(m _ 1) _ n) <2m _ n)x?|x|2(m_2)_”
Alz[*™™ = 2(m —1)(2m — n)|z|?m-D" (% % %)
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4 GREENSCHE FUNKTION MIT POL IM URSPRUNG

Induktionsschritt ((k —1) — k) :

k—1
Ak|$|2m_n _ A(Ak_l|x|2m_n) v 2k—1 H((m _ l) (2(m — I+ 1) o n)>A|l‘|2(m_k+1)_n
=1
k-1

B2 T ((m = D(20m = 1+ 1) = n) )2(m = k) (2(m — k + 1) = ) a2 ~5

=1
= 2oF H((m —D(2m—-1+1) - n)) || 2m=R)=n,

]

Indem man ausnutzt, dass die Terme nur betragsméfig von = abhiingen, lassen sich die bei-
den Hilfssitze alternativ und eleganter radialsymmetrisch, d.h. mit dem Laplace-Operator in
Kugelkoordinaten, rechnend beweisen .

Hilfssatz 20. Fiir n,m € Nmit n < 2mund n gerade sowie € R"\{0}und £ =1,...m
gilt:

T
I

Beweis. Das zeigt man analog mithilfe von vollstindiger Induktion fiir £ =1, ...,m :

Induktionsanfang (k =1) :

A <]x\2m’” log |:c|) = (A]:c|2m’”) log |z| + 2<V\:c]2m’") <V10g |1:]) + |z)*™ " Alog | x|
_ <A|x|2m—") log || + 22<ai|x|2m—n 9; log |x|> + |z Alog |z
i=1

n—2
|z [?

X

= 2(m—1)2m — n)|z|*™ V" log || + 2 Z<(2m — )|z ) + |z
i=1

|z

= 2(m —1)(2m — n)|z>™ V" log |z| + 2(2m — n)|z 2D 4 (0 — 2)|x M-V

= <2(m —1)(2m —n)log|z| +4m —n — 2) |z [2(m=D)=n
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Induktionsschritt ((k — 1) — k) :

8¢ (JaPrrtoglo]) = A (A (o oglal))

N gk ﬁ((m = D(20m =1+ 1) = m) ) A (e log

=1

w2 i: (4m —1+1) —n— 2)H<(m —NE2m—-j+1) - n)) Al |2m=k+D)=n
7
(*%) (...) (2(m —k)(2(m —k+1)—n)loglz|+4(m —k+1) —n— 2) |z 2m=k)=n

() (2(m — k) (2(m—k+1)— n)) | |[20m=R)=n
k
— ok H((m —D(2m—1+1)— n)) |22 =E)=n Jog |z
=1

+(4(m k41 —n— 2) 2k1ﬁ<(m —D(2m—1+1) - n)) |2
s

Korollar 21. Es gilt: (—A)™F,,,, =0in R\ {0}.

Beweis. Das folgt aus den Hilfsscitzen 19 und 20. Mit Fallunterscheidung ergibt sich:

Falls n > 2m oder n ungerade:

A = om [T ((m = )(20m —14+1) =)o " =0 und somit (~A)"Fy = 0.
=1

Falls n < 2m und n gerade:

Am(]a:\sznlog]x\) = 2mf[<(m—l)(2(m—l+1)—n))\x!" log |z
+ zm—li (4(m—l+1)—n—2)H((m—j)(2(m—j+l)—n)) | "

=1

~— =

J:
J#
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4 GREENSCHE FUNKTION MIT POL IM URSPRUNG

Das Produkt im ersten Term ist offensichtlich gleich Null. Im zweitem Term ist ebenso of-
fenbar jeder Summand fiir [ # m gleich Null. Also bleibt nur der Summand mit [ = m:

m—1

A™ (|x|2m—n log |x|> — 2 4—n-2) [] ((m —HEm—j+1) - n)) | "

7j=1
Fiir n = 2 ist dieser Term offenbar Null. Fiir n # 2, d.h. n > 4 und n gerade, betrachte:
m—1

'(2m—2j+2—n):(2m—n)-...-(4—n).

Es handelt sich um das Produkt der Differenzen aller geraden Zahlen von 4 —n < 0 zu
2m —n > 0. Es existiertein j € {1,...,m—1} mit2(m —j+1)—n =0,da n < 2m und
gerade ist. Folglich hat man:

Am<|xl2m_" log |x\> =0 undsomit (—A)"F,,=0.

O]
Satz 22. F,, , ist eine Fundamentallosung des polyharmonischen Operators (—A)™ in R™.

Beweis. Zu zeigenist (—A)™F,,, = 0, im distributionellem Sinne, d.h. V¢ € C§°(R") :

00 = [ (8)"0) Fuals) dy.

Sei dafiir ¢ € C3°(R™) beliebig, aber fest. Auf dem Integrationsbereich R™\ B.(0), fiir ein
e > 0, geniigt der Integrand den Anforderungen vom Satz von Gauf3. Wir formen damit um:

[ =0760) Py dy =tim [ (-8)"0(0) Fraly) dy

N0 SR\ B, (0)

n

. . . m 1 _92(_ m—1
=ty [ AW Fanl) =l S [0 ATT ) Faal)

n

= lim [ Y[ 02" () 0Fualy) dy — | 0" (y) Fualy) - dS(y)

5\0 i—1 |y‘26 |y‘:g ‘y|

=v;

Das Oberflichenintegral ist von der Ordnung ™! bzw. 2"~ !log(e) und verschwindet
somit fiir € \, 0.
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n

= lim Z (:)Z(—A)m_l’@b(y) aiFm,n(y) dy

N0 e
= lim <_;A>a< A" (y) 0 Fn( dy+Z/ )" (y) BiFrn(y) vi dS(y)>

Das Oberfldchenintegral ist von der Ordnung £*™~2 bzw. €™~ 2(log(¢) + 1) und verschwin-
det somit fiir € N\ 0, falls m # 1. Weitere (k — 1)-malige analoge Anwendung vom Satz
von GauB liefert:

= lim | (=2)"7(y) (~A)Funly) dy = ...

E\O |y|25

i ( /| A (A8 dy+2 / (~ )" () O~ D) Fra(v) wds<y>>

e\0

Das Oberflichenintegral ist von der Ordnung £2™~% bzw. &>~ ?*(log(e) + 2k — 1) und
verschwindet somit fiir € \, 0 sofern £ = 1, ...m — 1. SchlieBlich fiihrt das auf:

= lim [ (=A)(y) (—A)" ' Fanly) dy

e\,0 ly|>e
~ i / B(y) (A" Fpnly) dy + Z (~A)"1E,, () =2 dS(y)
N0 ly|>e %’_/ ly|l=¢ |
=0 nach Korollar 21
Fall 1 (n > 2m oder n ungerade):
n m—1

(m—02m-1+1) - n)) Ay i dS(y

= Y [ e e <—2>m—1< Tol

N0 Jyl=e =1
=(2-n)yily|="

=  _lim V(Y) emn (=2)""H(m — 1) (H(—%(g —(m—1+ 1))) lyl'™" dS(y)

N0 Sy =

- lim V(Y) Cmn 4™ 2(m — 1)! (H (g —(m+1-— 1))> ly|*~™ dS(y)

O Jjyj=<

G=m+1-1) . 2l'(n/2 —m) me1 o n 1-n
= lim ne AT (/2 (m — D)1 |MZE@/}(y) 4" 2(m = 1) (jHl(2 ])) e " dS(y)
I'(n/2)
I(n/2—m)
1
= ll\r‘% W e Y(y) dS(y) = (0).

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil ) stetig ist.
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4 GREENSCHE FUNKTION MIT POL IM URSPRUNG

Fall 2 (n < 2m und n gerade):
Nach Hilfsatz 20 gilt:

m—1

=1

m—1 m—1

#2723 | (= 1+ 1) =0 =) [T (n = ) 20m =) +2 =) ) | ol

=1

Falls n # 2, gilt fiir Iy :=m + 1 —n/2,dass: 1 <[y < m — 1. Das Produkt im ersten
Summanden wird somit zu Null. Ebenso verschwinden alle Summanden mit [ # [y im
zweiten Term. Es verbleibt:

m—1
m—1 2m—n _ om—2 n (m_ 1)' m—2 . n 2—n
JEMA1=%
( ) n—2 s n
=m=J -2 B 29—
121
m—1 %*2
— 2.4 (- 1) H<l+1—§> <l+1——> |2
=2 I=1 3
—m-gn =(-DEAg-2)
n n n n—2
= (=1)F4m22 _1!< __>' <__ ); 2-n
(1) 2 o(m— 1)t (m— )1 (2 2)1 222
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Damit ldsst sich der iibrig gebliebene Oberflichenterm nun auswerten zu:
. - —Yi
lim _A)m lFm,n( ) dS( )
N0 < ly|=¢ |yl

= lim Zcmn o) (c1ytoy) CREATIEE) (m = 3)! m = 1)

aily)> " 2 ds(y)
N——

5\0 Iyl n — 2 | |
=2-n)ysly|~"
1

= lim —— dS(y) = ¢(0).

K&MﬁW1Mﬁw@ (y) = ¥(0)

Fiir n = 2 erhilt man:
m—1
AL (2™ 2 log |z| ) = 2™ (m —1)2(m —1) ) log|z|
(v ta) =2 1 )
m—1 m—1 m—1 1
2m? 4(m —1 —)2(m—j)) ) =4""(m—1)(m—1)! |1 — .
+ ;(m >E(<m j)2(m = j))) (m = 1)}(m ><og\x|+;m_l>
J#l
Damit folgt fiir den iibrig gebliebenen Oberflachenterm:

RS e —Yi

lim > [ () 0(=2)" T Fa(y) T dS(y)

N0 = Jy|=e i

m—1

= lim s O(y) (1™ 4™ (m = D) (m = 1)1 0, (loglyl + Y —— y’ T ds()

5\0 |y‘ =1 m —

i Iyl
1
ggﬁgwm¢@)ﬂw ¥(0)
]

Satz 23. Es gilt: (—A,)™G,,(0,y) = J im distributionellem Sinne, beziiglich B.

Beweis. Das Theorem wird mithilfe der Fundamentallosung £, ,, bewiesen. Die obere Inte-
gralgrenze lésst sich umgeformt fiir x = 0 und y # O stetig fortsetzen:

2
= |z |y)* =2z -y + 1, also: ] = \/|x|2]y|2—2x-y+1‘
’ |z =y |z =y

Damit ldsst sich G, fiir x = 0,y € B auswerten:

1/lyl
Gm(07y) - km,n|y‘2m_n/ (U2— 1)m_11}1_nd1}
1

Ylm=l | |
= bl [ (T )
1

=0~ J
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5 KOVARIANZ UNTER MOBIUSTRANSFORMATIONEN

Fall 1 (n > 2m oder n ungerade): Fiir j € {0,m — 1} ist (—A,)™|y|* = 0.

m—1 —j)— /1yl
m—n m—1 . ’U2(m i)-n
Gul00) = ol 3 (" )HV Ee

= —7) 1
m—n m—1 1
Iyl2 (=1
ne,4m=1 (( 'QJ J' —1—J'2( —J)—
1 .
_ 1 (_1)j 1 (|y|23 |y|2m n)
ne,4m=1 (m —1)! — jlm—=1—=j)12(m—j)—mn

J]=

M

(|l — 1)

(=8y)™ Gm(0,y)

— 1S . 1 . m|,,|2] __(__ m|,, |2m—mn
- ] Z s | A

1 2 — atz
(Tl/ m) |y’2m—n S t:22 (_Ay)mme(y) _ 50'

nend™ 1 ((m — 1)) 2T(n/2)

Fall 2 (n < 2mund n gerade): 3j € {0,...,m—1} mit j = m —n/2, sodass G,,(0,y) =

— (m-1 (=1 2j _ 1, [2m—n omn_(m = DI(=1)m"/2 oz(v)] 1!
foa | 22 (") g 2 = )y D ool

j#m—n/2

Aufgrund von 0 < 2m —n < 2m, ist (—A,)™|y|*™ " = 0. Dadurch hat man:

m — 1)1(—=1)mn/2
1 ( 1)'( 1) | ‘men(_

nendm™ =1 (m — 1)) (m — n/2)!(n/2 — )17

) Satz 22 5

(=Ay)"Gm(0,y) = (=A™ log |y 0-

]

5 Kovarianz unter Mobiustransformationen

Satz 24. Seien ¢ eine Mobiustransformation (mit moglicher Polstelle ) und bezeichne J,
den Betrag der Jacobi-Determinante. Dann gilt Vm € N und jedes u € C§°(R™ \ {zo}) :

(—A)" <J¢Ju 0 ) = g, ((=a)ymu) o

Ein raffinierter Induktionsbeweis zu diesem Satz findet man in [ADFJS] unter Benutzung
das Konzeptes der Kelvin-Transformierten.
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Definition 25. Fiirn, m € N, U C R" offen und v € C*™(U, R) heibt K,,[u] : U\{0} — R
mit:

Kalul(e) = Lo (25)

die Kelvin-Tranformierte von u. Hier und im Folgenden sei stets x # 0.

Hilfssatz 26. Seinen n,m und u wie in Definition 25. Dann gilt fiir die Kelvin-Transformierte
von u:

eV EKpu] = (2m — n) K, [u] — K [xVu].

Beweis. Der Hilfssatz ist entnommen aus [ADFJS, lemma 3.1,(3.1), p.7]. Der Beweis dort
ist elegant. Dagegen habe ich den Ausdruck einfach berechnet:

PV K [u)(2) = Zx % ('f’f’gm_”“ (ﬁ»

& m—n— z m—n x €i 21’1
= Yo (mmaier () e se () (- o))
=1
m—n T m—n— - X Li x
= mmm o () b3 (o () -2 () )

i=1

= (2m —n)Knlu)(z) — lx|2m_" (u% - Vu (#) )

-

=Km|zVu](z)

]

Der Artikel von [ADFJS] betrachtet weitergehend reelle m > 0 und benutzt Fouriertrans-
formationen um weitere Zwischenresultate zu beweisen. Abweichend davon habe ich gefun-
den, dass ich folgenden Hilfssatz benotige um Hilfssatz 28 - welcher seine Entsprechung in
[ADFIJS, lemma 3.1,(3.2), p.7] findet - zu beweisen.

Hilfssatz 27. Fir m € Nj gilt:
(=A)"(x - Vu) =2m(—=A)"u +z - (V(=A)"u).
Insbesondere folgt daraus:
4o - (V(=A)"u) = 4(=A)" (2 - Vu) — 8(m + 1)(—A)™ .

Beweis. Induktionsanfang (m = 0) : ist trivial erfiillt.

Induktionsschritt (m — m +1) :
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5 KOVARIANZ UNTER MOBIUSTRANSFORMATIONEN

(—A)m+1(x-Vu) v —A(?m(—A)mu+x~(V(—A)mu>

= om(—A)™Hy - i: o2 (:c &-(—A)mu)
ij=1
= 2m(—A)"ly — En: (zéijaiaj(—A)mu +a @-(—A)m@?u)

1,5=1

= 2m+2)(-A)"u+ - (V(=A)"" )

Hilfssatz 28. Fir m € Nyund n € N gilt:

(—A)m<|x|2Au> = —|z|*(—=A)" My + 4m(—A)m(a: . Vu) +2m(n — 2m — 2)(—A)"u

Beweis. Induktionsanfang (m = 0) : ist trivial erfiillt.

Induktionsschritt (m — m + 1) :

(=A™ (Wm) v —A(—|x|2(—A)m+1u + dm(—A)"(z - Vu) + 2m(n — 2m — 2)(—A)mu>
= (Al (A" — [ (= A) 2+ 2 (V]al) - (V=) )
+ dm(=A)" T (z - Vu) + (2mn — 4m? — 4m)(=A)"
— (=AU 4 dm(—A)" (- V)
+ (2mn — 4m? — dm + 2n) (= A)" My 4+ 4o - V(=A)"y

52 o (=)™ + (4m 4+ 4) (=A™ (@ - V)
+ (2mn — 4m? —4m + 2n — 8(m + 1))(—=A)"
e (~A)™u+ A+ D(~A)(a - V)

+ (2mn — 4m® — 12m + 2n — 8)(—A)"u .

—2(m+1) (n—2(m+1)—2)
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Auf den algebraischen Beweis von folgenden niitzlichen Hilfssatz bin ich selbst gestof3en.

Hilfssatz 29. Sei a € R" dann gilt:

2a,;a;
det(“jf_a,) 1
|al ij=1,..,n

[\ J/

-~

=T
Beweis. Es wird gezeigt, dass —1, 1 die einzigen Eigenwerte sind. Fiir die Determinante als

Produkt der Eigenwerte folgt dann: det(7") € {—1,1} und damit die Behauptung. Dazu
wird das Minimalpolynom my bestimmt:

|al? |a? jal* a2 ™ Jaf?

" [ 2a;a 2010 "\ (da;a;a: 2a;a 2010
[TQ]ij - <—k - 511@)) (L - 5k:j)> = ( Ik k5kj u j5z‘k; + 5ik5kj>
k=1 k=1

da;a;  2a;a;  2aa;
TP T Jap qap T 0% 2T oS0 ako mr=ato1= (@ -,

Weil das charakteristische Polynom 7 dieselben Nullstellen besitzt wie das Minimalpo-
lynom my , sind die Eigenwerte somit -1 und 1.
]

Beweis zu Satz 24:

Beweis. Satz und Beweis sind im Wesentlichen aus [ADFIS, proposition 3.2, p.8] iibernommen.

Abweichend ist hier aber der Induktionsanfang durch direkte Berechnung nachgewiesen.
Laut Bemerkung 6 ist eine Mobiustransformation ¢ entweder eine Ahnlichkeitstransformation
oder ldsst sich mittels ¢ = ¢ o j o ¢ darstellen, wobei es sich bei j um die Inver-
sion beziiglich S’f‘l und bei ¢y, ¢» um Ahnlichkeitstransformationen handelt. Falls gilt
d(x) = Moz + fmit A\ > 0, A € O(n), so ist die Aussage trivial, wegen J, = \"
und A(u o @) = A\?(Au) o ¢. Darum betrachte den anderen Fall.

Seien ¢; = N\;A; o x + B; mit \; > 0 und A; € O(n), fir i = 1, 2. Mit Hilfssatz 29 folgt:

. x o 2xxp .
D =0 = - = det(Dj)| =
(D) k|$|2 ] 2]t | det(Dj)]

|$|2n'

Wegen | det(D¢;)|(z) = A" und Determinanten-Multiplikationssatz geniigt es zu zeigen:

=8y (1ePrra(i5g) ) = bt (o) ()
o (ZAY Knlu] = fa 7 (~A) ]
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5 KOVARIANZ UNTER MOBIUSTRANSFORMATIONEN

Induktionsanfang (m = 1) :

N A(W-nu(@):ga? GRS

= Za ( n)x;|z| " u (’ |2>+|x‘2 "Vu(|x|2) <|;Z|2 B ijzlx>>

_ za( Wfel Ul ) + a0 ) - 2afe 2Vl 1) )

#{ e el |i;§)_|i|3wlx|2”)>

-~ —n—92 n €; . 2[EZI
+<;(—n)xi]a:| au > (Zm V (9;u)( ||2) (|x|2 o ))

Z2]$|”2Vu(xi|2)- ) <Z2n+2 Va2 ||~ 4Vu(—|) x)

=1

= 2—n)|z|™ 2Vu(—) r+ (2n —4)|z|™"" 2Vu(—) x

z|? z/?

—nfa| V() - @ 22 Au( ) — 2] (ij 0,0 ’2))
1,7=1

|z z|?

—2nfe| " 2vu(‘;| )@+ (2n + 4)]a] 2vu($—|) x

ijaau(| |2)>

7,7=1

—2|z|™" 2Vu(—|) r—2z|™" 4(

+4|x|—n 4 (Z T;T (913 U(| P))
J,l=1

= le_”_QAU(%P) = |2 K [Au](2) = Jo] 7K |2 Au(2)
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Induktionsschritt (m — m + 1) :

(A7 Kpalu) = ~(=A)"A (|2 Kyfu))

N (2m<n +2m — 2)|zP 2K [u] + |2 AK [u] + dmlzP (@ - VK, M))
526 (LA™ (2m(—n +2m 4 2)|2 P2 [u] + [P AK [u] — dmla)Pm 2K [z - vu])
- (A (zm(—n +2m + 2)Kofu] + |2 AK 4] — AmK o[z - w])
B (=) (2m(n + 2m o+ 2) K] + Kll22Au] - 4mEplz - Vu])
= 2m(n—2m = 2)|o[ TR [(—A) ] — |o[ TR [(—A)™ (|2 Au)]

+ 4m)a] " Ko [(—A)™ (x - V)]

= |~ K [~ (= A)™ (|2 Au) + 4m(=2A)" (2 - Vu) + 2m(n — 2m — 2)(=A)"u)]

= Kl P(-2)" )] = oY K (- A) " )],

6 Beweis von Hauptsatz 1

Hier laufen alle bisherigen Hauptresultate zusammen. Um die Kovarianz beziiglich Mdbiustrans-
formationen auszunutzen zu konnen, betrachte folgende Inversion.

Hilfssatz 30. Fir z € B\ {0} beliebig, aber fest, gilt fiir die Inversion ¢, beziiglich der
Sphiire SZ}*I(#), wobei r = /222 d.h. mit ¢, (y) := % (:v + (1 — |x]?) y_iQIQ):

[z[2 |z ly_W

(@) Yy eR"\{}: 6u((y) =y

(6) vy e R\ {g}: loay)l = i

(c) ¢, eingeschrinkt auf B ist ein Automorphismus mit:  ¢,(0) = x, ¢,(z) =0
(d) Yy eR"\{m}: Jo.(y) =][det(Dos)(y)| = (1 — [z*)"

() VyeR\{E}: o (6e) = 10

Beweis. zu(a): Eine Inversion j bzgl. S"~!(y) eingeschriinkt auf R™ \ {yo} ist selbstinvers:

|zly — &

e

( ( )) + 2 ](y) — Yo + 2 7"2 \;—_zi?l? insb. fiir 7 ¢ €T 9 1 — ’$|2
B i) = w2 — L0 =y, insb. fiir j = ¢, yo = —, 1" =
PR ) P T [r2 s | ’ ’ SRR |72
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6 BEWEIS VON HAUPTSATZ 1

zu(b):
1 x-y—1 1
|62 (y)]? = 2* +2(1 = o) ———5 + (1 = [2")———
v — 2| v — 2
1 :v-y 1
= s (P (WP 2T+ ) +2Ae g = 1) = 2oy — 1)+ (1= Jaf?)’
iy — 2 P
2]y |z|2‘
1
= s (JolPlyl? = 22y + 1+ 20y = 2= 2afPr -y + 2 +1 - 20zl + ol
2|2y — &
1 21 12 2 4 |x—y|2
= — s (Jallyl? = 20l -y +1alt) = L
2|2y — llzly — &

zu(c): Zeige zuerst, dass ¢,(B) C B gilt. Firz mit 0 < 2| < 1< 0 < 1 — |z|? < 1 folgt:

yl <1 = [wP<1 = |yPA—|z)*) <1— |z = |2+ |y < |z]Pyl* +1

2

xr

= |z? =2z -y + [y <[zPlyl =22y +1 = |z —y> < |[zly - wl = |62(y)] < 1.
Somit gilt auch B 2 ¢, (6,(B)) C ¢,(B). also ¢,(B) = B.

L TR 1 o)’
¢:(0) = —5 (z+ (1 =z 5 — @+ 02 (-2) =57 =2

|| | — el  Ja ||

x 2 1 2 T

1 T = o 1 (|| _2+W)+(1_|I|)($_W)
¢u(r) = 5 |z + (1 -z} = z = 0.

2P o= 5F ) TP 2= P

zu(d): Hilfssatz 29 ist hier niitzlich bei der Berechnung der Jacobi-Determinante:

Ty

1 Yi — 122
o) =5 [+ (1= o)
] |y — =l
) 1— |z 5 2(y; — ) (¥ — 25

D60l = 5o = | o - =

— 2 2 i %2 xﬂz

= det (Dqﬁx(y)) 21 |5B|x _) det | 6, — (y El )(%2 z] )

|z |y—W| ’y ‘;'2|
i,j=1,..,n
29 x|
= Js(y) = (|det(Dg,)(y)| =" (1 — [af*)" ley—ﬂ




zu(e): Seien U C R" und g € C''(U) bijektiv. Die mehrdimensionale Kettenregel liefert:

(0if)ij=1,.... = D(idu)(y) = Dg~"(9(y)) Dg(y) = 1 = det(Dg")(g(y)) det(Dg)(y),

mittels Det.-Multiplikationssatz. Fiir g = g~ = ¢, und U = R™ \ {#} folgt die Beh.
O

Beweis von Hauptsatz 1:
Beweis. Zunichst wird gezeigt, dass die Boggio-Formel den Randbedingungen geniigt:
D% =0 aufdB ,VaeNj:|a|<m-—1.

Dafiir schreibt man wieder die obere Integralgrenze von GG, um:

ey — \/1 L (L=l lyl?)

lz—y| |z — y?

Seinun z € 0B, d.h. |z| = 1.Dannist ¢g(z,y) = 1 und damit G,,(z,y) = 0.

Fiir die Ableitungen geniigt mit Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zu betrach-
ten:
o [I=v) ) m-1 dg
A vt —1 vt dv = (g(a,y)? = D)™ gla,y) T S (2 y
o, ), Y (9(z,9)* = 1) 52, (@ 9)
B (<1 —Ja)(1 — Jy?

|z —y|?

)) gl §—i<x,y>.

W%ﬂl[g(ﬂ—¢ﬁW1—WW)m4::Ci—@?%bﬁm%)dﬁw fir o] = m — 2

|z —y|? |z —y|?

wobei es sich bei 7(x,y) um eine rationale Funktion handelt, folgt mit Produktregel dass:
DG p(z,y) =0 firz € 0Bund |of <m — 1.

Die Vertauschbarkeit von Ableitungen und Integral (alle Ableitungen sind beschrinkt) liefert
damit die Erfiillung der Randbedingungen.

Da zudem OB € C* C C™ sowie (Satz 17) u € C*°(B) C C™(B), folgt sogar u € H".

Die weitere Vorgehensweise orientiert sich an [DG, p.13-14]. Um zu beweisen, dass G,
schwache Losung zu (1) ist, wird vorbereitend gezeigt dass (—A,)"Gp,(2,y) = 0,(y) im
distributionellem Sinne bzgl. B und fiir alle x € B gilt.

Sei dazu ¢ € C3°(B) beliebig, aber fest.

Fiir = = 0 liefert Sarz 23 die Behauptung. Sei nun also = € B\ {0}. Definiere:

2m—n

V(p2(y)).

~ n—2m n—2m

By) =T, (9) W (ga(y) 2D (1= [a)

a
x|y — —
2]
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6 BEWEIS VON HAUPTSATZ 1

Das Inversionszentrum 5 liegt auBierhalb von B. Somit ist ¢, € C5°(B) und folglich
auch ¢) € C3°(B). Damit ergibt sich nun:

HS 30(c)
def

(1—J21?) " ¢ (x)

o [, (o,%(y))bz;’fim (6:)) (2" (w) ) o (w) dy

Trafo

HS 200 /B Gm(o,obx(y))c’;f% ) (A" () dy

2m—n

HS 30(d) (1 . ) ’| ly — L G, (O, qﬁx(y)) (=A)"(y) dy

|z]

Hier spielt die in Satz 24 bewiesene Kovarianz von Mobiustransformationen eine entscheidende Rolle!

Es folgt:
v = [

Also ergibt sich wegen

2m—n

G (0,64(9) ) (=)™ (y) dy

e
x|y — —
2]

G (0 & ( )) def 1. | 2m-n Vo) 2 _ [ym-1,l-ng d
m\Y, Pz\Y)) = Fmn ¢x(y>| ) (U ) v v , dass

2m—n [z,9]

oy = | G0, 60) ™ E bl — g / T = ) = Gy y),
1
und schlieflich
V() = /JBGm(xay)(_A)m¢(y) dy, d.h. (—Ay)me(x,y) = 62(y). (2)

Sei nun: ¢ € C§°(B), eine Testfunktion. Dann ergibt sich:

[woarvwa = [ [ ewisw-a) v
Sfiméﬁfe A / Gy, )(—Ax)mw(x)dm>f<y)dy
[ )
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Somit ist u schwache Losung von (1). Weil auBerdem nach Satz 17 gilt, dass v € C>®(B),
folgt mit dem Satz von Gaul:

[ ()i de = [ @ de, e o)

B B

Das Fundamental-Lemma der Variationsrechnung und Stetigkeit von f liefern nun:
(=A)"u(z) = f(x), Ve B,

d.h. u definiert nach Boggio ist sogar eine klassische Losung.

Zum Beweis der Eindeutigkeit: Sei v € H{" eine weitere Losung von (1).

Dannistu — v € Hg" und Vo € HF" : ((u —v), )y = 0.

Wihlt man speziell ¢ = u — v, so erhélt man ||u — UH%IS«L =0, also u =vin HJ".

Damit ist die Boggio-Formel sogar als schwache Losung eindeutig.

7 Boggio-Formel im Halbraum

Weiterfiihrend lassen sich nun auch Randwertprobleme im Halbraum behandeln, von der
Form:

{(_A)mu:f inR?r:{xERnixl >O}7 3)

D%y =0 auf OR} ={x e R": 2y =0} ,VaeNj:|la|<m—-1 |,

wobei eine Funktion f € C§°(R"}) vorgeben ist. Die Existenz einer Losung folgt mittels
einer Mobiustransformation vom Halbraum R’} auf die Einheits-Kugel B aus der Boggio-
Formel in B. Die entsprechende Boggio-Formel in R’} hat, wegen der Kovarianz beziiglich
Mbobiustransformationen, bis auf die obere Integralgrenze, dieselbe Gestalt wie in 5. Laut
[GGS, S.49, Bem.2.28] gilt bei n > 2m Eindeutigkeit und fiir n < 2m lédsst sich fiir manche
Fille auch Eindeutigkeit unter Hinzunahme von Randbedingungen im Unendlichen erzielen.

Satz 31. Sei f € C§°(R"). Die im Sinne von Hauptsatz 1 fiir den Halbraum R’ analoge
Boggio-Formel lautet:

u(z) = G-aymrr (2,9)f(y) dy fir xeRY,

R%
wobel wir setzen:

Jz* —y|

m—n [z—yl m—1 _n
Geaym e (,Y) = kmnlo — yI* / (v2=1)" v " dw,
1

mit 2* := (—z1, 2, ..., x,) und k, ,, wie gewohnt.

—30 -



7 BOGGIO-FORMEL IM HALBRAUM

Die Vorgehensweise ist wie beim Beweis vom Hauptsatz 1. Wir machen Gebrauch von der
Inversion j beziiglich der Sphire S’\gl(—el), d.h. mit j(z) = 2:2E%95 —e fiirr € R"\{—e;}.

lz+e1]?

Hilfssatz 32. Fiir die Inversion j beziiglich der Sphire S%l (—eq) gilt:

a) VexeR"\{—ei}: j(i(z)) =
B Ve e R\ {—er}: ()] = ;;z}
Jj(B) =R" und j(]R") B, d.h. j vermittelt einen Diffeomorph. zwischen B und R’}

Vz € R" \{ 61} (I \x+61|2"

(
(
(c
(d )

() Ve eR\{-a}: Ji(i(v)) = 7.

\_/\/\./\/

e

r+eq

Beweis. zu(a): j(j(z)) = 2|J7(%)jei1‘2 —e; = 2% —e1 =z
z+eq
. z+e T —4x x|24+2z1+1 z—eq|?
2(0): ()P = (255 — ) = gt — AR + 1 = T =
zu(c): j(B) CR%: Seixz € B, dh.|z| < 1. Dann gilt:
(@)l = 2055 — el = 25pt5n g7 — 1 > 25255 — 1= 0. Somitist j(x) € R}.

J(R%) € B:  Seix € RY,dh. z; > 0. Dann gilt:

j(2)[? = IZZE <1e =21, < 211y < 21 > 0. Somit ist j(z) € B.

Da j selbstinvers ist, folgt auch R”, = j(j(R%) C j(B) sowie B = j(j(B) C j(R%}).

zu (d):  Fiir die Jacobimatrix ergibt sich:

ZT; + 511‘ _ ) _ 25ik X 4(93, + 511)($k + 51k)
|z 4+ e1]? 1 |z + e1]? |z 4 eq [

[Dj())in = Oli(2)]: = (2

Y

und damit mittels Hilfssatz 29 fiir die Jacobi-Determinante:

. 2" 2(z; + 61;) (y, +511g)) HS 29 2"
Ji(x) = |det(Dj(x))| = | ————=det | 0, — = —
]( ) | ( j( ))| ||$+€1|2n ( k |I+€1’2 ix |$+€1|2n

. (d) n n —n n ()
zu (e): J; (j(2)) = jariam = 2% z—fiﬁ m =2 el = g (€)
xT 61

]

Beweis zu Satz 31:

Beweis. Das Vorgehen ist analog zum Beweis von Hauptsatz 1. Seien nun stets §,n € R}
und z,y € Bmitz = j(£),y = j(n) € B. Es wird zunichst gezeigt, dass fiir 1) € C3°(R" ):

V(&)= | Geaynrr (&n(=A)"Y(n)dn, gilt. 4)

R}
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n—2m

Definiere ) € C5°(B) durch ¢(z) := J; 2 (2)1(j(z)). Dann gilt wegen (2) und Satz 29:

14
—
—

da) = /G z,y)( y " | Gnle.y) 1, )(=a)"0 () dy
wee [ Gm(y@ <>)J"§3m(j<n>) ((— ")) J;0) dn

Trdfo

SR [ (3€):5) 9 ) A" n)

Also folgt mittels Hilfssatz 33(e) : ¥(§) = Jjn;% (€) /H J;Eim (n) G (j(f),j(n)) (—A)™)(n) dn.

n—2m
2n

(4) ergibt sich somit, falls gilt: (Jj(g)Jj(n)) G (j(g), j(n)> — Gl (&), 5)

n—2m
Das folgtaus: (J;(€)J;(n) ™ [5(§)—i(m)[*" = = [¢—n|*"=" (5.1), FELDL = E=I (5.2,

. 90U~ 28 Leryme - 25© - im 1
H© I ~ GO -J@F LOF - 2@ i)+ P
L |f 77|2 _ |§ — 26101 — 7I|2 _ |§|2 - 45% —2§-n+ 4512 +4&m + |77|2
EoF = TP P2+ P

=:c

(LM = 2i(€) - j(n) +1) = (e + 4&um) (i) = 24() - () + i)
(ORI +1) £ e+ agm) (1HEOF + i) - 8&m (&) - 5(n)

=

=
Es ist nun iibersichtlicher die linke und rechte Seite jeweils einzeln zu betrachten. Fiir die
linke Seite ergibt sich:

c (|](€)‘2|](77)|2)+1> :C(|f—€1’2 |77—€1|2 +1) :c<|§_61|2|n_€1‘2+ |£+61|2|n+€1’2)

€+ el |+ e? €+ exf*ln + e |?
C

- |£+el|2|n+el|§(<|5|2 — 26 4+ )(nf? = 2m + 1) + (€2 + 26 + D)(|n)> + 2 + 1)>

-~
=:a

C
= E(EWMQ—ﬂﬂ%r+KF—Q&WF+4&W—Q&*WMQ—%h+1

+ |€[2Inf? + 21¢ m + |E[2 + 260 Inf? + 4€um + 261 + Inf? + 2m + 1)

C
= = (20efInf? + 21¢P* + 8gim + 2Inf* +2)

32 _



7 BOGGIO-FORMEL IM HALBRAUM

Betrachtet man die rechte Seite erhilt man: (c+4&;7) <|j(§) 2+15(n) |2) —8&m 7(&)-7(n)

€ —erlPln+ell + 1§+ e’ ln —ef
&+ e1]?n + e]?

~ (e tam)

(c+4&m)

= (6 — 260+ (Il + 2+ 1)+ (P + 26+ Dl = 2+ 1)) =8&m3(€) - ()

(c+4&m) <<

) S J(€) - i)

€207 + 21€)Pm + |€]7 — 2&|n)* — 4&m — 26 + [n]* + 2m + 1
+IEPI? = 20€Pm + €7 + 2& |0 — 4&m + 286 + |nf* — 2m + 1)) —8&mij(€) - j(n)

w<2lg|2’m2 + 2‘€|2 _ 851771 —+ 2|?7’2 + 2) — 851771 ](é) J(U) :

Die gewiinschte Aquivalenz von linker und rechter Seite fiihrt also auf:

16¢m: (1€[2 = 26 - n -+ [nf*) = 166m ¢ = 8emn (1€l + 1€ — 4€im + Il +1) — 8a &mi(€) - ()

Es verbleibt a j () - j(n) zu berechnen:

. 1 1 1
a (2 5‘1‘612_61) (2 n+€12—el>:a(4£ 77+f;+771+2 _2§1+ 2_27717L 2_|_1)
1€ + e n + e € +e1|?n + el 1€ 4 eq] n + e

= A€ n+&E+m+D) =2+ D) (P +2m 4+ 1) =20 + D(JE2 4260+ 1) + |€ + er |2 + ey |?
= AE -+ A& A+ 4 =28 0P — 46 — 26 = 2n)? — 4y — 2 = 2 [€)F — A& — 2
—20¢] — 46 — 2+ <|€|2|77|2 + 2162 + €12 + 26 n)? + A& + 26 + |0+ 2m + 1)

= [&PIm)* = &P — In)* +4& - n — 4&m + 1

Damit wird die obere rechte Seite zu: 87, <\§|2|n|2+ IEP—4&m+|nP+1—aj(§) -j(n)>

= 8&m (21€]? + 2[n]* — 4&n) = 1661 (€2 — 260+ [n]?) , was der linken Seite entspricht.

(5.2) ist demnach bewiesen. (5.1) ldsst sich unkomplizierter verifizieren:

—2m

neam 2" 2" | Ete N+ e
5©5) T 1) — s 2 )P 2
( J(g) j(n)) I](f) 3(77)| ||€_{_€1|2n |77+€1|2n |f—|—61|2 ‘77+€1‘2

2m—n

2m—n

E+ e n+e;

E+el>  Intel

_|Ete)lnteal  mte)ll+el
€ + el 7+ el

2m—n

(1€ +exlln + esl)

2m—n ’

2m—n 2m—n m—n
= |In+el —2¢+e)-+e)+E+el’] = =|nP-2n+[| 7 =1&-n
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Seinun: ¢ € C§°(R"}), eine Testfunktion. Aufgrund von (5) und der Symmetrie von G, ist
auch G — aymrr symmetrisch. Es folgt analog wie in Abschnitt 6:

Loreearv@ar = [ Gesman i )-A) ) dyds

By on / ( Gemmwﬂ%xﬂ—Ade@dx>f@Wy
R \ JR?

4
@ FW)o(y) dy
R}

Somit ist u schwache Losung von (3). Weiterhin folgt aus Sarz 17, dass: u € C*(R"}) -
ohne Beweis. Mit dem Satz von Gaul} folgt:

[ (aru@yean= [ f@a i, e @,

RY
Das Fundamental-Lemma der Variationsrechnung und Stetigkeit von f liefern nun:
(=A)"u(z) = f(x), Vo eRY,

d.h. wu ist sogar eine klassische Losung.

Zu den Randbedingungen:

Sei z € OR" d.h,, z; = 0. Dann ist 2* = z und die obere Integralgrenze 7 z yy|| = 1, also

u(z) = 0. Fiir die Ableitungen geniigt mit Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
zu betrachten:

|z* —y]

: * 2 m—1 * 1-n *
i/ o (vg—l)m_l ' dy = (\a: y|) —1 (\x y|> 9 |z y|‘
dz; Jy [z —yl [z — | Oz; |z -y

£ I\ 2 m-l N
Wegen D3 (u) -1 = (M) — 1) h(x,y) fir|lo=m—2,
|z =y |z =y

fiir eine glatte Funktion h(x,y), folgt mit Produktregel dass:

DG (z,y) =0 fiirz € ORY und |of <m — 1.

]

Ich danke Prof. Grunau fiir seine Geduld mit mir und fiir seine hilfreichen Hinweise, wihrend
der Betreuung. Dariiber hinaus danke ich Prof. Simon dafiir, dass er sich die Zeit nimmt,
meine Arbeit zu begutachten.
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8 ZUSATZ: DIE FUNDAMENTALLOSUNG F m,Nn (ELEGANTE VARIANTE)

8 Zusatz: Die Fundamentallosung F), ,, (elegante Variante)

Prof. Grunau hat angeregt, dass sich der Beweis zu Satz 22 noch verbessern lieBe mit folgen-
den Hilfssatz.

Hilfssatz 33. Sei m > 2. Dann gilt fiir x # 0:

m— 2
2

2
(=A)Fpn(x) = Fy1.0(x) + h(z) wobei h ein Polynom in |z|*vom Grade <

Beweis. 1.Fall (n > 2m oder n ungerade):

’2m n HS 19 (n/2 m)

—A an = _mnA
(8)Fmala) = —emn Bl /2 — T

2(m — 1)(2m — n)|z[2m-Dn

s. Beweis von _2(m — %) 1 |x|2(m_1)_n = 1 (x)
m n - m—1 - ! e
HS16 (szl n_ ]) ne,4m=1t(m — 2)!

Also ist die Behauptung erfiillt fiir A(z) = 0.

2.Fall (n < 2mund n gerade): (—A)F,, () = ¢ A(|z]* " log(z))

HS 20 (—1)"‘_% 2(m —1)(2m — n) log |z| o(m—1)— 2(m—1)—
aa)  ne,4m=10(n/2)(m —n/2)!(m —1)! et + a7 ~- L g
=:h(z)

—log o] (-1) D75 4
ne,4m10(n/2)((m — 1) — 2)!(m — 2)!

|x’2(m*1)*” + h(qj) = mel,n + h(SL’)

Beweis von Satz 22 (elegant):

Beweis. Wie im Beweis von Satz 22 verbleibt zunidchst nur ein Oberflichenterm. Mit mehr-
maliger Anwendung von Hilfssatz 33 ergibt sich:

m = lim _ m—1 —Yi
[ =87"600) Fontw) dy = 1\0 N A Fly) T ds)

mZN _pAym-2 (Fm_l,n(x)Jrh(x))

iy O F1 o dS(y) =1 n (—iﬂ) —thas
2 Jy PO A S0 = 2 V0 (S ) o W

Dabei handelt es sich bei F7 , um die singuldre Grundlésung vom Laplacoperator im R".
]
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