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1 Einleitung

Dem Willmore-Funktional wurde in den letzten Jahren einige Aufmerksamkeit zuteil.
Dieses Funktional ist auf einer reguliren Fliche S C R?® mit erster und zweiter Funda-
mentalform und der dazugehorigen mittleren Kriimmung H definiert durch

W(S) = /SH2 dA.

Die dazugehorige Euler-Lagrange-Gleichung wurde bereits von Thomsen in [T] hergeleitet:
AyH +2H(H? — G) =0 auf S. (Willmore)

Hierbei ist A, der Laplace-Beltrami-Operator und G die Gau-Kriimmung der Fliche S.
Eine Losung S dieser Gleichung heifit Willmore-Flache.

Das Interesse an diesem mathematischen Objekt rithrt in erster Linie daher, dass W{(-)
ein einfaches differentialgeometrisches Funktional ist, welches dennoch eine hohere Kom-
plexitit als das Flachenfunktional aufweist. Auflerdem dient es als Modell fiir nichtlineare
elliptische Differentialgleichungen vierter Ordnung, denn in diesem Kontext kénnen be-
wihrte Techniken wie das Maximumprinzip nicht angewandt werden. Die Nichtlinearitét
rithrt daher, dass der Laplace-Beltrami-Operator abhéngig von der gesuchten Fléache S ist.
Eine weitere Schwierigkeit entsteht aus der Invarianz des Funktionals gegeniiber inneren
Variationen und konformen Transformationen (siche [E]), sodass Methoden der Variati-
onsrechnung nicht direkt angewandt werden kénnen. Neben dem innermathematischen
Interesse existieren auch Anwendungen. Das Funktional dient zum Beispiel der Model-
lierung der elastischen Energie diinner Membranen (vergleiche [OY] und [H]) und findet
ebenfalls Interesse in der Bildrestauration (siehe [DR]).

In diesen Anwendungen werden iiblicherweise Minima des Willmore-Funktionals unter
bestimmten Bedingungen wie Randdaten gesucht. Nitsche diskutierte zuerst mogliche
Randdaten in [N] und bewies Existenzresultate unter nicht-expliziten Kleinheitsbedin-
gungen. Schétzle zeigte spéter die Existenz von Losungen in der S™ unter Randdaten
(siche [9]), allerdings kann der Punkt oo beim Zuriickziehen in den R™ fiir eine Losung
nicht ausgeschlossen werden.

In dieser Arbeit werden Willmore-Fldchen unter Axialsymmetrie untersucht. Dabei wird
die Flache durch eine glatte Profilkurve

w:[—1,1] — (0,00)
mithilfe der Parametrisierung

(x,0) — f(x,p) = (z,u(x) cosp,u(x)sinp), =€ [-1,1], p €[0,27]

beschrieben.

Weitreichende Existenzresultate fiir dieses Problem unter Randdaten konnen in den Ar-
beiten [BDF1], [BDF2], [DFGS] und [DDG| nachgelesen werden. Hier ist dabei folgendes
Resultat von besonderem Interesse:

1.1 Satz (siehe Theorem 1.1 in [DDG])
Fiir jedes o > 0 existiert eine glatte Funktion u € C*°([—1, 1], (0, 00)), sodass die zugehd-
rige axialsymmetrische Fliche S(u) das Dirichlet Problem fiir die Willmore-Gleichung
AH+2H(H?* - K) =0
u(xl) =a, v(£1)=0
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erfiillt.

Diese Losung u ist gerade und besitzt zusétzlich folgende Figenschaften:
Vo e [0,1] : 0 <z +u(z)u(x), o' (z) <0.
Vee[-1,1]: a<u(@) <a+l, |J(z)<i

Diese Lésung nimmt unter allen axialsymmetrischen Flédchen S(v), welche von geraden
Funktionen v € C*'([—1,1],(0,00)) und v(x) = v(—z) erzeugt werden, die die Dirichlet
Randbedingungen v(+1) = « und v'(£1) = 0 erfiillen, das Minimum der Willmore-
Energie an. Insbesondere gilt

W(S(u)) < 4m.

Die Profilkurve u kann als Losung der dahinterliegenden gewthnlichen Differentialglei-
chung als Anfangswertproblem iiber das Intervall [—1, 1] hinaus fortgesetzt werden. Der
Hauptteil der vorliegenden Arbeit beschéftigt sich damit, dass es nicht moglich ist eine pe-
riodische Profilkurve zu finden, dessen axialsymmetrische Flache die Willmore-Gleichung
erfiillt:

1.2 Hauptsatz

Sei u € C*([—1,1],(0,00)) und S(u) die dazugehérige axialsymmetrische Fldche von
u, welche die Willmore-Gleichung (Willmord) erfiillt. Dann ist es nicht moglich, dass
diese Profilkurve periodisch auf R fortgesetzt werden kann und gleichzeitig die zugehdrige
axialsymmetrische Fliache die Willmore-Gleichung

AH +2H(H? — G) =0 auf R
erfiillt.

Fiir den Beweis dieses Resultates wird das Problem in Paragraph [3 zuerst in die hyperbo-
lische Halbebene transformiert (siehe [LS2] und [HJP]), indem die Profilkurve u als Kurve
in dieser Mannigfaltigkeit interpretiert wird. Eine Umparametrisierung nach Bogenlange
liefert dann eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die geodétische
Kriitmmung der Profilkurve (sieche auch [LS1]), welche in Abschnitt [4] mithilfe Jacobisch
elliptischer Funktionen untersucht und gelost wird. In Paragraph 6.1l wird dann ein Killing-
Vektorfeld in der hyperbolische Halbebene konstruiert, mit dessen Hilfe in Abschnitt
der Beweis des Satzes gefithrt wird, indem Schranken fiir das angesprochene Killing-
Vektorfeld gefunden werden. Diese Schranken sind dabei verantwortlich dafiir, dass keine
periodischen Losungen der Willmore-Gleichung existieren.

Abschnitt 2] dient hier als Zusammenfassung von allgemein bekannten Sétzen und De-
finitionen der Differentialgeometrie, wihrend in Paragraph [ basierend auf [[] Killing-
Vektorfelder eingefiithrt und einige niitzliche Tatsachen als Vorbereitung in diesem Zu-
sammenhang bewiesen werden.

Ein grofler Teil der Ergebnisse aus den Abschnitten [] und [6.1] stammen dabei aus [LS1],
welche fiir diese Arbeit von zentraler Rolle sind. Diese Ergebnisse wurden allerdings in
[LST] fiir die Vorkenntnisse des Autors des hier vorliegenden Werkes unzureichend erklért
und mussten unter groferem Aufwand selbst erarbeitet werden. Dies resultiert darin, dass
die bendtigten Ergebnisse aus [LS1] hier im Detail bewiesen werden.

In Paragraph [[ wird die Technik fiir den Beweis von vom hiesigen Autor verfeinert,
um so explizite Grenzen fiir die fortgesetzte Losung in Abhéngigkeit von Anfangsdaten
zu erhalten. Ergénzend dazu befinden sich im Anhang (siche Abschnitt [§) diverse Plots
dieser Losungen, damit der Leser sich einen Eindruck von ihrer Gestalt verschaffen kann.



2 Geometrische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden einige fiir diese Arbeit wichtige Resultate, Formeln und De-
finitionen aus der Differentialgeometrie und der Moebius-Geometrie gesammelt. Die Re-
sultate der Differentialgeometrie in den ersten drei Unterkapiteln stammen dabei aus [BJ,
wéhrend der Unterabschnitt 2.4 auf Kapitel 4 von [R] basiert. Die jeweiligen Details kon-
nen in den dortigen Quellen nachgelesen werden.

2.1 Extrinsische Geometrie von Flichen

2.1 Definition (metrischer Tensor, siehe [B] Seite 111)
Sei (-,-) das Standardskalarprodukt des R3. Sei weiterhin S C R? eine regulire Fliche,
p € S und F eine Karte beziiglich S in p. Dann heifit

_OF OF
9= o !

metrischer Tensor oder erste Fundamentalform in lokalen Koordinaten.
Mit g% wird hier das Inverse von g;; beziiglich Matrixmultiplikation bezeichnet.

2.2 Definition (siehe [B] Definition 3.2.6)

Seien S, S’ C R? regulire Flichen, sowie f : S — S’ glatt. Dann wird das Differential
df(p) : T,S — Ty S" von f in p € S durch folgende Konstruktion definiert: Sei V' € T, S
und ¢(—¢,e) — S eine Kurve mit ¢(0) = p und ¢(0) = V. Dann setzt man

FRV) = 5 (clr)

t=0

2.3 Definition (siehe [B] Definition 3.4.1)
Sei S C R3 eine reguliire Fliche. Falls eine glatte Abbildung v : S — S? existiert, nennt
man S orientierbar und die Abbildung v Gau-Abbildung.

2.4 Definition (siehe [B] Definition 3.5.1)
Sei S C R? eine orientierbare regulire Fliche mit GauB-Abbildung v. Dann heift fiir
pES

W, T,5 — T,,S?
V = —dv(p)(V)

Weingarten-Abbildung von S.

2.5 Definition (siehe [B] Formel 3.4)
Sei S C R? eine orientierbare reguldre Fliche mit Gauf-Abbildung v sowie Karte F und
sei p € S. Dann heifit

0*F oOF oF
h’LJ = <axlaxJ7VOF> = <%7Wp(%)>

zweite Fundamentalform von S in lokalen Koordinaten. Hierbei ist (-, -) das Standardska-
larprodukt des R3.



2.6 Definition (mittlere Kriimmung, siehe [B] Definition 3.6.9)
Sei S C R? eine orientierbare regulire Fliche mit Karte F' beziiglich p € S mit erster und
zweiter Fundamentalform. Dann heif3t

hoo — 2g19h12 + g2oh 1 i 1
H(p) — g11M22 G121 + ga2ha2 — = Spur (((g k) o (hik))i,k:I,Q) _ 5 Spur(Wp)

2(911922 — (912)?) 2
mittlere Kriimmung von S. (¢**); x—1 2 ist dabei der inverse metrische Tensor.

2.7 Definition (GauB-Kriimmung, siehe [B] Definition 3.6.9)

Sei S C R? eine orientierbare reguliire Fliche mit erster und zweiter Fundamentalform,
gegeben durch eine Karte F' beziiglich p € S. Dann heifit
': hithos — (hig)? _ det(hj)

Cgngxe — (g12)?  det(gy)

G(p) = det(W,)

GauB-Kriimmung von S.

2.2 Intrinsische Geometrie von Flichen

2.8 Definition (siehe [B], Definition 4.4.1)

Sei M C R3 eine reguldre Fliche. Dann heifit die Abbildung, die allen p € M ein Skalar-
produkt g, : T,M x T,M — R auf dem Tangentialraum von M zuordnet, Riemannsche
Metrik, falls fiir alle Karten F': U — M von M gilt, dass die Abbildungen

OF OF .
i (%) = gre) <%’ @) ceUCR? i,j=1,2

glatt in = sind. (gi;)ij=12 heiBt metrischer Tensor. Das Paar (M, g) nennt man dabei
Riemannsche Fldche.

2.9 Definition (Christoffelsymbol, siehe [B] Definition 4.2.13)
Sei (M, g) eine Riemannsche Fliache. Dann definiert man in lokalen Koordinaten das Chri-

stoffelsymbol
2
1 99 Ogje  0gij
ko LN e (991 995 09
U2 ;g ((9IJ T o 0at )

wobei (g*)x =12 das Inverse des metrischen Tensors (g;;); j1.2 ist.

2.10 Definition (kovariante Ableitung, siehe [B] Seite 185)

Sei (M, g) eine Riemannsche Fliche und sei V' ein glattes Tangentialvektorfeld auf M,
d.h. Vp € M gilt V(p) € T,M. Sei nun p € M fixiert und F eine Karte von M in p.
Sei weiterhin W € T,M und ¢ : (—&,e) — M eine glatte Kurve mit ¢(0) = p, ¢(0) = W
und £ > 0. Sei weiterhin ¢ := F~! o ¢ die Kurve in lokalen Koordinaten. Dann wird die
kovariante Ableitung von V nach W in p durch

VaV =Y ((v od)k+ FZ(E(O)WZE(O)J') %

ij=1

definiert.



2.11 Bemerkung
Die Definition der kovarianten Ableitung, siehe R.I0) liegt zwar in lokalen Koordinaten
vor, allerdings kann gezeigt werden, dass diese wohldefiniert ist (siehe [J] Seite 105).

2.12 Hilfssatz (siehe [B] Seite 185)
In lokalen Koordinaten kann die kovariante Ableitung auch ohne eine Hilfskurve angegeben
werden. Dafiir gelten hier die gleichen Bezeichnungen wie in[2.10. Dann gilt

2 (avi A 4
(VwV)' =) (axj + Zr;jv’f) W,
k=1

j=1

2.13 Hilfssatz (siehe [B] Lemma 4.2.12)

Sei (M, g) eine Riemannsche Fléche, ¢ : I — M eine glatte Kurve auf M mit I C R ein
Intervall, J ein weiteres Intervall in R mit ¢ : J — [ eine Umparametrisierung von c,
V. W, Z glatte Tangentialvektorfelder auf M und f,h : M — R glatte Funktionen auf M.
Seien weiterhin o, € R, p € M und ¢ : (—¢,e) — M eine glatte Kurve mit ¢(0) = p
sowie ¢(0) = Z(p). Dann gelten folgende Formeln fiir die kovariante Ableitung:

e Linearitit erster Teil:

VZ(CKV + ﬂW) =aVzV + VW

Produktregel erster Teil in p € M:

VoIV = @] VIV

t=0

Produktregel zweiter Teil:

d
77920 (V,W) = gy (Very ViW) + gewy (V, Vey W)

Kettenregel:
Ves,Vicop) =9 (VeV)op

Linearitiat zweiter Teil:

VivinwZ = fVvZ +hVwZ

2.14 Definition (siehe [B] Definition 4.3.1)
Seien V, W, Z glatte Tangentialvektorfelder auf einer Riemannsche Fliache (M, g). Dann
wird die zweifache kovariante Ableitung durch

ViwZ =Vv(VwZ) = Vy,wZ
definiert.

2.15 Definition (siehe [B] Definition 4.3.4)
Seien V, W, Z glatte Tangentialvektorfelder auf einer Riemannschen Fliche (M, g). Dann
wird der Riemannsche Kriimmungstensor durch

RV,.W)Z =V wZ — Vi Z

definiert.



2.16 Hilfssatz (siehe [B] Tabelle 1)
Der Riemannsche Kriimmungstensor besitzt folgende Darstellung in lokalen Koordinaten:

ore.  ore.
0 k ki 4 m 4 m
}%W_GJ_“E;+§:U%JM—FWHQ.

m

2.17 Definition (siehe [B] Tabelle 1)
Die Gau-Kriimmung G auf einer Riemannschen Fliache (M, g) wird in Koordinaten durch

1 .
G=32." (Z %)
ik )
erklart.

2.18 Bemerkung

Das Theorema Egregium (siche |B] Satz 4.3.8 und Tabelle 1, Seite 183) zeigt, dass die
extrinsische Definition 2.7 der Gauf3-Kriimmung mit 2. 17 fiir den Fall {ibereinstimmt, dass
die Metrik durch den ambienten Raum R? induziert wird.

Folgendes Resultat ist nur fiir 2-dimensionale Fldchen korrekt und besitzt keine entspre-
chende Verallgemeinerung in hoheren Dimensionen.

2.19 Satz (siehe [B] Lemma 4.3.11)

Sei (M, g) eine 2-dimensionale Riemannsche Fliche und G : M — R die Gauf-Kriimmung
auf M. Seien weiterhin V, W, Z glatte Tangentialvektorfelder auf (M, g). Dann gilt fiir den
Riemannschen Kriimmungstensor

Ry = G (95607 — gud)
2.20 Satz (Riemannsche Normalkoordinaten, siehe |[B] Satz 4.6.7)
Sei (M, g) eine Riemannsche Flédche und p € M. Dann existiert eine Karte von M um p,

sodass fiir den metrischen Tensor in p gilt:
e gii(p) = 0y, 1,5 =1,2
o Wi(p)=0, i, k=12

Oxk

2.3 Kurven auf Riemannschen Fliachen

2.21 Definition (siehe [B] Definition 2.1.1)
Sei I C R ein Intervall, (M, g) eine Riemannsche Fliche und ¢ : I — M eine glatte Kurve.
Diese wird als reguldr bezeichnet genau dann, wenn V¢ € I ¢(t) # 0.

2.22 Definition (geoditische Kriimmung, siehe [B] Definition 4.5.14)

Sei (M, g) eine Riemannsche Fliache, I C R ein Intervall und ¢ : I — M eine glat-
te, reguldre Kurve. Sei weiterhin N ein glattes Vektorfeld an ¢ mit N(t) € T,yM,
Gey(N(t), N(t)) = 1, Vt € I und gcw(¢(t), N(t)) = 0. Dann wird die geodétische Kriim-
mung ~x von c¢ durch

Ge(ty (Ve C(t), N (t))

M = o (D), )

definiert.



2.23 Bemerkung

Die Definition der geodétischen Kriimmung in ist gegeniiber richtungserhaltenden
Umparametrisierungen invariant. Wird die Laufrichtung der Kurve jedoch umgekehrt,
andert dies lediglich das Vorzeichen der geodétischen Kriimmung (vergleiche 2.T3]).
AuBerdem dndert ein umgekehrtes Vorzeichen fiir die Normale ebenfalls nur das Vorzei-
chen der geodétischen Kriimmung.

2.24 Definition (siehe [B] Proposition 2.1.13)

Sei (M, g) eine Riemannsche Fliche und ¢ : (0,L) — M eine glatte, reguldre Kurve.
Diese ist nach der Bogenldnge parametrisiert genau dann, wenn fiir das Léngenfunktional
folgende Bedingung gilt

Vie (0,L): Lion(c) = /0 9o @ls).é(s)) ds = .

2.25 Hilfssatz (siehe [B] Definition 2.1.11)

Sei (M, g) eine Riemannsche Flidche, I C R ein Intervall und ¢ : I — M eine glatte,
reguldre Kurve. Dann gilt, dass ¢ nach der Bogenlinge parametristert ist genau dann,
wenn

VEeT: gupnl(e(t),ét) = 1.

2.26 Satz (siehe [B] Proposition 2.1.13)

Sei (M, g) eine Riemannsche Flédche, I C R ein Intervall und ¢ : I — M eine glatte,
regulidre Kurve. Dann existiert eine richtungserhaltende Umparametrisierung ¢ : J — [
von ¢, sodass ¢ o ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert ist.

2.27 Satz (Frenet-Gleichungen, siehe [B] Aufgabe 4.24)

Sei (M, g) eine Riemannsche Fléche, ty,t; > 0, ¢ : [tg,t;] — M eine nach der Bogenléinge
parametrisierte Kurve mit FEinheitsnormalenvektorfeld N beziiglich g entlang ¢ wie in
Definition und k : [to, t1] — R die dazugehdrige geodétische Kriimmung von c¢. Dann
gelten fiir diese Kurve die Frenet Gleichungen:

Veie=k-Nund V:N = —k - ¢.

Sei umgekehrt eine glatte Funktion k : [to, t1] — R gegeben. Dann existiert zu jedem Punkt
p € M und Einheitsvektor V' € T,M beziiglich g eine eindeutige Kurve c : [to,t1] — M,
welche die Frenet Gleichungen mit geodétischer Kriimmung k erfiillt, nach der Bogenlidnge
parametrisiert ist und die Anfangsbedingung c(ty) = p und ¢(tyg) =V erfiillt.

2.4 Moebius-Geometrie

In diesem Abschnitt werden Grundlagen zu Moebius-Transformationen des R™ eingefiihrt.
Diese werden spéter in Paragraph [7] benttigt um sich fiir die dortigen Diskussionen auf
einen Spezialfall zuriickziehen zu kénnen.

Sei dafiir in diesem Abschnitt n € N die Dimension des euklidischen R™ und (,-) das
euklidische Skalarprodukt des R™.



2.28 Definition (Inversion, siehe [R] Gleichungen (4.1.1) und (4.1.2))
i) Seia € R, |a| =1,t € R, P(a,t) := {x € R": (a,z) =t} eine Ebene. Sei weiterhin
p: R" — R™ mit
plx) =x+2(t - (a,z))a.

p heifit Inversion an der Ebene P(a,t).
ii) Seia € R", r € R*. Sei 0 : R"\ {a} — R" mit

a(x):a+< - )2(93—@

|z — al

o heiflt dann Inversion an der Sphére S, (p) :={z € R": |x —p| =r}.

2.29 Bemerkung

Erweitert man den R™ um den Punkt co, konnen Inversionen an Sphéren 0.B.d.A. auch
auf ganz R U {oco} betrachtet werden, indem oo auf den Mittelpunkt der Sphére und
andersherum abgebildet werden. Bei Spiegelungen an Ebenen wiederum wird co auf oo
abgebildet.

2.30 Definition (siehe [R] Seite 116)
Eine Abbildung ® : R* U {oo} — R"™ U {oo} heiBt Moebius-Transformation, wenn diese
eine endliche Komposition von Inversionen an Sphéren und/oder Ebenen ist.

2.31 Beispiel
Jede Translation in R™ ist eine Moebius-Transformation.

Beweis. Sei eine Translation ®(z) = x4 a mit a € R™ gegeben. Dann kann diese Transfor-
mation geschrieben werden als eine Komposition von zwei Inversionen an Ebenen. Dafiir
sei b := ‘%' und ¢ := —%. Die erste Inversion findet an P(b,t) und die zweite Inversion an

P(b, —t) statt. Dann berechnet sich die Komposition ® der Inversionen zu:

d(z) = xz+2(t— bx))b+2(—t — (b,x+2(t — (b,z))b))b
= x—4(b,x)b—4b|b|*(t — (b,2)) = = — 4tb = v + a = P(x).

0

2.32 Definition (Poincaré-Fortsetzung, siehe [R] Seite 121)

Sei & : R"U{oo} — R"U{o0} eine Moebius-Transformation. Dann existieren Inversionen
d1, ..., Om von R™ sodass & = ¢y 0...0 ¢,,. & wird dann durch folgende Konstruktion
auf den R"*! fortgesetzt:

Falls ¢; eine Inversion an einer Sphire S, (a) mit a € R ist, dann wird diese Abbildung
durch ¢; fortgesetzt, indem diese als Inversion an S, ((a, 0)) gesetzt wird. Dabei ist (a,0) €
R"*1. Analog wird eine Inversion an einer Ebene fortgesetzt. Nun wird die Fortsetzung
der Moebius Transformation durch ® = él 0...0 qgm erklart. Diese nennt man Poincaré-
Fortsetzung.

2.33 Bemerkung

Die Definition der Poincaré-Fortsetzung ist wohldefiniert, allerdings liegt der Nachweis
dafiir in tieferen Argumenten der Moebius-Geometrie. Hier wird deshalb nur eine kurze
Beweisskizze gegeben, dessen Details in [R] Kapitel 4 Seite 121 und Theorem 4.3.6 liegen:
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Beweisskizze. Sei ® also durch zwei Zerlegungen in Inversionen gegeben. Sei @, die Poincaré-
Fortsetzung der ersten Zerlegung und ®, die Poincaré-Fortsetzung der zweiten Fortset-
zung. Dann ist ®; 0 ®; " die Identitit auf R™ x {0}. Dies impliziert, dass ®; 0®;"(c0) = oo
und damit ist diese Abbildung eine Skalierung des euklidischen Abstandes, d.h.

3K >0: Vp,q € R™ &) 0 &7 (p) — &1 0 &7 (q)] = K|p — q.

Dieser Schritt liegt dabei tiefer in der Moebius-Geometrie und man benétigt dafiir weitere
Theorie. Nun sind solche Skalierungen durch das Bild der Einheitsvektoren bereits fest-
gelegt und fiir diese gilt ¢4 o (132_1(ej) =e;,J=1,...,n+1, da eine Poincaré-Fortsetzung
die obere Halbebene H"™! := {z € R"™! : x,,; > 0} per Konstruktion invariant ldsst.
Damit folgt, dass ®; o @, = id. OJ

Folgender Satz erklart, weshalb Moebius-Transformationen so wichtig fiir den Kontext
der Willmore-Energie sind. Dieser wird hier allerdings nicht bewiesen, denn dafiir wiirde
weitere Theorie fiir Moebius-Transformationen und aus der Differentialgeometrie benotigt,
die fiir den Hauptteil dieser Arbeit allerdings keine Rolle spielen.

2.34 Satz (siehe [E] Proposition 1.1)
Sei S C R? eine regulire Fliche und sei ® eine Moebius-Transformation des R®. Dann
gilt fiir das konforme Willmore-Funktional W,(S) = [ H> — G dA

Wi(®(5)) = Wi(9).

Hier ist dabei H die mittlere Kriimmung und G die Gauf-Kriimmung von S.



3 Axialsymmetrische Flichen und die hyperbolische
Halbebene

Ziel dieses Abschnittes ist es, das Dirichlet-Problem aus Satz [L.Il in die hyperbolische
Halbebene zu iibertragen, indem die Willmore-Energie mit der elastischen Energie einer
Kurve verglichen wird (siehe B.I0)). Dies geschieht dabei analog zu der Présentation aus
[DDGI, welche dort dafiir genutzt wurde um Satz [I] zu zeigen. Danach werden eine in
Kombination mit den Frenet-Gleichungen (siehe 2.27)) dquivalente Differentialgleichung
zu der Willmore-Gleichung unter Axialsymmetrie hergeleitet. Dieselbe Gleichung wurde
bereits in |[LS1] ebenfalls mittels einer Variation der elastischen Energie (siehe und

B.12) berechnet.

3.1 Die Willmore-Energie im Vergleich zur elastischen Energie

3.1 Definition

Eine reguliire Fliche S C R3 ist axialsymmetrisch (um die z-Achse) genau dann, wenn
eine glatte Funktion u € C*([ty, 1], (0,00)) mit ty < ¢; existiert, sodass S global mit
folgender Funktion f : [to, 1] x [0, 27] — R? mit

(z,¢) = [f(x, ) = (2, u(z) cos p, u(x) singp)

parametrisiert werden kann. Damit gilt f([to, 1] % [0,27]) = S.

Umgekehrt generiert jede positive glatte Funktion u auf einem Intervall eine axialsymme-
trische Flache S(u) mithilfe der Parametrisierung f. In beiden Fillen spricht man von u
als der Profilkurve von S.

3.2 Hilfssatz
Sei u € C*([to, t1], (0,00)) die Profilkurve von S(u). Dann gelten folgende Formeln:

@)= (0 L)

Die Determinante des metrischen Tensors:

e Der metrische Tensor:

det(g;j) = u(x)*(1 + u'(x)?)

e Die innere Normale:
1

v(z,p) = H—uw(u'(x), —cos ¢, — sin )

Die zweite Fundamentalform:

10



e Die mittlere Kriimmung

H = -

- +
21+ uw(x)?)3  2u(z)\/1+ u'(z)?

B 1 u(x) /
2u(z)u(z) \ /1 +u/(2)2
e Die GauB-Kriimmung
,U///<x>

¢ D w@e

Beweis. Sei f(x, ) = (z,u(x) cos p,u(z)sin ¢) die Parametrisierung von S(u). Dann be-
stimmt man zuallererst die durch die Parametrisierung induzierte Basis des Tangential-
raumes:

% = (L,u/(z) cos o, u/(x) sin )
% = (0, —u(z)sinp, u(z) cos @) .

Dann berechnet sich der metrische Tensor zu

_(1+u@? 0
(9i5) = ( 0 u($)2 .
Die Determinante von (g;;) ist trivial zu berechnen, da der metrische Tensor Diagonalge-

stalt besitzt.
Nun berechnet man die zweiten Ableitungen der Parametrisierung:

( 0*f ) _ < (0,u”"(x) cos p, v (x)sinp) (0, —u'(x)sin p, u'(x) cos ) )
0x'021 ), ._ (0, —u/(x) sinp, u'(x) cos ) (0, —u(z) cos p, —u(x)sing) |-

Die Normale v von S(u) wird wie folgt ausgerechnet:

of  of _

or "~ Bp (u'()u(x), —u(z) cos ¢, —u(x) sin )

~y = (u (:B)U(ZL”), —u(x) COos , —u(:v) sin 90) \/(u’(x)u(x))2 ¥ (u(x))2
1 '(z), — cos ¢, — sin
= m (u'(), ¥ #)-

Die zweite Fundamentalform berechnet sich dann zu

(hij) = m ( _US(I) U(Ox) ) '

Um die mittlere Kriimmung und die Gaul-Kriimmung zu erhalten, berechnet man erst
die Weingartenabbildung (W;;); j=1,2 (siehe 2.4]), also das Matrixprodukt des inversen me-
trischen Tensors mit der zweiten Fundamentalform:

) 1 _ u”(2) 0
. — (K . - 1+u/(z)?
Witdopmaz = (g7 0 Batlijns 1+u’(x)2< 0 )

11



) l N N - W (z) 1
H= 5 Spur (Wig )i k=1,2) o1 + u/(2)?2)" * 2u(z)/1 + u'(z)?
u”(:L‘)

u()(1+u'(z)?)*

K =det (Wit)ig=1,2) = —

O

3.3 Hilfssatz

Sei u € C*([—1,1],(0,00)) die Profilkurve einer axialsymmetrischen, reguléren Flédche S.
Dann gilt fiir die Willmore-Energie dieser Fléche

t/ H?dA
S(u)

_ T 1 1 — w(z) 2ux u'(x) dx
_ 2»[_<u@ﬂ ) ()1 + w(z) da.

1 T u(eP (w2

W(S(u)) = H? ds

_ / / Hi, )\ [det(g;;) de di

= — ! u(z) qu\/ u' () dx
N 2/_1<u(a:) 3) (@)V1+ulr)d

THu(@)?  (1+u/(n)?2)

O

Nachdem man alle nétigen Groflen fiir die extrinsische Beschreibung der Willmore-Energie
fiir axialsymmetrische Flachen gesammelt hat, transformiert man das Problem nun in die
hyperbolische Halbebene und fiihrt dafiir die benotigten Grofien ein.

3.4 Definition (hyperbolische Halbebene)
Die hyperbolische Halbebene H? besteht aus der oberen Halbebene R% = {(z,y) : y > 0},

wird mithilfe der Identitéat parametrisiert und in diesen Koordinaten mit folgender Metrik

ausgestattet:

1
Gij (I'a y) = Eéij-

Insgesamt kiirzt man (R%, (g;;)) hier mit H? ab.

3.5 Hilfssatz (Christoffelsymbole)
Die Christoffelsymbole von H? berechnen sich zu

Fh - F%2 - F%2 - Fgl =0
1
M, =rl,=I%=——
21 12 22 Y

1
F%lz_
)

12



Beweis. Beachte, dass

und setze dies in ein. O
3.6 Hilfssatz

Sei ¢ : [ty, 1] — H? eine regulére glatte Kurve wobei to,t; € R mit ty < t,. Dann gilt fiir
die kovariante Ableitung von ¢ in Richtung ¢

Ve = (él - 26—120'1@2) ( é ) + (52 - é(c'z)Q - ;12(@1)2) ( (1) ) :

Weiterhin gilt fiir die Einheitsnormale N von ¢

1
N = ——(=¢%¢"),
9(¢,¢)
wobeli g(-,-) die Metrik von H? ist. Hierbei wurde auBerdem die Vorzeichenkonvention fiir
N gewiihlt, die einer positiven Orientierung in R? zu ¢ entspricht.

Beweis. Die Formel fiir die kovariante Ableitung ist eine direkte Folgerung aus und

210
Die Formel fiir die Einheitsnormale ist evident, da die Metrik von H? konform zur eukli-
dischen Metrik des R? ist. O

3.7 Hilfssatz

Sei u € C*([xg,71],(0,00)) und ¢ : [wg, 2] — H? mit x — (x,u(x)) der Graph der
Funktion u. Die geodétische Kriimmung k von c interpretiert als Kurve berechnet sich
dann zu

() = _u(x)2 d 1 ~u(z)u(x) 1
w (o ) ;

w'(x) du T+u(@)?)  (1+w(2)?)3 1+ u/(z)?

Beweis. Sei ¢ = (c!,c?) die obige Kurve. Dann berechnet sich die kovariante Ableitung
von ¢ zu:

= (o) (o) ¢ (s er) (1)
= (=) () e (oS m) (0)

Sei N die Normale von ¢ mit

1 22 1 U(I> /
N = ——--- _C ’C = —_— _u x s
g(¢,¢) ( ) \/1+u’(:c)2( (@) 1)

Hierbei ist natiirlich g, : T,H? x T,H? — R die Riemannsche Metrik von H?.
Die geodatische Kriimmung berechnet sich dann wie folgt:

1 /() () 1
gp (Vet, N) <_2 o (0 (@) (@) — S+ W)

R\T) = — =
(@) gp (¢, ¢) u/iczzijjl /u/ic(cijjl

_ u(x)u"(x)‘i‘u;((?; ﬁ _ u(z)u (x) N 1 .
(w/(x)2+1)2 L+w(@)?):  /1T+u(r)

13



O

3.8 Hilfssatz
Sei u € C*(R, (0,00)), dann berechnet sich die Lange der Kurve ¢(x) := (x,u(z)) in der
hyperbolischen Halbebene H? zu

_ 1+ (s)? .
@‘/ ORI

Beweis. Einsetzen von (z,u(z)) in die Formel aus 2241 O

3.9 Definition (elastische Energie)
Sei ¢ : [tg, 1] — H? eine regulire Kurve und « : [to, ;] — R die geodétische Kriimmung
von c¢. Dann definiert man die elastische Energie von ¢ durch

W(e) = /t ? (@) ds(a)

Mit folgendem Satz transformiert man das Dirichlet Problem aus Satz [Tl in die hyper-
bolische Halbebene.

3.10 Satz (siehe auch [LS2], [DDG] Kapitel 2.2)
Sei u € C*°([—1,1],(0,00)) und S(u) die zugehorige Rotationsfliche, sowie ¢, : [—1,1] —
H? definiert durch c,(z) := (x,u(x)), also der Graph von u. Dann gilt

1

W(S(u)) = gVV( W) — 2m 111(2/)( 5| -
Beweis.
W) = /1 /i(x)st(x):/lff(x) 1:(;)( ) dx

(I+w(x)?)? (I +u(2)?)?  14+d/(x)
2 UH(I)
(1+ u’(x)2)3 u(@)(1 4+ ' (2)?)?

ts = /x)2)>u(x)\/1+u’(x)2dac

I
?1 EU( z)%u (z)? L9 u(z)u” () N 1 ) 14w/ (z)? i

1 UII(ZE)Q B UH(ZL‘) 1
/¥<G+M@PP @A+ @ u@P+ W (@)
- Y (m) ) (2)V/1 +w(2)? dz




1 Vi
-1 (1 +u/(z)?)2
z/ szS—z/ GdS
T JS(uw) T JS(u)

W@ |
L+ (z)?] | .

IIE]

— 2 W(S(u)) + 4

™

O

3.11 Folgerung
Die elastische Energie ist invariant unter Moebius-Transformationen ® des R?, fiir die gilt
O (H?) = H?.

Beweis. Sei ® die Poincaré-Fortsetzung von ® auf den R?. Dann ist die Willmore-Energie
minus das Integral iiber die GauB-Kriimmung invariant unter ®. AuBerdem resultiert aus
der Transformation mit dieser fortgesetzten Moebius-Transformation wieder eine axial-
symmetrische Fliche, denn ® lisst H? invariant. Dies impliziert mit dem Beweis von B0
dass die elastische Energie invariant unter der Moebius-Transformation ist. 0

3.2 Die hyperbolische Kriimmung parametrisiert nach Bogen-
lange

In diesem Kapitel wird eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die Kriimmung eines
Graphen einer Funktion hergeleitet, welche kritisch fiir die elastische Energie ist, indem
man den Graphen nach Bogenlinge parametrisiert. Diese Idee stammt dabei aus [LS1]
Gleichung (1.1).

3.12 Hilfssatz (siehe Lemma 2.1 in [DDG] und [LS1])
Sei u € C*([—1,1]), sodass Vo € C°(—1,1) gilt LW (u + ty)|;—o = 0. Dann gilt fiir u
folgende FEuler-Lagrange-Gleichung

\/HTW dz 1+

wobei k die geodéitische Kriimmung von (x,u(x)) beziiglich H? und der in [3.7 festgelegte
Orientierung ist.

(x)2m’(x)> — k(x) + %m(x)S =0, z€(-1,1)

Beweis. Siche Anhang A in [DDGI. O

3.13 Satz (siehe [LS1] Gleichung (1.2))
Sei u € C*([—1,1],(0,00)) kritisch fiir die elastische Energie. Sei weiterhin c(z) :=
(x,u(x)) und ¢ die Kurve, die ¢ nach Bogenlidnge parametrisiert (siehe [220). Dann gilt
fiir die geoditische Kriimmung K von ¢ beziiglich der hyperbolischen Halbebene H?

1

Vs: K'(s) — K(s)+ 5[(3(3) =0.
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Beweis. Sei

[T H(E)?
l(x) .—/0 —u(f) dg

die Lénge von c¢. Dann gilt wegen der Bogenldngenparametrisierung von K

Damit gelten fiir die Ableitungen von K folgende Aussagen:

K/(t(z) = %()

My = @) (@)
K (l(z)) = \/mdzx< 1+ u/(z) <)>

Setzt man dies in [3.12 ein, erhélt man die zu zeigende Aussage.
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4 Analyse der Kriimmungsgleichung

In diesem Kapitel wird die Differentialgleichung aus B.13] untersucht:

K"(s) = K(s) — %K?)(s). (KODE)

Lost man diese Gleichung mithilfe eines in Maple(TM) vorimplementierten Runge-Kutta
Verfahrens numerisch, erhélt man eine Idee, wie die Losungen sich in Abhéngigkeit der
Anfangsdaten verhalten. In den nachfolgenden Bildern wurde K(0) variert und K’(0) =0
gesetzt. Dabei wird 0.B.d.A. nur K(0) > 0 betrachtet, denn —K 16st (KODE]) ebenfalls.

Zuerst werden Losungen betrachtet, bei denen K(0) > 2 ist:

-3 -

Abbildung 1: Numerische Losungen von (KODE]) mit K(0) > 2

Hier erkennt man, dass die Funktionen, bei denen K (0) > 2 gilt, einen Vorzeichenwechsel
zu haben scheinen und periodisch sind. Nun fehlen noch die Losungen mit K (0) < 2:

'Maple 12. Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc., Waterloo, Ontario
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0,57

100 s 0 5 10
Abbildung 2: Numerische Losungen von (KODE]) mit K (0) < 2

Hier ergibt sich ein &hnliches Bild. Alle Losungen mit Ausnahme von K(0) = 2 sind pe-
riodisch, allerdings sind diese nun strikt positiv.

Dieses Verhalten wird im folgenden Kapitel rigoros nachgeweisen, indem man die Ergeb-
nisse aus |[LS1] Tabelle 2.7¢ genau ausarbeitet und ergénzt.

4.1 Anwendung der Energiemethode

In diesem Abschnitt wird die Energiemethode auf (KODE]) angewendet und man zieht
erste wichtige Schlussfolgerungen iiber das Verhalten der Losungen.

4.1 Hilfssatz (siehe [LS1] Gleichung (2.1))
Alle Losungen von (KODEFE) mit den Anfangsdaten K(0) = K, und K'(0) = K| erfiillen
folgende Gleichung

1 1
ZK4(S) - K§ + ZKS + (Kj)?

Beweis. Die Gleichung wird mithilfe der Energiemethode hergeleitet. Dafiir wird (KODE])
mit K’(s) durchmultipliziert und von 0 bis s integriert.

(K'(s))* = K*(s) -

K"(s) = K(s) — 5}(3
N K%MR$:KQMKQ—?@@K@)

s

él/W@K@ﬁ:/KmK@—éW®K@ﬁ

1 1 1 1 1
= _(K/(S))2 - §(K6)2 = EKQ(S) - §K4(S> - 5 g + gKg

= (K()* = K2(s) = TK*(s) — K3 + DK+ (Kp)?

N[ —
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4.2 Folgerung
Jede Losung von (KODE) ist stets beschrénkt.

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass die rechte Seite der Gleichung in[4lein Polynom
vierten Grades in K(s) ist, dessen Vorfaktor vor dem Monom mit dem hochsten Grad
negativ ist. Dies bedeutet, dass das Polynom asymptotisch gegen —oo strebt, damit eine
unbeschriankte Losung ein kompaktes maximales Existenzintervall hétte, ein Widerspruch.

O

4.3 Bemerkung

Die Beschranktheit von K liefert mithilfe von [4.1] die Beschranktheit von K’ und damit
auch von K”. Dies impliziert, dass das maximale Existenzintervall einer Losung ganz R
ist.

4.4 Hilfssatz (siehe auch [LS1] Tabelle 2.7c)
Die eindeutige Losung zu (KODE) mit den Anfangsdaten Ko = 2 und K{j = 0 ist

K(s) = cos}21(3) '

Beweis. Man berechnet die Ableitungen von K und setzt diese danach in (KODEI) ein.

K'(s) = —sinh(s)@
K//(S) = —COSh(S>COSh2(s>+281nh2(8)m
2 4 4

" cosh(s) cosh?®(s) * cosh(s)

2 1 2 \* 1,
a cosh(s) 2 (cosh(s)) = K(s) - §K (5):

Die Anfangsdaten ergeben auflerdem

2 2
= =2, K'(0) = —sinh(0)——— = 0.
cosh(0) 7 () sinh )cosh2(())

K(0)

Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Picard-Lindel6f, da die rechte Seite der Gleichung
von (KODE]) ein Polynom, damit glatt in K ist. Dies sichert iibrigens auch die Existenz
von lokalen Losungen bei jedem beliebigen Anfangswert. 0
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4.5 Bemerkung
Fertigt man einen Plot der Funktion von 4.4 an, erhélt man folgendes Bild:

Abbildung 3: Plot von K (s) = —2—

cosh s

Wie man leicht sieht besitzt diese Funktion nur Werte im Intervall (0, 2].
Auflerdem erkennt man folgende Asymptotik:

2
stk cosh(s)

= 0.

Auflerdem ist sie nicht periodisch.

Folgender Satz ist ein erster Schritt, das globale Verhalten von Losungen von (KODE) zu
verstehen.

4.6 Satz
Alle periodischen, positiven Lésungen K von (KODE) erfiillen Vs K(s) € (0,2).

Beweis. Der Beweis wird iiber Widerspruch gefiihrt, dass heiffit man nimmt an, es existiert
eine periodische positive Losung K von (KODEI), sodass ein Punkt s* € R existiert bei
dem gilt, dass K(s*) > 2. Wegen der Periodizitdt kann man o.B.d.A. annehmen, dass
K (s*) = sup,cg K(s) gilt und wegen der Autonomie von (KODE]), dass s* = 0. Daraus
kann nun sofort gefolgert werden, dass K’(0) = 0 ist, also ist man in der Situation der
Bilder aus der Einleitung.

Nun miissen 2 Félle unterschieden werden:

e K(0)=2:
In diesem Fall kann man Lemma anwenden und erhéilt, wie in gesehen, eine
nichtperiodische positive Losung, also ein Widerspruch zu den Voraussetzungen.

e K(0)>2:
Zuallererst wird durch K'(0) = 0 die Gleichung aus [4.1] vereinfacht:
1 1
(K'(s))? = K2(s) — 1K (s) — K3 + 1K
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Dies ist also ein biquadratisches Polynom in K. Setzt man nun K = + K ergeben
sich auf der rechten Seite 2 Nullstellen und damit kann folgender Ansatz gemacht
werden, um dieses Polynom zu vereinfachen:

1 1
K? - ZK‘* - K+ ZK{} =d(K? - KJ)(K* — a)
mit a,d € R. Damit berechnen sich die Vorfaktoren zu d = —}1 und a = 4 — K2,
also erhélt man
1
(K'(s))" = —(K%(s) = KG) (K3 (s) — 4+ K5) (%)

Die rechte Seite dieser Gleichung muss also insgesamt nichtnegativ sein, damit die
Ableitung reellwertig ist.

Wegen der Periodizitidt von K findet man ein § € R mit K($) = infseg K(s), also
muss gelten K'(§) = 0. Alle moglichen Nullstellen der Ableitung werden von ()
beschrieben. Allerdings gilt mit Ky > 2, dass —4 + KZ > 0, damit besitzt das
Polynom auf der rechten Seite von () nur zwei Losungen, und zwar £K,. Also
muss K (§) = £K sein.

Sollte K (5) = — K sein, ist dies sofort ein Widerspruch.

Ist andererseits K(5) = Ky ist K = const. Die einzigen konstanten Losungen von
(KODE) sind aber nur K = 4++/2 und K = 0. Weitere konnen nicht existieren, da
auf der rechten Seite von (KODE]) ein Polynom 3. Grades steht. Dies stellt allerdings
ein Widerspruch zu Ky > 2 dar.

O

4.2 Jacobische elliptische Funktionen

In diesem Paragraphen werden Grundlagen zu Jacobischen elliptischen Funktionen einge-
fiihrt, mit denen man mithilfe von Satz alle Losungen von (KODE]) charakterisieren
kann. Dieses Unterkapitel basiert dabei auf [AS], allerdings werden hier Beweise gegeben
und einige weitere Fakten gesammelt.

4.7 Definition (siehe |AS] 16.1.3)
Fiir einen Parameter k € (0, 1) wird folgende Funktion definiert:

%)
1
F,:R—R, F ::/
’ () ) 1 — k2sin?

F} ist offensichtlich positiv, da k € (0, 1), also existiert F}, '. Setze nun noch
AM(s, k) :== F7'(s).

4.8 Definition (siehe [AS] 16.1.5)
Fiir einen Parameter k € (0, 1) werden folgende Funktionen definiert:

sn:R—[-1,1], sn(s, k) := sin ¢‘¢—F_1(s) = sino AM(s, k)
Tk
cn: R — [-1,1], en(s, k) := cos ‘P‘g@fF*l( )= cos o AM(s, k)

dn: R — [\/1 — k2, 1] : dn(s, k) := /1 — kZsin? go!@sz,l(S) = /1 — k2sn2(s, k)
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4.9 Hilfssatz
Sei k € (0, 1) fixiert, dann gilt

AM'(s, k) = dn(s, k)

Beweis. Der Hilfssatz folgt aus der Formel zur Berechnung der Ableitung der inversen
Funktion. Dafiir muss die Ableitung von F} berechnet werden.

1
F] = .
) 1 — k2sin?(p)
Damit gilt
1 1
AM'(s, k) = (Fk(s)_l)/ = = i

Fi(F ' (s)

/1-k2sin?(F 1 (s))
= \/1 — k2sin®(F; ' (s)) = dn(s, k).

O

Damit konnen nun die Ableitungen der Jacobischen elliptischen Funktionen berechnet wer-
den. Die nachfolgenden Ableitungsoperationen beziehen sich immer auf die s-Komponente
der Variable in der Definition der Funktionen, siehe .8

4.10 Satz (siehe [AS] Tabelle 16.16)
Sei k € (0, 1), dann gilt

sn'(s,k) = dn(s,k)en(s, k)
en'(s, k) —dn(s, k) sn(s, k)
dn'(s,k) = —k*cn(s,k)sn(s, k)

Beweis. Die ersten beiden Gleichungen folgen direkt aus der Kettenregel, der Ableitungen
des sin bzw. des cos und [£.9]

dn'(s, k) = (\/1_k2sin2(Fk‘1(s)))/

= dn(s, k)(—2ksin(F, '(s)) cos

1
(F ' (5))
2/1 - K2 sin?(F, (s)

= —k%cn(s, k)sn(s, k).

4.11 Bemerkung
Nun konnen noch 2 wichtige, aber einfache Identitdten bemerkt werden

Vs € R, Yk € (0,1) : sn®(s, k) +cn®(s, k) = 1

und

Vs € R, Vk € (0,1): dn®(s, k) + k?sn’(s, k) = 1.
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4.12 Satz
Sei k € (0, 1) fest, dann sind die Funktionen sn, cn und dn in der s-Variablen periodisch.

Beweis. Zuerst betrachtet man F, '(s) und setzt F, '(aFy(3) +s) = z, mit @ € N
und s € R. Nun muss x in Abhéngigkeit von s berechnet werden. Man erhélt folgende
Gleichungen:

f 1 f 1
/ dp = a/ dp + s
) 1 — kZsin?(p) ) 1 — k2sin?(p)

™

/ 1
= dp+s
) 1 — k2sin?(p)

NIl

(SIS

/ 1
= dp =s
/ 1 — k2sin?(p)

Also erhélt man folgendes Gleichungssystem

Fl(s) = - W%
T
Fk_l(aFk(i) +s) = =
Dies impliziert die fiir diesen Beweis folgende essentielle Identitét

F (aFu(3) +5) = B () + 75,

Fir dn setzt man ¢ = 2 und man erhalt

dn(ZFk(g) +s,k) = \/1 — k2 sin2(Fk_1(2Fk(g) +35)) = \/1 — k2sin?(7 + F,'(s))

— \/1 — k2 sinQ(Fl;l(s)) = dn(s, k).

Analog folgt die Aussage fiir sn und cn mit a = 4. O

4.3 Losungen der Krimmungsgleichung

In diesem Unterkapitel werden alle méglichen Lésungen von (KODE]) berechnet, indem
man Tabelle 2.7c aus [LS1] ausarbeitet und zusétzlich einen Satz zeigt, der die Gesamtheit
aller Losungen auf diese zuriickfiihrt.

4.13 Satz (siehe [LS1] Tabelle 2.7c)
Sei K € C?*(R) Losung zu (KODH) mit den Anfangsdaten K(0) = K, € (0,2) und
K'(0) = 0. Dann gilt

K(s) = 2rdn(r(s + s0), k), falls Ko # /2,
N V2, falls Ky = v/2,
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mit

Ko falls Ky € (V2,2), 1
r:{ o 0€(v2,2) E(;/?,l),

v——, falls K, € (0,v2),
272 1

o= YT cq0,0),
T

R 0, falls Ky € (v/2,2),
O T LR(E), falls Ko € (0,V2).

Insbesondere ist K (-) periodisch.

Beweis. Sei 0.B.d.A. Ky # v/2, dann berechnen sich die Ableitungen von K zu

K'(s) = —2r%cn(r(s+so),k)sn(r(s + so), k)k*
K"(s) = —2r*k*(—dn(r(s+ s9), k) sn(r(s + s0), k) + dn(r(s + so), k) cn®(r(s + s0), k))
= 2r°k*dn(r(s + s0), k) (sn®(r(s + s0), k) — en®(r(s + s0), k)).

Nun ist damit

1
K'— K+ -K?* = 2r3*dn(sn* — cn?) — 2r dn +47% dn®

2
= 2r°k*dn(sn® — cn?) — 2rdn +47°(1 — k*sn?) dn
= 7r°k*dn(2sn® —2cn® —4sn?) — 27 dn +47° dn
= —2r%k*dn —2r dn +4r* dn
—2(2r* —r)dn —2r dn +47 dn = 0.

Also ist die Differentialgleichung erfiillt. Nun fehlt noch die Uberpriifung der Anfangsbe-
dingungen. Sei zuerst Ky € (v/2,2),

K(0) = 2 dn(0, k) = 2r/1 — k2 sin®(F;(0)) = 2r = Ko,

Sei nun K, € (0,/2), damit folgt

K(0) = 2rdn(rse, k)= 2r\/1 — k2sin®(F; (rso))

- 2m/1—kﬂgn%g):2r¢1—k2
2r2 — 1 1
= \4—-K3\/1— - :\/4—}(3\/5—1
/ [ 4

Nun fehlt noch die Ableitung

K'(0) = —2r%cn(rsg, k) sn(rso, k)

92 cos(Z)sn(rso, k) =0, falls Ky € (0,/2)
cen(0,k)sn(0,k) =0, falls Ky € (v/2,2).

Der Rest folgt aus dem Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeldf. O
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4.14 Satz (siehe [LS1] Tabelle 2.7c)
Sei K € C*(R) eine Lésung zu (KODH) mit den Anfangsdaten K(0) = Ky > 2 und
K'(0) =0, dann gilt

K(s) = Kyen(rs, k)

mit

Insbesondere ist K periodisch.

Beweis. Zuerst iiberzeugt man sich, dass K wohldefiniert ist, indem man priift, dass
ke (0,1):
Ko

,/—1+1K2

B 1 < 1, denn Kig <1
o\ - K2+2{ \/Li,denn Kig>0'
Jetzt werden die Ableitungen von K berechnet:
K'(s) = —Kordn(rs, k)sn(rs, k)
K"(s) = —Kor (=k*rsn*(rs,k)cn(rs, k) + rdn®(rs, k) cn(rs, k))
B Ko en(rs, k) (—k*rsn®(rs, k) + (1 — k*sn®(rs, k)))
= —Kor® (en(rs, k) — 2k* en(rs, k) sn®(sr, k))
Nun werden die Anfangsdaten gepriift:
K(0) = Kyen(r0, k) = Ky cos(0) = K
K'(0) = —Kordn(0, k) sn(0, k) = 0.

Jetzt muss nur noch iiberpriift werden, dass K (KODE]) erfiillt, der Rest folgt aus dem
Eindeutigkeitssatz.
1

1
K'— K+ §K3 = —Kor? (cn —2k*cn an) — Kycen +§KS’ cn?

1
= Koy <—r2 +2k*r?sn® —1 + §K§ cn2) cn
Lo Lo o Lo o
= Koy 1—§K0—|—§Kosn —1—|—§Kocn cn
Lo 1o
O]

Mit dem folgenden Satz ist es moglich, eine Losung mit beliebigen Anfangsdaten auf die
Ergebnisse aus A I3JT4 und [4.4] zuriickzufiihren.
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4.15 Satz
Sei K eine beliebige Losung von (KODE). Dann existiert ein s € R mit K'(s) = 0.

Beweis. Zuerst definiert man K(0) = Ky und K'(0) = K|, als Anfangsdaten der Losung
K.

Der Beweis wird nun per Widerspruch gefithrt. Man nehme an, es existiere kein s € R
mit K'(s) = 0, dann ist K'(s) # 0, Vs € R. Also ist K streng monoton wachsend/fallend
und auBerdem nach 6] beschriankt, damit gilt

3K €R: lim K(s) = Ko (+)

§—00

Nun betrachtet man die Folge (n),en. Sie ist divergent gegen oo und damit gilt wegen
@) |K(n) — K(n+1)] — 0 fiir n — oo, denn konvergente Folgen sind Cauchy-Folgen.
Mithilfe des Mittelwertsatzes bekommt man eine weitere gegen oo divergente Folge (&, )nen
wie folgt:

0 |K(n)— Kn+1)|=|K'(&)|ln+1-n]|, & € [n,n+1].

Also gilt K'(&,) — 0 fiir n — oo.
Nun kann wieder mithilfe des Mittelwertsatzes und obiger Divergenz von &, eine weitere
gegen oo divergente Folge (1,)nen konstruiert werden:

0« |K/(§n) - K,<€n+2)| = |K”(77n)| |€n - §n+2|v M € [§n€n+2]

>1

Also gilt K" (n,) — 0.
Nun kénnen die Ergebnisse mithilfe von () zusammengefasst werden.

lim K(&,) = Ky, lim K(n,) = Ky

lim K'(§,) =0
lim K"(n,) = 0.

Als néchstes miissen diese Konvergenzen in die stetigen Zusammenhinge (KODE) und
(41l eingesetzt werden und man erhélt

1
0=Kyo—-K> (1)
2
2 1.4 9, 1,4 1N\2
OZKOO_ZKOO_KO +ZK0+(K0) . (2)

Analog erhélt man mit der Asymptotik gegen —oo und der Bezeichnung lim, ., K(s) =

K_ folgende Gleichungen:
1

1 1
0=K?_— ZKi}o — K2+ ZKg + (K})2. (4)

Die einzigen Losungen fiir (1)) sind K., = 0 und K., = +v/2. Diese werden im Nachfol-
genden durch eine Fallunterscheidung bearbeitet.
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(a) Koo = +V2:
Setzt man K, in (2) ein, erhélt man eine Bedingung an K, und K:
K2

Ky + (Kp)? = (1= =7)° + (K)”. (5)

1

0:1—K§+4

Die einzige Moglichkeit (B) zu l6sen, besteht darin, dass K{ = 0 ist. Dies ist aber
ein Widerspruch zur Annahme.

(b) Koo =0:
Wegen der strengen Monotonie von K muss K_o = ++v/2 sein. Dies kann vollig
analog zum Fall (a) zum Widerspruch gefithrt werden, indem K_., in () eingesetzt
wird.

O

4.16 Bemerkung

Da (KODE]) autonom ist, kann jede nichtnegative Losung K € C?(R) mit Satz
mittels einer einfachen Translation im Argument zu dem Fall K, > 0 beliebig und K =0
zuriickgefithrt werden. Also besitzt jede dieser Losungen entweder die Gestalt aus .13,
114 oder 4

Die Nichtnegativitiat von K ist allerdings keine Einschrankung, denn auf der rechten Seite
von (KODE]) steht ein ungerades Polynom in K, damit ist —K ebenfalls eine Losung der
Gleichung.
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5 Killing-Vektorfelder

In diesem Abschnitt werden die sogenannten Killing-Vektorfelder erarbeitet. Dies beruht
dabei auf [L] und [J]. Ziel ist es hierbei Paragraph [ vorzubereiten, denn dort wird entlang
einer Profilkurve einer axialsymetrischen Willmore-Fléche ein Killing-Vektorfeld beziiglich
der hyperbolischen Halbebene gefunden, welches zentral beim Verstehen von globalen
Eigenschaften einer solchen Kurve ist.

Dafiir sei im folgenden Abschnitt stets (M, g) eine zweidimensionale Riemannsche Fléche.

5.1 Definition (siehe [L] Seite 332)
Sei f: M — M eine Abbildung. f ist eine Isometrie genau dann wenn

Vpe M, W,W e T,M : gp)(df (p)(V), df (p)(W)) = gpo(V, W).

5.2 Definition (siehe [L] Seite 209)
Sei V ein glattes Vektorfeld auf M. Eine Abbildung ©y : M x R — M heifit Fluss von V'
genau dann wenn Vp € M und V¢t € R gilt, dass

Covnl) = V(Ovn)

@V<p70> = D

5.3 Bemerkung

Relaxiert man die Bedingung an die Funktion Oy in[b.2ldaraufhin nur ein Intervall anstatt
ganz R zu benutzen, kann mit dem Satz von Picard-Lindelof gezeigt werden, dass fiir
alle Vektorfelder ein eindeutiger Fluss existiert (siehe [L] Satz 9.12). Fiir die hiesigen
Betrachtungen reicht allerdings obige spezielle Definition.

5.4 Definition (siehe [L] Seite 206)
Sei V ein glattes Vektorfeld mit Fluss ©y auf M. Sei p € M fixiert, dann nennt man
t — Oy (p,t) Integralkurve von V.

5.5 Definition (Killing-Vektorfeld, [L] Ubung 13.13)

Sei V' ein glattes Vektorfeld auf M mit eindeutigem Fluss ©y. V heifit Killing-Vektorfeld
genau dann, wenn der zugeordnete Fluss Oy (-,¢) fir alle t € R eine Isometrie nach
Definition 5. ist.

5.6 Bemerkung
In dieser Arbeit sind nur Killing-Vektorfelder in der hyperbolischen Halbebene von Inter-
esse. Obige Definition impliziert V¢t mit

V), V(p) = 9(dOv(p,0)V,dOy(p,0)V) = gy ) (dOv(p,t)V,dOv(p,t)V)
= goypy(V(Ov(p, 1)), V(Ov(pt))),

dass Integralkurven eines Killing-Vektorfeldes proportional zur Bogenldnge parametrisiert
sind. Damit kann es in endlicher Zeit nicht zu einem ’blow-up’ in H? kommen, sodass
Bemerkung hier gerechtfertigt ist.

28



5.7 Satz (siehe [J] 1.6.7)
Sei V' ein glattes Vektorfeld auf M. Dann ist V ein Killing-Vektorfeld genau dann, wenn
in lokalen Koordinaten gilt

dg; ov* ov*k
Vi, j=1,2: Z(Vkaz gjkami—f—gikaxj):().
k=1

Beweis. Sei Oy der zu V zugehorige Fluss nach 5.2l Sei auflerdem p € M, F eine Karte
von M, u:= F~'(p), und t € R. Sei weiterhin

M) = (4000050 >)

das Differential von Oy in lokalen Koordinaten.
Nun berechnet man die Ableitung von A nach ¢: Sei dafiir ¢ : (—¢,e) — M eine Kurve
mit ¢(0) = p und ¢(0) = 9% (u). Dann gilt

3 8F

t=0

Daraus folgt mit der Kettenregel in lokalen Koordinaten

0

_A](pv )

2 . .
ov’i  oVvI
ot " - Z

s (+)

Pdan 4
"ot ot

=0 =1

'=" Sei Oy eine Isometrie, dann gilt

0 OF OF
—0 8t (g@\/ pt (d®V<p’ )0$“d9‘/(p7 t)%))

= 9 (Z Al (p,t) gre(Ov (p, t))Af(p, t))

ot k=1

0 = 29

t=0

t=0

- ( gtA (P 1)gee(Ov (p, £) 45 (p, 1) + Ai(p, t)gke(e)v(p,t))%flf(p, t)
k(=1

+AfA] (@ (1))

t=0

aav’( )9ki (P )+%(p)gm( ( ST Al Ak, )Vmggu>

=)

m,k,f=1 t=0

algk] a]gkz V@-
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‘<=’ Es gelten nun die Differentialgleichungen. Seien Wy, Wy € T, M beliebig. Mit obiger
Rechnung gilt:

0
ot =0

0 \OF , OF

Sei nun t; € R beliebig aber fest, dann gilt

(90v .ty (AOV (p, 1)W1, dOy (p, 1) W5))

= 0.
t=0

P OF oF
a (g@V (p,t) (d@v(p, )8 d@V(p> )a j>) bty
o 5 aF 8F
3 3F
. 8_ (g@v(@v(P t0),s) (d@v(@v(p, tO) ) d@v(p7 to)%’
—
=W;
oF
dOy (Ov (p, to), s) dOv (p, to)@ )) =0
— B
=W
/:@V to a
RO (gon ) (O 5) Wi, dOY (1, 5) W) | =0
s=0

Folgendes Beispiel ist zentral fiir den Beweis des Hauptsatzes

5.8 Beispiel
Ein Vektorfeld V' auf der hyperbolischen Halbebene H? ist ein Killing-Vektorfeld genau
dann, wenn es folgende Gestalt besitzt:

=5 ) (1) (1)

wobei a, b, c € R beliebig sind.

Beweis. Die Killing-Bedingung aus Satz [5.7] wird in der hyperbolischen Halbebene zu
folgendem System partieller Differentialgleichungen

2 vz oVt

o= 5 (-5 %) W
2 V2 oV?

V= ?( v 5@/) @
1 8V2 oVt

Die zweite Gleichung lédsst sich elementar integrieren und man erhalt:
Vi(z,y) = yf (@),
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wobei f : R — R eine hinreichend glatte von y unabhéngige Funktion ist. Einsetzen in
die dritte Gleichung liefert dann

ov? , oVt
o yf'(x) = _8_3/'

Diese Bedingung an V! kann ebenfalls elementar integriert werden und liefert so

Vi, y) = 502 () + g(),

wobei g : R — R ebenfalls eine hinreichend glatte Funktion ist. Die erste Gleichung gibt
nun eine Bedingung an f und g¢:

Yy €RT: —f(x) — 3y f"(@) + ¢(a) =0

Differenziert man diese Gleichung zweimal nach y, erhdlt man f”(x) = 0 und damit auch
g'(z) = f(z). Also gilt mit a, b, c € R beliebig

flz) = ar+b
1
glx) = §a:c2 +bx + c.

O

Folgende drei Definitionen und Sétze wurden aus [L] entnommen und bilden die Grundla-
ge, um mit [5.13] zu zeigen, dass Integralkurven in 2-dimensionalen Riemannschen Flichen
von Killing-Vektorfeldern konstante geodéitische Kritmmung besitzen (vergleiche [5.14]).

5.9 Definition (siehe [L] Seite 231)
Seien V, W glatte Vektorfelder auf M, sowie Oy der zu V zugehorige Fluss. Dann ist W
invariant unter ©y genau dann, wenn

dOv(p,t)(W(p)) = W(Ov(p,t)), V(p,t) € M xR.

5.10 Definition (Lie-Klammer, siehe [L] Proposition 8.26)
Seien V, W glatte Vektorfelder auf M. Die Lie-Klammer von V und W wird in lokalen
Koordinaten durch folgende Formel erklért:

2 . .
. oWt . avi_
VW =>" ( Vo WJ) .

Jj=1

5.11 Satz (siehe [L] Theorem 9.42)
Seien V, W glatte Vektorfelder auf M mit zugeordneten Fliissen ©y bzw. Oy,. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. [V,W]=0.
2. 'V ist invariant unter Oy, .

3. W ist invariant unter Oy, .
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5.12 Bemerkung

Der Beweis von Satz [5.11] basiert auf der Theorie von Lie-Ableitungen und diese miissten
dafiir vollsténdig eingefiihrt werden. Allerdings ist diese Theorie fiir den Rest der Arbeit
ohne Bedeutung, weswegen hier auf einen Beweis verzichtet wird.

Die Idee des Beweises jedoch ist es zu erkennen, dass diese Lie-Ableitung der Lie-Klammer
entspricht und dass Invarianz eines Vektorfeldes unter einem Fluss eine triviale Lie-
Ableitung impliziert. Details kénnen in [L] Kapitel 9, Seite 227-232 nachgelesen werden.

5.13 Hilfssatz
Sei V' ein Killing-Vektorfeld auf M. Dann gilt

[V, VyV] =0

Beweis. Sei p € M fixiert. Fiir diese Rechnung fithrt man nun Riemannsche Normalkoor-
dinaten in p ein, siche 2.20l In diesen Koordinaten gelten fiir die Christoffelsymbole in p
folgende Eigenschaften:

1 9gic | Ogje  0gij
rk = = ke : 222U ) =
K 2 ; g (8:1;1 o ot ’

ary; _ L[ Pga Py gy
D’ 2 \0zidat ' Oridx’  Oxkdx')’

Die Killing-Differentialgleichung aus [5.7] vereinfacht sich in p dann zu

ovi  ov*

0 = : -
oxt * 0xJ

Differenziert man die Killing-Bedingung 5.7, erhélt man in p in diesen Koordinaten:

82Vj 82‘/1 Z k azgi]’

0= gviost T ariant Dk ozt

k

Fiir die kovariante Ableitung in p gilt:

805 8[/6
\V4 ‘/5_ Y4 ‘fk) V= vn

Fiir die Koordinatenableitung der kovarianten Ableitung in p gilt weiterhin:

O™ (VvV) = ox™ <8x” + grk"v

n

o*Vn o, . ovk
n n FE -
v ((%Um@x" * Zk: ( Jx™ Vot T &xm)

ovr ovt 0PVt or
= % vy knyk
~ ox™ Ox™ * oxmox™ + - ox™
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Damit ergibt sich fiir die Lie-Klammer in p

, n VI 2V/J
V.,V V) = Z( VIOV ym OV |y ar’mv’f)v

oxt Ozxm oxtox™ oxt

oV oV?
. vr
ox’ < ~ ox" )
Nun betrachtet man den ersten und den letzten Term:

Z Z ovn 8‘/3 VI gVt v
oxt 8:6” Ot Oan

ZZ oV Vi B Vi gy Vi— o
— £ oxt dx™  Ox™ Oxt e

Nun wird der Term mit den Christoffelsymbolen betrachtet und gezeigt, dass dieser iden-
tisch zum Term mit den zweiten Ableitungen von V ist, indem man erst die Christoffel-
symbole in Normalkoordinaten einsetzt und danach die differenzierte Form der Killing-
Gleichung benutzt.

Z vr 8;;1 Vkvz

- 0 Gkj 329nj azgkn nx ki
B 225 (&U"@ﬁ * Ozkoxt  OxJ0x ViV

azgkj 1 aZan ny -kt i
dxndrt §axj(9xi) Vv

k.n
k,n, (
02V ok 1 o*vn O*Vk ok
B ; <_8xk8$” (91;7835”) VIvE ; 2 (_(%k(%j B 8x”8xj) v

Vi PVEN Pvh
- T oo axa'axn) "2 0$”8xjv v
N — 8:1:’“8:6" 8:5181:”

O

5.14 Satz
Sei V' ein Killing-Vektorfeld auf M. Dann besitzen alle Integralkurven von V' konstante
geodétische Kriimmung.

Beweis. Sei p € M und t € R\ {0}, sowie Oy der Fluss von V, wobei Oy (+,0) = id auf
M ist. Sei weiterhin p’ = Oy (p,t) und x(-) die geodatische Kritmmung der Integralkurve
Oy (p, ). Die Aussage wird gezeigt, indem alle Faktoren in der Formel fiir die geodétische
Kriimmung (siehe 2.22)) im Zeitpunkt ¢ auf den Startzeitpunkt 0 zuriickgefiihrt werden
kénnen.
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(i) Mithilfe von 5.6 gilt

9oy ) (V(Ov(p, 1), V(Ov(p,1)) = goywn(dOv(p,t)V(p),dOv(p,t)V(p))
= 4(V(p),V(p))

(ii) Sei N € T,M so, dass (V(p),N) eine Orthogonalbasis beziiglich g bildet und N
Einheitslange besitzt. Entlang der Integralkurve Oy (p, t) definiert man nun das Vek-
torfeld N(p') := dOy (p,t)N. Dann gilt

gy (V). N(1') = goy () (dOv(p, 1)V (p), dOv (p, )N (p)) = g,(V(p), N(p)) = 0

sowie

gy (N('), N () = 9oy () (dOv (p, t) N (p), dOv (p, )N (p)) = gp(N(p), N(p)) = 1.

Deswegen bilden (V' (p'), N(p')) eine Orthogonalbasis von T,y M, also kann das Vek-
torfeld N fiir die Berechnung der geodétischen Kriimmung der Integralkurve genutzt
werden.

(iii) Hier werden alle Ergebnisse zusammengefiihrt und die Aussage gezeigt. Dafiir folgert
man zuerst aus (.13 und G110l dass V'V invariant unter dem Fluss 6y ist. Damit
gilt:

/i(t) _ gov (p,t) (VV Oy (p,t) )V(@V(p, t)) N(@
govmt)(V(Ov(p, 1)), V(Ov(p, 1))

53 9oy (@Ov(p, 1) Vv V(p), dOv(p,
a gov (pt) (d@V(p7 )V(p),d@ ( ’t)v
Vv V) NP) _ o
9(V(p),V(p)) ’

<
S
=

S~
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6 Grundlagen zu Fortsetzungen der Lo&sungen der
Willmore-Gleichung

In Abschnitt wird ein Vektorfeld entlang einer Losung definiert und gezeigt, dass
dieses Vektorfeld zu einem Killing-Vektorfeld auf der gesamten hyperbolischen Halbebene
fortsetzbar ist. Mithilfe dieses Killing-Vektorfeldes kénnen in Paragraph [6.4] Nichtexistenz-
bereiche fiir eine Losung der Willmore-Gleichung gefunden werden und dies liefert dann
den Beweis des Satzes [[.2

Die Abschnitte und dienen in erster Linie dazu, den Paragraphen [7l vorzubereiten,
indem benétigte Theorie zur hyperbolischen Halbebene zur Verfiigung gestellt wird.

6.1 Ein Killing-Vektorfeld entlang einer Losung der Willmore-
Gleichung

Dieser Abschnitt basiert auf [LS1]. Die dortigen Beweiskizzen werden hier allerdings genau
ausgearbeitet. Ziel ist es dabei, ein Killing-Vektorfeld beziiglich der hyperbolischen Halb-
ebene entlang einer Profilkurve einer axialsymmetrischen Losung der Willmore-Gleichung
zu konstruieren und dies auf die gesamte Mannigfaltigkeit fortzusetzen.

Dazu sei in diesem Abschnitt M stets eine 2-dimensionale Riemannsche Fldche mit Metrik

g.

6.1 Hilfssatz (siehe [LS1] Lemma 1.1)
Sei 7y : (—e,e) x I — M eine glatte Familie von Kurven. Hier sei der Scharparameter mit

w € (—¢,¢) notiert. I C R ist ein Intervall und € > 0. Sei weiterhin V(w, s) := Zy(w, s),
v(w, s) = |V(w,s)|y, T(w,s) = v(;'j;)), W(w,s) == g—l(w,s) und k(w, s) die geodétische
Kriimmung beziiglich der s Variablen. Dann gilt:

ov

— = W, T

ow g (VT ) ) v

0 2

% = 29(VyVeW,VrT) + 29 (RW,T)T,VyT) — 49 (Ve W, T) K

Hierbei ist R(-,-) der Riemannsche Kriimmungstensor von M.

Beweis. Um die erste Formel nachzuweisen benétigt man folgende Hilfsrechnung:

(Vw)* = awa (VsW)* = (Vo)
== U(VTW) .
Damit gilt dann
ov 0 N | .
e = B W) = 5-29(Vwd,d)
_ IWNIWT) ),

v
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Fiir die zweite Formel benétigt man wieder eine Hilfsrechnung;:

k
(VwT)* = 8T Zr’“TZWJ

— ( ) ZF’“T’WJ

ka la2k
S LA +ZF”WJ

v2 0w v Osow )

,J
1 P &
;(V&W) - EQ(VTW, T)vy
(VeW)» — g(VeW, T)T*.

Nun betrachtet man die eigentliche Aussage:

OK? 0
FY % (g(VrT,V1T)) = 29(Vw V1T, VrT)
29 (R(W, T)T + VoVwT + VyurT — Ve,wT, VoT)
= 29 (RW,T)T +VrVwT + V_rywrwrysvewl — Vo,wT, VrT)
= 29(RW,T)T +Vr(=Tg(VNeW,T) + Vo W) — g(Ve W, T)V1T,V1T)
29(RW, T)T,VT) — 2k*g(V W, T)

+29 (—g(VeW,T)V1T — Tg(NrNVeW,T) — Tg(NeW,VrT) + VeV W, V1 T)
220 9(V VW, ViT) — 4k2g(V oW, T) + 2g(R(W, T)T, V+T)
0

6.2 Hilfssatz
Sei vy : (—¢e,e) x I — M eine glatte Familie von Kurven mit denselben Notationen wie in

61l Es gelte zusétzlich, dass

ov OK>
aw =0 und a—w =0.

Dann erfiillt das Vektorfeld W (0, ) entlang (0, -) eine gewohnliche lineare Differential-
gleichung, dessen Lésungsraum dreidimensional ist.

Beweis. Seien «, 3 : I — R glatte Funktionen, sodass W (0, s) = a(s)T(0,s)+5(s)N(0, s).
Dann gilt mit und den Frenet-Gleichungen
0 = g(VeW,T) = g(Vp(aT + BN),T)
= g(a'T+aVyT + N+ 3VyN,T)
= o —Kf.

Auflerdem gilt

VrVeW = o'T +2d'VrT +aVyVrT
+8"N + 23’V N + 3V N
= o'T+2d'VyT + a(k'N + KV N)
+B"N +20'VoN + B(=kVrT — £'T).
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Dies impliziert wieder mit [6.1l 2219 und G der GauB-Kriimmung von M, dass

0 = g(VoeVeW,VT) 4+ Gg(g(T, T)W —
= 2d/'k* + kA" + ark' — B + GBk.

g<T7 W)T7 VTT)

Setzt man ¢ = ' erhilt man folgendes System von linearen gewthnlichen Differential-
gleichungen:

¢ = —pr*—arx —Gp
o = k3
g = 6

O

6.3 Hilfssatz
Sei vy : (—¢e,e) x I — M eine glatte Familie von Kurven mit denselben Notationen wie in
[6.1. Sei zuséitzlich das Vektorfeld W ein Killing-Vektorfeld. Dann gilt:

ov

8_11) = 0
OK?
a_w —_— O.

Beweis. Sei p € M fixiert aber beliebig. Fiir den gesamten Beweis fithrt man Riemannsche
Normalkoordinaten in p ein. In dem Beweis von (.13 kénnen die dadurch entstanden
Transformationen der Killing-Bedingung und der Christoffelsymbole nachgelesen werden.
Fiir die erste Aussage geniigt es mithilfe von folgende Rechnung durchzufiihren:

oOW? oW’
) = TiT = — TIiT?
g(VTVV, ) 81’3 8$2
OW'?
= § ST = —g(VrW.T).

Also muss g(VrW,T) = 0 sein. Fiir die zweite Formel wendet man wieder an, nutzt
hier zusétzlich und das obige Ergebnis. Sei hier die Gaufl-Kriimmung von M mit G
bezeichnet:
o 2
S = 29(VrVeW, Vo) +2g (ROW.T)T, VoT) — g (Vo W, T) &°
29(VrV W, V7T) +2Gg(g(T, T)W — gW,T)T,V7T)

= 29(VoVeW,NVT) 4+ 2Gg(W,VT).

Die kovarianten Ableitungen von W berechnen sich in diesen Koordinaten in p zu:

4 . oW

T g krpyj —
(Vo W) = ; axJT +Zr WT)_ G

. o owm
(VoVeW)™ = ; W( a7 T“rZF W’“TJ>>
J
orwm ., anaT] L) P
B ; Z<8x1‘axéT]T T o oat Z Tt LW
J
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. . 1 ary.
Der dritte Term berechnet sich mithilfe von Rf;, = -5 — aar 4 (siehe[2.10in Riemannschen

Normalkoordinaten) und den durchdifferenzierten Killing-Differentialgleichungen (siche
5.7 in Riemannschen Normalkoordinaten) in p zu:

or
k] k ¢ _ m k 4
Z S WET! = Z( gkj+8k)WTﬂT
ék] Evkvj
= ) R WHTIT
Lk,j

1 2. 2 2. .
+Z_(agjm i 0”Gem _ 0°gje )WkT]Tg

/ oxtoxk  Oxidxk  OxmOxk
0,k,j

= G (gu0)" — guop") WHTIT!
kg
"’Zl B o*wWi B oPwm B Wt B o*wm
r 2 Ooxmoxt  Oxidxrt Oxmoxi  OxlOxI
O*Wi PWt ,
Ylaal4
T oxtorm © 8Ijaxm>T g

= G(gW,T)T™ — g(T, T)W™) — oW TT*
orwm
— m my Ylaal4
G (g(W, T)T™ — W™) oo T

5J

Damit vereinfacht sich ¢(VyVrW, V1T mithilfe der Frenet-Gleichungen zu:

PWm owm™ oTI
9(VeVe W, VrT) = —Gg(W,VrT) + Y (Z (axjaxeT]Tf + 5l
m 7.0

oPwm orm .
= —__TIT* T
ézj Oxi 0zt )) ( —~ O’ )

oWmoTI o™
= TGN ) g e L

j7i7'€7m

Der zweite Term vereinfacht sich mithilfe der Killing-Bedingung zu:

ow™orTi _,oT™ oW 8TJ ,OT™
- T* . = - T
4 oxl Oxt 8xl Z ox™ 8# ort
Jsilm 7,5,8,m
- owm™oT™ _,0T7 .
m«j /4 %
= — . T T
< oxrd Ozt Oxt
Jsi€;m
= - A T _T"
ot oxd Oxt Oxt

Also ist dieser Term gleich 0. Also gilt:
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2
On” = 29(VoVoW,VT) +2Gg(W,V1T)

ow
= =2Gg(W,V7T)+2Gg(W,VT) = 0.
]

6.4 Satz (siehe [LS1] Proposition 2.1)

Sei v : I — H? eine regulire, nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve, dessen Kriim-
mung K Losung der Differentialgleichung (KODEF) ist. Sei T das Tangentialvektorfeld
entlang v und N das FEinheitsnormalenvektorfeld zu T, mit dem K definiert wurde. Dann

lasst sich das Vektorfeld IK
J, = KT +2—N
K + ds

entlang v zu einem eindeutigen Killing-Vektorfeld nach H? fortsetzen.

Bewets. Zuallerest bemerkt man die Wohldefiniertheit des Vektorfeldes J, unter Wechsel
der Normale N. Da H? Dimension zwei besitzt, indert sich bei einem Wechsel zu einem
anderen Normalenvektorfeld lediglich das Vorzeichen von N und damit sofort auch von
K.

Man fiihrt fiir die Kurve v folgende Variation in Richtung J, ein und nutzt nun die
Notationen aus [6.1k

v (—e,6) x [ — H?

(w,5) = y(w, s) := () + wJy(s)
Fiir J, gilt folgendes System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir w = 0

ov OK?
a_w - 07 811) - 07 (*)
denn mit gilt in w =0
ov
% = g(vT‘]%T)U
K K K
=g 2K8—T+ K>V T + 2a N + 2a VrN,T v
0s 0s? ds

0K 0K
= |(2K— —2K— =0.
( ds Os ) ’
Mit 219 und mit —1 als der GauB-Kriimmung von H? (vergleiche [B] Seite 221 und 240)
gilt weiterhin

OK?
5 = 20(VrVrd,, VeT) +29(R(J,, T)T, VrT)
2
29 [ Vr 2Ka—KT+K2KN+26—KN—28—KKT VT
0s 0s2 0s
_29<9<T7 T)J’Y - g(‘]’ya T)T7 VTT)
0K\’ K 0K
= 2(2(Z=) T+2K="T+2K=-V;T
g( ((93) * 0s? * asvT
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+3K2%—]§N + K3V N

PK 02K
2——N +2——V+N
+ 0s3 + 0s2 Vr
02K 0K\ > oK
-2 ¥ KT —2 (%) T— 2§KVTT, VTT)

—29(Jy = 9(J5, T)T,V1T)

0K PK 0K
3¢ B el
= 2(3[( 95 +2K853> 46’5K
0K PK 0K
— 37~ — 4
= 6K 95 +4K 553 485K
EOD s OK OK _ 320K\ JOK
= 6K 95 +4K<8s 2K 95 488K—O.

(@) bildet fiir .J, mithilfe von [6.2] einen 3-dimensionalen Losungsraum einer gewohnlichen
Differentialgleichung fiir .J, entlang . Auerdem gilt () mithilfe von fiir alle Killing-
Vektorfelder eingeschriankt auf v. Mit [5.8 erhélt man, dass die Dimension aller Losungen
der Killing-Bedingungen in H? ebenfalls Drei ist. Es bleibt also noch zu zeigen, dass die
Vektorfelder aus 5.8 auch eingeschrinkt auf eine Kurve linear unabhéngig sind, denn
damit existiert dann ein eindeutiges Killing-Vektorfeld, das eingeschrénkt auf v gleich J,
ist.

Sei also z(t) = (x(t),y(t)) eine regulire Kurve in H?. Angenommen entlang von z sind
die drei Vektorfelder aus [5.8 linear abhéingig, dann existieren nichttriviale Faktoren a, b, ¢,

sodass gilt:
2 —y” T 1
o=a( 27 Yo 2 ) ey )
Ty Y 0

0 = azxy + by = y(ax + b).

Da y = 0 ¢ H? muss z(t) eine konstante Funktion sein oder a,b = 0. Letzteres wire mit
der anderen Gleichung allerdings bereits ein Widerspruch. Aus der anderen Gleichung
folgt damit wiederum

Also gilt, dass

2 _ .2 2 _ .2 2,2
0=a Y +bx+c:ax Y —ax2—|—c:—aaj Ty +c
2 2 2
Dies impliziert aber mit a # 0 .
2 2

y = % - T,
womit y(t) ebenfalls eine konstante Funktion ist. Dies bedeutet, dass die Kurve z nicht
regulér ist, also ein Widerspruch. 0

6.5 Satz (siehe [LS1] Proposition 2.2)

Sei vy : I — H? eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve, dessen Kriimmung K
Lésung von (KODE) ist. Sei auflerdem J das konstruierte zugehérige Killing-Vektorfeld
aus [6.4. Sei weiterhin ty € I so gewéhlt, dass K (to) kritisch fiir K ist. Dann besitzt die
Integralkurve ¥ von J durch «(ty) folgende konstante geodétische Kriimmung:




Beweis. Mit Satz [5.14] reicht es die Formel in Punkt 7(¢y) nachzuweisen. Bei einem kriti-
schen Punkt der Kriimmung gilt, dass ‘fi—}; = 0 ist, damit ist .J, parallel zu 7. Also kann
~ genutzt werden, um mithilfe von die kovariante Ableitung von J, zu sich selbst zu
berechnen. Also gilt mit den Notationen aus und mit der geodétischen Kriimmung sy,
von X in y(tp):

9(Vy,Jy, N)
ks = —_—t
9(Jy, J5)
_ 9 (Vwwyer (KT +29N) , N)
(K (to))*
= o (K (1)) 2K (10) S (t0)T + (K (10))°V T
= (K (t))? 0)) 9 0)7 g5 \to 0 T
d*K dK
+2F(to)N + QE(tO)VTN, N)
1 3 d*K
= KR ((K(to)) + QF(to))
®ODE) 2K(t) 2
(K(t0))>  K(to)
Die Konstanz der Kriimmung folgt aus [5.14] und damit die Aussage. O

6.2 Moebius-Transformationen in H?

In diesem Abschnitt werden Moebius-Transformationen untersucht, die die obere Halb-
ebene invariant lassen. Dies dient dazu Paragraph [1 vorzubereiten, denn dort wird ein
Anfangswertproblem fiir die Frenet-Gleichungen in Kombination von (KODE]) fiir die
Kriimmung untersucht. Um die Gesamtheit aller Losungen betrachten zu kénnen, wird
mit den folgenden Sétzen ein beliebiges Anfangswertproblem auf eine spezielle Situation
zuriickgefiihrt.

6.6 Satz
Sei ¢ eine Inversion in R? gemaB[2.28, sodass ¢(H?) = H?. Dann ist ¢ lingentreu beziiglich
der hyperbolischen Metrik, konform und orientierungsumkehrend.

Bewezs.

(i) Sei ¢ eine Inversion an einem Kreis. Damit ¢ die obere Halbebene invariant lasst,
muss der Mittelpunkt dieses Kreises auf der z-Achse liegen. Dies impliziert, dass
Jr > 0,m € R, sodass

o= (3) i (37

Die Jacobi-Matrix berechnet sich dann zu

_ r’ y'— (@ —m)* =2z —my
ng(l‘ay)_ ((x_m)2+y2)2 < —2y(x—m) —y2+($—m>2 ) '
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Dies impliziert sofort die Konformitét von ¢. Fiir die Orientierung berechnet man
nun die Determinante der Jacobi-Matrix

7,2

((z = m)? +y?

2
et Do) = 5) (0P (o= - 2o - m)?) <o
Fiir die Léngentreue sei nun p := (z,y) € H? und V € T,H?. Da das Differential
linear ist, geniigt es fiir das Folgende 0.B.d.A. |V|, = 1 anzunehmen. Hierbei ist g
die hyperbolische Metrik von H?. Dann gilt

2 _ 1 r 2 2\1/1 22
do(x, )V, = ) ((:c—m)2+y2)4<((y —(z—m)" )V =2(x —m)yV )

+ (—2y(x —m)Vt — (y* — (z — m)Q)V2)2)

. 2 _(x—m)?? 12 2\2
B y2((:c—m)2+yz>2<<y ( (V24 (V)

+@m—mMWWﬂ%uv¥Q

o (O ) =1

(ii) Sei nun ¢ eine Inversion an einer Geraden. Diese Gerade muss senkrecht auf der
x-Achse stehen, damit die Invarianz beziiglich der oberen Halbebene gegeben ist.
Dies impliziert, dass ein t € R existiert, sodass

sten = (5 ) rae-a (g ).

Damit gilt fiir die Jacobi-Matrix und dessen Determinante

Do(z,y) = ( _01 (1) ) , det(Dg) = —1.

Dies zeigt die Konformitéit und die Orientierungsumkehr. Fiir die Léngentreue sei
wie oben p = (z,y) € H* und V € T,H? mit |V|, = 1. Dann

1
2

|dP(p)V]g = )

(V)2 + (V) = L.

O

6.7 Satz
Sei p € H? und V € T,H? mit |V|, = 1. Dann existiert eine Moebius-Transformation ®

in R? mit ®(H?) = H? und ein z > 0, sodass gilt

o) = (0 ). avn) = ().
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Beweis. Sei (x,y) := p und ¢ : H? — H? eine Inversion an einem Kreis mit Mittelpunkt
(m,0) und Radius 1 definiert durch

o= (3) e (7).

Ziel ist es nun, ein m € R so zu bestimmen, dass d¢(p)(V') parallel zur z-Achse ist. Hier
kann das Differential einfach {iber die Jacobi-Matrix berechnet werden:

e —— A

(z=m)2+y)2 \ —2ylx—m) (r—m) -y
Dann gilt
= ! —2y(z — m)V! x—m)? —y?)V?) =
(do(z,y)(V))" = <<I_m)2+y2)2( 2y( W+ (( )2 —y?)V?) =0,

Mit diesem Ansatz gilt mithilfe der p-q-Formel und 0.B.d.A. V2 # 0
—2y(x —m)V '+ ((x —m)* —y*)V? =0

& (r—m)? —2y—(r—m)—1y*=0

%% v\? V=1 VI o g?
& (z—m)ye Zywi \/3/2 (W) +y? = yﬁiw

Dies impliziert, dass sogar zwei Wahlmoglichkeiten fiir m existieren.

Fiir das Folgende kann man nun 0.B.d.A. davon ausgehen, dass V' parallel zur z-Achse
ist und mit Einheitsldnge besitzt. Nach einer Translation in z-Richtung, welche nach
(.8 eine Isometrie und nach 2.31] eine Moebius-Transformation ist, kann weiterhin davon
ausgegangen werden, dass ein z > 0 existiert, sodass p = (0,2) und V = (0,%z). Eine
mogliche Spiegelung an der z-Achse erreicht nun, dass V = (0, z) angenommen werden
kann. Komponiert man nun alle genannten Transformationen, erhdlt man die gesuchte
Moebius-Transformation ®. Die Langentreue wird durch gesichert. 0

6.8 Satz

Sei L > 0 und ¢ : [0, L] — H? eine reguliire Kurve. Sei ferner ® eine Moebius-Transformation
von R?, fiir die gilt, dass ®(H?) = H2. Sei auBlerdem r die geoditische Kriimmung von c
und ke die geodétische Kriimmung von ® o c. Dann gilt

5] = [rg]-

Beweis. Seien t1,ty € [0, L] mit ¢; < to. Dann gilt mit B.11]

/ () et (€5, (5)) ds = / " 12(5) g ey (DBE(s), DB(s)) ds

ty

i / 9)eto (E(5), é(s)) ds = / " K2 () 9ot (E(5), é(s)) dis

= / — 3 (5)) et ((5), E(5)) ds = 0.

Da t; <ty beliebig, die Kriimmungen stetige Funktionen sind und c regulér ist, gilt

K® = K3
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6.3 Kurven konstanter Kriimmung in der hyperbolischen Halb-
ebene

Satz[6.5 in Kombination mit Satz [5.14] motiviert folgende Untersuchung von Kurven kon-
stanter Kriimmung in der hyperbolischen Halbebene H?, um so alle Integralkurven des
fortgesetzten Killing-Vektorfeldes von zu erhalten.

Dabei stammt die Idee euklidischen Kreise und Geraden zu untersuchen, um diese In-
tegralkurven zu finden, aus [Bo|] Kapitel 3. Allerdings werden dort keine Formeln zur
Kriimmung im Zusammenhang zu Mittelpunkt, Radius und Steigung der Kurven wie hier
gegeben.

Das erste Beispiel beschreibt eine euklidische Gerade und ihre Kriimmung in H?.

6.9 Beispiel
Cy R —R2 t»—><2)+t(§>

Seien a,b,c,d € R und
eine Gerade. Sei I C R ein Intervall, sodass Cg(I) C H2. Dann besitzt die Kurve Cg(I)
in H? die geoditische Kriimmung

c

lig(t) = m

Diese ist unabhéngig von ¢, somit konstant.

Beweis. Sei N die Einheitsnormale von Cg wie in 3.6, dann gilt:

- (3)

Co = 0
1 (—d)_ dt +b (—d)
Caly \ ¢ )~ Ves@\ ¢ )

Mit berechnet sich die kovariante Ableitung zu:

V_C__ch 1_1__al2+c2 0
G C T\ T hrtd) \ O b+td b+td)\ 1 )"

Damit berechnet sie die geodétische Kriimmung zu:

g(CGa CG)
b+ td (b + td)?
= (2ed® —cd® +
( )\/dQ + 2 (b+td)? d>+¢?
co(d*+c*) 1 c

EreE JEr R JET &
([l

Das zweite Beispiel beschreibt einen euklidischen Kreis in H? und auch hier wird die
entsprechende Kriimmung beziiglich H? berechnet:
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6.10 Beispiel
Sei r > 0 und M € R?, sodass der euklidische Kreis 9S(M,r) einen nichtleeren Schnitt
mit der oberen Halbebene H? besitzt. Dieser Kreis wird durch

oo sint N M?
i Y M?

parametrisiert und besitzt in der hyperbolischen Halbebene die geodétische Kriimmung

M?
kg = ——.
r

Beweis. Sei N die Einheitsnormale von C, p; wie in 3.6l Dann gilt:

: cost
Crar =7 < —sint )
- sint
Crae = =7 ( cost >

- ( st ) = (rcost + M?) ( sint )
1Crarly cost cost

Wie in berechnet man die kovariante Ableitung mithilfe von 3.0
. . r?costsint 1
VCT,MCT:M = (—T sint + QW) ( 0 >

N . r2sin’t N r?cos®t 0
—rcost — )
rcost+ M?2  rcost+ M? 1

rcost + M? r? costsin® ¢
(rcost + M?)? rcost + M?
r? cost sin® ¢t r? cos? t
rcost + M? * rcost—l—M?)
1 r?costsin®t 72 cos® t
rcost + M? <_ +rcost+M2+7’cost+M2>

Also ergibt
2

g(VC.'TMC(T,M7N) = (—rsin2t+2

—rcos’t —

1 r2cost
— e — _fr_|_—
rcost + M? rcost + M?2

B 1 —r?cost —rM? 4+ r?cost rM?
rcost + M? rcost + M? ~ (rcost—+ M?2)?’

Mit

. . r2

Cr 707" ) =

I ( Ao M (rcost + M?)?

und 2.22] folgt die Aussage. 0
6.11 Satz

Sei k € R konstant. Dann ist die zugehorige Kurve zu der geodatischen Kriimmung r be-
zliglich der hyperbolischen Halbebene entweder ein euklidischer Kreis oder eine euklidische
Gerade in H2.
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Beweis. Fiir diesen Beweis ist die Existenz-und Eindeutigkeitsaussage der Frenet-Gleichungen
zentral (siehe 2.27). Sei also p € H? und V' € T,H? mit |V|, = 1 beliebig aber fixiert. Dann
existiert nach eine Moebius-Transformation ® der oberen Halbebene und z > 0, so-
dass d®(p)(V') = (2,0) und ®(p) = (0, z). Nach[G.8 &ndert ® hochstens das Vorzeichen der
Kriimmung einer reguldren Kurve, also kann 0.B.d.A. von folgendem Anfangswertproblem
ausgegangen werden:
Ve = kN, VN = —ké
{ C(O) = (072)7 C(O) - <Z70)a

wobei ¢ die gesuchte Kurve mit konstanter Kriitmmung « ist und N die wie in[3.6l definierte
zugehorige Normale. Im Folgenden werden Fille fiir unterschiedliche k betrachtet. In

diesen Betrachtungen ist m stets die zweite Komponente eines Mittelpunktes eines Kreises
und r der dazugehorige Radius. Der Mittelpunkt wird durch (0,m) gegeben.

(i) k> 1: Man definiere

= = = > 0.
mn Z+/{—1 Z/{—17T k—1

Fiir diesen Fall parametrisiere man den Kreis entgegengesetzt zur Laufrichtung aus
6. 10 Dann gilt:

m—r =z — =K.
r

Man befindet sich bei (0, z) also im ’Stidpol’ des so definierten Kreises. Die Tangente
an diesem Punkt ist wegen der so gewéhlten Laufrichtung ein positives Vielfaches
von (z,0).

(ii) » = 1: Man parametrisiere eine Gerade ¢ durch
ca(t) = (0,2) + t(z,0).
Diese erfiillt die Anfangsdaten und ihre Kriimmung ist nach gleich k.

(iii) x < 1: Hier definiere man

Dann gilt:
m
m+r=2z, ——— =K.
r

Also befindet man sich bei (0, z) im Nordpol’ des Kreises und nutzt man nun die
Laufrichtung aus [6.10], erfiillt dieser Kreis das obige Anfangswertproblem.

O

6.12 Bemerkung (siehe [Bo] Kapitel 3)

Fasst man die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammen, erhilt man folgende Ubersicht
iiber mogliche Kurven konstanter Kriitmmung in der hyperbolischen Halbebene. Sei dazu
r die konstante Kriimmung der Kurve c:
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(i) |x| € [0,1): Dies bedeutet, dass ¢ entweder ein Kreis ist, welcher die x-Achse an
zwei verschiedenen Punkten schneidet, oder eine Gerade welche nicht parallel zur
x-Achse ist.

(ii) |k| = 1: ¢ ist in diesem Fall ein Kreis, welcher die x-Achse an genau einem Punkt
schneidet, oder eine Gerade parallel zur z-Achse.

(iii) |k| > 1: Hier ist ¢ ein euklidischer Kreis, welcher vollstiandig in der oberen Halbebene
liegt.

6.4 Nichtperiodische Fortsetzbarkeit der L6sung der Willmore-
Gleichung

Dieser Paragraph dient dazu, die vorherige Ergebnisse zusammenzutragen, um damit den
Beweis des Hauptsatzes zu fithren. Man nimmt dazu an, es existiere eine periodische
Losung von .12, um dann einen Nichtexistenzbereich zu konstruieren, indem man die Lan-
ge des angelegten Killing-Vektorfeldes (siehe [6.4]) mit der Lange eines Killing-Vektorfeldes
auf der gesamten Mannigfaltigkeit vergleicht.

Beweis von 1.2 Angenommen es existiert eine periodische Profilkurve u : R — R™, sodass
die zugehorige axialsymmetrische Fliche S(u) die Willmore-Gleichung (Willmoré) erfiillt.
Also muss u auch eine Losung von in der hyperbolischen Halbebene H? sein. Para-
metrisiert man die Kurve (z,u(x)) nun nach der Bogenldnge und nennt diese Kurve 7,
so erhilt man die Differentialgleichung (KODE]) fiir die geoditische Kriimmung K von 7.
Sei T' := 4 und N die zugehérige Normale wie in 3.6l Dann kann das Vektorfeld .J, aus
an v angelegt und zu dem Killing-Vektorfeld J beziiglich der hyperbolischen Metrik
fortgesetzt werden.

(i) Die Periodizét von u sichert, dass v in einem Streifen R X [yq, y1] liegt, sodass
0 < yo < y1. Siehe auch

\ NN N
i %\\\ AR
S ARRHRNN

Y T e
RN R N

Abbildung 4: Nichtexistenzbereich von ~ mithilfe der Periodizitiat von u

(i) Nun wird die Lénge des angelegten Killing-Vektorfeldes .J, betrachtet. Sei hierfiir K
so gewihlt, dass K2 ein Maximum von K? ist (Existenz wird durch die Diskussion
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in Paragraph [ insbesondere Satz [L.15 gesichert). Damit gilt A1l mit K, sodass
der Ableitungsterm K|, verschwindet:

dK dK
= K?T +2—N. K?’T +2—N
9(Jy, Jy) g( 2N, 2 )
dK\?
- K4+4(—) Ly K? —AK? + K¢
ds

< K.
Damit ist die Lange dieses Vektorfeldes entlang von ~ beschrankt.

(iii) J besitzt eine Darstellung wie in 5.8 mit fixierten Parametern a, b, ¢ € R. Dann ist
die Linge von J beziiglich H? wie folgt gegeben:

gD = )T ()

Yy
B (—%ay2+%ax2+bx+c)2+y2(a:c+b)2 (+)
= "

— Fiir a = b = 0 ist J parallel zur x-Achse, somit besitzen nach alle Inte-
gralkurven von J geoditische Kriimmung von +1. Dies impliziert mit [6.5] dass
Ky = £2 ist, denn dort ist J wegen der Maximalitét von K parallel zu . Also
gilt nach [£4] dass die Kriimmung K(s) = iﬁ ist, welche nicht periodisch
und dank der Asymptotik auch nicht durch eine Umparametrisierung zu einer
periodischen Funktion transformierbar ist. Dies bedeutet, dass dieser Fall fiir

den hiesigen Beweis ohne Bedeutung ist.

— Fiir eine andere Belegung der Variablen a und b gilt, dass die Lange von J fiir
festes y ein Polynom vierten/zweiten Grades mit positivem Vorfaktor vor dem
Monom mit dem héchsten Exponenten in z ist. Also gilt:

r — oo = g(J(x,y), J(x,y)) — oc.

(iv) Insgesamt folgt aus (i) und (iii), dass g(J,J)(z,y) fir x — £oo, Yy € [yo,v1]
nach unendlich divergiert. Damit existieren mit (ii) Schranken zg,x; € R, sodass
v(R) C [zo, 1] X [yo, v1] ist, siehe auch:
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Abbildung 5: Nichtexistenzbereich von v mithilfe der Lange von J

Dies ist allerdings ein Widerspruch zur Periodizitat von w. 0
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7 Globale Eigenschaften einer Willmore-Fliche un-
ter Axialsymmetrie

Dieser Paragraph dient dazu, die Nichtexistenzbereiche aus dem Beweis des Hauptsatzes

in Abschnitt genauer auszuarbeiten, um so das qualitative Verhalten von moglichen

Fortsetzungen einer Profilkurve zu diskutieren. Die Ergebnisse aus Abschnitt und

Satz ermoglichen es dabei 0.B.d.A. von folgendem speziellem Anfangswertproblem
auszugehen (vergleiche mit dem Beweis von [6.17]):

{ Vij = KN, V5N = — K7, K'=K — /%K?’ (AWP)

2(0) = (0,2), 4(0) = (2,0), K(0) = Ko, K'(0) =0

Hierbei ist v die gesuchte Profilkurve des axialsymmetrischen Willmore-Problems, K die
geodétische Kriimmung von v, z € (0, 00) ein Parameter fiir die Hohe des Anfangspunktes,
Ky die geodétische Kriimmung in diesem Anfangspunkt und N die Normale an 4 geméafl
3.6

Ergebnisse aus dieser Untersuchung kénnen auflerdem direkt auf bestimmte Losungen des
folgenden Dirichlet-Problems angewandt werden, ohne dass eine Moebius-Transformation
benétigt wird:

7.1 Satz (siehe Theorem 1.1 in [DFGS])
Sei a« > 0 und 3 € R beliebig. Dann existiert eine glatte Profilkurve u : [—1,1] — R™,
sodass die zugehdrige axialsymmetrische Fléache S(u) folgendes Dirichlet Problem Iost:

{ AgwyH +2H(H?* - K) =0, in(-1,1)
u(£l) =a, v (-1)=-u(1)=7

Auferdem gilt fiir diese Losung, dass u(x) = u(—x) Vo € [—1,1].

Die Symmetrieeigenschaft von u in Kombination mit 3.7 sichert, dass man sich in der
Situation von (AWP)) befindet.

Um eine zusétzliche Idee fiir das qualitative Verhalten der Losung v von (AWP)) zu erhal-
ten, werden in den folgenden Abschnitten numerische Plots mithilfe eines in Maple(TM)E
vorimplementierten Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahrens angefertigt. Dieses Verfahren be-
ruht auf der Idee eine adaptive Schrittweitenkontrolle fiir ein Runge-Kutta-Verfahren
zu erhalten, indem die benétigte Fehlerabschitzung durch ergénzen des Verfahrens zur
néchsthéheren Ordnung berechnet wird. Vergleiche dazu [E].

Fiir die folgende Untersuchung sei J, das Vektorfeld entlang ~ aus und J das dazu-
gehorige Killing-Vektorfeld. Sei weiterhin T := 4 und N die dazugehorige Normale nach
[B.6l Fiir J existieren dabei nach 5.8 Parameter a, b, ¢ € R, sodass

2 —y? T 1
— 2
J(x,y) a( oy >+b<y>+c<0).
Dies impliziert mit (AWP]) und J(0, z) parallel zu T'(0), dass

0=J%0,2) =bz = b=0.

Die Unterteilung der Losungen in die vier folgenden Klassen stammt aus [LS1] Tabelle
2.7 ().

2Maple 12. Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc., Waterloo, Ontario
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7.1 Losungen mit konstanter Kriilmmung

(KODE) besitzt nur drei konstante Losungen und zwar K = 0 und K = 4+/2. Beide
lassen sich mit den Ergebnissen aus Abschnitt bearbeiten:

e K = 0: Dies sind entweder Halbkreise, sodass der Mittelpunkt auf der z-Achse liegt,
oder Geraden, die senkrecht auf der z-Achse stehen:

X

Abbildung 6: senkrechte Geodéatische

Abbildung 7: Halbkreisgeodatische
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o |[K| = V2: /2 > 1, somit handelt es sich hier nach um einen vollsténdig
in H? liegenden euklidischen Kreis, wobei das Verhiltnis der y-Koordinate m des
Mittelpunktes und des Radiuses r des Kreises V2 = % betragt. Dabei handelt es
sich einen Teil des Clifford-Torus (vgl. [HJP]):

X

Abbildung 8: Profilkurve fiir Teil des Clifford-Torus

7.2 Wellenartige Losungen

Dieser Abschnitt behandelt die Losungen von (KODE]), welche in [£.14] berechnet wurden.
Hier gilt |Ky| > 2 und | K| ist das Maximum von |K|. Nutzt man nun die Ungleichung

9(Jy, J5) g (KT + 29N, K°T 4 24K N) = K* 4 (4K)

AK? — AK? + K} < K, (*)

i1

wobei Gleicheit genau dann gilt, wenn K(s) = +Kj, erkennt man mit 5.0, dass die
Integralkurve c¢; von J durch 4(0) ein Kandidat fiir die Begrenzung des in Abschnitt
angesprochenen Nichtexistenzbereiches ist. Die Kriimmung « fiir diese Kurve betrégt nach
0.0l

2 <1
K= — .
Ko

Dies impliziert mit Bemerkung [6.12] dass zwei unterschiedliche Kurven fiir ¢; in Frage
kommen.

(i) ¢y ist ein Kreis, welcher die z-Achse an zwei Punkten schneidet: Seien r > 0 und
m € R zwei Parameter, die diesen Kreis mit der Parametrisierung aus beschrei-
ben. Dabei ist r der Radius und m die zweite Komponente des Mittelpunktes von
cy (die erste Komponente ist aus Symmetriegriinden 0). Die folgenden Bilder be-
handeln dabei den Fall K < 0, allerdings sind die Rechnungen invariant gegeniiber
dem Vorzeichen von Kj:
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Abbildung 9: Erster Grenzkreis fiir wellenartige Losungen bei Ky < 0

Dies liefert mit [6.10] folgendes System von Gleichungen:

m
rt+m=z, —— =K
r

woraus folgt
z K
r= , m=—z .
1—xr 1—~r

Gleicheit kann in () auch mit —K, erreicht werden. Dazu gehort ebenfalls eine
Integralkurve ¢;. Diese besitzt die geodétische Kriimmung

Ein Anfangspunkt fiir diese Kurve ist allerdings nicht a priori bekannt, sodass zuerst
eine weiterfithrende Analyse von J durchgefiithrt werden muss, um einen geeigneten
Kandidaten fiir die Begrenzung von + festzulegen. J ist auf der z-Achse parallel zur
x-Achse, denn dort gilt J%(z,0) = 0. Fiir die erste Komponente gilt dort weiterhin
JY(x,0) = a% + ¢. Da ¢; diese Achse zweimal echt schneidet (also nicht tangiert),
miissen zwei Nullstellen von J auf der z-Achse existieren und somit gilt auch a, ¢ # 0.
Mehr Nullstellen kann J aulerdem auf dieser Achse nicht aufweisen, denn J!(zx,0)
ist ein quadratisches Polynom. Dies zeigt, dass ¢; ebenfalls ein Kreis sein muss, der
aus Kriimmungsgriinden ebenfalls die z-Achse an denselben Punkten schneidet wie
c;. Fiir diese Punkte gilt mithilfe des Satzes von Pythagoras

T=+vVr2—m?2 y=0.

Damit kénnen die Parameter 7 und m von ¢; berechnet werden, siehe dazu:
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Abbildung 10: Zweiter Grenzkreis fiir wellenartige Losungen bei Ky < 0
Diese Skizze liefert damit folgendes System von Gleichungen:
m?+ it =7, —

Daraus folgt

r =

In der Tat begrenzen diese Kurven v, denn das Verhalten der Lénge von J beziiglich
der hyperbolischen Metrik ist qualitativ wie folgt, da a,c # 0 (vergleiche dazu
Paragraph @B):

max|J |

X

Abbildung 11: Verhalten der Liange von J in z-Richtung
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Diese Skizze impliziert, dass der ‘obere’ Kreis (mit Mittelpunkt in H?) v begrenzt,
denn auBerhalb dieses Kreises ist |J|, zu lang fiir ().

maxlJy!

N

y

Abbildung 12: Verhalten der Linge von J in y-Richtung

Das Verhalten in y-Richtung bedeutet, dass der 'untere’ Kreis (mit Mittelpunkt nicht
in H?) v begrenzt, denn nahe der a-Achse liuft |J], gegen co. Die einzige Ausnahme
fiir dieses Verhalten sind die Nullstellen fiir J auf der z-Achse. Allerdings schneiden
dort beide Kreise die Achse und somit ist dieser Fall ohne Bedeutung.

(ii) Fiir den Fall, dass die Integralkurve c; eine Gerade ist, muss diese wegen der An-
fangsdaten von (AWP]) parallel zur z-Achse sein. Dies impliziert allerdings nach [6.9]
dass die Kriimmung dieser Kurve 1 betrdgt, womit Ky = 2 ist. Dies ist allerdings
ein Widerspruch zu Ky > 2.

Zusammengefasst in einem Theorem bedeutet die obige Diskussion:

7.2 Satz

Sei v Lésung des Anfangswertproblems (AWD), wobei die Kriimmung von der Form
sein soll. Dann existieren zwei euklidische offene Kugeln S(M,r1) C R? und S(My,rs) C
R?, sodass fiir die Mittelpunkte gilt M, € H?* und M, ¢ H?. AuBerdem schneiden sich die
Rénder der Kugeln genau zweimal auf der x-Achse. Dann gilt fiir ~:

’V(R) C H? N S(Ml, 7”1) N (S(MQ,TQ))C.
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Mithilfe eines numerischen Plots, kann die obige Aussage mit einem Bild verdeutlicht
werden. Mehr numerische Plots fiir diese Kriimmungsfunktionen in der Néhe des An-
fangspunktes (0, z) befinden sich im Anhang [8.1]

Abbildung 13: Globales Verhalten von ~ bei Ky > 0

Abbildung 14: Globales Verhalten von v bei Ky < 0
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7.3 Orbitale Losungen

In diesem Abschnitt sei die geodétische Kriimmung von ~ vom Typ und nicht kon-
stant. Fiir diese Klasse von Losungen gibt es zwei verschiedene extremale Moglichkeiten
fiir Ky. Sei also K4, und K,,;, so gewihlt, dass sie das Supremum bzw. das Infimum
von |K| annehmen. Dies bedeutet, dass die Ungleichung (i) aus Paragraph wie folgt
modifiziert werden kann: .

Q(Jw‘]v){ E };Tax ()
Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn K(s) = K,u;, oder K(s) = K,4,. Die Kandi-
daten fiir begrenzende Kurven sind wie in Abschnitt Integralkurven von J. Die erste
Integralkurve c; erhédlt man durch betrachten des Startpunktes v(0), denn dort ist K
extremal. Dies bedeutet, dass Ky entweder K,,;, oder K,,,, ist. Weiterhin gilt mit £.13]
dass |Ky| < 2. Damit gilt fiir die Kriimmung ~ der Integralkurve ¢; von J durch (0) mit
0.

2 >1
K= — )
Ko

Dies impliziert mit [6.12] dass c; ein euklidischer Kreis ist, welcher vollstandig in der
hyperbolischen Halbebene liegt. Aus Griinden der Symmetrie muss die erste Komponente
des Mittelpunktes dieses Kreises 0 sein. Sei m die zweite Komponente und r > 0 der
Radius des Kreises. Fiir das Folgende ist der Durchlaufsinn und damit das Vorzeichen der
Kriimmung dieses Kreises entscheidend.

Sei also Ky < 0. Dann ist nach K < 0. Dies impliziert weiterhin mit m > 0, dass
¢y durch dieselbe Laufrichtung wie in parametrisiert wird. Damit gilt, dass v(0) der
Nordpol von c¢; ist. Analog zu Abschnitt ergibt sich dann fiir Mittelpunkt und Radius

z K
, m=—z

1—k

Fiir positive Kriimmungen muss die Durchlaufrichtung in gedndert werden. Formeln
fiir diesen Fall konnen im Beweis von nachgelesen werden. Sei also weiterhin K|, fiir
das Folgende negativ.

Auch hier gibt es einen weiteren Kreis ¢; fiir die andere Wahlmoglichkeit von K. Sei
diese K;. Um diesen Kreis zu berechnen ist folgendes Lemma hilfreich, denn auch wie in
Abschnitt ist a priori kein Startpunkt fiir ¢; auf v bekannt. Man weifl nur, dass ein
solcher Startpunkt existiert und dort v parallel zu J ist.

7.3 Hilfssatz

Sei V' ein Killing-Vektorfeld auf einer wegzusammenhingenden Riemannschen Fléche
(M, g), sodass ein py € M existiert mit V(py) = 0. Sei weiterhin p € M fixiert und
cy die Integralkurve von V', welche in p beginnt. Dann gilt fiir alle p’ € ¢y

dist,(p, pn) = dist, (p', pn)-
Beweis. Sei ©y der Fluss von V. Sei weiterhin ¢ : [0,1] — M eine Kurve mit ¢(0) = p

und ¢(1) = py. Sei auBerdem p’ € ¢y fixiert und sei t € R so, dass Oy (p,t) = p’. Dann
definiert man eine Kurve ¢, welche p’ und py miteinander verbindet durch

é(s) = Oy (c(s),1).
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Damit gilt
¢(0) =p/, &(1) = pw,
denn Oy (py, ) = py fiir alle £ € R, da V(py) = 0. AuBlerdem gilt

Loy (¢) = /0 \/gE(s) (5(3)7 5(5)) ds
= /0 \/g@‘,(c(s),t) (dOy(c(s),t)c(s), dOy(c(s),t)e(s)) ds
= /O \/ 9e(s) (€(s), &(s)) ds = Ly (c).

O

Nun wird gezeigt, dass J eine Nullstelle in H? besitzen muss. Wie eingangs von Paragraph
[7 diskutiert, besitzt J folgende Gestalt:

1 1
JHz,y) = —iagf + 5@3:2 +c

J(z,y) = axy

Dies impliziert, dass J auf der y-Achse parallel zur z-Achse ist, denn dort gilt J?(0,y) = 0.
Auflerdem folgt aus der Existenz des Kreises ¢, welcher die y-Achse zweimal schneidet
und eine Integralkurve von J ist, dass ein Vorzeichenwechsel in J*(0,y) auf der y-Achse
innerhalb der Kugel, welche von ¢; berandet wird, vorliegt. Also existiert dort eine Null-
stelle von J. Diese kann nur bei yy = /—2¢ > 0 liegen und ist damit in H? eindeutig,
denn dies bedeutet auch, dass a,c # 0.

Diese Diskussion und Hilfssatz implizieren, dass c; und ¢; ebenfalls Kreise beziiglich
der hyperbolischen Metrik sind, welche denselben Mittelpunkt beziiglich dieses Abstandes
besitzen. Auflerdem gilt fiir diese Kreise, dass sie denselben Durchlaufsinn besitzen, da
ihre Kriitmmungen dasselbe Vorzeichen besitzen.

Sei (0,y;) der Nordpol von ¢y, also y; = max(c?), und (0,2) der Siidpol von ¢y, also
Yo = min(c%). Sei weiterhin G(t) := (0,t) eine Gerade, die den Siipdol, den Mittelpunkt
und den Nordpol von c; schneidet. Diese ist nach eine Geodétische, damit eine kiir-
zeste Verbindung zwischen diesen Punkten. Sei weiterhin (0, yy) der Mittelpunkt von ¢,
beziiglich der hyperbolischen Metrik. Dann gilt:

dist, ((0,41), (0,yn)) = dist, ((0,y2), (0, yn))

/ \/ g (s) ds-/
911

= / —ds-/ —ds
YN S Y2

= In(y1) — In(yn) = In(yny) — In(y2)

= YN = VY1Ye.

Sei nun analog (0,9;) der Nordpol und (0,7;) der Siidpol von ¢é;. Sei weiterhin 7 der

euklidische Radius und (0,m) der euklidische Mittelpunkt von ¢;. Auflerdem sei & = Kll

Y
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die Kriitmmung von ¢;. Dann gilt folgendes System von Gleichungen

YN = e

y—1r = m
Yo+ T m
7

Dieses System ist nur giiltig fiir K < 0. Liegt der Fall K > 0 vor, muss die vierte Gleichung
durch % = K ersetzt werden, da sich dann der Umlaufsinn dieser Kurve dndert. Danach
muss analog weitergerechnet werden.

Eliminiert man nun m, erhélt man

yn = N2

G = —RFAT

Yo = —RT —T.

Dies ergibt dann

Fiir K > 0 gilt dieselbe Formel fiir r. Fiir den Mittelpunkt muss lediglich das Vorzeichen
gedndert werden.
Um zu tiberpriifen, dass die angegebenen Kreise wirklich den Nichtexistenzbereich von ~
begrenzen, wird analog zum vorherigen Abschnitt das qualitative Verhalten der Lange
von J untersucht:

(—3ay® + $az” + 0)2 + (azy)?
Y '

75z, y) =
In y-Richtung bedeutet dies mit a, c # 0 qualitativ:

J1

0

Abbildung 15: Qualitatives Verhalten von |J|, in y-Richtung

o8



Aufgrund der Monotonieeigenschaften begrenzen also beide Kreise die Losung ~. Zusam-
mengefasst bedeutet dies:

7.4 Satz

Sei v eine Losung von (AWDP), sodass die geodiitische Kriimmung von der Form wie in
Satz[413 ist. Dann existieren zwei offene euklidische Kugeln S(My,ry) C S(Ms,15) C H?
mit der Eigenschaft, dass

’Y(R) C S(MQ,'T’Q) \ S(Ml,Tl).

Mithilfe der eingangs besprochenen Numerik konnen qualitative Eigenschaften der Lo-
sung, sowie der obige Satz verdeutlicht werden.

X

Abbildung 16: Globales Verhalten von 7 bei Ky € (—v/2, —2)

Im Anhang befinden sich weitere Plots mit variierten Kriimmungen.
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7.4 Asymptotisch geoditische Losung

In diesem Paragraphen werden Losungen v von ([AWP]) untersucht, deren geodéitische
Kriimmung von der Form wie in [£4] sind. Damit gilt K (t) = icofh 2. Dies ist die einzige

nicht-periodische Losung von (KODE]). Zuerst betrachtet man den positiven Fall. Dabei
handelt es sich um das Katenoid.

7.5 Satz (vergleiche [DG] Figure 1)

Sei v eine Losung von (AWD) mit Kriimmung K = —2

cosht”

(1) = ( zczz,ht ) '

Beweis. Zuallererst werden die Ableitungen von ~ berechnet:

. z . 0
Y=\ zsinht /0 77\ zcosht /-

Weiterhin gilt, dass 7 nach der Bogenlédnge parametrisiert ist, denn

Dann gilt

A2 = 22 + 22 sinh® ¢ _1
Mo = 22cosh®t

Damit berechnet sich die Normale N nach B.6] zu

N(t) = ( —zsinht ) .

z
Nun kann mithilfe von Hilfssatz die Kriimmung x von ~ berechnet werden:
Kk = g(v’y/% N)
@1 S R ) N @2 6 (@2) N2

o 72 v
(72)?
2sinh?¢ 2 2sinh? ¢t 2 1
— 2z cosh t +z COSht_ Z cosht +2 cosh t
22 cosh? ¢
B 2sinh?t + cosh?t — sinh®t + 1 B 2
B cosh® ¢ ~ cosht’
Auflerdem gilt
0 . z
=) 5=(5)
Die Aussage folgt somit aus 227 O
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Um das globale Verhalten von v noch zu kléren, hier ein Plot fiir diesen Fall:

X

Abbildung 17: Globales Verhalten von 7 bei Ky = 2

Der Fall K(t) = —#h(t) kann ebenfalls exakt gelost werden. Dafiir wird die Losung aus
einer Inversion unterworfen.

7.6 Satz

Sei vy eine Losung von (AWD) mit K (t) = — 35, dann gilt

(t) = z t
= t2 + cosh?t \ cosht J~

Beweis. Sei v die Losung von (AWDP)) mit K (t) = #h(t) aus [Tl Sei weiterhin

2
o= ()

die Inversion am Kreis, dessen Mittelpunkt der Ursprung und dessen Radius z ist. Dann

ailt
o0n0) = sy (oo ) =70

222 4 22 cosh?t \ zcosht

Dies zeigt mit und 6.8, dass v geoditische Kriimmung ——2— besitzt, denn ¢ ist

cosht
orientierungsumkehrend und erhélt die geoddtische Kriimmung im Betrag. Nun miissen

noch die Anfangsbedingungen iiberpriift werden:

W@Z(S)-

Die Ableitung von v berechnet sich zu

(1) 2t + 2sinh tcosht t n z 1
=—z _— . .
7 (t2 + cosh? )2 cosht t2 + cosh?t \ sinht
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Dann gilt
. z

Zum Abschluss wird noch ein Plot fiir diese Losung gegeben:

X

Abbildung 18: Globales Verhalten von v bei Ky = —2
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8 Anhang

Der Anhang dient dazu, einige Plots des Anfangswertproblem (AWDP]) zu zeigen. Diese
Plots wurden dabei mit der eingangs von Paragraph [7] besprochenen Numerik angefertigt.
AuBlerdem werden einige Beispiele kurz mit numerischen Losungen des Dirichlet-Problems
aus [[1] verglichen, welche aus [DSGL] stammen. Dabei steht in der Bildunterschrift « fiir
die Hohe des Dirichletdatums und (3 fiir die Ableitung an diesen Stellen.

8.1 Plots wellenartiger Losungen

In diesem Abschnitt markieren die durchgezogenen Linien der Plots von + Bereiche po-
sitiver geodatischer Kriimmung und gepunktete Linien Bereiche negativer geodétischer
Kriimmung.

6]
5_

______ B G/ o

Abbildung 19: Plot von v fiir Ky = 2.2

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 20: a = 4, f = —10, siehe [DSGIL]
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Die beiden oberen Bilder legen nahe, dass (AWP]) bei negativem Kj hier ein Dirichle-
tranddatum erfiillt, bei dem die Ableitung am linken Rande negativ und im Betrag grof3
ist.

Abbildung 21: Plot von v fiir Ky = 2.5

1.2

0.8
0.6
0.4r

0.2

o i i i i i i i i i i
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 22: o = 0.1, § = 0, siehe [DSGIL]
Diese beiden Bilder legen die Vermutung nahe, dass das Dirichlet-Problem nicht eindeutig
16sbar ist. Die Losung (AWP)) erreicht hier anscheinend jeweils zwei Punkte von der Mitte

aus gesehen, an denen die Kurve parallel zur x-Achse wird, ohne vorher parallel zur y-
Achse gewesen zu sein.
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Abbildung 23: Plot von ~ fiir Ky = —2.2

1.2r

0.8
0.6

0.4r

0.2

o i R b e e i e L i i
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 24: a = 0.2, § = 6, siche [DSGL]

Die beiden oberen Bilder lassen vermuten, dass (AWP]) bei negativem K, Dirichlet-
Probleme mit groflem 3 16st.
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Abbildung 25: Plot von ~ fiir Ky =3

Abbildung 26: Plot von ~ fiir Ky =4
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Abbildung 27: Plot von ~ fiir Ky = —2.5
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Abbildung 28: Plot von ~ fiir Ko = —3
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Abbildung 29: Plot von ~ fiir Ky = —4
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8.2 Plots orbitaler Lé6sungen

Abbildung 30: Plot von ~ fiir Ky = 0.2
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Abbildung 31: a = 0.1, 8 = 0, siche [DSGL]

Diesen beiden Bilder lassen vermuten, dass diese orbitale Kurve ein Kandidat als Losung
fiir ein Dirichlet-Problem bei trivialer Ableitung am Rand ist.
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Abbildung 33: a« = 0.9, = —1.5, siehe [DSGLJ

Dies ldsst vermuten, dass Kurven mit Kriimmungen K, nahe v/2 als Losungen fiir das
Dirichlet-Problem mit Randableitung zwischen —1 und —2 in Frage kommen.
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Abbildung 32: Plot von ~ fiir Ky = 1.2
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Abbildung 34: Plot von ~ fiir Ky = —0.4
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Abbildung 35: o = 1.3, 8 = 2, siehe [DSGL]

Die beiden oberen Bilder legen die Vermutung nahe, dass im Betrag kleine, negative
Ky Losungen fiir das Dirichlet-Problem liefern, bei denen die Ableitung am Rande bei

ungefahr 2 liegt.
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Abbildung 36: Plot von v fiir Ky = 0.1

Abbildung 37: Plot von « fiir Ky =04
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Abbildung 38: Plot von ~ fiir Ky = 0.6

Abbildung 40: Plot von v fiir Ky =1
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Abbildung 41: Plot von ~ fiir Ky = 1.35

Abbildung 42: Plot von ~ fiir Ky = 1.6
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Abbildung 43: Plot von v fiir Ky = 1.8
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Abbildung 44: Plot von ~ fiir Ky = —0.1

Abbildung 45: Plot von ~ fiir Ky = —0.2
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Abbildung 46: Plot von ~ fiir Ky = —0.6

Abbildung 47: Plot von ~ fiir Ky = —0.8

T T T T T T T T
-0,4-0,3-0,2-0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4
X

Abbildung 48: Plot von ~ fiir Ky = —1
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Abbildung 49: Plot von ~ fiir Ky = —1.2
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Abbildung 50: Plot von ~ fiir Ky = —1.35
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Abbildung 51: Plot von ~ fiir Ky = —1.6

Abbildung 52: Plot von ~ fiir Ky = —1.8
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