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Einleitung

Nichtlineare partielle Differentialgleichungen vierter Ordnung sind Gegenstand aktueller Forschung
in der Mathematik. Viele Prinzipien und Techniken aus der Theorie partieller Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung, wie beispielsweise das Maximumprinzip, lassen sich allerdings nicht
auf Differentialgleichungen héherer Ordnungen verallgemeinern. So tauchen oftmals Probleme
und sogar ganz neue Phéanomene auf, welche es zundchst an speziellen Beispielen zu verstehen
gilt. Ein geometrisch motiviertes Beispiel einer Differentialgleichung vierter Ordnung ist die

Willmore-Gleichung
AJH+2H(H? — K) = 0.

Dabei ist H die mittlere Kriimmung einer in den euklidischen Raum R? isometrisch eingebetteten
Fliche f: M — R3, welche ein Maf dafiir ist, wie sehr sich ein Pfad, welcher auf der Fliche
verlauft, im umgebenen Raum im Mittel kriimmen wird. Die Gauf-Kriimmung K wiederum ist ein
Maf fiir die innere Kriimmung der Flache beziiglich der ersten Fundamentalform g. Da der Laplace-
Beltrami-Operator A, beziiglich g von der Fliche und damit der Lésung der Willmore-Gleichung
selbst abhéngt, ist die Willmore-Gleichung eine nichtlineare partielle Differentialgleichung vierter
Ordnung fiir die Komponenten der Einbettung f. Losungen dieser nennt man auch Willmore-
Flachen. Die Willmore-Gleichung beschreibt kritische Punkte des Willmore-Funktionals

W(f) = /MH2 dpg .

Dieses wurde bereits von Poisson studiert (siehe |[Poisson, 1812]) und in der zweiten Héilfte des
20. Jahrhunderts von T.J. Willmore popularisiert (siche [Willmore, 1965|), nach dem es dann
schliefllich auch benannt wurde. Die Berechnung der Willmore-Gleichung als Euler-Lagrange-
Gleichung des Willmore-Funktionals geht auf [Thomson, 1923| zuriick. Das Willmore-Funktional
kann als eine natiirliche Modifikation des Flachenfunktionals angesehen werden, welches die
Forschung nichtlinearer elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung stark beeinflusst hat.
Ahnliches lisst sich vom Willmore-Funktional fiir Differentialgleichungen vierter Ordnung erhoffen.
In der Theorie von Willmore-Flachen konnten bereits viele Resultate zu geschlossenen Flachen
gezeigt werden, wie beispielsweise die Existenz von Willmore-Flachen beliebigen topologischen
Geschlechts (siehe [Lawson, 1970] und [Simon, 1993|). Dagegen sind Randwertprobleme fiir die

Willmore-Gleichung relativ wenig untersucht und Gegenstand aktueller Forschung.

Physikalische Anwendungen des Willmore-Funktionals finden sich in der Modellierung diinner
elastischen Platten oder diinner Biomembranen (siehe z. B. |[Ou-Yang, 2001]). Als Integral iiber
das Quadrat der mittleren Kriimmung stellt das Willmore-Funktional allerdings eine starke
Idealisierung dar. Realistischere Beschreibungen solcher Situationen beriicksichtigen unter anderem
Einfliisse der Ausdehnung und mégliche Spontankriimmungen der zu modellierenden Fléche. Im

Kontrast zum Willmore-Funktional stellt das Flachenfunktional

A(f) = /M iy
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einer Immersion f: M — RR? selbst auch eine, wenn auch wieder stark idealisierte, mogliche
elastische Energie dar, welche lediglich Ausdehnungen der Flachen berticksichtigt, aber keine
Kriimmungen. Als ein bekanntes physikalisches Beispiel fiir das Flachenfunktional als elastische
Energie dienen beispielsweise Seifenblasen (siehe z. B. |Oprea, 2000]). Ein relativ allgemeiner

Ansatz fiir elastische Energien dagegen ist das Integral

&) = [ LK) dy

{iber eine von H und K abhingigen Energiedichte ®(H, K) beziiglich Immersionen f: M — R3.
Als eine erste Naherung und mit der Forderung, dass die elastische Energie in der Hinsicht definit
ist, dass £(f) fiir alle moglichen Immersionen f: M — R3 von Flichen M durch eine Konstante

¢ > —oo nach unten beschrankt ist, ergibt sich die Energiedichte in der Form
®(H,K) = e+ o(H — Hy)> — oK

mit Konstanten £ > 0, 0 < 0 < p und einer Spontankriimmung Hy € R (siehe auch |Nitsche.
1993]). Die dazugehorige elastische Energie wird auch als Nitsche-Funktional bezeichnet,
welches insbesondere das Willmore- und das Flachenfunktional als Spezialféille beinhaltet. In
den Pionierarbeiten (siehe z. B. [Helfrich, 1973|, [Canham, 1970| oder [Evans, 1974]) war man
unter anderem an der Beschreibung der Gestalt roter Blutkdrperchen interessiert. In dieser Arbeit
wollen wir das Helfrich-Funktional

HAP) = W) +edl) = [ 17 g+ [ an,

als Spezialfall des Nitsche-Funktionals mit ¢ = 1, Hy = 0 und ¢ = 0 als eine Modifikation des
Willmore-Funktionals um das mit dem mit ¢ gewichteten Flichenfunktional studieren. Ahnlich
wie beim Willmore-Funktional scheint das Helfrich-Funktional bereits lange bekannt gewesen und
schon von W. Schadow studiert worden zu sein (siehe [Schadow, 1922]), wurde dann spéter aber
durch W. Helfrich popularisiert (siche [Helfrich, 1973|), nach dem es benannt ist. Die Wahl o = 0
stellt fiir Randwertprobleme keine grofte Einschriankung dar, da das Integral {iber K nach dem
Satz von Gaufs-Bonnet in Randterme und eine topologische Invariante zerfallt. Kritische Punkte
des Helfrich-Funktionals erfiillen die Helfrich-Gleichung

AGH+2H(H? ~ K)—2cH = 0

und werden auch als Helfrich-Flichen bezeichnet. Nicht nur in physikalischen Anwendungen,
sondern auch aus rein mathematischer Sicht ist es interessant, Minimierer des Helfrich-Funktionals

in bestimmten Klassen von Flichen als Beispiele von Losungen der Helfrich-Gleichung zu studieren.

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf Randwertprobleme fiir Helfrich-Flachen in der Klasse
der Rotationsflichen, deren Profilkurven als Graph einer Funktion gegeben sind (siehe Bild [0.1).
Rotationsflachen besitzen in der Hinsicht eine einfache geometrische Struktur, als dass dazugehérige
Probleme sich als eindimensionale Probleme fiir die Profilkurve der Rotationsfliche interpretieren
lassen. Trotzdem erscheint die Analysis axialsymmetrischer Helfrich-Fldchen hinreichend komplex,

um von diesen lernen zu konnen. Wir interessieren uns in der Arbeit fiir die Existenz und die
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Bild 0.1: Darstellung einer Rotationsfliche mit Profilkurve w.

Figenschaften von Minimierern des Helfrich-Funktionals in den Klassen von Rotationsflichen

vorgegebener Dirichlet-Randdaten, deren Profilkurven Elemente der Menge
Hy = {u€ H*(—1,1): uist gerade, u > 0, u(£l) = a, /(1) =0}

sind. Als Losungsstrategie fiir den Beweis der Existenz eignet sich wegen der lokalen schwachen
Folgenkompaktheit von H?(—1,1) die direkte Methode der Variationsrechnung. Weiter ldsst sich
zeigen, dass schwache Losungen der Helfrich-Gleichung in H, automatisch glatt sind, sodass die
zu findenden Helfrich-Minimierer also klassische Losungen der Helfrich-Gleichung sind.

Dirichlet-Randwertprobleme fiir die Willmore-Gleichung sind mittlerweile schon recht ausfiihr-

lich studiert. Angefangen mit der Arbeit |[Dall’Acqua, Deckelnick und Grunau, 2008], in welcher

Willmore-Minimierer in H, gefunden wurden, und |[Dall’Acqua et al., 2011], welche das Resultat

auf beliebige symmetrische Dirichlet-Randdaten verallgemeinern konnte, liefen sich in [Eichmann

und Grunau, 2017| mittlerweile auch axialsymmetrische Willmore-Fléchen zu unsymmetrischen

Randdaten finden. Interessant ist vor allem auch, dass sich nach [Eichmann und Koeller, 2017]

zu den symmetrischen Randdaten u(£1) = @ und u/(£1) = 0 stets Willmore-Minimierer finden
lassen, welche in H,, liegen und damit ebenso symmetrisch sind. Letztendlich konnte in [Eichmann|
2016| auch gezeigt werden, dass es Randwerte a gibt, fiir die mehr als nur eine Willmore-Fléche
existiert.

Dirichlet-Randwertprobleme fiir das Helfrich-Funktional dagegen sind kaum untersucht. So
konnte in gezeigt werden, dass zu jedem Fléchenanteil € und hinreichend groften
Randwerten « die Existenz von Helfrich-Minimierern in H, gesichert ist. Dieses Resultat basiert
auf Vergleichen mit Zylindern. Es lisst sich ein Bereich von («,¢) finden, in welchem alleine
die Tatsache, dass Elemente einer Minimalfolge eine geringere Helfrich-Energie besitzen als die
Zylinder zu den gleichen Randdaten, dazu fiihrt, dass die Minimalfolge eine geeignete H2-Schranke
besitzt. Ein Resultat der vorliegenden Arbeit dagegen wird es sein, zu jedem Randwert o und

bei hinreichend kleinem Fléchenanteil ¢ die Existenz von Helfrich-Minimierern zu zeigen. Der

Beweis basiert auf einem zu |Dall’Acqua, Deckelnick und Grunau, 2008| alternativen Existenzsatz

von Willmore-Minimierern in H,, welcher mit einer Energie-Methode gelingt, deren Energie-
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Schranke kleine Flachenanteile im Funktional und damit eine Verallgemeinerung auf das Helfrich-
Funktional erlaubt. Entscheidend fiir die Ausnutzung der Energie-Schranke ist die Verwendung des
hyperbolischen Willmore-Funktionals als Integral iber das Quadrat der geodétischen Kriimmung
der Profilkurve als Kurve in der hyperbolischen Halbebene, welches sich auch als ein Willmore-
Funktional dieser verstehen lasst.

Allgemeine Existenzresultate fiir beliebige Paare («, €) stellen sich als sehr schwierig heraus. Aus
diesem Grund wurde in der vorliegenden Arbeit weiter ein numerisches Verfahren entwickelt, das
auf einer eindimensionalen Finite-Elemente-Methode basiert. Damit lassen sich unter anderem auch
Helfrich-Minimierer in Regimes untersuchen und verstehen, welche einer theoretischen Analyse
bisher nicht zugénglich sind. Fiir die Finite-Elemente-Methode wurden C'-Elemente verwendet,
mit denen die schwache Formulierung der Helfrich-Gleichung in eine diskrete Form gebracht
wurde, sodass sich das numerische Losen der Helfrich-Gleichung auf das Losen eines nichtlinearen
endlichdimensionalen Gleichungssystems reduzieren liefs. Die Anwendung des Verfahrens zeigt
unter anderem Regime, in denen keine Monotonie der numerischen Lésungen vorliegt, was
eine theoretische Analyse besonders erschwert. Weiter wurde beobachtet, dass es im Raum der
Parameter (o, ) bei stetiger Variation dieser einen Bereich gibt, in dem ein unstetiger Ubergang

der Helfrich-Minimierer stattfinden zu scheint.

Aufbau der Arbeit

Die Arbeit unterteilt sich grob in zwei Teile. Teil [l mit den Kapiteln [I} 2] und [3] beinhaltet
die geometrischen Grundlagen und gibt einen Uberblick {iber die geometrische Herleitung der
Willmore- und Helfrich-Gleichung im Hinblick auf Rotationsflichen. Die Kapitel [ bis [7] des
Teils der Arbeit widmen sich der Existenzfrage axialsymmetrischer Minimierer des
Helfrich-Funktionals mittels Methoden der Variationsrechnung und versuchen mithilfe einer
Finite-Elemente-Methode qualitative Eigenschaften dieser zu beschreiben. Zudem umfasst die
Arbeit zwei Anhénge. Jedes Kapitel beginnt mit einer kurzen Beschreibung des Inhalts und teilt
sich in weitere Unterkapitel auf. In den jeweiligen Unterkapiteln sind des Ofteren zur besseren
Ubersicht Abschnitte zu finden wie beispielsweise Sétze, Definitionen, Beispiele und Bemerkungen.
Satze werden stets kursiv geschrieben, Beweise mit [ beendet, Definitionen mit 4 abgeschlossen
und am Ende jeder Bemerkung, jedes Beispiels sowie sonstiger Abschnitte befindet sich ein l. In
den jeweiligen Kapiteln neu definierte Begriffe werden fett geschrieben und Begriffe, welche das
erste Mal verwendet und erst spater definiert oder ohne explizite Definition verwendet werden,

sind in kursiver Schrift gehalten.

Wir wollen das Willmore- und Helfrich-Funktional in dieser Arbeit fiir relativ allgemeine
Situationen und nicht nur fiir Flichen im R? einfiihren. Aus diesem Grund beschéftigen wir uns in
Kapitel [1| zunéchst einmal mit den Begriffen der dufleren Geometrie und damit insbesondere mit
immersierten Mannigfaltigkeiten, fiir welche sich der Begriff der mittleren Krimmung definieren
lasst. Fiir dieses Kapitel fasst Anhang [A] das notige Hintergrundwissen der Differentialgeometrie
zusammen.

Mit der nun eingefiihrten mittleren Kriimmung immersierter Mannigfaltigkeiten werden wir in

Kapitel [2| eine recht allgemeine Definition des Willmore-Funktionals als Integral des Quadrates
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der mittleren Kriimmung, dessen erste Variation und Euler-Lagrange-Gleichung angeben. Mit
diesem und dem Fldchenfunktional konnen wir dann ebenso das Helfrich-Funktional einfiihren.
In Kapitel [3|betrachten wir Rotationsflidchen als Beispiele immersierter Mannigfaltigkeiten und
berechnen die expliziten Ausdriicke fiir die in Kapitel 2] eingefithrten Funktionale und deren Euler-
Lagrange-Gleichungen. Wir erkldren auch, wie sich das Willmore-Funktional einer Rotationsflache
mit dem hyperbolischen Willmore-Funktional als Willmore-Funktional der Profilkurve eingebettet
in die hyperbolische Halbebene beschreiben lédsst. Zudem diskutieren wir axialsymmetrische
Minimalflichen, welche fiir das Verstédndnis von axialsymmetrischen Helfrich-Minimierern niitzlich

sein konnen.

Kapitel [4] nutzt die in Kapitel [3] berechneten Formeln, um diese in einem der Analysis zu-
génglichen Kontext fiir Profilkurven aus dem Sobolev-Raum H?(—1,1) zu erweitern. Es wird
ein hinreichendes Existenzkriterium fiir Helfrich-Minimierer in H,, gezeigt und ein Regularitéts-
resultat, was besagt, dass solche Minimierer glatt sind, sodass die Profilkurven insbesondere
auch axialsymmetrische Helfrich-Flachen beschreiben. Die funktionalanalytischen Grundlagen
und Hilfsmittel, welche in diesem und im néchsten Kapitel verwendet werden, lassen sich auch in
Anhang [B| nachlesen.

In Kapitel [5| geben wir Bereiche im Parameterraum beziiglich der Randdaten o und Fléchen-
anteile ¢ an, in welchen das Existenzkriterium aus Kapitel [4] erftillt ist. Zum einen finden wir
einen Bereich, welcher sich aus der Verallgemeinerung eines Existenzsatzes fiir axialsymmetrische
Willmore-Minimierern basierend auf einer Energie-Methode ergibt. Zum anderen rekapitulieren
wir das Ergebnis aus [Scholtes, 2011 und modifizieren es noch leicht.

Kapitel [6] gibt eine Beschreibung der qualitativen Eigenschaften der Helfrich-Minimierer. Dies
wird auf Basis eines numerischen Verfahrens geschehen und erméglicht somit eine Beschreibung,
welche {iber die in Kapitel [f] gefundenen Existenzbereiche hinaus geht. Neben dem Verhalten der
optimalen Helfrich-Energie werden auch das Grenzverhalten und Monotonie-Eigenschaften der
Helfrich-Minimierer untersucht.

Das in Kapitel [0] verwendete numerische Verfahren, basierend auf einer eindimensionalen
Finite-Elemente-Methode, wird dann letztendlich in Kapitel [7] ausfiihrlich beschrieben. Auf
rigorose Fehlerabschétzungen des Verfahrens wird in dieser Arbeit verzichtet. Stattdessen wird
dieses an einigen Beispielen verifiziert und validiert durch die Berechnung der experimentellen

Konvergenzordnungen.

Zur besseren Ubersicht und Lesbarkeit der Arbeit sind am Ende der Arbeit noch Notationen
und ein ausfithrliches Symbolverzeichnis mit kurzen Erklérungen zu den Symbolen, sowie ein

Literatur- und ein Sachverzeichnis zu finden.
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1. Grundlagen der duBeren Geometrie

Wir legen hier die Grundlagen der dufferen Geometrie, d.h., wir setzen uns mit geometrischen
Grofken auseinander, welche die Art und Weise, wie eine Mannigfaltigkeit eingebettet ist, beschrei-
ben und welche von dem ambienten Raum vorgegeben werden. Insbesondere wird es das Ziel
sein, die mittlere Kriimmung einer immersierten Mannigfaltigkeit zu definieren, um mit dieser in

Kapitel 2| dann das Willmore- bzw. Helfrich-Funktional einfiithren zu kénnen.

In Kapitel erklaren wir dazu die Grundbegriffe tmmersierter und eingebetteter Mannigfal-
tigkeiten. Wir definieren die Begriffe der ersten und zweiten Fundamentalform, mit denen wir
dann die mittlere Kriimmung solcher Mannigfaltigkeiten einfiihren kénnen. In den verbleibenden
beiden Kapiteln werden wir dann noch zwei verschiedene Situationen von immersierten Mannig-
faltigkeiten betrachten und beschreiben, wie die mittlere Kriimmung dieser zu verstehen ist. In
Kapitel betrachten wir die Klasse von eindimensionalen immersierten Mannigfaltigkeiten, also
requldren Kurven. Kapitel dagegen setzt sich mit Variationen immersierter Mannigfaltigkeiten
auseinander, welche sich als zeitabhédngige Immersionen interpretieren lassen.

Die differentialgeometrischen Grundlagen zu Mannigfaltigkeiten, Vektorbiindeln und Zusam-
menhéngen lassen sich im Anhang in Kapitel [A] nachlesen. Die in diesem Kapitel verwendeten
Notationen und Konventionen orientieren sich an diesem Anhang. Fiir weitere Literatur weisen
wir auf |Lee, 2013, |Lee, 1997], [Weiner, 1978| und [Baker, 2010| hin.

1.1. Immersierte und eingebettete Mannigfaltigkeiten

FEingebettete Mannigfaltigkeiten lassen sich als Teilmengen relativ grofser Mannigfaltigkeiten
auffassen, welche selbst wieder die Struktur einer Mannigfaltigkeit besitzen. Diese lassen sich
als Verallgemeinerung des klassischen Begriffs von Flichen im R? auffassen. Als Einbettung in
eine riemannsche Mannigfaltigkeit iibernimmt die eingebettete Mannigfaltigkeit die metrischen
Strukturen dieser. Man unterscheidet dann zwischen der inneren und dufSeren Geometrie der
Einbettung. Zur inneren oder auch intrinsischen Geometrie zéhlen alle Objekte, welche sich
iiber die zuriickgezogene Metrik beschreiben lassen und die Einbettung somit als solche gar nicht
,wahrnehmen“. Dagegen fasst die duffere bzw. extrinsische Geometrie die Objekte zusammen,
welche auf den Normalenraumen, d. h. den zu den Tangentialrdumen der Einbettung orthogonalen

Ré&umen, definiert sind.

Wir betrachten hier Mannigfaltigkeiten M und A (bzw. auch mit der Notation M™ und N'™)

der Dimensionen m und n, fiir welche wir m < n fordern.

1.1.1 Definition (Immersionen und Einbettungen)
Eine glatte Abbildung f: M™ — N™ heift Immersion, falls ihr Differential df,: T, M™ —
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Tf(p)/\f" in jedem Punkt p € M™ injektiv ist, sodass Rang(df,) = m. Eine Immersion f: M™ —
N™ nennt man eine Einbettung, falls f ein Homéomorphismus auf ihr Bild f(M™) C N™ ist.
¢

Fiir eine Immersion f: M™ — N™ bezeichnet man iiblicherweise die Mannigfaltigkeit N™ als
ambienten Raum. Die Differenz codim(f) := n — m wiederum heift auch die Kodimension
der Immersion. Ist codim(f) = 1, so nennen wir die Immersion eine Hyperflache. Es lisst sich
zeigen, dass eine injektive Immersion f: M — A eine Einbettung ist, falls M kompakt ist (siehe
[Lee, 2013, Proposition 4.22|).

Sei AN nun mit einer riemannschen Struktur versehen, d.h., es sei eine riemannsche Metrik g
auf NV gegeben sowie der zu § gehérige Levi-Civita-Zusammenhang V. Mittels einer Immersion
f: M — N lassen sich diese Strukturen dann auf M zuriickziehen. Die zuriickgezogene Metrik

fiihrt auf den Begriff der ersten Fundamentalform.

1.1.2 Definition (Erste Fundamentalform)
Als erste Fundamentalform oder Pullback-Metrik der Immersion f: M — N mit Metrik g
auf N definieren wir die Metrik g := f*g auf M. ¢

Dass die erste Fundamentalform in der Tat eine Metrik ist, folgt aus der Definition einer
Immersion, welche die Definitheit der Metrik sicherstellt. Mit der ersten Fundamentalform
g = f*g wird (M, g) zu einer riemannschen Mannigfaltigkeit, was f: (M, g) — (N, g) also zu
einer isometrischen Immersion macht. Weiter handelt es sich bei dieser insbesondere um ein
Objekt der inneren Geometrie.

Die erste Fundamentalform lésst sich auch aus einem weiteren Blickwinkel beschreiben. Be-
trachten wir das Pullback-Biindel f*TN (siehe auch Kapitel des Tangentialbiindels von N
als Vektorbiindel iiber M, so lisst sich T’M in dem Sinne als Unterbiindel von f*T'N auffassen,
dass f. = dfy fiir jedes p € M den Tangentialraum T, M in f*T},) N einbettet. Ist g* die von g
induzierte Metrik auf f*TN, so stimmt diese, eingeschriankt auf TM, mit der Pullback-Metrik ¢

iiberein.

Neben der metrischen Struktur auf dem Tangentialbiindel von M beschreibt das Pullback-
Biindel f*TN weiter die Objekte der duferen Geometrie, da es die Normalenrdume N,M als

orthogonale Komplemente der Tangentialraume 7, M beinhaltet.

1.1.3 Definition (Normalenbiindel)
Fiir die Immersion f: M — N mit Metrik g auf NV sind die Normalenrdume N, M fiir p € M

definiert als
NoM = (fT,M))F = {g € (F'TN), : gi(&m) = 0 fiir alle 7 € TpM},

wobei g* die induzierte Metrik auf f*TN ist und * das orthogonale Komplement beziiglich ¢*
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beschreibt. Das Normalenbiindel definiert man dann als die disjunkte Vereinigung

NM := [ MM,
pEM

welche die Struktur eines Vektorbiindels vom Rang codim(f) tiber M besitzt. ¢

Den Nachweis, dass NM ein Vektorbiindel ist, kann man in |Lee, 2013|, Proposition 13.21]
nachlesen. Im faserweisen Sinn ist also TM L NM zu verstehen und wir haben dann die
Zerlegung f*TN = TM & NM. Fiir diese Zerlegung bezeichnen wir mit

T PTN - TM  und L ffTN - NM

die Projektionen auf das Tangential- bzw. Normalenbiindel, sodass ein £ € (f*TN), fir p € M
die eindeutige Darstellung ¢ = 7 + ¢+ mit ¢7 € T, M und e Np M besitzt.

Weiter kann man sich auch fragen, wie der Pullback-Zusammenhang V* des Levi-Civita-
Zusammenhangs V mit dem Levi-Civita-Zusammenhang V der ersten Fundamentalform g = f*§

auf M zusammenhéngt. Bezeichnen wir mit

V= ToV': M) x C°(f*TN) = X(M),

V= LoV : (M) x C®(f*TN) = C°(NM)
die Projektionen des Pullback-Zusammenhangs V* auf das Tangential- bzw. Normalenbiindel, so
ergeben diese, eingeschréankt auf Schnitte von TM bzw. NM, wieder Zusammenhénge auf T'"M

bzw. NM. Es lisst sich zeigen, dass die Einschrankung von V' auf TM mit dem Levi-Civita-
Zusammenhang V beziiglich ¢ iibereinstimmt (siche |Lee, 1997, Theorem 8.2]), also

(1.1) VxY = VLY  fiir X,Y € (M)

gilt. Die normale Komponente von V* verdient einen eigenen Namen.

1.1.4 Definition (Zweite Fundamentalform)
Fiir eine Immersion f: M — A mit Pullback-Zusammenhang V* beziiglich des Levi-Civita-

Zusammenhangs auf (N, ) nennen wir die symmetrische C*°(M)-Bilinearform
B: X(M) x X(M) = C®(NM),  B(X,Y) := V¥V = (ViY)",

sodass B € C®°(T*M @ T*M ® NM), die zweite Fundamentalform. Ist {N;}, C C°(NM)
ein (globaler oder lokaler) orthonormaler Frame fiir N M, so besitzt die zweite Fundamentalform

die Darstellung

codim(f)
B(X,Y) = > V(X Y)N,
/=1

mit den skalaren zweiten Fundamentalformen b’ € C(T*M ® T*M) beziiglich des Ein-

heitsnormalenvektorfeldes N, als Komponenten von B. ¢
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Dass die zweite Fundamentalform in der Tat eine symmetrische Bilinearform ist, ldsst sich
in [Lee, 1997, Lemma 8.1| nachlesen. Zusammen mit Gleichung (|1.1)) ergibt die Definition der

zweiten Fundamentalform die Zerlegung des Pullback-Zusammenhangs
VY = VxY + B(X,Y) fir X, Y € X(M),

welche auch als Gaufs-Formel bekannt ist.

Als Abbildung in die Menge der Schnitte des Normalenbiindels ist die zweite Fundamentalform
insbesondere ein Objekt der dufseren Geometrie. Interessanterweise ldsst sich allerdings zusammen
mit der Weingarten Gleichung (siehe |Lee, 1997, Lemma 8.3]) ein Zusammenhang zwischen der
inneren und dufseren Geometrie zeigen. Die Relation, welche die zweite Fundamentalform mit den
intrinsischen Kriimmungen von M und N verkniipft, wird als Gauf-Gleichung bezeichnet, aus

welcher sich im Fall von Flichen im R? das bekannte Theorema Egregium folgern lisst (siehe

auch Abschnitt [1.1.8]).

1.1.5 Satz (Gauf-Gleichung)
Fiir eine Immersion f: M — N in die riemannsche Mannigfaltigkeit (N, g) mit Levi-Civita-
Zusammenhang gilt die Gauf$-Gleichung

Riem(X,Y, Z,W) — Riem(X, Y, Z, W) = (B(X,Z), B(Y,W)) . — (B(X,W), B(Y, Z))

g* g*
fir X, Y, Z, W € X(M), wobei wir den riemannschen Krimmungstensor Riem von (N, 9) auf
TM eingeschrinkt verstehen, d. h.

Riem(X,Y, Z, W)l = Riem sy (fo Xps Vs fuZps W) fiirp € M,

was wegen der tensoriellen Eigenschaft wohldefiniert ist. Der riemannsche Krimmungstensor Riem
ist dagegen beztiglich der ersten Fundamentalform g := f*g zu verstehen und die zweite Funda-
mentalform B wie in Definition [I.1.]] beziiglich des Pullbacks V* des Levi-Civita-Zusammenhangs
auf N

Beweis: Der Beweis lésst sich in |Lee, 1997, Theorem 8.4] nachlesen. O

Wir geben nun als Beispiel die Berechnung der zweiten Fundamentalform fiir R™ als ambienten

Raum mit euklidischer Metrik an.

1.1.6 Hilfssatz (Zweite Fundamentalform fiir R™ als ambienten Raum)

Wir betrachten eine Immersion f: M™ — N™ in den ambienten Raum N™ = R"™ mit euklidischer
Metrik geye. Seien (U, x) eine Karte auf M™, y = idrn die kanonische globale Karte auf R",
f* = y* o f die Komponenten von f, F, = ayk|f(Mm) der kanonische Frame auf f*TR"™ und
{N¢}¢ ein lokaler orthonormaler Frame des Normalenbiindels NM™ dber U. Dann berechnet sich
die zweite Fundamentalform zu

n a2fk

92 027 (F, Ne>g*
k=1

B(X,Y) = ) W(X,)Y)N,  mit bfj = b(0,:,0,5) =
(=1

auf U.
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Beweis: Wir halten die Berechnung anfénglich so allgemein wie moglich. Seien {E;}; C X(M)
und {Fj}r C C®°(f*TN™) beliebige lokale Frames, wobei N zunéchst beliebig sein darf. E;
liisst sich dann auch schreiben als F; = >°}_, EFF), mit Komponentenfunktionen EF € C°°(M™).

Dann ist

B(E;,E;) = V3,E;

n—m

= > (VRE;. No),. N
/=1
n—m n

= <vgi<ZE]’? Fk> , N5> Ny
=1 k=1 g~
n—m n

= <Z (E]’? Vi, Fr + Ei(EF) Fk> , Ng> Ny.
=1 ‘k=1 g*

Verwenden wir nun N = R™ mit globaler Karte y = idg» und Oy als Koordinatenvektorfelder

sowie die Wahl von Fy := O,k ¢(qm), so verschwindet der erste Term, denn

B P = Veswdy = Y El(0) (Vo0 Z Ef(p) T3 (F(P) Byslppy = 0O
- TSl 20 vall Satz

fiir p € M™. Wihlen wir weiter E; = 0, als Koordinatenvektorfelder auf U, so sind die

Komponentenfunktionen gegeben durch

o k
B = oultof) = O
sodass
ank
Ei(Bj) = 0B} = 55—

Zusammen erhalten wir dann

B(E;, Ej) = B(0,i,0,5) Z ( ngj <F,€,N4>g*> Ny.
k=1

O

Mit der Einfithrung der zweiten Fundamentalform kénnen wir nun die mittlere Krimmung als

Spur dieser und als ein Objekt der dufseren Geometrie einfiihren.

1.1.7 Definition (Mittleres Kriimmungsvektorfeld)
Sei f: M™ — N™ eine Immersion wie in Definition[I.1.4] Das mittlere Kriimmungsvektorfeld
H ist definiert als

—

1
H:= —tryB,
m



14 1. Grundlagen der duBeren Geometrie

sodass H € C°°(N.M). Lokal besitzt das mittlere Kriimmungsvektorfeld dann die Form

R 1 & 1 L. L
H(p) = o Z QU(P)B(Ez‘,Ej)‘p = Z 9" (p) VEiEj‘p,
i,j=1 i,j=1
wobei {E;}; C X(M™) ein lokaler Frame um p € M™ ist und (¢”(p))i; = (gi;(p))~! mit
9i;(p) = g(Ei(p), E;(p)). Im Fall von codim(f) = 1, d.h. n = m + 1, und sofern ein (bis auf
das Vorzeichen eindeutiges) Einheitsnormalenvektorfeld N € C°°(NM™) existiert, nennen wir

H:=(H N )g+ die (skalare) mittlere Kriimmung. In den iibrigen Fallen definiert man diese

g*- ¢

wiederum als den Betrag des mittleren Kriimmungsvektorfeldes H := |ﬁ

Fiir die skalaren zweiten Fundamentalformen b¢ beziiglich des Einheitsnormalenvektorfeldes N,
als (lokale) symmetrische (0, 2)-Tensoren lassen sich die Indizes ,anheben (siche auch Kapitel [A.T]).
Die so erhaltenen (1, 1)-Tensoren bezeichnet man auch als Formoperatoren. Diese beschreiben,
wie stark sich M in AV in welche Richtungen beziiglich des entsprechenden Einheitsnormalenvek-

torfeldes krimmt.

1.1.8 Formoperatoren und Hauptkriimmungen

Gegeben sei eine Immersion f: M™ — N™ wie in Definition bzw. Definition Lokal sei
weiter ein orthonormaler Frame { N}, fiir NM™ gegeben und skalare zweite Fundamentalformen
bt, sodass

B(X,)Y) = V(X,Y)N,.

n—m

(=1

Durch ,Heben“ eines Indizes der symmetrischen (0, 2)-Tensoren b’ erhalten wir selbstadjungierte
Endomorphismen s’ € C%° (T} M™), welche

V(X,Y) = (X, s'(Y)), fiir X,Y € X(M™)

erfiillen. Diese nennt man die Formoperatoren oder auch Weingartenabbildungen. Beziiglich
eines lokalen Frames {E;}; C X(M™) besitzen die Formoperatoren die Form s*(E;) = (s*)% E;

J
mit den Komponenten

(shie oM™, (D5 = DY g" P bep),  hi=1,2...,m,
k=1
wobei (9(p))i; = (9ij(p))~" mit gij(p) = 9(Ei(p), Ej(p)) und bi;(p) = b(Ei(p), E;(p)). Die
Eigenwerte K]f € C°(M™) fiir i = 1,...,m des Formoperators s’ werden auch als Hauptkriim-

mungen beziiglich Ny bezeichnet. Als Eigenwerte sind diese wohldefiniert, also unabhéngig
von der Wahl des lokalen Frames {E;};, und wegen der Symmetrie der skalaren zweiten Funda-
mentalformen auch reell.

Mit den Hauptkriimmungen lasst sich die mittlere Krimmung dann darstellen als

H = |H|y = (#, 85) = %<trgB, try B)?
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1 m 3 m 1/2
= < Z 9" B(E;, Ej) Z gMB(Ek,Ee)>
T\ = Pl .
1 m B n—m m n—m 1/2
= < g7 > V(ELE) Ny, Y g > V(B Er) N, >
T\= = Pyt R — "
1 m N n—m 1/2
= — Z g gt Z b b <Nq,Nr>g*]
Lk l=1 gr=1 —
=84
1 [n—m m 272
~om| ) <Zgwb%> ]
r=1 7,7=1
1 [n—m m N2 1/2 1 n—m ) 1/2 1 n—m m 912
~m (Z(Srﬁ) ] :m[Z(trsr)] :m[ <Zkf) ] )
L r=1 i=1 r=1 r=1 i=1

Analog rechnet man im Fall n = m + 1 nach, dass

1 1 &
H = <H,N>g* =...= Etrs = %Zﬁl
i=1

mit N = Ny, s = s' und k; = /-@ . Die mittlere Kriimmung als E mal der Spur der zweiten
Fundamentalform ldsst sich dann als Mittelwert der Eigenwerte des Formoperators, also der
Hauptkrimmungen, auffassen.

Fiir den Spezialfall von (Hyper-)Flichen im R? mit euklidischer Metrik lisst sich aus der
Gaufs-Gleichung in Satz ein Zusammenhang zwischen der Gauk-Kriitmmung und den Haupt-
krimmungen der Fléache finden, welcher aufgrund seiner historischen Bedeutung auch als Theo-
rema Egregium bezeichnet wird (vgl. mit [Lee, 1997, Theorem 8.6]). Mit dem Zusammenhang
S = 2K zwischen skalarer und Gaufs-Kriimmung und der Tatsache, dass Riem im R3 identisch
verschwindet, rechnet man lokal um jeden Punkt p € M?

1 1
K =358 = ty,Ric = S tr, ((X,Y) - Ric(X,Y))

= —trg ((X, Y) i trg ((V, W) = Riem(X, V, W, Y))>
>t ((X, Y) s trg ((V, W) (B(X,Y), B(V,W)), .

— (B(X, W), B(V,Y)>g*>)

Zvj7k7£:1
12
=3 E sish —sbsi = sls2 —sls? = dets = kika.
ik=1

Die Gaufs-Kriimmung als Objekt der inneren Geometrie ldsst sich also auch durch die Haupt-
kriimmungen als Objekte der dufseren Geometrie ausdriicken. Die Gleichung K = det s motiviert
Verallgemeinerungen der Definition der Gauf-Kriimmung auf allgemeinere Situationen mittels

dullerer Geometrie. ]
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Neben der Moglichkeit einer Interpretation der Determinante der skalaren zweiten Fundamen-
talform als Gaufs-Kriimmung einer 2-dimensionalen Hyperflache lasst sich die Gaufs-Gleichung

auch fiir eine andere Darstellung des Betragsquadrates der zweiten Fundamentalform verwenden.

1.1.9 Betrag der zweiten Fundamentalform

Fiir eine Immersion f: M™ — N™ induziert die erste Fundamentalform g auf TM™ zusammen
mit der induzierten Metrik g* eingeschrankt auf NM™ eine Metrik § (siehe |Bleecker, 1981)
Definition 0.1.5]) auf der Menge T*M™ & T* M™ @ NM™ beziiglich der N M"™-wertigen Biline-
arformen {iber TM™. Mit dieser Metrik definieren wir den Betrag der zweiten Fundamentalform
durch

m m
]B|§7g* = g(B,B) = Z g% ¢ (B(E;, E;), B(Ek,E£)>g* = Z g'* g7t <BijaBké>g*
i’jak’ézl i7j7k7£:1

mit einem lokalen Frame {E;}; C X(M™). Die Anwendung der Gauf-Gleichung zu Berechnung
der skalaren Krimmung S liefert dann (vgl. auch mit der Rechnung in Abschnitt |1.1.8))

S = tr, ((X, Y) — tr, ((V, W) +— Riem (X, V, W, Y)))

tr, <(X,Y) — trg ((V, W) = (B(X,Y), B(V,W))

g*

~(BEW). B, )

m
_ gij gkﬁ (<Bij,Bk£>g* - <Biz’Bjk>g*)
ik =1
m ..
= D 976" (Bij, Bu)y. — |Blgy
ik f=1
m . m
= < > 99 By, > 9MBM> = 1Blyy
ig=1 k=1 g*

= (mtry B, mtry B>g* — |B|§7g*

=m? [H[}. — |B|} 4,

sodass also
B2, = m?|H[% -8
gilt. Fiir 2-dimensionale Hyperflachen gilt dann insbesondere nach Abschnitt
B2, = 4H? — 2K = (k1 +k2)” — 261k2 = K2 + K3

Allgemein gilt fiir m-dimensionale Hyperflichen auch

m

2 2

|B‘g,g* = Z K
=1
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nach der Definition des Betrags als Frobenius-Norm des Formoperators, da

m m m
2 _ ik gl . _ ik gl . _ ko _ T
|Bly g = E g g <BU,BM>9* = g 9" g7 bij by = E s s, = tr (sos )
gk =1 .4k, 0=1 jk=1

1.2. Reguldre Kurven

Als Beispiel einer speziellen Situation von Immersionen schauen wir uns nun immersierte eindi-
mensionale Mannigfaltigkeiten, also Kurven, an. Fiir diese werden wir eine Interpretation der

mittleren Kriimmung als Maf fiir die Abweichung der Kurve davon, eine Geoddte zu sein, finden.

1.2.1 Definition (Regulidre Kurven)
Sei Z C R ein Intervall, sodass Z als eindimensionale Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand)
aufgefasst werden kann. Eine Kurve ist eine glatte Abbildung v: Z — A in den ambienten Raum

N. Die Kurve heift regulér, falls v eine Immersion ist. ¢

Da ein Intervall Z sich als eindimensionale Mannigfaltigkeit immer mit einer globalen Karte
iiberdecken lésst, ist das Koordinatenvektorfeld % beziiglich dieser Karte ein globaler Schnitt und
sogar ein globaler Frame des Tangentialbiindels TZ. Das Geschwindigkeitsvektorfeld einer

Kurve v wird mit 4 bezeichnet und ist definiert durch
A: T = ~'TN, Y(t) == 1|, = dy(9)(t) € TymN .

Im Allgemeinen nennt man Schnitte des Pullback-Biindels v*T'N auch Vektorfelder entlang
der Kurve ~.

Sei nun v: Z — N eine regulire Kurve, wobei A/ mit einer riemannschen Metrik § und dem
entsprechenden Levi-Civita-Zusammenhang V versehen ist. Fiir den Pullback-Zusammenhang V*

auf Y*TN bezeichnen wir die Derivation iiber v*T'N, welche durch
Di: C®°(Y'TN) = C*(Y'TN), D; = Vp,,
definiert ist, als Zusammenhang entlang der Kurve «. Wir bezeichnen auch wieder mit

D/ = ToD;: C®('TN) = X(T),
D} = toD;: C®(W'TN) = C°(NT)

die Projektionen von D; auf das Tangentialbiindel TZ bzw. das Normalenbiindel NZ.

1.2.2 Definition (Geodéte)
Eine regulidre Kurve v: Z — N heikt Geodite, falls die Geoddtengleichung

(1.2) Dy = 0

erfullt ist ¢
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Lokal lésst sich Gleichung in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter
Ordnung fiir die Komponenten von v umschreiben. Seien ¢ € Z und (V,y) eine Karte fiir N™
um ~y(t) mit lokalem Frame {0, }; fiir TA™. Es bezeichne v* = y* o v die Komponenten von 7,
sodass 4 = 1" 40y, so ist

n

0 = (D) (1) = (VaA)(®) = (va (ZV’ 8)) )= (¥,
=1

=1
— Z (’yz(t) 8yi (1) + ’yl(t) @ﬁ(ﬂ@ﬁ) = Z (’yl(t) 8yi

i=1 i=1

(1) + "}/Z (t) Vﬁ(t)é)yi)

st z; VA (@) Vo, 0, )
J:

—_\n Tk
=21 Fz’j 8yk

mit den Christoffel-Symbolen ff] beziiglich V. Damit gilt dann fiir i = 1,...,n also

F )+ > A0 A T () =0 firtel.
k=1

Eine reguldre Kurve nennen wir nach der Bogenlinge parametrisiert, falls 9; beziiglich
der ersten Fundamentalform normiert ist, d.h. g(9, d;) = 1. Der Parameter ¢t misst dann die
Lénge der Kurve v (siehe |Lee, 1997, Exercise 6.2]). Weiter ldsst sich zeigen, dass es fiir jede
regulare Kurve v: Z — N eine Umparametrisierung 7: -7 gibt, sodass ¥ :=~vyoT: N
eine nach der Bogenldnge parametrisierte regulidre Kurve ist (siehe |Lee, 1997, Exercise 6.2]). Fiir
nach der Bogenlénge parametrisierte Kurven lasst sich die geoddtische Krimmung als Maft der
Abweichung von der Geodétengleichung einfithren.

1.2.3 Definition (Geodéitische Kriimmung)
Sei v: Z — N™ eine nach der Bogenlidnge parametrisierte regulidre Kurve. Fiir den Fall, dass
n = 2 ist und dass ein Einheitsnormalenvektorfeld N € C°°(NZ) entlang v gegeben ist, definieren

wir die geodatische Kriimmung als die Abbildung
keI =R, k= (Dey, N) ..
In den tibrigen Féllen definieren wir diese als

o= \/9* (D¢, De) .

Die geodétische Kriimmung beliebiger reguldrer Kurven ist definiert als die geodétische Kriim-

k: T =R, /{::‘th'y

mung einer dazugehorigen nach der Bogenldnge parametrisierten Kurve, zuriickgezogen auf das

urspriingliche Intervall. ¢

Wie die geodétische Kriimmung in der Praxis fiir beliebig parametrisierte reguldre Kurven

auszurechnen ist, gibt der néchste Satz an.

1.2.4 Satz (geoditische Kriimmung und mittlere Kriimmung von Kurven)

Sei v: T — N™ eine regulire Kurve. Dann stimmt die geoditische Kriimmung x mit der skalaren
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mittleren Krimmung H von v als Immersion tiberein. Im Fall n = 2 mit Einheitsnormalenvektor-

feld N gilt dann insbesondere

Dt’y) N *
K = H = 7< ; N >g .
(s g
In den tibrigen Fdllen gilt dagegen
L .
v - = Pl
(s g

Beweis: Wir zeigen zunéachst, dass die geodétische mit der mittleren Kriimmung iibereinstimmt.
Dazu nehmen wir zunéchst an, dass v: Z — N™ nach der Bogenlinge parametrisiert ist. Fiir
diese gilt

. T ooy . 1090, 0 .
DI = (D) = g"(Dri, 4) 5 = 22805 g,
2 ot
da g(0, 0¢) = 1 nach Annahme. Weiter haben wir mit der Definition des mittleren Kriimmungs-

vektorfeldes H fiir m = 1

1 1
H=—tyB=—Y g9 Vgsy=D%
h,j=1 =
Somit erhalten wir also
(1.3) Dy = D/ 4+Di5 = H.
—~—

0

Setzen wir dies in die Definition der geodéatischen Kriimmung ein, so ergibt sich im Fall n = 2

mit Einheitsnormalenvektorfeld NV

k = (Dyy, N) (H,N).=H

g*
nach Definition der skalaren mittleren Kriimmung. Fiir die sonstigen Félle haben wir

1.3] —
@ 5

r = |Dii o = H.

g*
was kK = H zeigt.

Das Resultat gilt auch fiir beliebige Parametrisierungen von ~, da die mittlere Kriimmung
koordinatenunabhéngig definiert ist. Somit berechnet sich die geodétische Kriimmung beliebig
parametrisierter regulérer Kurven zu

DJ_;Y ) N * Dt’Y ) N *
ﬂsz(H,N>*:< Ny DN,
g (75 Vg (75 Vg

fir den Fall n = 2 mit Einheitsnormalenvektorfeld N und
J_ .
_ ‘ Dt 0 g*
<’7 9 ’Y>g

Ii:Hzlﬁ‘g*

fiir den allgemeinen Fall. O
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1.3. Variationen immersierter Mannigfaltigkeiten

Eine weitere interessante Situation stellen Variationen einer Immersion f: M — N dar. Unter
dieser verstehen wir zeitabhéngige Immersionen, welche zu einem Zeitpunkt mit f {ibereinstimmen.

Wir werden hier die Begriffe aus Kapitel [I.1] fiir Variationen anpassen.

Wir fiihren zunéchst noch ein paar Notationen ein. Sei eine Mannigfaltigkeit M gegeben
zusammen mit einem Intervall Z C R. Wir betrachten dann die Produktmannigfaltigkeit Z x M
(,, Zeit + Raum®). Fiir festgehaltene Zeiten t € Z betten die Abbildungen t: M — Z x M mit
t(p) :== (t,p) M in T x M ein. Das Tangentialbiindel von Z x M ldsst sich als Whitney-Summe
T(Z x M) =TI @& TM der einzelnen Tangentialbiindel Z und M auffassen (siehe auch
Theorem 2.3]). Mit 0; € X(Z) C X(Z x M) wollen wir stets das Tangentialvektorfeld
bezeichnen, welches in Zeitrichtung zeigt, also das globale Koordinatenvektorfeld auf Z eingebettet
nach Z x M.

1.3.1 Definition (Variation)

Sei f: M — N eine Immersion. Als Variation von f bezeichnen wir fiir ein § > 0 eine glatte
Abbildung F: Tx M — N mit Z = (—6,0), sodass f; :== Foi = F(t, -) fiir alle Zeiten t € T eine
Immersion von M ist und fo = f gilt (siehe Bild[L.1). Wir nennen das Vektorfeld V' € C*(F*TN')

Bild 1.1: Veranschaulichung der Definition einer Variation von f: M — N.

mit V' (¢, p) := Fi0t|(;p) auch das Variationsvektorfeld der Variation F'. ¢
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Wir werden die Definitionen der Begriffe des Tangential- und Normalenbiindels an die neue
Situation anpassen miissen, um eine zeitabhédngige mittlere Kriimmung einfiihren zu kénnen, da
eine Variation als Abbildung F': Z x M — A im Allgemeinen keine Immersion mehr sein wird.

Als variationelle Tangentialriume bezeichnen wir die zeitabhédngigen Tangentialrdume
TapM = (fo)«(TpM) C Fu(Ti1p) (T x M))  fiir (t,p) €T x M.
Das variationelle Tangentialbiindel ist dann wiederum die disjunkte Vereinigung

TM = H 7Zt,p) M,
(t,p)EITXM

versehen mit der Struktur eines Vektorbiindels.

Sei nun der ambiente Raum N mit einer riemannschen Metrik ¢ und mit dem entsprechenden
Levi-Civita-Zusammenhang V versehen. Mit M; wollen wir dann die Mannigfaltigkeit M zu-
sammen mit der von f; induzierten riemannschen Struktur bezeichnen, sodass M = M. Die
Pullback-Metrik auf TM; bzw. die induzierte Metrik auf f;TN wollen wir mit g; bzw. mit g}
schreiben.

Ebenso induziert die Variation F' eine Pullback-Struktur iiber Z x M. Die von F' induzierte
Biindelmetrik auf F*TA wollen wir mit h bezeichnen und den Pullback-Zusammenhang mit
V. Die Biindelmetrik h erlaubt es wieder, Normalenriume einzufiihren. Als variationelles

Normalenbiindel bezeichnen wir dann die disjunkte Vereinigung

NM = H N M mit Ny M = UZW)M)L
(t,p)ETXM

aller variationellen Normalenrdume /\f(t,p)/\/l, wobei hier + das orthogonale Komplement
beziiglich der Metrik h bezeichnet. Dies liefert uns wieder die Zerlegung F*TN = TM & N M

und unter

T F'TN - TM, L F'TN — N M
verstehen wir ebenso die Projektionen auf das variationelle Tangential- bzw. Normalenbiindel,
sodass ein & € (F*TN ), fiir (t,p) € Z x M die eindeutige Darstellung £ = €7 + & mit
¢T ¢ T(,p)M und ¢te ./\/'(t7p)/\/l besitzt. Die Komponenten V- und VT des Variationsvektorfeldes

V' nennt man dann auch normale Variation und tangentiale bzw. innere Variation. Weiter
bezeichnen wir die Komponenten des Pullback-Zusammenhangs ¥'V beziiglich 7 M und N'M mit

EYT .= Tof'V*: X(Z x M) x C®(F*TN) — C®(TM),

Fgl = LoV . X(Z x M) x C®(F*TN) = C®(NM).
Analog fiihrt man nun wieder das mittlere Kriimmungsvektorfeld H iiber Tx M ein. Im Unterschied
zu Definition darf die Spur hier allerdings nicht mehr iiber T'(Z x M) gebildet werden,

sondern lediglich tiber TM. Sei (¢t,p) € T x M™ und {E;}; C C>°(TM™) ein lokaler Frame um
(t,p). Dann ist das mittlere Kriimmungsvektorfeld H der Variation F definiert durch

—

1 & .
H(t,p) := . Z hY(t,p) FVﬁiEj‘(t’p) , sodass H € C°(NM™),

1,j=1
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wobei (h¥(t,p))ij = (hij(t,p)) ™" mit hy;(¢t,p) = h(E;(t,p), E;(t,p)). Nach Definition des Pullback-
Biindels und des Pullback-Zusammenhangs ergibt sich insbesondere auch, dass H (t, -) mit dem
mittleren Kriimmungsvektorfeld ﬁt der Immersion f; auf M; {ibereinstimmt im Sinne von
H, = H o1, als Schnitte von fiTN.



2. Das Willmore-, Flachen- und Helfrich-Funktional

Mit den in Kapitel [I] gelegten Grundlagen wollen wir nun die fiir diese Arbeit bedeutenden
geometrischen Kriimmungsfunktionale bzw. elastischen Energien, also das Willmore-, Flachen-
und letztendlich auch das Helfrich- Funktional, einfiithren. Weiter geben wir deren ersten Variationen
sowie die Euler-Lagrange-Gleichungen an. Wir wollen die Definitionen hier sehr allgemein halten
und nicht nur fiir Flichen im R3 angeben, da zum einen in der Arbeit allgemeinere Situationen
auftreten werden, wie beispielsweise in Kapitel und zum anderen auch in der Literatur zum
Willmore-Funktional wichtige Resultate fiir allgemeinere Situationen gefunden wurden (siche z. B.
[Schatzle, 2010 oder [Lawson, 1970]).

Kapitel beginnt mit der Definition des Willmore-Funktionals. Dieses besitzt eine spezielle
Symmetrie, die konforme Invarianz, welche wir dort auch kurz erkldren. Kapitel widmet sich
dann der ersten Variation des Willmore-Funktionals, mit welcher wir die Willmore-Gleichung als
Euler-Lagrange-Gleichung des Willmore-Funktionals im Spezialfall von Hyperflachen in Rdumen
konstanter Schnittkriimmung berechnen werden. In Kapitel werden dann letztendlich das
Fléachenfunktional und mit diesem dann auch das Helfrich-Funktional eingefiihrt. Fiir diese fassen

wir ebenso die ersten Variationen und Euler-Lagrange-Gleichungen zusammen.

2.1. Das Willmore-Funktional

Wir beginnen zunéchst mit der Definition des Willmore-Funktionals. Neben der bereits in der
erwdhnten Form als Integral des Quadrates der mittleren Kriimmung gibt es noch
alternative Varianten, welche unter anderem die besondere Eigenschaft der konformen Invarianz
besitzen (siche z. B. [Weiner, 1978|, [Chen, 1974] oder |Willmore, 1993, Chapter 7]). In einigen
Situationen sind beide Varianten dquivalent, sodass das einfache Willmore-Funktional dort ebenso

konform invariant ist.

Wir versuchen die Definitionen hier relativ allgemein zu halten. Dazu geben wir uns eine
kompakte und orientierbare Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand) M vor, welche durch f: M —
N in die riemannsche Mannigfaltigkeit (A, g) immersiert ist. Wir behalten die in Kapitel
etablierte Notation bei, sodass g die erste Fundamentalform auf M beschreibt und ¢g* die auf dem
Pullback-Biindel f*TN durch g induzierte Metrik. Mit djug bezeichnen wir dann die riemannsche
Volumenform auf M (siehe auch Kapitel [A.T]).

2.1.1 Definition (Willmore-Funktional)
Wir definieren das (normale) Willmore-Funktional W einer Immersion f: M — N als
Quadrat der L?>-Norm der mittleren Kriimmung auf M durch

—

W) = [ 1 dy.

23
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Spezieller definieren wir im Fall von Fliachen, d. h. zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten, sodass
M = M2, noch das konforme Willmore-Funktional W, durch

Welh) = | (= K+ K) duy.

wobei K (p) die Schnittkriimmung von A beziiglich der Ebene f.(T,M) ist. ¢

Die Bezeichnung fiir W, ist dadurch gerechtfertigt, dass dieses Funktional invariant unter
konformen Transformationen ist. Unter einer konformen Transformation verstehen wir dabei
einen Diffeomorphismus ®: A" — N der riemannschen Mannigfaltigkeit (A, §), sodass ®*§ = e**§
mit einer Funktion A € C°(N) erfiillt ist. Das heiRt, konforme Transformationen ,strecken®
und ,stauchen den Raum lokal isotrop, sodass Winkel erhalten bleiben. Mogliche allgemeinere
Definitionen von konformen Willmore-Funktionalen lassen sich durch die Resultate aus [Chen|
1974] einfiihren.

2.1.2 Satz (Konforme Invarianz von W,)

Das konforme Willmore-Funktional W, ist konform invariant, d. h.
We(@o f) = We(f)

fiir eine konforme Transformation ®: N — N.

Beweis: Das Resultat war im Fall N = R3 bereits [Thomson, 1923] und |Blaschke, 1929] bekannt
und wurde auch von [White, 1973| rigoros bewiesen (siehe | Willmore, 1993, Section 7.3|). Die
konformen Transformationen setzen sich hier aus Skalierungen, Drehungen und Inversionen an
Sphéren zusammen.

Das allgemeine Resultat fiir eine beliebige riemannsche Mannigfaltigkeit (N, g) als ambienten
Raum léasst sich in [Chen, 1974] nachlesen. O

Im Fall von N' = R? mit euklidischer Metrik verschwinden alle Schnittkriimmungen, sodass
K =0 ist und

Wa(f) = /M (L.~ K) du,

gilt. Nach dem Satz von Gaufs-Bonnet (siche z. B. [Chavel, 2006| Theorem V.2.7]) ist

(2.1) —/MK dug = /BMR dpag +4m(g(f) — 1),

wobei k die geodatische Krimmung des Randes ist, dus, die durch dug induzierte riemannsche
Volumenform des Randes von M und g(M) das Geschlecht von M. Somit unterscheidet sich W(f)
von W,(f) durch einen Randterm und eine topologische Invariante. Fiir unberandete Fldchen
sind somit Variationsprobleme fiir W und W, dquivalent. Fiir solche Flachen lasst sich zeigen,
dass W(f) > 4r ist (siehe | Willmore, 1993, Theorem 7.2.2]), mit Gleichheit, falls M als Sphére
eingebettet wird. In dieser Arbeit interessieren wir uns dagegen fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand,
im Speziellen fiir Rotationsflachen (siehe Kapitel . Fiir diese sind Variationsprobleme von W
und W, dagegen nur unter bestimmten Randbedingungen dquivalent, fiir welche das Randintegral
in Gleichung in den Randwertklassen konstant ist.
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2.2. Erste Variation des Willmore-Funktionals

In Variationsproblemen zum Willmore-Funktional interessiert man sich fiir dessen kritische Punkte.
Dies sind Immersionen, fiir die die erste Variation verschwindet. Beispielsweise sind Minimierer
des Willmore-Funktionals in hinreichend grofsen Klassen von immersierten Mannigfaltigkeiten
kritisch. Kritische Punkte erfiillen dann die Euler-Lagrange-Gleichung des Willmore-Funktionals,
welche wir als Willmore-Gleichung bezeichnen wollen. Wir orientieren uns in diesem Kapitel an
[Weiner, 1978].

Zunéchst geben wir die erste Variation des Willmore-Funktionals in der allgemeinen Situation
an, in welcher die kompakte und orientierbare Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand) M durch
f: M — N in die riemannsche Mannigfaltigkeit (N, g) immersiert ist, wie in Kapitel Die

Notation ist hier wieder dieselbe wie dort.

2.2.1 Hilfssatz (Erste Variation des Willmore-Funktionals)
Sei F als Variation von f: M™ — N™ gegeben mit Immersionen f; = F(t,-): M™ — N,
sodass fo = f. Die erste Variation des Willmore-Funktionals W berechnet sich dann zu

d 2/ 15 B (1} 10 32 1 1
G0y = [ (o (B R+ AD) I Vi)

t=0

+/8M;ﬂ <<V#W,ﬁt>g; —(Vi* Vi Hy) . + 1 H; <V2T,n>g;> dhag|

Dabei ist n das intrinsische duflere Einheitsnormalenvektorfeld an OMJ*, sodass n, € T,M}"
fiir alle p € OMJ*, A;-t der Laplace-Operator auf dem Normalenbiindel von M7, V das Va-
riationsvektorfeld der Variation F mit normaler und tangentialer Komponente V= und V'’
sowie

_ = 1
Ry(H,) = tr,, ((X,Y) — Re (H; , X)(Y)) ,

A(Hy) = tr,, <(X,Y) — —By(X, v;ﬁt)).

Beweis: Die Berechnung der ersten Variation findet man in [Weiner, 1978| Paragraph 2] oder
|Persson, 2003, Chapter 4.3]. O

2.2.2 Definition (Willmore-Fliche)
Als Willmore-Immersion bezeichnen wir eine Immersion f: M — N, fiir welche das Willmore-
Funktional kritisch ist, d.h., es gilt

d
aw(ft) ‘t:O =0

fiir eine vorgegebene Menge von Variationen von f. Im Fall von Flichen, d.h. M = M?, nennen

wir die Immersion auch Willmore-Flache.
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Willmore-Immersionen, welche kritisch beziiglich einer hinreichend grofen Menge von Va-
riationen unter gegebenen Randbedingungen sind, erfiillen die Fuler-Lagrange-Gleichung des
Willmore-Funktionals, welche als Willmore-Gleichung bezeichnet wird. Wir wollen diese nun im
Fall von Hyperflaichen in Rdumen konstanter Schnittkriimmung fiir Dirichlet- Randbedingungen
berechnen. Dabei sagen wir, dass eine Variation F' mit Variationsvektorfeld V eine Dirichlet-

Randbedingung erfiillt, falls
(2.2) Vieo = 0 und ViVt =0

auf OM erfiillt ist. Dabei ist i wieder das intrinsische &ufere Einheitsnormalenvektorfeld an OM.

2.2.3 Satz (Dirichlet-Problem fiir Willmore-Hyperflichen in ambienten Radumen kon-
stanter Schnittkriimmung)

Sei f: M™ — N+ cine Willmore-Immersion, welche kritisch beziiglich der Variationen ist,
welche die Dirichlet-Randbedingungen erfiillen. An den ambienten Raum N™ 1 mit riemann-
scher Metrik g fordern wir weiter, dass dieser fiir m = 1 konstante skalare Kriimmung und damit
insbesondere auch konstante Gauf-Krimmmung besitzt. Im Fall m > 2 habe N1 punktweise
konstante Schnittkriommungen, das heifst, fir alle ¢ € N™T1 soll f((fq, vg) den gleichen Wert fiir
alle linear unabhingigen &;, vy € TLN™TL besitzen. Dann erfiillt f die Willmore-Gleichung

(2.3) AH+m—2H3—SH+lSH—o auf M™
’ g 2 m+1 - ’

Dabei sind g die erste Fundamentalform von f, H die mittlere Kriimmung auf M™, S die skalare
Kriimmung auf M™ und S die konstante (siehe Schm’tt im Beweis) skalare Krimmung auf
NmFL Ay ist der Laplace-Beltrami-Operator (siehe im Anhang in Kapitel, Das Finden von
Willmore-Immersionen (bzw. Willmore-Flichen) zu vorgegebenen Dirichlet-Randdaten bezeichnet

man auch als Dirichlet-Problem fir Willmore-Immersionen (bzw. -Fldchen).

Beweis: Wir miissen die erste Variation aus Hilfssatz auswerten. Aufgrund der vorgegebenen
Randwerte des Variationsvektorfeldes entfillt das Randintegral komplett. Somit reduziert sich

die erste Variation zu
d 2 L7 P 1.(7 712 73 1
(2.4) —W(ft)‘ - —(Agth+Rt(Ht)+At(Ht)) —m | Hy|2 By, Vi) dpg,
dt t=0 M \ T AN ) N———  N—— t ar
® ® ®

Die Auswertung der ersten Variation und die Bestimmung der Willmore-Gleichung teilen wir auf
fiinf Schritte auf.

t=0

Schritt 1: Vorbetrachtungen.

Wie in der Formulierung des Satzes arbeiten wir bei ¢ = 0 und werden den Index 0 der
Einfachheit halber einfach weglassen. Im Hyperflichen-Fall kénnen wir H = HN fiir ein bis auf
das Vorzeichen eindeutig bestimmtes Einheitsnormalenvektorfeld N an M™ schreiben.

Weiter impliziert das Lemma von Schur (siehe [Jost, 2005, Theorem 3.3.2]), dass fiir m > 2 die

Isotropie der Schnittkriimmungen deren Homogenitéit nach sich zieht, d.h. K (&4, vq) = const auf
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TN™ fiir linear unabhiingige &,, v, € T,N™ 1. Insbesondere ist damit die skalare Kriimmung
auf N1 auch konstant, da

m+1 m+1
S(q) = Z Riem(Fz’,Fj,Fj,Fi)‘q — Z K(Fi,Fj)\q = (m?®+m) K(F;, F}) \q = S
3,0=1 2,J=1 Y.
i 7

fiir einen orthonormalen Frame {F;} auf N1,

Fiir die Berechnung der einzelnen Terme der ersten Variation wahlen wir zudem Normalko-
ordinaten um p € M™ (siehe auch Kapitel im Anhang). In diesen Koordinaten erfiillt der
dazugehorige Koordinatenframe FE; := 0,: dann g¢;;(p) := gp(Ei(p), E;(p)) = 6;; und I’fj (p) =0,
sodass Vg, Ej|p, = 0.

Schritt 2: Berechnung von Term (1).

Zunichst beachten wir, dass wir wegen der Normierung von N

0= Ei((N,N)g-) = 2(VEN,N) . = 2<v§N,%>g* = VN =0
=1

erhalten. Somit ist

Vi H = E(H)N+H Vi N = E(H)N.
0

Mit der Definition des Laplace-Operators auf dem Normalenbiindel (sieche auch Anhang|A.5.2))

und des Laplace-Beltrami-Operators berechnen wir dann
m m
2 —
Ve pHp =Y (Vﬁivﬁi(HN)Mp = > (VA (EMN))|
i=1 i=1

(Ei(Ei(H))N)’p = (ZV%EH> N(p) = (AgH(p)) N(p).
i=1

p

>
<
Sl
S

Il
NE

p

@
I
—

I
WE

1

.
Il

Schritt 3: Berechnung von Term (2).

Fiir m > 2 haben wir mit der Notation R = Ry
R m — L
(R() () = 3 (Re (. E)E) |,

N(p)

= ZH(p) (Ro(N.E)E,N),.|

g*

=Y H(p) Riem(N, B;, E;, N) | N(p)

i=1 :R(N,Ei;;ﬁ S
1 -
= ——= HP)SND).

m—+1
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Die Rechnung fiir m = 1 liefert das gleiche Ergebnis, da

Riem(N, By, By, N)| = K = = §.

NN

Schritt 4: Berechnung von Term (3).

Wir rechnen einfach, auch hier wieder mit der Notation A = Ay,

wobei

(VE,N,Ej) = (Vi,N,E;) = Ei((N,E;)) —(N,V§,E;) = =(N,Vg,E;) = —b(E;i, Ej).

Mit b;; := b(E;, Ej) = (N, B(E;, Ej)) erhalten wir dann

A ) = Y HO) b0 V) = 1) (D 0,07°) NG

Fiir die tibrig gebliebene Summe rechnen wir mithilfe der Gau-Gleichung

Z bij(p)® —m* H(p)® = > bij(p)® = Y bii(p) bj;(p)

m m m
J= ,j=1 i,j=1

—_
~

I
NE

(bij(p)? — bii(p) bj;(p))

ij=1
i#]j
Satz[TH
t —~ _
T= Z (Riemyji(p) — Riem;j;i(p))
i,j:l 1 -
Z;é-] = m2+ms
m—1 =
=—S5—-S(p).
m+1 (p)

Somit erhalten wir fiir den dritten Term insgesamt also

A ) = H) (w2 HP = 50)+ 7 15) Vo).

Schritt 5: Bestimmung der Willmore-Gleichung.

Die Berechnung der drei Terme in den Schritten und [4] eingesetzt in die erste Variation
aus Gleichung ([2.4)), ergibt

d
0= aw(ft) ‘t:O
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2 - -4 . - -
:/ <(AthtJrRt(Ht)JrAt(Ht))—m|Ht\§;Ht,V;L> dptg,
My

m
97

t=0

2 1 - -1
:/ “(AyH+——SH+m?>H*— SH+ -5 H
m \ m m+1 m—+1

- mH3> (Ni=o, ViZo) - dptg

2 m2 m =~
== AH+—H3 - SH+ ——SH)(N—o, VE dug .
m Mm< g+ Tl >< =0, Vizo) g g

Da V bis auf die Randbedingungen beliebig sein darf, erfiillt die Willmore-Immersion f die
Willmore-Gleichung

2 ~
0=AH+ 2 H—SH+—"_SH  auf M™.
2 m—+1
O

Im Fall von Flichen im R? reduziert sich die Willmore-Gleichung zu der bereits in der

erwahnten Variante
AGH+2H(H>-K) =0  auf M?,

da Schnittkriimmungen im R? verschwinden und der Zusammenhang S = 2K zwischen der
skalaren und der Grauk-Kriimmung einer Fliche M? besteht. Diese Willmore-Gleichung wurde

bereits von |Thomson, 1923| gefunden.

2.3. Das Flachen- und das Helfrich-Funktional

Wie bereits in der erwahnt, lasst sich das Flachenfunktional als Gegenstiick des
Willmore-Funktionals als eine elastische Energie auffassen. In realistischeren Modellen sind
beide Funktionale zu beriicksichtigen, was auf die Definition des Helfrich-Funktionals fiithrt. Aus
mathematischer Sicht lasst sich dieses fiir kleine Flachenanteile auch insofern auffassen, dass
der Fliachenanteil die Symmetrie aus Satz bricht, um dadurch eventuelle Probleme in der
Analysis von Willmore-Flachen zu vermeiden. Wir fassen hier die Definitionen des Fléchen- und
Helfrich-Funktionals zusammen und geben die erste Variation des Flachenfunktionals sowie die

Euler-Lagrange-Gleichungen beider Funktionale an.

Wir betrachten hier wieder eine gegebene Immersion f: M — N und adaptieren die Notationen
der vorangegangenen Unterkapitel. Zundchst einmal tragen wir die Definition und erste Variation

des Flachenfunktionals zusammen.

2.3.1 Definition (Flachenfunktional)
Das Flachenfunktional der Immersion f: M — A ist definiert als

A(f) = volg(M) = /M dpg .
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2.3.2 Hilfssatz (Erste Variation des Flichenfunktionals)
Fiir eine Variation F von f: M™ — N™ mit Immersionen f, = F(t, -): M™ — N™, sodass

fo = f, berechnet sich die erste Variation des Flichenfunktionals zu

d 7 oysL T
— = — H;, V), d v, d
th(ft)‘t:O m/M;”< ts Vi >gt Hgt t=0+/8/vt;n< ¢ 77>gt Hag,

wobei n hier wieder das intrinsische duflere Finheitsnormalenvektorfeld an OM™ ist.

)

t=0

Beweis: Der Beweis ist prinzipiell ein Spezialfall von Hilfssatz lésst sich aber auch in
[Persson, 2003, Proposition 4.1| nachlesen. O

Aus historischen Griinden werden die kritischen Punkte des Flachenfunktionals als Minimal-
flichen bezeichnet und diirfen nicht zwangsweise mit Flachen verwechselt werden, welche das

Flachenfunktional minimieren.

2.3.3 Definition (Minimalfléiche)
Eine Immersion f: M — N, fiir welche das Flichenfunktional kritisch ist, d. h., es gilt

d
&A(ft) ‘t:O =0

fiir eine vorgegebene Menge von Variationen von f, nennt man eine minimale Immersion bzw.
im Fall von Fliichen, also falls M = M?2, auch eine Minimalflfiche. ¢

Im Gegensatz zur ersten Variation des Willmore-Funktionals reicht es beim Flachenfunktional

aus,
(25) V;g:() =0

als Dirichlet-Randbedingung fiir das Variationsvektorfeld V' einer Variation F' von f zu fordern,

um das Verschwinden des Randintegrals in der ersten Variation aus Hilfssatz zu erreichen.

2.3.4 Satz (Dirichlet-Problem fiir Minimalflichen)
Minimale Immersionen [ beziiglich aller Variationen, welche die Dirichlet-Randbedingung aus

Gleichung (2.5) erfiillen, losen die Minimalfldchengleichung

—

H=0

als Fuler-Lagrange-Gleichung des Flichenfunktionals A.

Beweis: Die Minimalflachengleichung folgt direkt aus der ersten Variation des Flachenfunktionals
aus Satz[2.3.2] denn nach Voraussetzung verschwindet das Randintegral der ersten Variation und

es ist

d R
0= aA(ft)‘t:O = -m <Htvv§tj_>gt* dpg,

—o _m/Mm <ﬁ7‘/lfi0>g* dpig ,

My
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sodass H = 0 sein muss, da V' bis auf die Randbedingung beliebig sein darf. O

Minimalflachen beziiglich einer hinreichend groffen Klasse von Variationen sind automatisch
auch kritische Punkte des Willmore-Funktionals und damit Willmore-Flachen, da diese das

Willmore-Funktional minimieren. Dies folgt direkt aus

def —
0 < W(f) = / |H[2. dpg = 0 = W(f) = 0.
m\;,o_/

Nachdem wir nun das Fldchenfunktional eingefithrt haben, kénnen wir uns dem Helfrich-
Funktional zuwenden. Wir tragen auch hier die Definition sowie das Dirichlet-Problem fiir

Helfrich-Flachen in Rdumen konstanter Schnittkriimmung zusammen.

2.3.5 Definition (Helfrich-Funktional)

Fiir ein € > 0 definieren wir das Helfrich-Funktional H. einer Immersion f: M — N als Sum-
me des Willmore-Funktionals W aus Definition und des mit € gewichteten Flédchenfunktionals
A aus Definition 2.3.1]

He(f) = W(f) + e A(f) = /

|HI2. d,ug—l—s/ dpg -
M M

¢

Wir kénnten nun auch wieder die erste Variation des Helfrich-Funktionals berechnen, indem
wir die Hilfssétze [2.2.1] und [2.3.2] kombinieren. Wir werden diesen Schritt allerdings {ibergehen,

um uns Schreibarbeit zu sparen. Den kritischen Punkten des Helfrich-Funktionals geben wir dann

wieder einen eigenen Namen.

2.3.6 Definition (Helfrich-Fliche)
Unter einer Helfrich-Immersion verstehen wir eine Immersion f: M — A, welche kritisch fiir
das Helfrich-Funktional H. ist, sodass

d

aHa(ft)}t:g =0

beziiglich einer vorgegebenen Menge von Variationen von f gilt. Im Fall von Flachen, also falls
M = M?, nennen wir diese auch eine Helfrich-Fliche. ¢

Die entsprechende Euler-Lagrange-Gleichung des Helfrich-Funktionals heifft dann Helfrich-
Gleichung. Wir geben diese nun wie beim Willmore-Funktional in Kapitel fiir Hyperflichen in
Ré&umen konstanter Kriimmung an. Dafiir merken wir noch an, dass wir nun wieder die etwas
restriktiveren Dirichlet-Randbedingung aus Gleichung an die entsprechenden Variationen

fordern, um das Verschwinden des Randterms der ersten Variation garantieren zu konnen.

2.3.7 Satz (Dirichlet-Problem fiir Helfrich-Hyperflichen in ambienten Rdumen kon-

stanter Schnittkriimmung)
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Mit denselben Voraussetzungen und in derselben Notation wie in Satz[2.2.3 erfiillt eine Helfrich-
Immersion f: M™ — N™+1 die Helfrich-Gleichung

m2s

AH " m s M gm g g fM™
- — — = au .
g 2 m+ 1 2

Das Finden von Helfrich-Immersionen (bzw. Helfrich-Fldchen) bei vorgegebenen Dirichlet-
Randdaten bezeichnet man auch als Dirichlet-Problem fir Helfrich-Immersionen (bzw.
-Flichen).

Beweis: Man kombiniere Hilfssatz und um die erste Variation des Helfrich-Funktionals
zu berechnen. Fiir diese geht man dann analog wie in Satz [2.2.3] und Satz [2.3.4] vor, um so die

Helfrich-Gleichung fiir Hyperflichen in Rdumen konstanter Schnittkrimmung zu erhalten. [

Helfrich-Flichen im R? erfiillen demnach die Helfrich-Gleichung

AGH+2H(H? —K)—2H =0  auf M.



3. Das Willmore- und Helfrich-Funktional fur
Rotationsflachen

Als eine relativ einfache Klasse von Fléachen interessieren wir uns in dieser Arbeit fiir Rotati-
onsflichen. Dies sind Flachen, welche man durch Rotation einer ebenen Kurve, der Profilkurve,
erhélt. Wegen der Rotationssymmetrie lassen sich geometrische Grofen, wie die erste und zweite
Fundamentalform und damit das Flachen-, das Willmore- und insbesondere auch das Helfrich-
Funktional durch die Profilkurve ausdriicken. Die entsprechenden Euler-Lagrange-Gleichungen
reduzieren sich effektiv auf ein eindimensionales Problem. Dadurch bieten Rotationsflichen einen
guten Startpunkt, sich mit Minimierern des Helfrich-Funktionals, wie wir es in Teil [[T| durchfiih-
ren werden, auseinanderzusetzen. Es zeigt sich, dass die Analysis solcher Flichen immer noch

hinreichend komplex ist, um davon lernen zu kénnen.

In Kapitel beginnen wir zunéchst einmal mit der Definition von Rotationsflichen, fir
welche wir dann die Fundamentalformen und die mittlere sowie Gaul-Kriimmung ausrechnen. Das
Willmore-Funktional und die Willmore-Gleichung fiir Rotationsflachen sind dann in Kapitel
angegeben. Es zeigt sich weiter, dass sich das Willmore-Funktional der Rotationsflache bis auf einen
Randterm durch das Willmore-Funktional der Profilkurve im hyperbolischen Halbraum beschreiben
lasst, was wir in Kapitel zusammenfassen werden. Kapitel gibt dann nach Einfiihrung des
Flachenfunktionals das Helfrich-Funktional und die Helfrich-Gleichung fiir Rotationsflachen an,
woflir wir in Kapitel einige einfache Beispiele angeben wollen. In den letzten beiden Kapiteln
und geben wir dann noch eine Abschétzung der Willmore-Energie und der Flache durch
die Helfrich-Energie an und diskutieren die Minimierer des Fléchenfunktionals in der Klasse der

Rotationsflachen.

3.1. Geometrie von Rotationsflachen

In diesem Kapitel definieren wir den Begriff einer Rotationsfliche und fassen ihre wichtigsten
geometrischen Eigenschaften, also die erste und zweite Fundamentalform sowie die mittlere und

die GauB-Kriimmung, zusammen.

Rotationsflachen werden durch entsprechende Profilkurven in der Ebene erzeugt. Um Singulari-
taten solcher Flachen zu vermeiden, fordern wir, dass diese Profilkurven in der (offenen) oberen
Halbebene

H? := {peR*: p* >0}

verlaufen. Wir verstehen H? stets mit der kanonischen globalen Karte y = idy2 : H? — R? und, fiir
dieses Kapitel, mit der ersten Fundamentalform, hier ebenso mit gey. bezeichnet, als Pullback der
euklidischen Metrik der Einbettung in R? ausgestattet. In Kapitel werden wir H? allerdings

noch mit einer anderen Metrik versehen.

33
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3.1.1 Rotationsfliche

Sei Z C R ein abgeschlossenes Intervall. Unter einer Rotationsfliche verstehen wir hier die
zweidimensionale berandete Produktmannigfaltigkeit R := ZxS' = T xR /27, also das kartesische
Produkt Z x [0, 27], bei dem wir Z x {0} mit Z x {27} identifizieren, zusammen mit einer C*-
Immersion fy: R — R? mit

L0 0 7 (@) 7 ()
fy(@,p) == |0 cosp —sing |o|y%(x) | = [+3(x) cosp |,  (2,9) €T x[0,2],
0 sing cosge 0 7?(x) sing
N PN ,

= Rotationrm Winkel ¢ v eingebettet
in z-y-Ebene
des R3
fiir eine C*-glatte regulire Kurve v: Z — H?, sodass v%(z) > 0 fiir alle z € Z. Die Kurve v nennt
man die Profilkurve der Rotationsflache.
Fiir den speziellen Fall, dass sich die Profilkurve als Graph iiber Z schreiben lésst, es also eine

Funktion u € C*(Z) mit u > 0 gibt, sodass

erhalten wir eine C*-Einbettung

Julz, ) == fy(2,0) = [ u(x) cosyp mit (z, ) € Z x [0,27],
u(x) sing

da f, injektiv und R kompakt ist (siehe Kapitel . In diesem Fall nennen wir dann u die
Profilkurve der Rotationsfléche (siehe auch Bild [3.1)).

21

Y

hd

Bild 3.1: Darstellung einer Rotationsfliche R mit Profilkurve wu.
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3.1.2 Bemerkung

(a)

Die Produktmannigfaltigkeit R einer Rotationsflache verstehen wir stets mit der kanonischen

differenzierbaren Struktur versehen, welche durch die folgenden vier Karten induziert wird:
mi:UiCR—HRQ, xr; = id]RXR/Qﬂ, 1=1,2,3,4,
mit Koordinatenumgebungen (sei hier Z = [a, b])

U = [a,b) x (0,27), Uy = [a,b) x (m,3m) /27,
Us = (a,b] x (0,27), Uy = (a,b] x (m,3m)/2m.

Die differenzierbare Struktur ist in der Hinsicht kanonisch, dass sich die Rechnungen in
Koordinaten des angegebenen Atlasses wie Rechnungen bezliglich des globalen Frames

8%, % (kurz {0,,0,}) verhalten. Wir setzen % = 6% sowie % = %, d.h., der Index
i = 1 beschreibt immer die - und ¢ = 2 die p-Richtung. Im Folgenden werden wir immer
beziiglich dieser Koordinaten rechnen und die Indizes beziiglich der Koordinaten, aufgrund

der Korrespondenz zum globalen Frame, weglassen.

Fiir kiinftige Zwecke fordern wir zunéchst & > 2 (bzw. entsprechend k > 4 fiir die jeweiligen
Euler-Lagrange-Gleichungen von Willmore- und Helfrich-Funktional) fiir den Differentiati-
onsgrad, sodass f, eine C2-Immersion ist (bzw. C*). Insbesondere muss dann u € C?(Z)
(bzw. C*(Z)) sein. In Teil [l| miissen wir diese Forderung allerdings fallen lassen und allgemei-
nere Funktionenrdume zulassen, was aber kein Problem darstellt, da wir dort alleine mit den
berechneten Grofen, wie z. B. der Metrik und der mittleren Kriimmung, in Abhéngigkeit

der Profilkurve u arbeiten und die geometrische Interpretation vernachléassigen konnen.

Moglicherweise sind auch geschlossene Profilkurven  in der Definition von Rotationsflachen
interessant, sodass fiir R die Rander des Intervalls Z identifiziert werden, was R nun zu einer
randlosen Mannigfaltigkeit macht. In dieser Arbeit sind wir allerdings an Randwertproblemen

interessiert und werden uns deshalb stets auf den berandeten Fall konzentrieren. [ |

Im Folgenden berechnen wir die erste und zweite Fundamentalform einer gegebenen Rotations-

fliche, um mit diesen dann die mittlere und Gauf-Kriimmung der Rotationsflache zu erhalten.

Die geometrischen Grofen einer Rotationsflache werden stets mit der Profilkurve v als Index

angedeutet. In den graphischen Fillen, d. h., wenn die Profilkurve durch den Graph der Funktion

u gegeben ist, schreiben wir v als Index. Es sei bereits drauf hingewiesen, dass in den meisten

geometrischen Grofen ausschliefslich die z-Richtung der Rotationsflache auftaucht, die Grofsen

somit unabhéngig vom Rotationswinkel ¢ werden.

3.1.3 Metrik, erste Fundamentalform

Zusammen mit dem Pullback der euklidischen Metrik geye auf R3 erhalten wir die erste Fun-

damentalform g, = fJgeuc auf R, sodass f, eine isometrische Immersion ist. (R, g,) ist eine

riemannsche Mannigfaltigkeit und wir berechnen die Komponenten von g, beziiglich des globalen
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Frames {0y, 0, }. Wir rechnen

L ort ot

N oxt Oz’
k=1

Gv,ij = (f geuc)zg = f geuc( uagcﬂ) = geuc(fw*amia fw*axj)

wobei fﬁ =yFo [~ die k-te Komponente von f, in der Standardkarte y = idgs im R3 ist. Weiter

ist
1
) ) ¥ () ) ) 0
hee) = o) = |20 s | ) = Piwo) = |0 s
i2(x) sin () cos¢
und damit
) _ (@@ 0 ) (k@ o
(g’y,lj(35790))ij - < 0 72('%)2> - ( 0 72($)2> )
Gy, 9) 1= det(gy) = 7*(@) (31@)" +32@)") = +2@) @)
Fiir den graphischen Fall mit f, = f, erhdlt man somit
1 / 2 0 ,
(9u,i5(5,9)) ,; = ( “g“) u@)z)’ Gulz, @) = u(@)? (1+u/(x)?).

3.1.4 Zweite Fundamentalform

Rotationsflichen sind definitionsgemif in den R? immersierte Hyperflichen, d. h. mit Kodimen-
sion 1. Mit Ny, € C*°(NR) wollen wir dann das innere Einheitsnormalenvektorfeld, d.h. das
Einheitsnormalenvektorfeld, welches beispielsweise im graphischen Fall auf die Rotationsachse
zeigt, bezeichnen, fiir welches wir die Berechnung aus Lemma [1.1.6] anwenden wollen. Wir ad-

aptieren die Notation aus dem Lemma, sodass das gesuchte Einheitsnormalenvektorfeld dann
durch

3 Oy 0 . ¥*(x)
_ k . k _ Oz 7 Oy .
N, = E N3 Fy, mit (N7 (x,go))k = 8fv 37 = E@) —41(z) cos ¢
- ‘ X 650’ (z.) —!(z) sin ¢

beziiglich des Standardframes Fy = 0, | s gegeben ist. Die zweite Fundamentalform B, : X(R) X
ol
X(R) — C*°(NR) lasst sich nach Lemma in der Form

B,(X,Y) = b,(X,Y)N,

schreiben mit der skalaren zweiten Fundamentalform

b’y, ij = 836”&’1:1 a 833] ks >g,‘; .
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Wir berechnen dann

..1
Ph O (s LS T
1,1 - : 2042 N ’
et ort0m0r - 2(a) sing GO 0\ 2a) sing
32]0 82f 82f 82f . .
L = L= L = L = | —52(x) singp
ozl Ox oz 0y 0x? Ox O Ox : 2

und erhalten damit

(bs, 55 (2, ‘P))ij =

Im graphischen Fall ergibt sich mit dem inneren Einheitsnormalenvektorfeld

3 . u'(z)

N, = NFE mit (N (z, = ————— | —cos
kzl : (N, ¢) 1+ u/(x)? oY
—singp

die skalare zweite Fundamentalform zu

1 —u”(J?) 0
(bu,z‘j(%(ﬁ))q = VIt d@)? ( 0 U(x)> .

3.1.5 Mittlere Krimmung und Gaufi-Kriimmung

Das mittlere Kriimmungsvektorfeld einer Rotationsfliche f,: R — R? ist gegeben durch

—

H’Y<m7(p) = (HWN’Y)('%'7 90)

beziiglich des inneren Einheitsnormalenvektorfeldes N, aus Abschnitt [3.1.4] mit der skalaren

mittleren Kriimmung H,. Mit der Inversen

Fapr O
(gfyj(x,gp))ij = ! 0 1
ey

der ersten Fundamentalform aus Abschnitt B.1.3] und der zweiten Fundamentalform aus Abschnitt
besitzt der Formoperator (siche Abschnitt [1.1.8) die Darstellung

A 4 () "72(‘3{)(*;7';(90) 32 () 0
((5’7);('%7@))1] = ’V(J)T ’yl(x)
72 () [¥(2)]
Aus der bereits vorhandenen Diagonalgestalt lassen sich die Hauptkriimmungen sofort ablesen zu

g = 1@ (w)u)??)( @ e e =
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Nach Abschnitt [T.1.8] ergibt sich dann die mittlere Kriimmung zu

Hy(z, ) = (ﬁv,l(afv ©) + kiq,2(, SD))

N~ N~

und die Gaufs-Kriimmung zu

K'Y(ZL',QD) = K’Y,1($7¢) ’%'Y,2($7§0) =

Im graphischen Fall hat man demnach

u”(x) u'(x) / 1
Ku,1(T, ) = _W = _<x)2> s ku2(T ) = o

Die Profilkurve lasst sich selbst auch als Immersion auffassen, fiir welche wir nach Kapitel
die geodatische bzw. mittlere Kriimmung ausrechnen wollen. Die so erhaltene Kriimmung stimmt

dann mit der Hauptkrimmung in z-Richtung der entsprechenden Rotationsfliche tiberein.

3.1.6 Geoditische Kriimmung der Profilkurve ~
Wir fiihren noch analoge Berechnungen fiir die Profilkurve v: Z — H? als Immersion in H? durch.
Die erste Fundamentalform dieser Immersion berechnet sich zu

& oy oF
k=1 % %

2

@«/(a:c,f)x) = 'Y*geuc(axpax) = geuc(’Y* 895, Vx 8&8) = = (’71) + (;)/2)2 = |’Y|2

Beziiglich des inneren Einheitsnormalenvektorfeldes
2
: A . L
N, =Y NE,  mit (Nf(2)) = — . :
=2 (@) = Fan i)

wobei Fj, = O,k |f,, welches im graphischen Fall auf die y'-Achse zeigt, berechnet sich die skalare
zweite Fundamentalform dann zu (siehe wieder Lemma |1.1.6))

2 . ..
82,7]6 ,Yl ,.‘YZ _ ,'},1 72

Als mittlere Kriimmung und damit insbesondere auch als geodétische Kriimmung liest man sofort

(o) S gy @) @) 5 @)
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ab. Ein Vergleich mit Abschnitt zeigt also, dass Kk, mit der Hauptkriimmung x-, 1 iiberein-

stimmt. Im graphischen Fall hat man

ku(z) = Hy(z) = — u”(x) _ _( Ul(x):U)Q) )

1+ u/(

3.2. Das Willmore-Funktional fiir Rotationsflachen

Mit der Definition und den Vorarbeiten aus Kapitel [3.1] wollen wir nun das Willmore-Funktional
aus Kapitel und schlieRlich die Willmore-Gleichung aus Kapitel fiir Rotationsflichen
angeben. Die Notationen fiir Rotationsflachen aus Kapitel werden wir hier beibehalten.

3.2.1 Satz (Willmore-Funktional von Rotationsflichen)
Das (normale) Willmore-Funktional einer Rotationsfliche fy: R — R3 ist gegeben durch

(@)@ - A @@ @\
W =5 [ < AP t W |f'y<x>|> Tlhol s

b 10,2 b 1270
7T 7' () ﬂ/ 9 ['y}
= | - de+—- [ k2dS, —7| | ,
2/a Y2 () [y ()] 2), 7 Y],

wobei I = [a,b] und dS,(z) = +*(z)|¥(x)| dz. Zwischen dem konformen Willmore-Funktional

der Rotationsfliche und dem normalen besteht die Relation

.97b
We(fy) = W(f,) + 2 m'] .

Beweis: Der erste Teil folgt aus der Definition des Willmore-Funktionals zusammen mit
der Rechnung aus Abschnitt

W(f’y):/R’ﬁ')"f]fy d/‘gw = /RHg d'ug7
N L R O R kRO BN O N W =y
- 4/0 /a ( [y (x)|3 + V2(z) ’7($)|> m dz de

_n [ (@@ =A@ @) Y
— 2/a ( "y(x)‘3 "‘72(1,) "Y(@\) Y (1‘) |’)’(ZE)| dz .

Das Integral lasst sich dann noch umformen zu

™

W(fv) - 5

/ab (m,l(a:) + “%2(90))272(35) ()| de

s

b 2 2 . T [ 2 2 .
=5 [ i@ @@ det G [ @2 @) )] da

2
b
o / K, (@) (@) ()] de.
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Mit k1 = k- (siehe|3.1.6)),

und
b b lxlx'Q:c—leQ:c
[ m@ 2@l a = (” eltieiie) - iel i )) 1) @) da
. /b i (@) 52 (@) =4 (@) 51 (0) ()
“ 3(@)P
_ d @
dz [y(z)]
_ [ﬂx)r"’
A (@) 0
folgt dann

b 21 2 b :27b
m ¥ (@) ™ 2 g
W(f):/,dx—i—/n ds —w[-].
2 e 22 (@) ()] 2)e 7 7114
Fiir das konforme Willmore-Funktional hingegen rechnen wir wieder mit und unter Beriick-
sichtigung, dass Schnittkriimmungen im R? verschwinden, d.h. K = 0,

Wc(fv) = /R (|ﬁ7’2 - Kv) d,ugv
=W(f,) _/RK’Y dug,
2 b
— W) /0 | @)@ i) ds dg
b

:w<f7>+z7rma.

3.2.2 Bemerkung

Die Tatsache, dass das Integral fR K., dpg, in Randterme zerfillt, ist keineswegs eine spezielle
Eigenschaft von Rotationsflichen. Es ist eine Folge des Satzes von Gauf-Bonnet fiir Flachen mit
Rand (vgl. mit Gleichung (2.1))). [

Nun wollen wir die Willmore-Gleichung fiir Rotationsflichen aufbauend auf Satz [2.2.3] angeben.
Im Gegensatz zur Situation aus Satz schranken wir uns hier noch zusétzlich auf Variationen
ein, welche Rotationsflichen wieder zu Rotationsflichen verformen, also als Variationen der
Profilkurven verstanden werden konnen. Die Symmetrie von Rotationsflichen erlaubt es uns
dennoch, trotz der eingeschrénkten Klasse von Variationen und in Hinblick auf Satz[2.2.3] eine
Willmore-Gleichung zu erhalten.

Sei I': (—d,68) xZ — R fiir ein § > 0 eine Variation von  (siehe Kapitel, sodass v = T'(¢, -)
fir alle t € (=4, d) zuldssige Profilkurven entsprechender Rotationsflachen sind und 7y = . Diese
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Variation induziert eine Variation Fr: (—4,0) x R — R? der Rotationsfliche f,: R — R3 durch
Fr(t,p) = fra, ) (p) = fr(p):

Wir wollen hier weiter eine Unterklasse aller Variationen FT betrachten, ndmlich die Fr, welche

durch Variationen I' induziert werden, welche wiederum die Dirichlet-Randbedingungen

3.1)  la) = (O?l) () = (OZ) . nla) = (gi;) £0, Ab) = (gi) £ 0

fir Yt = F(t, ) fir alle t € (—5, (5) mit o1, > 0 und 511,512,,321,622 € R erfillen. Wir
zeigen dann, dass diese Klasse eine Unterklasse aller in Satz [2.2.3] erlaubten Variationen ist,
welche die Dirichlet-Randbedingungen aus Gleichung (2.2)) erhélt und welche ausreicht, um eine

Willmore-Gleichung fiir Rotationsflichen zu erhalten.

3.2.3 Satz (Dirichlet-Problem fiir axialsymmetrische Willmore-Flachen)

Sei fy: R — R3 eine Willmore-Immersion beziiglich der Variationen Fr von Rotationsflichen, wel-
che die Dirichlet- Randbedingungen aus Gleichung erfillen. Dann erfiillen diese Variationen
die Dirichlet-Randbedingungen aus Gleichung und f erfillt die Willmore-Gleichung

Ag Hy+2H,(H?-K)) =0  aufR.

Insbesondere erfillt die Profilkurve v dann die Willmore-Gleichung

1 g 72(x) i
(@) (@) 92 (mxﬂ ! )>

wobei die kiinstliche p-Abhdngigkeit von H. hier weggelassen wurde.

Beweis: Der Beweis basiert auf einen Vergleich mit dem Beweis von Satz Wir teilen diesen

in drei Schritte.

Schritt 1: Randbedingungen aus Satz sind erfiillt.

Um in die Situation aus Satz [2.2.3] zu kommen, zeigen wir zuerst, dass die Dirichlet-Rand-
bedingungen (3.1)) der erlaubten Variationen Fp die dort beschriebenen Randbedingungen aus
Gleichung ([2.2)) erfiillen. Fiir das Variationsvektorfeld V' einer Variation FT muss also V;—¢ = 0 und
V#Vtio = 0 auf OR erfiillt sein, wobei 1 das intrinsische dufere Einheitsnormalenvektorfeld an R
ist. Beztiglich des Standardframes Fy, = 0, } £ (wie in Abschnitt D hat das Variationsvektorfeld

die Form

d
Vi, ) = (gphu) (@0) = | dB(@) coso
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Somit gilt auf dem Rand OR = ({a} x S*) U ({b} x S*)

d d
a%l(a) a?
Vila,0) = | §7ia) cosp | = | sarcosp | =0
d%%z(a) sin d%ozl sin @

und analog Vi(b,¢) = 0, sodass Vi—p = 0 erfiillt ist. Fiir die zweite Randbedingunge ist das
intrinsische dufere Einheitsnormalenvektorfeld i gegeben durch 7 = —8, an {a} x S' und = 0,
an {b} x S'. Beziiglich des inneren Einheitsnormalenvektorfeldes N., (siche Abschnitt lasst
sich V- als

V= (V)
schreiben. Mit V#Nﬂ, = 0 (siehe Beweise von Satz D folgt

VyVio = V#<<W’N’Y>gf‘; Nw) = 77(<‘/;"N'Y>g,’;) Ny + <Vt>Nv>g; Vy Ny = 77<<V;‘»Nv>g;) Ny.
0

Mit

_ (@ @) 3 (@) =3 (@) (47 ()
(@0) |94 ()]

<‘/t7 N’7>g;

rechnen wir dann fiir die Randkomponente {a} x S!

0 ( (G (@) 4 (2) — 4 (2) (477 (@)
e ()]

= ((ivtl(a)) ) + (@) #@

da

. 1 . 1

Ve (a) 5381 d(’Yt(a)> <d-1 >-2 .1 (d-2 )
A =0 < |[|[—4(a a)—Y(a)| =y (a) | =0,
falls $12 # 0, ansonsten vertauschte man Zéahler und Nenner. Mit einer analogen Rechnung fiir
die Randkomponente {b} x S! folgt somit V#V;H:-O = 0 auf OR.
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Schritt 2: Willmore-Gleichung ist erfiillt.

BekanntermaRen besitzt (IR3, geuc) konstante Schnittkriimmungen (E 0) und demzufolge ist
S =0.Mit S = 2K, zeigt die Rechnung aus dem Beweis von Satz Schrltt I blS ' ) dann,
dass

/R (g, Hy + 20, (H2 - K,)) (Nizo, Viko),. ditg, = 0.

Da V;J:-O parallel zu N;—g liegt und aufgrund der speziellen Wahl der Variationen eine vom
Rotationswinkel ¢ unabhiingige Linge besitzt, wird (N;—o, V1) g, ebenso unabhéngig von ¢ sein.

Der gesamte Integrand ist damit unabhéngig von ¢ und es gilt somit
/I (Agv H,+2H, (‘H"Q/ - Kw)) <Nt=0, ‘/;J:_O>g:§ v [Y] dz = 0.
Dies impliziert dann wiederum die Willmore-Gleichung

Ay Hy+2H, (H3 -K,) =

Schritt 3: Explizite Darstellung der Willmore-Gleichung fiir Rotationsflachen.

Die explizite Darstellung der Willmore-Gleichung folgt aus der lokalen Darstellung des Laplace-
Beltrami-Operators (siehe auch Kapitel |A.5))

\/—Zaxl<\ﬁgwa] >

i,j=1 (z,)

- g (5 o mt0)
2 T
@91_3<7<Ha@0

v () Y(@)] 0w \ ()]

(Agv Hﬁ’)(x> )

fir Rotationsflachen zusammen mit

2
Hg(ﬂf, @) — K’y(lia @) = /‘@7,1(% ©) + K7,2($, ‘P)) - ’5%1(% ©) “7,2($a ©)

—_~

2
ﬁ’y,l(xa 90) - R7,2($’ 90))

e N e N

3.2.4 Willmore-Funktional und -Gleichung fiir den graphischen Fall
Satz ausgewertet fiir den graphischen Fall f, = f, ergibt

_r ’ 1 — u’(x) 2u1: u'(z)? da
‘Wﬁ”‘%l<mm —— u+wwwm> @)1+ w@? d
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ul

V1+u?

b b
1
:W/ dx—l—ﬂ/ Kyl dS, — 7
2 a U(l’) 1+Ul($)2 2 a

fiir das (normale) Willmore-Funktional und

a

u/

V1+u?

fiir das konforme Willmore-Funktional, wobei Z = [a, b]. In Teil [[]]schauen wir uns Rotationsfléichen

We(fu) = W(fu) + 27

a

an, deren Profilkurven v am Rand verschwindende Ableitungen besitzen, d. h. v/(a) = u/(b) = 0,
sodass insbesondere W(f,,) = W,(f,). Minimieren wir das (normale) Willmore-Funktional in
Klassen mit vorgegebenen Dirichlet-Randbedingungen, so minimieren wir gleichzeitig auch das
konforme Willmore-Funktional in dieser Klasse.

Weiter vereinfacht sich die Willmore-Gleichung aus Satz noch zu

1 d u(z) H (2)
u(z) /14 (z)? dz 1+ ()2 "
" 1
@) 7+
2 (14 (x)?) u(x) /14
Hier wurde ebenso die kiinstliche ¢-Abhéngigkeit von H, weggelassen. Eine Analyse des Beweises

von Satz zeigt sogar, dass die Willmore-Gleichung fiir die graphische Profilkurve u erfiillt ist,

sollte die erste Variation von W beziiglich der Variationen I' der Profilkurve u, welche von der Form

2
GL ) =0 fir z € (a,b).

u + t1 fiir ein ¢ € C§°(Z) sind, verschwinden (vgl. Fundamentallemma der Variationsrechnung
B.3.8). Diese Variationen beriicksichtigen die Dirichlet-Randbedingungen u(a) = a1, u(b) = ag,

u'(a) = By, u'(b) = B2, denn es gilt ¥(a) = ¢(b) =1)’(a) = ¢'(b) = 0. u

3.3. Das hyperbolische Willmore-Funktional

Rotationsflichen sind in dem Sinne sehr spezielle Fliachen, als dass sie wegen der Axialsymmetrie
eine Beschreibung alleine {iber ihre Profilkurve zulassen. Da erste und zweite Fundamentalform
nur von der Form der Profilkurve abhéngen, ist die Versuchung groff, nach Geometrien zu suchen,
in welcher sich eine Beschreibung des Willmore-Funktionals einer Rotationsfléche alleine aus ihrer
Profilkurve ergibt.

In der Tat zeigt sich, dass das konforme Willmore-Funktional einer Rotationsfliche bis auf
einen Vorfaktor mit dem Willmore-Funktional der Profilkurve in der hyperbolischen Halbebene
tibereinstimmt. Diese Beobachtung wurde unabhéngig von R. Bryant und U. Pinkall gemacht (siehe
[Bryant und Griffiths, 1986] und |[Hertrich-Jeromin und Pinkall, 1992|). Fiir weitere Referenzen
siehe auch [Langer und Singer, 1984 (1)] oder |Langer und Singer, 1984 (2)].

Wie bereits in der Einleitung zu Kapitel |3.1] angedeutet wurde, werden wir die obere Halbebene
H? hier mit der hyperbolischen Metrik versehen, um fiir Kurven in H? das Willmore-Funktional
zu berechnen. Fiir die Berechnungen geht man prinzipiell vor wie in den Kapiteln und

Wir fassen die Ergebnisse hier zusammen.
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3.3.1 Geometrie der hyperbolischen Halbebene
Unter der hyperbolischen Halbebene verstehen wir die obere Halbebene H? zusammen mit

der hyperbolischen Metrik

2
gh(p) = ! Z(dyi|p)2’ (gh,ij(p))ij = L ((1) (1)) )

) = (p2)?

geschrieben in der globalen Karte y := idye: H?> — R2. Beziiglich dieser Karte lassen sich die
Christoffel-Symbole des zu gj, gehorigen Levi-Civita-Zusammenhangs (siehe auch Satz [A.3.2) zu

1
)

» ((51] Ora — 042 5kj - 5j2 51%)

Fﬁ, ij (p) =

berechnen, sodass

(F}ll,ij(p))ij - plg (_01 _01) )

Weiter zeigt eine einfache Rechnung, dass

(F%L,ij(p))ij = plz <(1] _01> :

2
. 1 r r
Riemy, ike(p) = ) (@Tﬁ, k(@) — 0T i (p) + Z (T, ir () T jx(p) — T, 5 (p) h,ik(p)))
r=1
1
= W (8ik 05 — bie Onj) -

Doppelte Spurbildung liefert dann die skalare Kriimmung

2 2 2
Su(p) = Y g7 (p) Ricnii(0) = > g (p) gh' (p) Riemy, ine;(p) = ()" ) " Riemy, jkki(p)
i,j=1 0,5,k =1 ik=1
2
= (8it Oite — 04i Op) = 2 —4 = =2,
ik=1
sodass wir fiir die hyperbolische Halbebene die konstante Gaul-Kriimmung K = %Sh = -1

erhalten. Weiter lassen sich auch alle Geodéaten der hyperbolischen Halbebene charakterisieren.
Nach |Lee, 1997, Prop. 5.14] parametrisieren Geodéten zusammenhéngende Segmente, versehen

mit einer Parametrisierung proportional zur Bogenliange, folgender Mengen (siehe Bild :
(i) die Halbgeraden parallel zur y2-Achse
{pE]H[2: 1:a, p2>0}
fiir ein a € R,
(ii) die (abgeschlossenen) oberen Halbkreise mit Mittelpunkt auf der y!-Achse
{p eH*: (p'— a)2 + (p2)2 =72 p?> 0}

fir ein a € R und » > 0.
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yl

Bild 3.2: Veranschaulichung von Geodéten in der hyperbolischen Halbebene.

Sei nun eine Rotationsfliche f,: R — R3 gegeben. Wir wollen die dazugehérige Profilkurve
v: T — H? als Immersion in die hyperbolische Halbebene auffassen und fiir diese das entsprechende
Willmore-Funktional berechnen, welches wir als hyperbolisches Willmore-Funktional bezeichnen
werden. Dieses vergleichen wir dann mit dem Willmore-Funktional der Rotationsflache f,. Zunéchst
geben wir die erste und zweite Fundamentalform sowie die mittlere bzw. geodatische Kriimmung

der Profilkurve v in der hyperbolischen Halbebene an.

3.3.2 Erste und zweite Fundamentalform, mittlere und geoditische Kriimmung
Fiir die Profilkurve «: Z — H? als eine Immersion in die hyperbolische Halbebene berechnet sich

die erste Fundamentalform beziiglich des globalen Vektorfeldes 9, zu

12
gh,’y(amaaz) = V*Qh(awaax) = ‘72‘ 3
(%)

wobei v¥ = y¥ o ~ fiir die globale Karte y = idg2 von H?. Beziiglich des inneren Einheitsnorma-

lenvektorfeldes

2 2 22
: V() [ ()
Ny = NF_Fy mit  (NF (), = = .
' ; " L TET e
lasst sich die zweite Fundamentalform &hnlich wie in der Rechnung im Beweis von Lemma [1.1.6

zu

2 2 1-:2 c1 2 <1

§ k- o e e e el 01

bhy (e, 0x) = > gn eV N+ ghse VY Th o Ny = T~
k=1 kf,sr=1 717l (%)

berechnen. Fiir die mittlere Kriimmung, welche nach Satz[[.2.4] im eindimensionalen Fall mit der
geodétischen Kriimmung iibereinstimmt, erhalten wir dann analog zur Rechnung aus Abschnitt
0.1.0l

SatslZ pp  _ Fly242 — 414252 4t
thy - h - —

" 71 ol
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Ein Vergleich mit den Hauptkriimmungen der von  induzierten Rotationsfliche aus Abschnitt
zeigt den Zusammenhang

(3.2) Khy = 72 (,%%1 - /-4%2) = A2 (/{7 — /{%2) .

Fiir den graphischen Fall vereinfachen sich die Gleichungen zu

1 +u/2 1 +ul2 +uu//
gh,u(aaraax) = 5 > bh,u(aafaax) = = 3
u u2 \/H—T
und
1 un'
Rhu = Hh u -

Y Viee? 4w

3.3.3 Hyperbolisches Willmore-Funktional und hyperbolische Willmore-Gleichung
Mit einem &hnlichen Vorgehen wie in Kapitel [3.2] lassen sich nun das entsprechende Willmore-
Funktional von v als Immersion in die hyperbolische Halbebene und die dazugehorige Willmore-
Gleichung berechnen. Zur semantischen Trennung bezeichnen wir das so erhaltene Willmore-
Funktional als hyperbolisches Willmore-Funktional der Rotationsflache f, bzw. der Profil-
kurve . Dieses ist mit Abschnitt gegeben durch (fiir Z = [a, b])

Wh(f)/) = /‘I‘Hhﬁﬁ d:u’gh,«, = Aﬁz,y dILLgh,"/

-/ (5@ P@) P — 4 @@ P 1@ @l
i [5(z)[? 19(2)]

. 2 b :21b
/b Al () / 5 P}
= [ T g4+ [ k2dS,+2|
o V(@) ()] o 7 91,

.91b
2w +alh] = 2.

Die Willmore-Gleichung fiir das hyperbolische Willmore-Funktional ergibt sich wieder analog
zu Satz Sei v: T — H? eine Willmore-Immersion beziiglich des hyperbolischen Willmore-
Funktionals und beziiglich der Variationen I' von ~, welche die Dirichlet-Randbedingungen
aus Gleichung erfiillen. Man priift auch hier wieder nach, dass die Randbedingungen aus
Gleichung erfiillt sind. Modifiziert man den Beweis von Satz und beriticksichtigt die
Tatsache, dass skalare Kriimmungen in einer Dimension verschwinden und die skalare Kriimmung
Sy, der hyperbolischen Halbebene nach Abschnitt gleich —2 ist, so erhélt man als Willmore-
Gleichung dann

1
Ng, Hny+ 5 Hy ,—Hy, =0 aufZ.

Diese wird auch als hyperbolische Willmore-Gleichung bezeichnet und die Losungen dieser
werden auch hyperbolische Elastika genannt. Mit expliziter Berechnung des Laplace-Beltrami-
Operators (siehe auch Kapitel [A.5)) analog zum Beweis von Satz lasst sich die Gleichung
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ausschreiben zu

2 2
v (z) d (=) ., 1 3 )
- — | = Hy (z) | + - Hpy(x)” — Hpy(2) = 0 fir x € (a,b).

Beispiele solcher hyperbolischen Elastika sind Kurven v: Z — H?, welche Segmente von oberen
Halbkreisen mit Mittelpunkten auf der y'-Achse parametrisieren, d. h.

JaeR,r>0: (’yl(a:)—a)Q—i—’yz(x)Q = 72 fir alle x € 7.

Nach Abschnitt ist eine Umparametrisierung proportional zur Bogenldnge von - eine
Geodaéte, sodass insbesondere die geodétische Kriimmung per Definition identisch verschwindet.
Nach Satz[1.2.4]ist dies gleichbedeutend mit dem Verschwinden der mittleren Kriimmung, sodass

die hyperbolische Willmore-Gleichung erfiillt ist. |

In der Theorie axialsymmetrischer Willmore-Fléchen liefsen sich viele Resultate durch die Ana-
logie zum hyperbolischen Willmore-Funktional gewinnen. So spielte die Kenntnis der Geodéten
der hyperbolischen Halbebene eine wichtige Rolle in der Existenztheorie axialsymmetrischer
Minimierer des Willmore-Funktionals (siehe z. B. [Dall’Acqua, Deckelnick und Grunau, 2008|).
Daneben lédsst sich die Tatsache ausnutzen, dass die hyperbolische Helfrich-Gleichung in Bogen-
laingenparametrisierung nur von der geodatischen bzw. mittleren Kriimmung abhéngt und sich
dadurch explizit 16sen lasst. Mit dieser Beobachtung liefsen sich die hyperbolischen Elastika in
[Langer und Singer, 1984 (1)| vollstdndig charakterisieren, was in [Eichmann, 2016|, [Eichmann
und Koeller, 2017] und [Eichmann und Grunau, 2017| ausgenutzt wurde, um viele Resultate zu
axialsymmetrischen Willmore-Flachen zu gewinnen. Fiir unsere Zwecke werden wir weiter unten
in Kapitel vom hyperbolischen Willmore-Funktional profitieren.

3.4. Das Helfrich-Funktional fiir Rotationsflachen

Nachdem wir nun ausfithrlich das Willmore-Funktional von Rotationsflichen und die Analogie
zum hyperbolischen Willmore-Funktional besprochen haben, konnen wir uns dem Flachen- und
Helfrich-Funktional fiir Rotationsflichen zuwenden. Analog zum Vorgehen in den Kapiteln
und werden wir hier zunéchst das Flachenfunktional und die Minimalflachengleichung fiir
Rotationsflichen berechnen, um dies danach auch fiir das Helfrich-Funktional durchfiihren zu
konnen. Wir bauen hier auch wieder auf den Notationen aus Kapitel auf und nutzen die
Vorkenntnisse aus Kapitel

3.4.1 Flachenfunktional und Minimalflichengleichung fiir Rotationsflichen
Das Flichenfunktional einer Rotationsfliche f,: R — R? berechnet sich mithilfe von Abschnitt

eingesetzt in Definition zZu

Aty = [ g, = [ K / G dr g
b

(3.3) .
= 271/ Y (z) |F(x)| dz = 277/ ds,.
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Zur Bestimmung des Dirichlet-Problems fiir axialsymmetrische Minimalflichen gehen wir analog
vor wie in Kapitel und adaptieren die dort verwendete Notation. Fiir die erste Variation
des Flachenfunktionals wollen wir uns auf Variationen Fr einschrinken, welche lediglich die
Dirichlet-Randbedingungen

fiir v = I'(¢, -) fiir alle ¢ und fiir ay, @y > 0 erhalten. Das entsprechende Variationsvektorfeld
V von Fr erfiillt dann wieder V;—y = 0 (siehe Beweis von Satz [3.2.3)). Ein Vergleich mit dem
Beweis von Folgerung zeigt dann, dass eine axialsymmetrische Minimalfliche beziiglich der

erlaubten Variationen die Minimalflichengleichung

=0 fir x € (a,b)

erfiillt.
Im graphischen Fall hat das Flachenfunktional die Form

b b
A(fu) = 27r/ w(z)\/1+ v/ (x)? dz = 277/ dsS,

und die Minimalflichengleichung die Gestalt

1 u”(x)

H, =0 & — = =
u(@) V1+d(@)? (14 (2)?)"?

0 fir z € (a,b).

Analog zu Abschnitt gilt die Minimalflichengleichung weiterhin, sollte f,, eine Minimalfliche
beziiglich graphischer Variationen der Form u + t¢, ¢ € C5°(Z), welche insbesondere auch die

hier vorgegebenen Dirichlet-Randwerte beriicksichtigen, sein. |

Mit der Kombination der Ergebnisse von Willmore- und Flédchenfunktional von Rotationsflichen

konnen wir nun die analogen Resultate fiir das Helfrich-Funktional zusammentragen.

3.4.2 Helfrich-Funktional von Rotationsflachen
Kombiniert man Satz [3.2.1] zum Willmore-Funktional und Abschnitt B.4.1] zum Flichenfunktional

von Rotationsflichen, so ergibt sich das Helfrich-Funktional #. von Rotationsflachen fiir ein ¢ > 0
aus der Definition 2.3.5] zu

He(fy) =W(fy) +e Alfy)
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3.4.3 Dirichlet-Problem fiir axialsymmetrische Helfrich-Flichen

Wir betrachten eine Helfrich-Immersion f,: R — R? beziiglich der Variationen F, welche die
Dirichlet-Randbedingungen aus Gleichung erfiillen. Mit Satz und der Diskussion aus
Abschnitt ergibt sich als Helfrich-Gleichung (vgl. auch mit Folgerung

Ag Hy+2H,(H? - K,)—2H, =0 aufR.

Als explizite Darstellung erhilt man wiederum

1 ﬁ 72(x) "o
@) @) o0 (wmr ! )>

fir x € (a,b). [

3.4.4 Helfrich-Funktional und -Gleichung fiir den graphischen Fall
Das Helfrich-Funktional aus Abschnitt ausgewertet fiir den graphischen Fall f, = f, ergibt

(vgl. mit den Abschnitten und [3.4.1])

_r ’ 1 _ u" () i Y b
Helfu) = 2 /a (u(x) L+d/(x)? (1+ u’(a:)2)3/2) u(a) m dot 27”5/@ A5

™

== b ! cu(x o (z)? T
_2/Cl<u(x) 1+u’(x)2+4 () i+ “)d

b
—i-ﬂ/ Ky’ dS, — 7
2 a

ul

V1+u?

a

Die Helfrich-Gleichung aus Abschnitt wiederum vereinfacht sich dann zu

1 d u(z) H' (2)
w(z) /1 +u/(2)2 de\ \/1+u/(2)2 "
2
1 u”(x) 1 B
+ iHu(x) <( + @) ) —2eHy(z) = 0

1+uw/(2)2)?  u(z) 1+

fir z € (a,b). Analog zu Abschnitt gilt diese weiterhin, sollte f,, eine Helfrich-Flache
beziiglich graphischer Variationen der Form u + t, ¢ € C3°(Z), sein, welche die Dirichlet-
Randwerte beriicksichtigen. |

3.5. Beispiele von Rotationsflachen

Zur Veranschaulichung der bisherigen Rechnungen werden wir uns diese nun noch an einigen

Beispielen klarmachen. Die Notation schliefst sich an die Beschreibungen der vorherigen Kapitel

3.1 bis B.4] an.
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3.5.1 Beispiel (Zylinder)

Als ein einfaches Beispiel einer graphischen Rotationsfliche betrachten wir einen Zylinder
fu.: R — R3, dessen Profilkurve fiir ein o > 0 durch u,(z) := a, z € T = [a,b], gegeben ist
(siehe Bild 3.3)). Das Flichenelement des Zylinders ist gegeben durch dS,, (z) = a dz und die

y3

Bild 3.3: Darstellung eines Zylinders mit Profilkurve u,,.

Hauptkrimmungen durch

1
Bug = Kug,1 = 0, Fug,2 = — .
o
Damit ergeben sich H,, K6 = i als mittlere und K,, = 0 als Gauk-Kriimmung und somit

letztendlich fiir das Willmore-, Flachen- und Helfrich-Funktional

b _
W) =5 [Sdo = b-a) Whlua) = ZW(h) = =2,

«

b
A(fu,) = 27T/ a dx = 2ra(b—a),

He(fu,) = W(fu,) +eA(fu,) = %(b—a) + 2mea(b —a) = 2me(b—a) (a+ L)

dec

3.5.2 Beispiel (Katenoid)
Katenoide f,, : R — R? sind weitere Beispiele graphischer Rotationsflichen. Die Profilkurve
eines Katenoids ist fiir ein ¢ > 0 gegeben durch (vgl. Bild

ue(z) = ¢ cosh (%) .
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Bild 3.4: Darstellung eines Katenoids mit Profilkurve u..

Fiir dieses ergibt sich

(1+u,(2)2)* ¢ cosh (E)2 ¢+ c cosh (22)’

1 2
Fue,2(%) = =

ue(z) V1 +ul(x)2  c+ccosh(2) = ~Hue,1(2).

Damit ist H,, = 0 und Willmore-, Flachen- und Helfrich-Funktional berechnen sich zu
W(f 'ch) = 07

12
Ue

2

b
A(fu) = 27 / 1S (r) = me(b —a) + "o~

Waue) = = W(fu,) +4

i _ 4[%] o (%) v (1)),

C

sinh (2—b> — sinh (2_(1)] ,
c c

He(fu.) = W(fu.) + € A(fu.) = € A(fu.) -

3.5.3 Beispiel (Sphire)
Als letztes Beispiel betrachten wir das einer Sphére f, : R — R? ohne Sphirenkappen. Fiir ein

r > max{a, b} sei die Profilkurve der Sphire gegeben durch u,(z) := vVr?2 — a2,z € T = [a, b
(vgl. Bild [3.5)). Mit
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Bild 3.5: Darstellung einer Sphére mit Profilkurve w,..

rechnet man dann

Ky, () = K x——ﬁ___ r? 2 73/2_1
ur (T) = ur,l( ) = (1+u;($)2)3/2 N ( ur(l')3) (Ur(iv)Q) o
Fu,,2(T) = 1 .
2 up () V1 4l (z)? o

Somit ergibt sich also H,, = % und Willmore-, Flachen- und Helfrich-Funktional berechnen sich

T

zu

b 2
W) = 5 [ (a(e) + ki 2(0)” 48 0) = 27 (0= a),

12
Uy

b
Alfu) = 2n / A4S, (z) = 271 (b—a),

Walur) = 2 W(f,,) +4

a

M) = Witia) 42 Au) = 210 a) (T +er).
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3.6. Abschatzung der Flache und Willmore-Energie durch
Helfrich-Energie

Wir wollen nun noch eine Méglichkeit angeben, die Flache und die Willmore-Energie einer
Rotationsfliche mit der bekannten Helfrich-Energie abzuschétzen. Dies werden wir aus einer
Abschitzung der L'-Norm der zweiten Fundamentalform von Rotationsflichen nach oben und

unten erméglichen.

3.6.1 Satz
Fiir eine Rotationsfliche fy: R — R3 gilt die Abschiitzung

.94b
(3.4) 7 I (b) — 7 (@) < (w<fv>+w[|1.|] )Am).

Der Gleichheitsfall ist genau dann erfillt, wenn f. einen Zylinder oder einen zweidimensionalen

Annulus beschreibt.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Abschitzung der L'-Norm der zweiten Fundamentalform B,

nach oben und unten. Wir fithren den Beweis in drei Schritten.

Schritt 1: [|B,| 11z g4,) nach oben abschétzen.

Fiir die Abschétzung von || B,[|p1(r,g,) nach oben nutzen wir den Zusammenhang zwischen
dem Betragsquadrat der zweiten Fundamentalform und der mittleren und Gaufs-Kriimmung aus

Abschnitt [L1.9 und rechnen

1By (g = /R 1By Lo+ ditg,

= 2”/ ‘Bvlgﬂg* dSv
T

. 1/2
o (zw /I 1B, 2 (2) 22() () dx) <2w /Z 2 (2) ()| dx)

1/2
LI s z)? — z)) 72 (z) |3z x s 2(2) |3(z x
= (2 [ @ =2 (@) 9% i >\d) (2 JRECLL >rd)

1/2

1/2

1/2
(4W(f,y) —47T/IK7 ds,y> A(f)7?

.2b

= (4 W(f,) + 4 [7}

1/2
1/2

a

Schritt 2: || By 1(r,g,) nach unten abschiitzen.
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Fiir die andere Richtung rechnen wir
1B luxcra = 27 [ 1Brlag a5,

27r/1\m3’1+n372 ds,

2 277/ |y 2| dSy
I

_ o 5 ()] 2 7 da
~ 2 [ S e 4

—2m ]y () - 7'(a)] -

Der Vergleich mit dem |ersten Schritt|liefert die gesuchte Abschitzung aus Gleichung (3.4]).

Schritt 3: Betrachtung des Gleichheitsfalls.

Entscheidende Ungleichungen tauchen an drei Stellen im Beweis auf. In taucht die
Holder-Ungleichung auf (siehe Satz [B.3.1]), welche mit Gleichheit erfiillt ist, sofern es ein ¢; > 0
gibt, sodass

|Byl5 4 ()7 (@) [4(@)] = 77 (@) [3(@)] & [Byljg-(2) = ¢ & K1 +kS, =
ist iiberall mit Gleichheit erfiillt, sofern k., 1 = 0 ist und fiir alle z € Z 4*(z) > 0 oder
41(z) < 0 gilt. Aus den ersten beiden Punkten erhalten wir £, 2 = ¢;. Angenommen es gibt ein

x € T, sodass 4! (z) = 0 ist, dann impliziert dies ¢; = 0 und wegen

,}/l

0=k 2 = —5
T

folgt damit 4* = 0. In diesem Fall beschreibt v einen zweidimensionalen Annulus. Die Gleicheit

der Abschétzung (3.4)) ist fiir Annuli aufgrund einer trivialen linken und rechten Seite automatisch

erfiillt. In dem anderen Fall ist 4! > 0 oder 4! < 0 auf dem ganzen Intervall Z. Wir kénnen eine

Umparametrisierung ¢: Z — Z von 7 zu seinem Graphen iiber Z finden, sodass

(@) = (yo)(x) = y(¥(2)) = ( ’ ) ;o u@) = (Y() -

Da die Abschétzung im Satz unabhéngig von der Parametrisierung der Profilkurve ist, kénnen wir
also von vornherein o. B.d. A annehmen, dass v = 7. Weiter impliziert die Bedingung ~, 1 =0
noch, dass 5142 = 4142, Mit v!(x) = 2 und v%(z) = u(x) vereinfacht sich diese Bedingung dann
zu v” = 0. Dann ist

1
u(r) = cor+ec3, c2,c3 € R = 1 = Kyo(x) = = ¢ =0.

(com + c3) /14 c3
Somit ist dann w = ¢3 und die Profilkurve v beschreibt einen Zylinder. Umgekehrt sieht man mit
Beispiel auch, dass Zylinder die Abschétzung (3.4) mit Gleichheit erfiillen. O
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Satz [3.6.1] zeigt insbesondere auch, dass es keine axialsymmetrischen Minimalflichen mit

4(a) = 4(b) = 0 geben kann. Denn fiir solche gilt

2

2 ‘,yl(b) _ 71((1)‘ < W(fy) A(f5) -

Andererseits erfiillen diese auch H, = 0 und somit W(f,) = 0, sodass die Abschétzung nicht

mehr erfiillt sein kann.

3.6.2 Die Funktion v, 4,
Fiir A > 0 und 9, € R betrachten wir die Funktion (vgl. Bild

)\2
I/A,ﬂ,&:{$ERZl‘>6}—>R, Vyos(T) ::m_ﬁ+x—5'
Die Funktion besitzt ein Minimum bei
c
Uno5(0) =204+ 0 — 0 -
0 - x

To=A+0

Bild 3.6: Schematische Darstellung der Funktion v, 5 ; zusammen mit dem eingezeichneten
Minimum z( sowie den Punkten x4 zum Wert ¢, sodass v, y5(z+) = c.

o= A+0 mit vy gs(x0) = 2A+ 06— 9.

Auf (=0, zo] ist vy 45 somit streng monoton fallend. Auf [z, c0) dagegen ist die Funktion streng
monoton wachsend. Somit besitzt die Gleichung v, 4 5(z) = ¢ fiir einen Wert ¢ > 2\ + ¢ — ¢ genau

zwei Losungen, welche durch

r4+ =

1
2[c+19+5j:\/(c+295)24)\2
gegeben sind. Insbesondere liegen dann die Punkte, welche v, 4 5(x) < ¢ erfiillen, im Intervall

[_,x4] und somit vor allem auch z_ < z¢ < z4. [

Die Abschatzung aus Satz kombiniert mit der Funktion v, 4 s aus Abschnitt |3.6.2] lasst
sich dazu verwenden, Schranken fiir die Willmore-Energie und die Flache von Rotationsflichen

mit einer oberen Schranke der Helfrich-Energie anzugeben.
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3.6.3 Folgerung (Willmore-Abschitzung fiir Helfrich-Funktional)
Fiir eine Rotationsfliche fy: R — R3 mit Helfrich-Energie H:(fy) < c ist die Willmore-Energie
nach oben beschrinkt durch W(fy) < M4 und nach unten beschrinkt durch W(f,) > M_ mit

My :% c—wmﬂzi <c+w[|'mz>2—4w2ahl(b)—vl(a)\2

Beweis: Mit der Abschétzung aus Satz |3.6.1] umgestellt nach A(f,) und eingesetzt in die
Definition des Helfrich-Funktionals, ergibt sich

2
e |y (b) — 7' (a)]
)+ b
W(F) +| 5]
a
Die rechte Seite besitzt die Form der Funktion v, 4 5 aus Abschnitt mit W(f,) als Argument
und den Werten

> Holfy) = W)+ AL = WU,

:27b
. 9 =0, 5:—7{7]

A =mve [¥H(b) =~ (a) El

Die Behauptung erhélt man, wenn man
vosW(f) < ¢ = WI(f) €z, z4]

mit den x4 wie in Abschnitt [3.6.2] ausformuliert. O

3.6.4 Folgerung (Fliachenabschitzung fiir Helfrich-Funktional)
Fiir eine Rotationsfliche f: R — R3 mit Helfrich-Energie H:(fy) < c ist die Fliche nach oben
beschrinkt durch A(fy) < N4 und nach unten beschrinkt durch A(fy) > N_ mit

I 27" 5277\ :
Ny = % C+7r["y] + c+7r[,} — 4n2e |41 (b) — ' (a)|

a

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Folgerung [3.6.3] Mit der Abschitzung aus
Satz [3.6.1] erhalten wir

72]’) 72 [y (0) — 7 (a) |
)

Bed
c > HA(fy) = W(fy) +eA(fy) > cA(f —7['[, + ,
( 7) ( 7) ( ’Y) ( ’Y) h/| . A(f’y
wobei die rechte Seite von der Form e v, 4 5(A(fy)) ist mit den Werten
1) _ ~1 :27b
A= 7O @] 29:77[7_}’ 50
Ve e L1il]a

Die Behauptung folgt dann wieder aus

Vx5 (A(fw)) <
mit den zL aus Abschnitt O

= A(fy) € [z, z4]

™o
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3.7. Axialsymmetrische Minimierer des Flachenfunktionals

Im letzten Unterkapitel von Kapitel [3]| wollen wir uns mit Minimalflichen in der Klasse der
Rotationsflaichen auseinandersetzen. Willmore-Fléchen lassen sich in der Hinsicht als Verallgemei-
nerungen von Minimalflachen auffassen, als dass jede Minimalfliche wegen H = 0 gleichzeitig eine
Willmore-Flache mit W = 0 ist. Helfrich-Fléchen lassen sich dann so gesehen als Interpolation
von Willmore- und Minimalflichen verstehen. Zum Verstédndnis axialsymmetrischer Minimierer
des Helfrich-Funktionals, mit denen wir uns in Teil [[T] der Arbeit beschéftigen wollen, ist es aus

diesem Grund wichtig, die axialsymmetrischen Minimierer des Flachenfunktionals zu kennen.

Wir wollen hier eine eher informelle Klassifizierung axialsymmetrischer Minimierer des Fla-
chenfunktionals zu symmetrischen Randdaten geben. Das heifst, wir geben ein a > 0 vor und
suchen Profilkurven ~: [—1,1] — R?, mit v(£1) = (£!). Aus spéter ersichtlichen Griinden wollen

wir die Profilkurven im verallgemeinerten Sinne als Elemente der Klasse
Co = {7 € C™([-1,1],R?) : 42 >0, y(%1) = (ﬂ;l) 4(t) # 0, falls 4(t) existiert}

auffassen. Das Flachenfunktional A(y) verstehen wir durch Gleichung (83.3)) fortgesetzt auf C,.

Demzufolge suchen wir nach Kurven v € C,, sodass

A(y) = inf A(n).

n€Cq

Es stellt sich heraus, dass wir zwei Félle von axialsymmetrischen Minimierern des Fléichen-
funktionals unterscheiden miissen. Fiir einen Beweis sei auf |Giaquinta und Hildebrandt, 1996,
Chapter 8, Section 4.3, Theorem 1] oder |Oprea, 2000, Theorem 3.2.5] verwiesen.

3.7.1 Katenoide als Minimalflichen
Im ersten Fall ist die Profilkurve als Graph gegeben. Es lasst sich dann zeigen (siche auch

|Dacorogna, 2009, Proposition 5.11], dass die Minimalflachengleichung

1 U//

uVI+u? (14 u2)

aus Abschnitt nur von Katenoiden der Form

o
Il

d
ucq(x) = c cosh <m—l—>

fiir ein ¢ > 0 und ein d € R erfiillt wird. Die symmetrischen Randbedingungen in der Definition
von C, implizieren hier dann d = 0, sodass die gesuchten axialsymmetrischen Minimalflichen in
diesem Fall stets von der Form (vgl. auch mit Beispiel [3.5.2)

ue(z) = ¢ cosh (“Z)
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Bild 3.7: Zusammenhang zwischen dem Randwert o und dem Katenoid-Parameter c.

fiir ein ¢ > 0 sind. Zum Randwert o > 0 muss ¢ > 0 so gewéhlt sein, dass a = ¢ cosh (%) erfiillt
ist. In Bild B.7] ist der Zusammenhang zwischen o und ¢ dargestellt. Zu erkennen ist, dass es
einen Bereich von Randwerten gibt, fiir den kein Katenoid existiert. Der geringste Randwert,
an dem ein Katenoid existiert, ist durch ag ~ 1.50888 mit Parameter ¢y = 0.83356 gegeben. Zu
diesem Randwert existiert genau ein Katenoid, wohingegen es fiir a > o genau zwei Aste von

Parametern ¢j (), c2(a) und damit genau zwei Katenoide gibt. Bild zeigt ein Beispiel fur

f I . > Qg
4 \/I
1.5 Qo

a=ag, ¢c=cp, A=17.16
a=1.9, ¢ =1.571, A=22.63
a=19, c; = 0.495, A= 25.01

0.5 +

|

1

|

1

1

1

|

1

|

|

1 1
T ¥ ¥ ¥ T ¥ ¥ ¥ T

0

0.5 1

L 4

Bild 3.8: Darstellung dreier Katenoide zu den Randwerten o = ag und o = 1.9. Die Werte der
Katenoid-Parameter ¢ der drei Katenoide wurden numerisch ermittelt.

diese Situationen. Nach Beispiel ist die Flache eines Katenoids durch

A(ue) = 2mc + nc? sinh (2>

Cc

gegeben, sodass der Zweig ci(a) stets kleinere Flachenwerte besitzt. Katenoide vom Zweig
c1(a) wollen wir deshalb auch als lichenminimierende Katenoide bezeichnen. Am kleinsten
Randwert aq besitzt das Katenoid die Fliche Ag := A(uc, (o)) = Altcy(ag)) =~ 17.16. [ ]
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3.7.2 Goldschmidt-Kurven als Minimalflichen

Der zweite Fall axialsymmetrischer Minimierer des Flachenfunktionals betrifft Randwerte, welche
unterhalb von qq liegen. Fiir einen solchen Randwert a < «q lésst sich die Profilkurve des
entsprechenden Minimierers des Flachenfunktionals nicht mehr als Graph darstellen. Vielmehr
wird diese durch eine beliebige Parametrisierung des Polygonzugs (siehe Bild (links))

Bild 3.9: Veranschaulichung einer Goldschmidt-Kurve v,. (Links) Als Profilkurve v, in R2.
(Rechts) Geometrische Veranschaulichung als Rotationsfliche bestehend aus zwei flachen Kreisen.

respondiert die zur Goldschmidt-Kurve entsprechende Rotationsfliche zu den beiden flachen
Kreisscheiben, welche von den Randkreisen mit Radius « eingespannt werden (siche Bild
(rechts)). Man rechnet auch nach, dass die Flache der Goldschmidt-Kurve zum Randwert o durch

A(va) = 27a? gegeben ist, im Einklang mit der geometrischen Veranschaulichung. |

Das heifst also, Minimierer des Fléachenfunktionals kénnen nur in jeweils einen der beiden beschrie-
benen Falle des flichenminimierenden Katenoids aus Abschnitt [3.7.0] und der Goldschmidt-Kurve
aus Abschnitt fallen. Bild vergleicht die Flichenwerte beider Fille in Abhéngigkeit des
Randdatums «. Fiir grofe Werte von « wird stets das flaichenminimierende Katenoid der Minimie-
rer des Flachenfunktionals sein. Wahlt man « kleiner, so erreicht man irgendwann den Randwert
ay, ~ 1.895, an dem die Fliachen des flichenminimierenden Katenoids und der Goldschmidt-
Kurve iibereinstimmen. Der dazugehérige Flachenwert ist A, 1= A(uc, (a,,)) = A(Va,,) = 22.564.
Fiir a < ay, werden Goldschmidt-Kurven zu eindeutigen Minimierern des Flachenfunktionals.
Katenoide werden dann zunéchst nur zu relativen Minimierern, bis sie fiir a < ag nicht mehr
existieren (vgl. auch mit |Giaquinta und Hildebrandt, 1996, Chapter 8, Section 4.3, Theorem 2]).
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Bild 3.10: Darstellung der Flachenwerte der Goldschmidt-Kurven und der flichenminimierenden
Katenoide fiir verschiedene Randwerte a. Fiir o < «, sind Goldschmidt-Kurven die eindeutigen
Minimierer des Flachenfunktionals, fiir a@ > a,, sind es dagegen die flichenminimierenden
Katenoide und bei o = o, beide Fille. Die Flachenwerte fiir die flachenminimierenden
Katenoide wurden tiber die entsprechend numerisch bestimmten Katenoid-Parameter ermittelt.

Das Verhalten der Minimierer des Flichenfunktionals, insbesondere der Ubergang zwischen
qualitativ verschiedenen Minimierern, ldsst sich auch beim Helfrich-Funktional wiederfinden. Ein
dhnliches Verhalten wird spéater in Kapitel [6.3] beschrieben.






Teil Il.

Existenz und Eigenschaften
axialsymmetrischer Minimierer des
Helfrich-Funktionals






4. Existenzkriterium und Regularitat von
Helfrich-Minimierern

Die in Teil[l] speziell in Kapitel [3 gelegten geometrischen Grundlagen zur Beschreibung axial-
symmetrischer Helfrich-Flachen wollen wir hier nun der Analysis zugénglich machen. Ziel wird es
sein, ein Dirichlet-Problem fiir die Helfrich-Gleichung aufzustellen und Lésungen dessen zu finden.
Besonders interessant werden Minimierer des Helfrich-Funktionals als Beispiele von Losungen
der Helfrich-Gleichung sein. Als Strategie zum Finden von Minimierern wollen wir die direkte
Methode der Variationsrechnung verwenden. Um diese anwenden zu konnen, miissen wir das

Helfrich-Funktional auf geeignete Funktionenklassen fiir die Profilkurven fortsetzen.

In Kapitel .1 werden wir das fiir diese Arbeit relevante Dirichlet-Problem der Helfrich-Gleichung
formulieren und das Helfrich-Funktional auf geeignete Teilmengen von H?(—1,1) fortsetzen. Diese
Fortsetzung besitzt gewisse Stetigkeits- und Differenzierbarkeits-Eigenschaften, welche in Kapitel
besprochen werden. Mit den Differenzierbarkeits-Eigenschaften sind Minimierer schwache
Lisungen der Helfrich-Gleichung. Das Regularitétsresultat aus Kapitel zeigt, dass diese sogar
glatt sind und damit klassische Losungen der Helfrich-Gleichung. Letztendlich werden wir dann in
Kapitel [4.4] eine hinreichende Bedingung fiir die Anwendung der direkten Methode angeben, welche
die Existenz von Helfrich-Minimierern impliziert. Fiir die funktionalanalytischen Grundlagen und

Resultate sei auf Anhang [B] hingewiesen.

4.1. Problemstellung

Wir formulieren hier zunéchst die Problemstellung, mit der wir uns in Teil [[]] dieser Arbeit
auseinandersetzen werden. Dazu adaptieren wir die Notation aus Kapitel [3, Weiter werden wir das
Helfrich-Funktional und die anderen geometrischen Grofsen auf den fiir die Variationsrechnung
geeigneten Funktionenraum H? fortsetzen und unser Vorgehen beschreiben, wie wir Minimierer

des Helfrich-Funktionals und damit Lésungen der Helfrich-Gleichung finden wollen.

Als Problem betrachten wir fiir ein € > 0 das Dirichlet-Problem der Helfrich-Gleichung

Ay, H,+2H, (H2 — K,) —2eH, = 0 auf (—1,1),
(HGy.a)
w(£l) =a, u/(+1) =0

fiir graphische Rotationsflichen mit Profilkurven u € C*([—1,1]), wobei @ > 0 (vgl. mit Satz
und Abschnitt [3.2.4). Mit der Symmetrie der Randbedingungen wollen wir die Suche nach
Loésungen von weiter noch auf gerade Funktionen einschrénken, d. h. auf Profilkurven u
mit u(z) = u(—x).

Im Speziellen suchen wir mit der direkten Methode der Variationsrechnung nach Minimierern

des Helfrich-Funktionals H.(f,) in der vorgegebenen Klasse als Losungen der Helfrich-Gleichung

65
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. Fiir den Erfolg dieser Methode bedarf es der lokalen schwachen Folgenkompaktheit refle-
ziver Banachrdume (siehe auch Kapitel im Anhang). Das heift, C*-Glattheit der Profilkurve
fiir die Helfrich-Gleichung bzw. C?-Glattheit fiir den Definitionsbereich des Helfrich-Funktionals
wird der falsche Kontext fiir die Anwendung der direkten Methode sein. Stattdessen bietet es sich
an, im Kontext von Sobolev-Riiumen wie beispielsweise H? (siehe auch Kapitel im Anhang)

zu arbeiten.

Fiir unsere Zwecke wollen wir das Helfrich-Funktional auf die Menge
Hy = {ue H*(-1,1): u > 0}

fortsetzen. Minimieren werden wir das so fortgesetzte Helfrich-Funktional dann in Klassen
vorgegebener Dirichlet-Randwerte. Weiterhin schranken wir uns noch auf gerade Funktionen ein

und definieren dazu
Hy = {ue H?(—1,1) : wist gerade, u > 0, u(£l) = o, u'(£1) = 0},

wobei wir die punktweisen Eigenschaften der H?2-Funktionen aus H, durch die stetige Einbettung
H?(—1,1) < C'([~1,1]) verstehen (vgl. Satz .

Da die in Kapitel [3] betrachteten Funktionale alleine durch die Angabe einer Profilkurve
bestimmt werden, wollen wir uns hier von der rein geometrischen Beschreibung 16sen, um diese fiir
LProfilkurven aus Hy fortzusetzen. Die Fortsetzung des Helfrich-Funktionals auf H, ermdoglicht
uns die Anwendung der direkten Methode zum Finden eines Minimierers. Anlehnend an Kapitel
und [3.4] definieren wir fiir u € H

_ T ! 1 — u’(x) 2ux o' (2)? dx
wo =5 [ (u(x) oL <1+u/<x)2)3/2> (@) y1+ulz)” d

_T[ 1 et T [ () dSu@) x|
_ 2/1u(m) ——— +2/1 o(2)? dS,(z) el
mit
- _ u”(z) z) = ulx o' (2)? dz
@)= (1+u/(x)2)3/2’ dSu(z) (@) y1+u(2)” d
1 1
= 21 u(x W'(2)? dz = 27 (T
A(u)._2/1() 1+ (2)? d 2/1dS()
und

He(u) := W(u) + ¢ A(u)

- 1 ! u(x o/ (x)* T
_2/1<u(x) 14 o/ (x)? A ()>d

r [
+ 2/_1 fu(2)? dSy(z) — 7

ul

V14 u?

-1

Die Wohldefiniertheit dieser Funktionale folgt aus:
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4.1.1 Hilfssatz (Wohldefiniertheit)
Fiir e > 0 sind die Funktionale W, A, Hs: Hy — Ry wohldefiniert, d. h., fir v € Hy gelten

W(u) < oo, A(u) < o0 und He(u) < o0.

Beweis: Mit der Einbettung H?(—1,1) < C!([—1, 1]) lisst sich u € H als stetig differenzierbar
auffassen. Als stetige Funktionen auf dem kompakten Intervall [—1,1] sind v und «' damit
automatisch nach oben und unten beschréinkt. Damit ist auch = — u(z) \/1 + /()2 nach oben
und unten beschréankt. A(u) ist somit wohldefiniert und fiir die Wohldefiniertheit von W bleibt

lediglich die Integrierbarkeit von r,(x)? zu untersuchen. Wir rechnen

1 1 " 2 1
[ it asuw) = [ D ap <0 [ e ar < s < Clulfe.
1 1 (1 +u/(2)2) 1

Somit ist dann W wohldefiniert und damit letztendlich auch H.. O

Die Definitionen der Funktionale lassen sich in dem Sinne als Fortsetzung der urspriinglichen
Definitionen aus Kapitel [3| auffassen, dass fiir u € C?([—1,1]) N Hy offensichtlich W(u) = W(f.),
A(u) = A(fy) und He(u) = Ho(fu) gelten.

Im Verlauf der Arbeit werden wir folgende Strategie verfolgen:

4.1.2 Anleitung zum L&sen von mittels Minimierung von #H. in H,

Fiir die Anwendung der direkten Methode in Kapitel [.4] verwenden wir die lokale schwache
Folgenkompaktheit von H?(—1,1) und die schwache Folgenunterhalbstetigkeit von H. beziiglich
der H2-Topologie, welche wir in Kapitel zeigen. Nach Wahl einer geeigneten Minimalfolge fiir

das Infimum

M = inf{?—[g(u): uEHa} >0

«

erhalten wir einen Minimierer u des Helfrich-Funktionals in der Klasse H,, sodass Hc(u) = MS.
Als Minimierer von H. in H, 16st u sogar die schwache Helfrich-Gleichung. Die Regularitéts-
theorie aus Kapitel zeigt dann, dass u glatt ist. Somit lasst sich u wieder als Profilkurve
einer Rotationsflache im Sinne von Kapitel [3] interpretieren. Da die Gateaux-Ableitung von H,
beziiglich glatter Funktionen mit der ersten Variation des Helfrich-Funktionals beziiglich der in
Abschnitt beschriebenen Variationen iibereinstimmt, ist die schwache Helfrich-Gleichung als
Verschwinden der ersten Variation zu deuten. Das heiftt also insbesondere, dass u demnach eine
klassische Losung der Helfrich-Gleichung ist.

Das wirkliche Problem der Variationsrechnung zur Bestimmung eines Helfrich-Minimierers
liegt dann letztendlich in der Méglichkeit, die H?2-Beschrinktheit einer Minimalfolge fiir M¢ zu
zeigen. In Kapitel formulieren wir deshalb zunéchst einmal ein hinreichendes Kriterium fiir die
Anwendbarkeit der direkten Methode. Kapitel [f] setzt sich dann mit Bereichen von Parametern «
und e auseinander, fiir die dieses Kriterium erfiillt ist.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Resultate der folgenden Unterkapitel, sofern nicht anders

vorausgesetzt wird, auch fiir € = 0 und somit fiir das Willmore-Funktional W = H gelten. W
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4.2. Stetigkeit und Differenzierbarkeit des Helfrich-Funktionals

Die in Kapitel [£.1] beschriebene Fortsetzung des Helfrich-Funktionals auf H besitzt die gewiinsch-
ten Stetigkeits- und Differenzierbarkeits-Eigenschaften. Zunéchst zeigen wir die fiir die direkte

Methode notwendige Folgenunterhalbstetigkeit von H. beziiglich der schwachen H?2-Topologie.

4.2.1 Satz (Schwache Folgenunterhalbstetigkeit von . in H)

Fiir alle e > 0 ist He: H, — R ein schwach folgenunterhalbstetiges Funktional beziiglich der H?-
Topologie, das heifst, fiir alle schwach konvergenten Folgen (uy)ren C Hy mit up, — u € H?(—1,1)
fiir ein w € Hy gilt

He(u) < liminf Ho(ug) .
k—o0

Beweis: Sei (up)rex C Hy mit up, — u € H*(—1,1) und u € Hy. Es reicht die Folgenunter-
halbstetigkeit dann fiir eine Teilfolge (ug,)een von (ug)ren zu verifizieren, um die Behauptung
zu beweisen. Wire dies nicht so, so gébe es eine Folge (ug)ren mit He(u) > liminfy o He(ug).
Die Auswahl einer passenden Teilfolge wiirde dann den Widerspruch liefern.

Wegen der Kompaktheit der Einbettungen H2(—1,1) <5 H!(—1,1) (siche Satz und
H2(—1,1) < CY(]=1,1]) (siche Satz erreichen wir nach Auswahl einer Teilfolge, dass

up — uin HY(-1,1) und up — u in CY([—~1,1]).

1

—H o durch eine Konstante
uug |1C'

Insbesondere kénnen wir annehmen, dass |ug|/co, ||u}||z2 und H
beschrénkt sind, welche unabhéangig von k£ € IN ist.

Fir

N 7r/1 u(x) u’ (x)? de - u
2 )1 (14 u/(2)2)? Vi+ta? | |
N~ S~—

® @

untersuchen wir die schwachen Folgenunterhalbstetigkeit der einzelnen vier Terme:

Term 1: Schwache Folgenstetigkeit des Flachenfunktionals.

Der erste Term entspricht bis auf einem konstanten Vorfaktor dem Flachenfunktional A. Wir

rechnen

|/_11u(x)\/1+u’(x)2 dx/_lluk(x)\/leu;{:(x)? dz
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1
</
-1
1
</
-1

S

u(@) 1+ (@) —up(e) 1+ up(e)’ | de

dx—l—/ ug(x
2 12 1

V14 H + ||Uk||c’0 ‘u — Uy dz

,/2+||u'|\2 <C

< C (=l o + 1 = il [ + ]2
—_———

(u(z) — up()) /14w (x)? ) — 1+ (@) | de

<Ol =5 0

Damit ist das Flachenfunktional schwach folgenstetig und somit insbesondere auch schwach

folgenunterhalbstetig.

Term 2: Schwache Folgenunterhalbstetigkeit des Willmore-Funktionals 1.
Analog zu zeigen wir hier auch sogar die schwache Folgenstetigkeit des Terms. Wir

rechnen

/ z)\[1+u'(x dx_/lwc \/1+uk(>

dx

1 / 1 9 2
<||— u(z)\/1+u'(x)” —up(z)\/1+u(x)” | do
eellos Jo1y i 4 w(@)? 1+ g (@)?
<c -~
<1

1+ (z )2 — ug(z) 1+u§€(m)2 dz

<c/

[Term Tl
el R

Mit der schwachen Folgenstetigkeit ist der Term dann ebenso schwach folgenunterhalbstetig.

Term 3: Schwache Folgenunterhalbstetigkeit des Willmore-Funktionals II.

Als Zwischenbehauptung zeigen wir zunéchst einmal, dass

2

1 (N2 1 "
(4.1) / M dz < hminf/ M da
(14 u/(2)2)7? koo )1 (14 (x)2)?
Dazu beobachten wir, dass fiir ein h € L*°(—1,1) mit A > 0 f. . gilt, dass

1
0< / h(z) (u'(z) — u%(az))Q dz

-1

1 1 1
:/ h(x) u"(:v)2 dx—2/ h(z)u"(z) uj () d:v+/ h(x) u'k’(ac)2 dz,

-1 -1
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also

1 1

h(x) u”(:c)2 dz < /_1 h(z) u%(az)z dz

2 / 1 h(z) v (z) ul(z) dz — /

-1 -1

fiir alle k € N. Die Abbildung v f_ll hu"v" dx definiert ein lineares und stetiges Funktional
auf H?(—1,1), denn

’/11 h(z)u" (z)v"(z) dx

< Al llu”llze W' ll2 < [IB]leellullgz vllae -
—_———
=C
Somit gilt wegen uy, — u in H?(—1,1)
1 1

lim h(z)u" (z) uj(z) dz = / h(z) u”(a:)2 dz

k—o0 -1 -1

und damit rechnen wir

1 1 1
/ h(z) u”(;l:)2 dz = lim 2/ h(x)u" (z) uj(x) d:c—/ h(z) u”(a:)2 dz

1 k—oo )1 ~1

1
< liminf/ h(z) u%(:c)2 dz.

k—o0 -1

Mit der Wahl 0 < h = W € L>*°(—1,1) folgt die Zwischenbehauptung aus Gleichung (4.1)).
Weiter zeigen wir
1 " 2 1 " 2
(4.2) liminf/ M de = liminf/ M dz.
e Jor (1w (a)) oo ot (1w ()2)

Dazu rechnen wir
G R L
5/2 1 a)2)%/2
S+ (@) (1 uy(2)?)
! 2
< [ i@

< g

u(z) k()

1+ (2)2)7 (1 +uf(x)2)”?

dx

u _ Uk
AL +u?)” (14 u?)??

I

LOO
= 112,

< llurl2, <C

5/2 5/2

u(l+u) "™ —ug (14 u”)
5
(14 u2)”* (14 up)”?

LOO

< C‘u(1+u§f)5/2 — U, (1—|—ul2)5/2

LO()

< Ol (1 +u)” o ()™ - (14 )")

1

<C ( (1)

<C

o M= gl + Ju H(Hug)m — (14 u?)7?
e N——
<C

)
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k — oo
cO) 0,

< C<Hu — ugl|cr + H(l +u§§2)5/2 — (1 +u/2)5/2

sodass Gleichung (4.2)) folgt.
Gleichungen (4.1)) und (4.2]) zusammengefasst ergeben

/ DV < i / | DU i / g,
(@) T R o (L)) e o (L (@)

also die schwache Folgenunterhalbstetigkeit des dritten Terms.

Term 4: Schwache Folgenunterhalbstetigkeit des Willmore-Funktionals III.

Der letzte Term ist ebenso wie die ersten beiden Terme schwach folgenstetig in H?(—1,1). Das
folgt unmittelbar aus uy — u in C*([—1,1]) und somit ug(£1) — u(41). O

Der Beweis der schwachen Folgenunterhalbstetigkeit von H,. in Satz [£.2.1] hat gezeigt, dass die

Terme und [4] sogar schwach folgenstetig sind. Fiir den lasst sich allerdings nur
die Stetigkeit in der H2-Normtopologie zeigen, welche H, zu einem stetigen Funktional in H_

macht.

4.2.2 Satz (Stetigkeit von H. in H})
Fiir alle € > 0 ist He stetig in der H?-Topologie, d. h., fiir alle konvergenten Folgen (uy)renx C Hy
mit up — u € H*(—1,1) fiir ein u € Hy gilt

He(u) = klgl(r)lo%g(uk)

Beweis: Sei (up)ren C Hy mit up — v € H*(—1,1) und v € Hy. Wir argumentieren hier
wie im Beweis von Satz , sodass es reicht, die Stetigkeit fiir eine Teilfolge von (ug)gen zu
verifizieren. Weiter haben wir in dem Beweis gesehen, dass die dort bezeichneten Terme [I] 2] und
sogar schwach folgenstetig sind und damit insbesondere auch stetig in der H?-Normtopologie.

Es bleibt als nur Term [3] auf Stetigkeit zu iiberpriifen.

Term 3: Stetigkeit des Willmore-Funktionals.

Zum Nachweis der Stetigkeit von
2

1 "
(4.3) N / M dz
1 (14 u/(2)2)
nutzen wir wieder die Kompaktheit der Einbettungen H?(—1,1) S H'(—1,1) und H?(—1,1) &
C1([~1,1]), um nach Auswahl einer Teilfolge

up — uin H'(=1,1) und up — u in C1([—1,1])

zu erreichen. Weiter nehmen wir wieder ||ug||co und ||u}|/z2 als durch eine feste Konstante

beschrankt an, welche unabhéngig von £ € N ist. Wir rechnen zunéchst

/1 u(@)u(x)® /1 @) uf(@)®

@) T e
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1

u 2 2
< u(x)” —ul ()| do
—‘<1+f25/2m/1‘ () — u(x)"

<C

! " " 2 ! " " ! " 2 k— oo
<C v (z) — ui(z)|” dz+2 u'(z) up(x) do — u' ()" do 0.

-1 -1 -1

< Jlu—wr|2,, —0 =0

Die Konvergenz des letzten Terms folgt aus der Stetigkeit des linearen Funktionals v + | El u”v" dx
auf H%(—1,1). Somit haben wir

2 2

I A ey TCC T
koo ) 1 (1 —|—u’(;v)2)5/2 1 (1 —|—u/(:n)2)5/2

Im Beweis von Satz hatten wir aufterdem schon gezeigt, dass

U () uf () U ua) uf(2)’

lim 7 dz = lim 7 dz,
k—oo J_q (1 + u'/k(x)Q) k—oco J_1 (1 + ’U,/(J,‘)Q)
sodass wir letztendlich die Stetigkeit von (4.3]) erhalten. O

Um zeigen zu kdnnen, dass Minimierer von H. in H, auch klassische Losungen der Helfrich-
Gleichung (HG,,o)) sind, muss man auf die schwache Formulierung dieser zuriickgreifen. Dazu

zeigen wir zunéchst, dass ‘H. Gateaux-differenzierbar ist.

4.2.3 Satz (Gateaux-Differenzierbarkeit von #.)
Fiir € > 0 st das Helfrich-Funktional H. Gateaux-differenzierbar in Hy und fir w € Hy sowie
© € H%(—1,1) gilt

1 ", n 1 1,12 1 1 1
<dGHE<u>,¢>:g[2/ s [ g [N

1 (1+u?)7? 1 (1 +u?)? a1+ u?)?

¥

1 u”2cp 1 © / 1
L -
—1 (1 u2)? “1u2 /1 + u? (1+uw?)?] 4

1 [ 1
/ %dx—i— oV1+uw? dz|.
11 +u? -1

Beweis: Die Gateaux-Ableitung ist definiert durch (vgl. Definition [B.2.3))

+ 27e

def d

<dGHa(u)7 90> - a

Holutto)|

fiir u € Hy, p € H*(—1,1) und t € (—4,0) fiir ein hinreichend kleines J, sodass u + tp € H,.
Zwecks Ubersichtlichkeit bezeichnen wir us := u + typ. Wir untersuchen separat die Gateaux-
Differenzierbarkeit des Flachen- und des Willmore-Funktionals. Es sei angemerkt, dass wir
hier wieder durchgehend die Einbettung H?(—1,1) < C*([~1,1]) verwenden werden, nach der
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u, v’ € C°([—1,1]) Minimum und Maximum annehmen und somit insbesondere beschriinkt sind.

Schritt 1: Flachenfunktional ist Gateaux-differenzierbar.

Fir das Flachenfunktional

1
A(u) = 271'/ u(z)\/1+u/(2)* da

1

ist das Gateaux-Differential gegeben durch

(deA(), @) = ‘1 (ut 1))

d [ 1
= 27?/ up(z) /1 +uj(x)® da
dt -1 t=0

| Y L)l (2) ¢ ()
—27r_/_1cp(93) 1+ (x) dx+/_1 ST )T dx].

Wir rechnen

‘(dGA ¢>’<C ’/ 1+u dz| +

| [

uu/ ,
_| e
14w lir2
—_—
<C

Somit ist das Flachenfunktional also Gateaux-differenzierbar.

<c Hw +u? |, llellee +
L N——
<C

< Cllellge -

Schritt 2: Willmore-Funktional ist Gateaux-differenzierbar.

Fir das Willmore-Funktional

W(u) = g/l ! dac+”/1 (“(“")“/’(x)Q dz — 7

“1u(z) /14 (x)? 2/ (1+u/(2)2)?

ist das Gateaux-Differential gegeben durch

(deW(u), @) = EW(uH@)‘

dt t=0

1 1 (.02
— E TF/ 1 dz + TF/ ui () uy (w)s d
dt | 2 /1 u(z) /1 + uj(x)? 21 (14 uy(2)2)

b | 3

1 1 u”2g0
dx — _ dx—i—/ ——— dz
1u2\/1—i—u’2 —tu( 1+u’2 52 -1 (1+u’2)5/2
) ®) ®
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1 ", n 1 1, 12 / 1
e e e I R
1 (14 w?)”? —1 (14 u2) (1+u?)?] 4
@ ® ®

Fir Gateaux-Differenzierbarkeit miissen wir

(daW(w), )| < Cligllae

priifen. Dazu untersuchen wir die einzelnen Terme auf Stetigkeit:

Term 1:
1
© 1
———dz ———| el < Clleln:-
‘/—1u2\/1—|—u’2 u2\/1+u? 2
<2[| %<0
Term 2:
1 1,0 /
u'p U ,
—z ¢ < Cliella:-
‘/1 (1 +u2)?? ‘ w(l+u?)? |
<24, <0
Term 3:
1 72
u @ 1 "
T g < H Wz elloe < Cligls
|/—1 (1 +u’2)5/2 ‘ (1 +u’2)5/2 C0 —~— ~—~—
<llullgz <Cllellg2
<1
Term 4:
1 ", .1
uu @ u " "
g < H 22 167z < C ol
‘/1 (1 +u’2)5/2 ‘ (1 +u’2)5/2 co m’
= (U H2
<lullco
Term 5:
1 1,12 /
uw'u P Ul " /
g, < H e [l < Cliglae.
‘/_1 (1+u’2)7/2 ‘ (1+u’2)7/2 0 ——r o~
<lullgz <Cllell g2
<uw'||po <C
Term 6:
/
¢'(£1) 1
gl < |l 1€l < Cllgle .
()] o Plo T
= H2
<1

Somit ist das Willmore-Funktional also Gateaux-differenzierbar.

Schritt 3: Helfrich-Funktional ist Gateaux-differenzierbar.

Man kombiniere die Gateaux-Differenzierbarkeit des Flachenfunktionals aus und die
Gateaux-Differenzierbarkeit des Willmore-Funktionals aus zusammen mit der Tatsache,
dass Summen Gateaux-differenzierbarer Funktionen ebenso Gateaux-differenzierbar sind und

erhalte so die behauptete Aussage. O
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Das Verschwinden der Gateaux-Ableitung an bestimmten Punkten u € Hy beziiglich einer
vorgegebenen Klasse von Testfunktionen ¢, welche Dirichlet-Randdaten beriicksichtigen, verdient

einen eigenen Namen.

4.2.4 Definition (Schwache Helfrich-Gleichung)
Sei € > 0 gegeben. Fiir ein v € H; nennt man die Bedingung

(deMe(u), ) = 0 fiir alle p € Hj(—1,1)

die schwache Helfrich-Gleichung. Ausgeschrieben hat diese nach Satz die Form

2
2/1 uu//SD// Qe 5 /1 uu/u// SD/ dr /-1 u’cp' &
1 (14 w?)” 1 (14 uw?)”? w14 w?)??
1

dx + 4e uugo

1
(sHG) + [ e g o[
(1 +u2)"? 1 u? \/1—{—u’2 \/1+u’2
1
+4€/ V1i+u? ¢ dz =0 fiir o € HZ(—1,1).
-1

Losungen der schwachen Helfrich-Gleichung heifsen auch schwache Lésungen der Helfrich-
Gleichung. ¢

4.2.5 Schwache und klassische Losungen der Helfrich-Gleichung
Die Gateaux-Ableitung des Helfrich-Funktionals besitzt im klassischen Kontext, d. h. fiir glatte
Profilkurven, die sich wieder im Sinne von Kapitel [3] interpretieren lassen, die geometrische
Interpretation als erste Variation. Hat man u € C%([—1,1]) N Hy und ¢ € C?([—1,1]) gegeben,
so definiert u + ty, in der Sprache von Kapitel 3] insbesondere Abschnitt [3.2.4] und [3.4.4] fiir
hinreichend kleine t eine Variation der Profilkurve wu.

Ist u € C*([~1,1]) N H, fiir ein a > 0 eine schwache Lésung der Helfrich-Gleichung, so ist

die zugehorige Rotationsflache ein kritischer Punkt des Helfrich-Funktionals beziiglich der oben
genannten Variationen der Profilkurve mit Testfunktionen ¢ € C§°([—1, 1]), welche die Dirichlet-
Randbedingungen aus Gleichung erfiillen. Diese Variationen sind hinreichend dafiir, dass die
Profilkurve u bzw. die dazugehorige Rotationsflache die Helfrich-Gleichung 16st (siche
Diskussion in Abschnitt . Zur besseren Trennung der Begriffe nennen wir u im Kontext von
(hinreichend glatten) Losungen der Helfrich-Gleichung auch eine klassische Lésung
der Helfrich-Gleichung. |

4.2.6 Hilfssatz (Minimierer in H, 16sen schwache Helfrich-Gleichung)
Seien o > 0 und € > 0 gegeben und uw € H, ein Minimierer von H. in H,, sodass He(u) = ME,
dann ist u eine schwache Losung der Helfrich-Gleichung (sHG,)).

Beweis: Die Menge H, lasst sich als Schnitt des affinen Teilraums

= {ue H?(—1,1) : w ist gerade, u(+1) = o, o/(£1) = 0}
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mit Hy auffassen. Als Minimum in H, verschwindet die Gateaux-Ableitung von H. in u € H,,
beziiglich aller Richtungen ¢ € Hy C Hg(—l, 1), sodass u + ty € H, fir hinreichend kleine ¢,

nach Satz [B:2:4] d.h.

(4.4) (deHe(u), ) =0 fiir alle p € Hy.

Sei nun ¢ € Hg(—l, 1) beliebig, dann ldsst sich dieses in einen geraden und ungeraden Anteil
aufspalten, d. h. mit

olw) = 5(p(x) +o(—2)) + 3 (o) — o))

= =1

als Summe einer geraden Funktion ¢ und einer ungeraden Funktion ¢. Insbesondere ist dann
@ € Hy und aus Gleichung (.4) folgt

(4.5) (deHe(u), @) = (deHe(u), ¢) +H(dcHe(u), §) = (dcH:(u), @)
T

Andererseits verschwindet ebenso die Gateaux-Ableitung beziiglich ungerader Funktionen. Dies

folgt direkt aus der Form der Géateaux-Ableitung von H., dessen Integrand stets eine gerade

Funktion ist, sofern ¢ gerade ist, und eine ungerade Funktion, falls ¢ ungerade ist. Als Integral

iiber eine ungerade Funktion verschwindet damit die rechte Seite von Gleichung und w 16st

in der Tat die schwache Helfrich-Gleichung . O

Das folgende Kapitel zeigt, dass Losungen der schwachen Helfrich-Gleichung (sHG,|) stets glatt
sind und damit sogar Losungen der Helfrich-Gleichung (HG,, ).

4.3. Regularitat axialsymmetrischer Helfrich-Flachen

Mit der Erkenntnis, dass Helfrich-Minimierer in H, schwache Losungen der Helfrich-Gleichung
sind, ist es natiirlich auch interessant zu wissen, ob sich dadurch mehr Regularitat gewinnen
lasst. In der Tat zeigt sich, dass schwache Losungen stets glatt sind und damit auch klassische

Losungen der Helfrich-Gleichung.

4.3.1 Satz (Regularitit schwacher Lésungen)
Sei e > 0 gegeben und u € Hy eine Losung der schwachen Helfrich-Gleichung (sHG)). Dann ist
sogar u € C®°([—1,1]) und wu ist eine klassische Lésung der Helfrich-Gleichung, d. h. eine Losung

von (HGy ), sofern uw € Hy fir ein o > 0.

Beweis: Der Beweis richtet sich nach |[Dall’Acqua, Deckelnick und Grunau, 2008, Theorem 4,
Step 2|. Sei u € Hy als Losung der schwachen Helfrich-Gleichung (sHG,)) gegeben. Im Verlauf
des Beweises werden wir auch hier wieder die Einbettung H?(—1,1) < C*([-1,1]) verwenden,

um Schranken an v und %’ von oben und unten zu erhalten. Das heifit, es gelte

(4.6) g <u < e, lu'| < ez, |u" |2 < s
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fiir geeignete Konstanten cy, o, c3, ¢4 > 0. Wir unterteilen den Beweis in vier Schritte.

Schritt 1: Umformulierung der schwachen Helfrich-Gleichung.
Wir bezeichnen analog zu Abschnitt [3.1.6] mit

u’(x

Iiu(ﬂ:) = ——( ) 3/2

(14w (2)?)

die geodétische Kriimmung von u. Mit den Schranken aus Gleichung (4.6) erreicht man k,, €
L?(—1,1). Die schwache Helfrich-Gleichung (sHG,)) lisst sich mit &, umschreiben zu

1 " 1 1 /
up ! cp u Y
2/ Ry —>5 dﬂj’ = dIL‘—/ S de‘
_1 “ lJru’2 ‘/1+U’2 1 u(1+u/2)3/2
1 1
(4.7) +/ RVI+u? pdo— | —F——
1 —1 u? 1+ U/2

1

+ 4e dx+45/ V14+u? ¢ dzx
\/l—l—u

fiir alle ¢ € HZ(—1,1).

Schritt 2: Testfunktion I — L°°-Schranke fiir k,,.
Wir betrachten fiir beliebiges n € C§°(—1, 1) die Testfunktion

// ) dt dy — p(1+2)* —v (1 +2)?

M::—;/ ) dt+ 2 // ) dt dy,
[ a3 [ [0 avan

go(l):/ll/yl ()dtdy+2/ ) dt —3 // ) dt dy
—2/ dt+2// ) dt dy

mit

=

Es gelten dann

go’(l):/ll ()dt+2/ ) dt —3 // ) dt dy
—3/ dt+3// ) dt dy
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P'(=1) =0

und somit ist ¢ eine giiltige Testfunktion. Offensichtlich gilt |ul, |v| < C||n||;1 und somit auch
llellcr < Clnl|pr. Weiter hat man

O"(x) = n(x) —2u—6v(1+ ).

Zusammen mit Gleichung (4.7) rechnet man dhnlich wie im Beweis von Satz mit den
Schranken aus Gleichung (4.6) dann

! un ' 2
2 Ky ——5 dx| <5 dx
/_1 Y1 \/1_|_u/2 /1u 1—i—u’23/2
SCIIMHQQH@IIcl <Clelen
1 1 o
+ / K21 +u? o do|+ 72dx
—1 “1uZ\/1+
<Cllrull?2 llellco <Cllellco
1
+ 4e uugo dx| +4e / V1+u? ¢ dz
114 u?
<Clieller <Cligllco
1 1
up uv (1 + x)
+4/mdx+12/ndx
1+ u? 0 14w’
<Cllrull?2 Iul <Clrull?, vl
< C | |lllor +linllz |
~——
<Clnlip
< Clinllp -
Wir haben also fiir alle n € C§°(—1,1)
‘/ s da| < C gl

und somit definiert
F:C°(-1,1) - R, 17»—>/1/£um72dx
-1 14+

ein beziiglich der L!-Norm lineares stetiges Funktional. Da C§°(—1,1) dicht in L' liegt (siehe
Satz , lisst sich dieses zu einem linearen stetigen Funktional F auf L'(—1,1) fortsetzen.
Mit dem isometrischen Isomorphismus [L'(—1, 1)]/ = [*>°(—1,1) (siehe Satz gibt es eine
Funktion h € L*°(—1,1), sodass

1
F(n) = / h(z)n(x) dz fiir n € L'(—1,1).
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Somit gilt
1 1 un
F(n) = / h(z)n(z) do = / by ——— dz fiir n € CF°(—1,1).
1 N

Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (siehe Satz [B.3.8) erhélt man dann

u
w——— = h € L®(-1,1

1+ w2 ( )
fast iiberall auf [—1,1]. Folglich ist dann mit den Schranken aus Gleichung (4.6) auch &, €

L>(—1,1). Das impliziert insbesondere auch u” € L>®(—1,1), also u € W2 (—1,1).

Schritt 3: Testfunktion II — W1 >°-Schranke fiir k,,.

Nun betrachten wir fiir beliebiges n € C§°(—1,1) die Testfunktion

[0 a0 - v 4y
-1

mit

Offensichtlich gilt dann wieder ¢(£1) = 0 und ¢'(+1) = 0, sodass ¢ eine zulédssige Testfunktion
definiert. Mit

lul, [v] < Clinllpe, lollco < Clinllpr, €'l < Clinll

und

n'(x) —2u — 6v(1+ )

¢ (x)

rechnet man mit Gleichung (4.7) dann analog zu wieder

1 / 1 1A 1 1A
1 1+ 1+u/2 *1U(1+Ul2) /2
<Cllkullios 19111 <Ol pa

1

1
+ / K21+ u? o do|+ —
-1 121+ u?

< Clmulliee llellco <Clieleo
+4e W | e / w? o da
\/HT
<ClIZ <Clieleo
1 1
1
+4 / g — 2 da|+12 / AR
-1 +u —1 14+

—~
<CllrullLoo |ul

S Cllkullzoo v
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< C [Igllco + ¢ lx + linllza]
< Clnl -

Fiir alle n € C§°(—1,1) gilt also

1 /
/ fe = dg
-1 14+

1 /
urn
— Ky —— dzx
7 /1 Y14 w?

< Cllnllpr -

Das heifit,

definiert ein beziiglich der L!-Norm lineares stetiges Funktional auf der in L!'(—1,1) dichten
Teilmenge C§°(—1,1). Analog zu ldsst sich dieses wieder zu einem linearen stetigen
Funktional auf ganz L!(—1,1) fortsetzen. Die Dualitiit von LP-Riumen liefert dann wieder eine
Funktion h € L*°(—1,1), sodass

1 1 un/ )
/_1h(ac)77(x) dx__/_1HuH—1/2 dz fir n € C§°(-1,1).

Aus der Definition von schwachen Ableitungen und Sobolev-Funktionen folgt somit, dass die

Funktion = — k() HL;(,JE:)E)Q in W1%°(—1,1) liegt. Insbesondere ist damit auch

u 14

SR e Wh>e(-1,1).
u L+u?  w ( )

Ry —

Das wiederum impliziert auch u” € W1°(—1,1), also u € W3>(~1,1).

Schritt 4: w ist glatt und 16st Helfrich-Gleichung.

Wir nutzen Gleichung (4.7) nochmals aus, um eine im Ableitungsgrad der Funktion «,, iterierbare

Relation zu erhalten. Dazu wenden wir partielle Integration auf die linke Seite von Gleichung

(4.7) an und erhalten

1 Z 1 / 1 1,00 1 12,0 1
/ /{uw'Dde:—/ &LWPde—/ /{u%dx—l—Z/ /{u%dx
1 1+ -1 14w 1 1+ -1 (1+u?)

Wieder eingesetzt in Gleichung (4.7)) ergibt dies dann eine Gleichung der Form
! u
0= / 2K, —3 o+ F(u,u/,u") ¢ + Gu, v/, u") p| da
—1 14w

1 T
:/ 2&2% + F(u,u',u") —/ G(u, ' u") dy| ¢ dx
-1 14+ d

fiir beliebiges d € [—1, 1] und mit glatten Funktionen F' und G. Nach dem Fundamentallemma
der Variationsrechnung (siehe Satz|B.3.8)) gilt dann

r_ v

xX
2K + F(u,u,u” —/ Gu,v',v'") dy = ¢
e+ Pl — [ Gl ) dy
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mit einer Konstanten ¢. Umstellen nach !, liefert

B 1+ u?

4.8 !

c— F(u,u,u") +/ G(u, ', u") dy] )
d

Nach hatten wir u € W3°°(—1,1) erreicht, was u € C?([—1,1]) impliziert (siche Satz
B.3.7). Somit ist die rechte Seite von Gleichung (4.8)) in C°([—1,1]). Die linke Seite ist also ebenso
stetig. Das heikt demzufolge x, € C1([~1,1]). Aus der Definition von &, erhilt man

(4.9) u = —ry (1+ u’2)3/2 .

Die rechte Seite liegt nun in C1([—1,1]), was u € C3([—1,1]) impliziert. Um u € C*°([—1,1]) zu

erhalten, geht man induktiv vor:

@3

ue C*([-1,1]) ke CF2([-1,1]) = kK, eC*Y([-1,1])

B ek m11]) = weOM(-1,1]).

Somit liegt u also in C*°([—1,1]). Nach Abschnitt ist v dann als glatte Losungen der
schwachen Helfrich-Gleichung (sHG,)) auch automatisch eine klassische Losung der Helfrich-
Gleichung. Somit 16st u € H, das Dirichlet-Problem (HG,, ). =

4.3.2 Folgerung (Regularitit von Helfrich-Minimierern)
Seien a > 0 und € > 0 gegeben. Dann sind Minimierer uw € H,, des Helfrich-Funktionals mit
He(u) = ME glatt, d. h. u € C°([—1,1]), und losen die Helfrich-Gleichung (HGy o))

Beweis: Nach Hilfssatz [£.2.6] 1ost ein Minimierer von H. in H, die schwache Helfrich-Gleichung
(sHG,)). Mit dem Regularitatsresultat aus Satz ist dieser Minimierer dann glatt und 16st die

Helfrich-Gleichung (HGy, o). O

4.4. Kriterium fur Existenz von Helfrich-Minimierern

Mit der schwachen Folgenunterhalbstetigkeit von H. aus Satz und der lokalen schwachen
Folgenkompaktheit von H? sind die Voraussetzungen der direkten Methode der Variationsrechnung
erfiillt. Wir wenden diese nun an, um ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz von Helfrich-

Minimierern in H, anzugeben, welche wir dann in Kapitel [5| genauer untersuchen werden.

4.4.1 Satz (Kriterium fiir Existenz von Minimierern)
Seien o > 0 und € > 0 gegeben. Gibt es eine Minimalfolge (ug)ren C Hy fiir das Infimum Mg
des Helfrich-Funktionals He in H,, welche durch

c1 < up < ¢ und lug,| < 3 fiir alle k € N
beschrankt ist mit Konstanten c1,ca,c3 > 0, so gibt es einen Minimierer u € Hy von H. mit

He(u) = M = vlerg He(v), c1 <u < e und [u'| < c3.
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Es ist dann u € C*°([—1,1]) und u lost das Dirichlet-Problem fiir Helfrich-Flichen
Ay, Hy +2H, (H2 -~ K,) —2eH, =0 auf (-1,1),
HGu.o
u(£l) =a, u'(£1) =0,
beschreibt also die Profilkurve einer axialsymmetrischen Helfrich-Fldche.

Beweis: Sei (ug)ren C Hg eine Minimalfolge fiir MS von H. mit den geforderten Schranken,
sodass

lim H.(ug) = inf H(v) = M.
k—o00

vEH,

Wir wollen Beschrinktheit von (uj)ren in H?(—1,1) zeigen, um dann die lokale schwache
Folgenkompaktheit von H?(—1,1) ausnutzen zu konnen.

Die L?-Schranken von uy, und u}. sind evident mit den gegebenen Schranken
! 2 ! 2
uls = [ Ju@) de <26 <00 il = [ i@ do <28 < c.
-1 -1

Somit bleibt also nur eine L2-Schranke fiir uk zu finden. Diese erhalten wir durch Abschéatzen der
Helfrich-Energien entlang der Minimalfolge. Dazu nehmen wir ohne Einschrankung an, dass fir

ein § > 0 gilt, dass alle uy
He(ug) < M40
erfiillen. Wir rechnen dann

ME + 6 > He(ug)

(! 2 7 (1 ug(z)uf(z)?
= — +4euk() 1+ uf(x) dx—l—/ 7’“5/2&15
2J4 1+UA) 2 /10 (14 u?)
>0
& 1 " 2
2(1+c3)
me
> ——— w3z,
sodass
2(1 21%/2 MeE
e, < 218D Wt g

mC1

Kombiniert man die so erhaltenen L2-Schranken von wuy, u), und u}, so bekommt man, dass
|lug| 2 gleichmiRig nach oben beschriinkt ist und ug somit eine beschriinkte Folge in H? ist
Mit der lokalen schwachen Folgenkompaktheit von H?(—1,1) (siehe Satz erhalten wir ein
u € H?(—1,1), sodass nach Auswahl einer Teilfolge

up — u in H*(—1,1).
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Mit der Kompaktheit der Einbettung H2(—1,1) <» C*([—1,1]) (siche wieder Satz ) haben

wir insbesondere
up — u in CY([~1,1]).

Die Eigenschaften von H,, tibertragen sich dadurch auch auf u, sodass u eine gerade Funktion ist
mit u > 0, u(+1) = a und u/(+1) = 0. Damit ist dann u € H,,.
Mit der schwachen Folgenunterhalbstetigkeit von H. in H, C H, aus Satz haben wir

M: < Ho(u) < liminf Ho(ug) = klim He(ug) = ML,
—00

k—o0

also Gleichheit tiberall. Das heifst, « minimiert das Helfrich-Funktional H. in H,. Nach Hilfssatz
[4:2.6) ist u eine schwache Losung der Helfrich-Gleichung und nach Folgerung [£.3.2]ist u glatt, also
u € C*°([—1,1]), und ebenso eine klassische Losung der Helfrich-Gleichung (HG,, o). O

Zum Schluss zeigen wir noch, dass die Schranken an die ersten Ableitungen entlang einer
Minimalfolge in Satz[4.4.1] die wichtigsten sind in der Hinsicht, dass diese bereits obere und untere

Schranken an die Funktionswerte der Elemente der Minimalfolge implizieren.

4.4.2 Hilfssatz

Seien o > 0, € > 0 und u € H, gegeben. Seien weiter ¢, E > 0 beliebige Konstante, sodass
Wu) < E und ‘u'@)} <c fir x € [-1,1].

Dann gibt es Konstanten

cvV1i+c2 E

™

clzaexp(— >>0 und co=a+c>0,

sodass

a < ux) < e fiir alle x € [-1,1].
Beweis: Die Abschitzungen der Schranken an w teilen wir in zwei Schritte.

Schritt 1: Untere Schranke an u.

Fir z € [0, 1] schétzen wir fiir die untere Schranke

—logu(z) =logu(l) — logu(x) — logu(1l)
1,7
:/ w(y) dy — log

1 u(y)
<

()
! 1
<cV1+c? / ( dz — log o
0 u

dz — loga

z) 1+ (z)?
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1

1
<cV1+c? / L dxr +
0 u(x)/1+u(z)? 0

= W)

™

Fo () dSu(:c)> — log «

—loga

< cV1i+c2 E
- ™

ab, sodass

cV1+c2 FE cvV1+c? E)
A —_— ] = .
Y

™

u(z) > exp<— —|—loga) = aexp<—

Aus der Symmetrie von u folgt dies auch fiir alle z € [-1,1].

Schritt 2: Obere Schranke an u.

Die obere Schranke an u erhalten wir direkt durch Integration der oberen Schranke der Ableitung

von u. Fir z € [0,1] gilt
1 1
u(x) = u(l)—/ u(z) do < a+/ }u'(xﬂ dr < a+c(l—z) < a+c=cy.

Die Symmetrie von u liefert die Abschitzung dann wieder fiir alle x € [—1,1]. O

4.4.3 Proposition (Hinreichendes Kriterium fiir Schranken an Minimalfolge)

Seien a > 0 und € > 0 gegeben. Weiter sei (u)reny C Hqo eine Minimalfolge fir ME, sodass

o’
lup| < ¢ firallek € N.
Dann gibt es Konstanten c1,co > 0, sodass

ca < up < eo fiir alle k € N

Beweis: Fir (ug)ren als Minimalfolge ist W(uy) eine beschrankte reelle Folge, sodass es ein
E > Mg gibt mit W(uy) < E unabhéngig von k& € N. Nach Hilfssatz erhalten wir dann

obere und untere Schranken an die uy, welche lediglich von ¢ und von E abhéngen. O



5. Parameterbereiche fiir Existenz von
Helfrich-Minimierern

Im letzten Kapitel, Kapitel 4] haben wir das Dirichlet-Problem der Helfrich-Gleichung in ein der
Variationsrechnung zugéngliches Problem umformuliert. Wir konnten ein hinreichendes Kriterium
fiir die Existenz von Minimierern des Helfrich-Funktionals H. in H,, als Beispiele von Losungen der
Helfrich-Gleichung formulieren. Weiter haben sich die Losungen als glatt herausgestellt,
sodass diese in der Tat Profilkurven von axialsymmetrischen Helfrich-Flachen definieren. Hier
geben wir nun einige Bereiche von Parametersétzen («,¢) an, fiir die das hinreichende Kriterium
zur Existenz erfiillt ist. Dazu verallgemeinern wir einerseits einen Existenzsatz fiir Willmore-
Minimierer auf das Helfrich-Funktional fiir hinreichend kleine Fldchenanteile €. Andererseits

tragen wir das Resultat aus [Scholtes, 2011] zusammen und modifizieren dieses noch leicht.

Kapitel beschéftigt sich mit den Parametern o und ¢, fiir die es triviale Minimierer, also
Zylinder, gibt bzw. fiir die es keine geben kann. In Kapitel zeigen wir einen Existenzsatz
fir Willmore-Minimierer, welcher auf einer Energie-Methode basiert. Wir beobachten, dass die
Energie-Barriere dort kleine Flédchenanteile im Funktional und damit eine Verallgemeinerung auf
das Helfrich-Funktional erlaubt, was wir in Kapitel zeigen. In Kapitel wird das Resultat
aus |Scholtes, 2011] zusammengefasst, sodass wir in Kapitel eine Ubersicht und Diskussion

aller Existenzbereiche geben konnen.

5.1. Triviale Minimierer

Wir zeigen zunéchst, fiir welche Parametersétze (a,¢) es Zylinder als triviale Minimierer des

Helfrich-Funktionals geben kann.

5.1.1 Satz (Zylinder als Minimierer)

Fire > 0 ist der Zylinder mit u, = o, zum Randwert o, = =

2V
He in H,, mit Helfrich-Energie He(us) = 4my\/e . Weiter gilt sogar fiir beliebiges o > 0, dass

He(ux) < He(u) fiir alle w € Hy,. Ist ferner ein u € Hy mit He(us) = He(u) gegeben, so impliziert

dies bereits u = uy. Zu vorgegebenem € > 0 nennen wir u, dann einen Gleichgewichtszylinder.

der eindeutige Minimierer von

Beweis: Der Beweis orientiert sich an [Scholtes, 2011|. Nach Beispiel besitzt u, die Helfrich-

Energie

He(uy) = 47re<a* + ) = 4my/e .

decv,,

85
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Fiir ein u in H,, gilt mit Abschnitt [3.6.2]

He(u) = 77/1 ! + deu(z) /1 + /()2 d:L‘+7T/1 kou()? dS, ()
© o 2 1 u(;p) 1+u/(x)2 2 _1\11,_;/011,_/
> 47 -
1
> g/_14\/g dz = 4mve = He(us).

Die strikte Ungleichung fiir Funktionen u # wu, lasst sich auch zeigen. Die Gleichheit H.(u) =
Hc(uy) impliziert nach Abschnitt die Bedingung

1
VA

Ist oo = auy, s0 gibt es ein xg € (—1,1), sodass u(zg) # o und u'(xp) = 0, womit die Gleichheits-
bedingung (5.1)) fiir 2 verletzt ist. Wegen der Stetigkeit von v und u' wird diese allerdings auch

auf einer kleinen Umgebung von xq verletzt sein. Ist wiederum « # as, so gibt es wieder wegen

(5.1) u(z) /1 + v (x)?

Oy .

der Wahl der Randdaten in H, und der Stetigkeit von v und u’ eine hinreichend kleine Umgebung
von zg = 1 in [—1, 1], sodass die Gleichheitsbedingung (5.1) dort ebenso nicht erfiillt ist. Das
Verletzen der Gleichheitsbedingung ([5.1)) auf kleinen Umgebungen impliziert H.(u) > He(ux).

Somit ist insbesondere u, ein strikter Minimierer von H. in H,, . O

Der Bereich, in dem die Gleichgewichtszylinder Minimierer von H. darstellen, wurde in der
Zusammenfassung in Bild [5.3] grafisch dargestellt. Wir zeigen jetzt noch, dass Zylinder fiir

Randwerte o # v, keine Minimierer sein kénnen.

5.1.2 Hilfssatz
Fiir € > 0 beschreibt der Zylinder uw = « eine Helfrich-Fliche genau dann, wenn o = o mit
aus Satz[5.1.1 Fir e =0 kann der Zylinder keine Helfrich-, bzw. Willmore-Fliche sein.

Beweis: u = « mit der mittleren Krimmung H, = i eingesetzt in die Helfrich-Gleichung
(HGu.o) ergibt

1 1
—-S=0 & a=

403  « 2/’

sodass u eine Losung ist, falls o = a, = % Falls € = 0, so ist w als Losung nicht moéglich. O

5.1.3 Folgerung (Nichttriviale Minimierer)
Seien € > 0 und a # o, mit o, aus Satz|b.1.1l Dann kann es keinen Zylinder als Minimierer

von H. in Hy geben.

Beweis: Nach Folgerung muss ein Zylinder u = « als Minimierer von H. die Helfrich-
Gleichung (HG,, o 16sen. Nach ist u eine Losung genau dann, wenn « = a,, was nicht mit

den Voraussetzungen zu vereinbaren ist. O
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5.2. Existenz von Willmore-Minimierern

Bevor wir uns weiter mit der Existenz von Helfrich-Minimierern beschéftigen, zeigen wir hier einen
Existenzsatz fiir Willmore-Minimierer in H,. Diese sind bereits nach [Dall’Acqua, Deckelnick und
Grunau, 2008| bekannt. Im Gegensatz zum dort gefiihrten Beweis, welcher stark von der konformen

Invarianz des Willmore-Funktionals profitiert, basiert der Beweis hier auf einer Energie-Methode.

Wir kénnen hier auf der Theorie aus Kapitel 4| aufbauen, da wir dort Wert darauf gelegt haben,
dass alle gezeigten Resultate auch fiir H. mit € = 0, also fiir W, gelten. Wir verwenden hier die
Notation M, := M?. Der Erfolg des Existenzsatzes mit der Energie-Methode basiert auf der

Verwendung einer geeigneten Hilfsfunktion, welche wir zunéchst konstruieren.

5.2.1 Eine Hilfsfunktion

Wir wollen zu gegebenem « > 0 eine Hilfsfunktion w, mittels ,Verkleben“ einer Sphére an
zwei Katenoide konstruieren. Dazu definieren wir v(z) := o cosh (1) fiir z € (0,1]. An dieses
Katenoid soll an einem eindeutig bestimmten Punkt xg € (0,1) eine im Ursprung zentrierte

Sphére ,geklebt” werden. Damit die resultierende Hilfsfunktion differenzierbar in zg ist, muss

-1 —1 2(1—
0 = zo + v(zo) v (z0) = 20 + @ cosh (xo > sinh <x0 > = g — % sinh <(x0)>
a «

a

gelten. Da die Funktion = — x + v(z) v'(z) strikt monoton steigend ist und

1 1 « 1 1 = 1
bei z = = : S —sinh( =) =2(1-) ———— 0
a9 o 2 7" <a> 2( ;)a%(zwrl)!) =
beiz=1: 1+ a cosh(0) sinh(0) =1 > 0

gilt, muss es wegen des Vorzeichenwechsels ein eindeutig bestimmtes xg € (%, 1) geben mit
0 = 2z + v(xg) v'(x). Wir definieren dann die Hilfsfunktion w, durch (siehe Bild

v(lz]), zo < o[ <1,

We () =
\/x8+v(:c0)2 —z2, 0<|z|<mp.

Per Konstruktion ist w, stetig differenzierbar. Da ferner die Ableitungen von w, auf den
Intervallen [—1,z0], [~Z0, 7o) und [zg, 1] Lipschitz-stetig sind, gilt sogar w, € CY1([~1,1]) =
W2%°(—1,1) (siehe Satz|B.3.7) und damit w, € Hy. [ ]

Diese Hilfsfunktion erlaubt es uns nun, eine fiir unsere Zwecke geeignete Abschétzung des

Infimums M, der Willmore-Energie anzugeben.
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Bild 5.1: Konstruktion der Hilfsfunktion w, durch ,Verkleben* einer Sphére an zwei Katenoide,
hier mit o = 0.3.

5.2.2 Hilfssatz (|Gazzola, Grunau und Sweers, 2010, Lemma 8.6])
Fiir o > 0 ist das Infimum M, von W dber H, nach oben beschrdinkt durch

1
M, < 4w tanh <> .
2a

Insbesondere ist damit lim,_,oc M, = 0.

Beweis: Fiir den Beweis schétzen wir die Willmore-Energie der Hilfsfunktion w, aus Abschnitt
nach oben ab. Dabei nutzen wir den Trick, die Willmore-Energie links vom Punkt x¢ mit
dem hyperbolischen Willmore-Funktional aus Kapitel [3.3] zu berechnen. Wir rechnen

W(wq —271/ Hy, (2)* dS,, (z)

w&(m)

533 / Hy, o, ()% dSh o, () — 47 +47r/ Hy, ()% dSw, (2)
l—l—w

=0, da Krelssegmente Geodéten =0, da Katenoid
in hyperbolischer Halbebene sind

, sinh xo—1 1— $0> 1
= —4ww = —Ar L{l) = 47 tanh < xO) < 47 tanh < ) .
1+ w!, (zg)? cosh (1) « 20

O

Der im Beweis verwendete , Energie-Trick”, links und rechts von ,speziellen“ Punkten mit dem
normalen und dem hyperbolischen Willmore-Funktional zu rechnen, ermdglicht es letztendlich
auch, Schranken an die ersten Ableitungen von Funktionen mit beschrénkter Willmore-Energie
zu bekommen. Dies gelingt allerdings nur fiir Funktionen, deren Willmore-Energien unter der
Energie-Barriere von 47 liegen. Nach Hilfssatz ist dies aber ausreichend in Hinsicht auf
Minimalfolgen fiir M,,.
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5.2.3 Satz
Zu o> 0 gibt es fiir jedes E € (0,4w) eine Konstante

E
V1672 — E?

sodass fiir jedes uw € Hy, mit W(u) < E gilt, dass

c=c(F) = > 0,

[W'(z)| < ¢ firallex € [-1,1].

Beweis: Sei g € [0,1] so gewihlt, dass |u'(z0)| = max,¢(,1) [v/(2)|. Es reicht dann |[u'(z0)| < ¢
zu zeigen. Ist u/(xg) > 0, so schitzen wir W(u) ab, indem wir links von x¢ mithilfe des normalen
und rechts davon mithilfe des hyperbolischen Willmore-Funktionals rechnen (vgl. Bild :

E >W(u)
=2r 1 H,(x)? dS,(x)
o .
—an [ Hy(z)? dSu(z) + 4r / Hy(x)? dSu(z)

0 o

ts) 1
EZd 477/ Hu(:z:)2 dSy(x) +7r/ Hh,u(l’)2 dShu(z) — 4m
0 >0 BN

u' (o)

1+ (z0)?

Fiir den Fall u/(z9) < 0 rechnen wir andererseits links von x¢ mithilfe des hyperbolischen und

>4

____________ [0 o

(normales) Willmore-Funktional

hyperbolisches | ' hyperbolisches
Willmore- ! ! Willmore-
Funktional ! ! Funktional
f ; f f ; f .
-1 —xo - % ¢ % o 1

Bild 5.2: Zur Abschétzung der Willmore-Energie von u wird diese im Intervall [—zg, 2] mit
dem normalen und in den Intervallen [—1, —zp] und [z¢, 1] mit dem hyperbolischen
Willmore-Funktional berechnet.

rechts davon mithilfe des normalen Willmore-Funktionals:

E > W(u)
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_on / " H(0)? S, ()

—4r / Y Ho(2)? dSu(x) + 4n / U H () Sy ()

o / o 1
Eid 71-/ Kinu(T)? AShu(z) — 47 1u(:z,)2 —1—477/ H,(z)? dS,(z)
" T H U e
!/
> gy @0
1+ (x0)?
Somit gilt also
2
B? > 1672 L@
- 1+ o/ (z0)”

Umstellen der Gleichung liefert letztendlich fiir beliebiges x € [—1, 1]

‘u’(x)} < ‘u'(z:g)‘ < ___ B c

~ V1672 — B2
O

Mit Satz sind wir dann in der Lage, mithilfe von Proposition den Existenzsatz [.4.1]

fir den Existenzbeweis von Willmore-Minimierern anzuwenden.

5.2.4 Folgerung (Existenz von Willmore-Minimierern)

Fiir alle o > 0 existiert eine Funktion u € H,, sodass

W(u) = M, = Ulerg W(v).

Dieses u ist sogar in C*°([—1,1]) und lost die Willmore-Gleichung fir azialsymmetrische Flachen.

Beweis: Sei eine Minimalfolge (ug)ren C H, fir M, gegeben, sodass

lim W(ug) = inf W(v) = M,,.

k—o0 vEH o

Nach Hilfssatz lasst sich annehmen, dass W(uy) < F ist fiir alle & € N und fiir ein
E € (My,4m) # 0. Nach Satz sind die ersten Ableitungen entlang der Minimalfolge

gleichméfig beschrankt. Es existiert also eine Konstante ¢ = ¢(F) > 0, sodass
lup| < ¢ fir alle k € N .
Nach Proposition |4.4.3| ist somit auch
a < up < e fir alle k € N

fiir ¢1, co > 0 und somit lasst sich der Existenzsatz[4.4.1] anwenden. Dieser liefert einen Minimierer
u von W in H,, welcher sogar u € C*°([—1, 1]) erfiillt und die Willmore-Gleichung 15st. O
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5.3. Verallgemeinerung der Existenz von Willmore-Minimierern
fir das Helfrich-Funktional

Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, dass die erste Ableitung von Funktionen mit einer
Willmore-Energie, welche unterhalb der Energie-Barriere von 4x liegt, durch eine Konstante

beschrankt ist, welche lediglich von der Willmore-Energie der Funktionen abhéngt. Nach Hilfssatz
liegt das Infimum

1
M, < 4w tanh () < 4m
2cy

zum Randwert v unterhalb dieser Energie-Barriere. Die Idee ist es nun, die Existenz aus Folgerung
auf das Helfrich-Funktional zu verallgemeinern, indem man kleine Flachenanteile zulésst,
sodass die Willmore-Energien entlang von Minimalfolgen fiir M weiterhin unter dieser Energie-

Barriere liegen.

Zunéchst erweitern wir Hilfssatz um eine Flachenabschétzung der Hilfsfunktion w, aus
Abschnitt [5.2.1] auf das Helfrich-Funktional.

5.3.1 Hilfssatz
Fir a >0 und € > 0 ist das Infimum Mg von H. idber H, nach oben beschrinkt durch

1
M < 4m tanh <2a> + 4me 1

2 1 R
1+a2 + 242 sinn <> =: M.
4 o
Beweis: Zusammen mit der Abschitzung der Willmore-Energie

1
W(wq) < 4w tanh (204)
aus dem Beweis von Hilfssatz fiir die Hilfsfunktion w, aus Abschnitt erhalten wir
die Abschétzung fiir MZ aus einer Abschétzung der Fliche A(wy). Mit r = y/z3 + v(x9)? und
% < xg < 1 rechnen wir

1
A(we) = 27T/ wo(z) \/1+wl(x)® dz
~1
x0 1
= 477/ wo(z) \/1+wh(z)® dz +47T/ wo () \/1+wh(z)® do
0 o

x0 2 1/2
:471'/ V2 — g2 (1—!— < ) dz
0

rZ — x2

1
—1
+47T/ acosh(ﬂlj )
o «
o 1 r—1\2
—477/ rdx+47ra/ cosh( > dx
0 ts) @

S—_——— —
14cosh (72(1;@ )
2
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2(1 — !
=dnxgr 4+ 2na| 1 — a9 — [a sinh <($)>]
2 « 70

2(1 —
= dmzoy/ 23 + v(x0)? + 27 <1 — 1z + % sinh <($0))>

o
l<£E0<1 1
< 4rV/1+ a2 +ma+ ma? sinh () .
@
Die Kombination beider Abschatzungen liefert die Behauptung. O

Nun versuchen wir abzuschétzen, wie groft der Flachenanteil € sein darf, damit Funktionen, deren
Helfrich-Energie unterhalb der Energieschranke aus Hilfssatz [5.3.1] liegt, eine Willmore-Energie

unterhalb der Energie-Barriere von 47 besitzen.

5.3.2 Hilfssatz

Es seien o > 0 und

1—tanh(2i)
0<e< = a2? T T
Vi+a? + ¢+ sinh(3) -5

Dann gibt es eine Konstante E = E(a,e) < 47, sodass sich die Willmore-Energie jedes u € Hy
mit He(u) < ME durch W(u) < E abschitzen lisst.

Beweis: Seiu € H, gegeben mit H.(u) < Mé Der Beweis gelingt uns durch die Anwendung der
Abschétzung der Willmore-Energie aus Folgerung [3.6.3] Es sei angemerkt, dass die Abschétzung
auch im Kontext von H?-glatten Profilkurven ihre Giiltigkeit behélt. Nach dieser gilt dann

Wiu) < ;[Mg - \/(M3)2 — 1672 } :

Es reicht dann zu zeigen, dass die rechte Seite nach oben durch 47 beschrinkt ist. Zur Vereinfachung
der Notation schreiben wir M2 in der Form a + b mit Konstanten a = a(a) und b = b(c). Wir

rechnen dann

1[@—1—5()4—\/(&—1—56)2—167@5 ] < 4r

2
= \/(a+eb)2 —1672e < 87 — (a +¢b)
& (aA4-=b)” — 1672 < 647> — 167(a + £b) + (aA4-<b)
& (b—m)e < 4dm—a
AT —a
<~ € < .
b—m

Mit den expliziten Ausdriicken fiir @ und b ergibt die letzte Ungleichung
- 1 — tanh (i)
€
Vita? +9+ 2 sinh (1) -

was nach Voraussetzung erfiillt ist. O

I

(=
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Mit Hilfssatz [5.3.2) sind wir nun wieder in der Lage, Satz [5.2.3] anwenden zu kénnen, um so die
Existenz von Helfrich-Minimierern zeigen zu konnen. Der Bereich, in dem wir hier die Existenz

zeigen konnen, ist in der Zusammenfassung in Bild [5.3] grafisch dargestellt.

5.3.3 Satz (Existenz von Helfrich-Minimierern I)
Seien o > 0 und

1 — tanh (%)
0<e< o T
V1i+a? +$+ % sinh(2) —;
Dann gibt es einen Minimierer u von He in H,, welcher sogar in C*°([—1,1]) liegt und das
Dirichlet-Problem der Helfrich-Gleichung (HGy, o)) [0st.

Beweis: Mit der Voraussetzung an € kann Hilfssatz [5.3.2] angewendet werden. Dieser liefert eine
Konstante E = E(a, ¢) < 47, sodass die Willmore-Energie jedes u € H, mit H.(u) < ME durch
W(u) < E beschriankt ist. Insbesondere erhalten wir nach Satz eine einzig von o und ¢
abhéngige Schranke an die Ableitung von u. Wahlt man nun eine Minimalfolge fiir M, deren
Helfrich-Energie unterhalb von Mé liegt, so sind analog zum Beweis von Folgerung mit
Proposition die Voraussetzungen des Existenzsatzes erfiillt. Dessen Anwendung liefert

einen Minimierer, welcher in C*°([—1,1]) liegt und somit die Helfrich-Gleichung 16st. O

5.3.4 Zylinder als Hilfsfunktion (Existenz von Helfrich-Minimierern IT)
Der Vollstandigkeit halber diskutieren wir noch den Fall, wenn wir einen Zylinder als Hilfsfunktion
verwenden. Die Hilfssétze [5.3.1] und sind dann fiir diesen Fall anzupassen.

Seien also zunéchst einmal a > 0 und € > 0 fest gewéhlt und w, = « hier der Zylinder zum
Randwert . Analog zu Hilfssatz lasst sich das Infimum von H. in H, auch durch

M < He(wa) = g+47rae

beschrénken. Wir wollen nun einen Bereich im (a, €)-Parameterraum finden, in welchem Funk-
tionen u € H, mit Ho(u) < He(wq) dann W(u) < E mit einer Konstante E = E(a,¢e) < 4w
erfiillen. Analog zum Vorgehen im Beweis von Hilfssatz haben wir nach Folgerung |3.6.3

W(u) < -Hs(wa) + \/’Hg(wa)2 — 167m2¢ ]

1
2 L

2
— = 7T+4ms+\/<7T+47roa€> —167725]
2|« «Q

—_

= 7T+47ra€+’7r—47ra5]
o «

s _ 1 _
s a<a,=5=o0dere=0,

_ NG
drae, o> Q.

Im Fall a < «a, ist die rechte Seite genau dann kleiner als 47, wenn a > %. Im Fall o > ay

und

IS,

muss wiederum a < % gelten. Das heifit also, dass der Bereich von Parametern o >
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e < é eine Abschétzung der Willmore-Energie mit Konstanten kleiner als 47 erlaubt. Dieser
ist in der Zusammenfassung in Bild grafisch dargestellt. Die Existenz von Minimierern des
Helfrich-Funktionals zeigt man dann analog zu Satz [5.3.3] [

5.4. Existenz durch Vergleich mit Zylindern

In [Scholtes, 2011 wurde bereits ein weiterer Bereich gefunden, fiir welchen die Existenz von

Helfrich-Minimierern gezeigt werden konnte. Die dort entwickelte Theorie konzentriert sich auf
1
NG

zwischen einer unteren Schranke an die Elemente einer geeigneten Minimalfolge mit einer oberen

das Regime, in welchem a > a, = ist. Der Existenzbeweis basiert auf einem Wechselspiel
Schranke an die ersten Ableitungen dieser. Durch Vergleich der Helfrich-Energie von Funktionen
mit geringerer Helfrich-Energie als beim Zylinder, gelingt es, Bedingungen an die Parameter
«a und € zu erhalten, fiir welche sich entsprechende Schranken finden lassen. Wir werden die

Resultate hier lediglich zusammenfassen und auf Beweise verzichten.

5.4.1 Hilfssatz

Seien a > 0, € > 0 und ein ¢ € (0, ) gegeben, sodass

deac (o — c)

Fla,e,e) = dea? +1 =

gilt. Dann ist jedes u € Hy mit He(u) < He(up = o) nach unten beschrinkt durch c, sodass
u(z) > ¢ fir alle x € [—1,1].

Beweis: Fiur den Beweis siehe [Scholtes, 2011, Lemma 4.5]. O

5.4.2 Hilfssatz
1

Seien € >0, a > a, = ENG und ein ¢ mit o, < ¢ < « gegeben, sodass

Gla,e,c) = [i(éla(a—c)—i— (i—i))]_/ > 1

erfillt ist. Erfillt ein u € Hy mit He(u) < He(ug = «) die Bedingung uv1 4+ u'? > ¢, so gilt

K
W(z)| € ——— ir alle x € |—1,1],
W@ < = [-1,1]

wobei K = G(a,e,¢) L.

Beweis: Der Beweis in [Scholtes, 2011, Lemma 4.9] wurde fiir nicht zwangsweise gerade Funktio-
nen u mit leicht abgeénderter Definition der Funktion G gefiihrt, beinhaltet allerdings auch, mit
einer kleinen Modifikation, den Beweis des Hilfssatzes. Dieser lasst sich aber auch in |Scholtes.
2009, Proposition 8.3.8| nachlesen. O
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Mit den Schranken aus den Hilfssdtzen £.4.1] und £.4.2] lasst sich wiederum die Existenz
von Helfrich-Minimierern in einem entsprechenden Bereich zeigen. Dieser Bereich ist in der

Zusammenfassung in Bild [5.3] grafisch dargestellt.

5.4.3 Satz (Existenz von Helfrich-Minimierern IIT)
Seien € > 0 und a > a, = ﬁ gegeben. Ist

(5.2) 1 < sup min{F(a,e,c), G(a,e,0)}

ax <c<a
erfillt, so gibt es einen Minimierer u von H. in H,, welcher in C*([-1,1]) liegt und das

Dirichlet-Problem der Helfrich-Gleichung (HG,, o)) [0st.
Weiter gibt es zu jedem € > 0 eine Konstante ag = ap(e), sodass fir alle « > g die Bedingung

(5.2) erfillt und damit die Ezistenz eines Helfrich-Minimierers gesichert ist.

Beweis: Der Beweis des ersten Teils ist nach [Scholtes, 2011 Theorem 4.14]. Die Abbildung
¢ +— min {F(a,@,c) , G(a,e,c)}

ist als Minimum stetiger Funktionen wieder stetig. Diese nimmt wegen F(«, e, o) = 0 auf [ou, o)

das Supremum in einem Punkt ¢y an. Nach Voraussetzung ist dann
min {F(oz,s, ), G(a, e, CO)} > 1.

Wir wihlen nun eine Minimalfolge (uy)gen fiir Mg mit Heo(ug) < He(up = «) fiir alle k € N.
Nach Hilfssatz m gilt dann uiv1+ u;f > uy > cg, sodass sich Hilfssatz anwenden lasst.
Dieser liefert eine von k unabhéngige Schranke an die Ableitungen ). Mit Proposition sind
dann wieder die Voraussetzungen des Existenzsatzes [1.4.1] erfiillt, welcher das gesuchte Minimum
liefert. Den Beweis zum zweiten Teil der Behauptung liest man in [Scholtes, 2011, Lemma 4.16]
nach. O

Wir geben hier noch eine Alternative fiir Hilfssatz [5.4.1] an, mit welcher sich der Existenzbereich
im Satz noch ein wenig vergréfern ldsst.

5.4.4 Hilfssatz
Seien ¢ > 0 und o > v, gegeben. Ist zusatzlich a > 2, so gilt fiir jedes w € Hy mit He(u) <

He(up = ) -
u(:l:)zwl—éoz fir alle z € [-1,1].

Beweis: Die untere Schranke bekommen wir durch Anwendung der Flachenabschétzung aus
Folgerung [3.6.4] Analog zur Anwendung der Willmore-Abschétzung aus Folgerung [3.6.3] im Beweis
von Hilfssatz merken wir hier an, dass die Flichenabschitzung auch im Kontext H?2-glatter
Profilkurven giiltig bleibt. Sei also u € Hy mit He(u) < He(up = «). Wir erhalten dann

Au) < 216[7-[5(u0) + \/He(uo)2 — 1672e
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) 2
= | Tt dnae + \/<7T +47roz€> — 1672¢ ]
2e |« «Q

= — 7r+47ra6—|—‘7r—47r04€]
« «

Y Yra

Angenommen, dass minge_y 1) u(r) = mingcpu(zr) < A\pa=4/1— 2 @, dann haben wir

1

1 maxu
Au) = 47r/ w(z) \/1+ () de > 47r/ u(z) | (z)| do = 47r/ y |u ' ({y})| dy
0 0 minu ———
>1
«
>47r/ ydy:27r(a27)\fa2):27r(17)\f)a2:47ra,
)\J'C!
was der letzten Abschétzung widerspricht. O

Mit Hilfssatz erhilt man dann eine modifizierte Variante von Satz[5.4.3] Der Bereich, in
dem nun die Existenz gesichert ist, ist in der Zusammenfassung in Bild grafisch dargestellt.

5.4.5 Satz (Existenz von Helfrich-Minimierern IV)
Seien e >0 und a > o = ﬁ gegeben. Sind /1 — % o > oy und

2
(5.3) G(a,s, l—a a) > 1

erfillt, so gibt es einen Minimierer u von He in Hy, welcher in C*°([—1,1]) liegt und das

Dirichlet-Problem der Helfrich-Gleichung (HG,, o)) l0st.

Beweis: Der Beweis ist dhnlich zu fithren wie der Beweis von Satz [5.4.3] Wir stellen fest, dass
fiir c=4/1— % « mit Hilfssatz [5.4.4] die Voraussetzung uvV1+ w2 > u > c aus Hilfssatz [5.4.2
fir u € Hy, mit He(u) < Ho(up = «) erfiillt ist, sodass der restliche Beweis wie in Satz [5.4.3
gefiithrt werden kann. O

5.5. Zusammenfassung und Diskussion der Existenzresultate

Wir konnten in den Kapiteln 5.3 und [5.4] vier Bereiche zusammentragen, fiir die die Existenz von
Helfrich-Minimierern gezeigt werden konnte. Die Ergebnisse sind in Bild grafisch dargestellt.
Die Bestimmung der Existenzbereiche in der Grafik wurden separat in einem Python-Script
realisiert. Dabei basiert die Bestimmung der Existenzbereiche I und II lediglich auf einer Funk-
tionsauswertung (siehe Satz und Abschnitt . Zur Bestimmung der Existenzbereiche
IIT und IV aus den Sétzen |5.4.3| und [5.4.5( wurden die Gleichungen und numerisch
ausgewertet. Dazu wurden Minimierung und Nullstellenberechnung mittels Funktionen der Py-
thon-Bibliothek SciPy realisiert.
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Bild 5.3: Ausschnitte der Existenzbereiche I, I, 11T und IV im (a, £)-Parameterraum, fiir welche
in Satz [5.3.3] in Abschnitt [5.3.4 und in den Sétzen [5.4.3] und [5.4.5 die Existenz von
Helfrich-Minimierern gezeigt werden konnte, zusammen mit den Parameterwerten, fiir die die
Gleichgewichtszylinder nach Satz [5.1.1] die eindeutigen Minimierer des Helfrich-Funktionals
darstellen. Einzig der Existenzbereich I garantiert fiir jeden Randwert « die Existenz eines
Helfrich-Minimierers.

Die Existenzbereiche I und II basieren auf einer Energie-Methode, bei der mithilfe der Hilfs-
funktion aus Abschnitt [5.2.1] bzw. einem Zylinder als Hilfsfunktion die Willmore-Energie fiir
Funktionen mit kleinerer Helfrich-Energie abgeschétzt wird. Léasst sich die Willmore-Energie
durch Konstanten kleiner als die Energie-Barriere 47 beschrianken, so bekommt man ein Exis-
tenzresultat. Dabei ist der Existenzbereich I der einzige der vier Bereiche, welche fiir alle Werte
des Randwertes «, die Existenz von Helfrich-Minimierern zeigen konnte. Die beiden Resultate
sind weit davon entfernt, optimal fiir die Ausnutzung der Energie-Barriere zu sein. Einzig der
Existenzbereich II stellt fiir Gleichgewichtszylinder das optimale Resultat dar, in der Hinsicht,
dass Gleichgewichtszylinder mit Randwerten a < %1 oberhalb der Energie-Barriere sind. Die
numerischen Experimente in Kapitel zeigen, dass Helfrich-Minimierer in Bereichen grofierer
a aber nicht allzu grofer e weiterhin unterhalb der Energie-Barriere liegen (vgl. Bild . Die
beiden Existenzbereiche I und II scheinen diese Bereiche allerdings nicht ,spiiren* zu kénnen.
Eventuell konnen die Resultate noch verbessert werden, wenn sich die Abschétzungen aus Satz
[3:6.1] bzw. aus Folgerung [3.6.3] verbessern lassen. Eine Idee konnte es sein, die Abschéitzung aus
Folgerung [3.6.3] durch Riicksichtnahme der Randwerte zu verbessern, um Profilkurven ausschliefen

zu konnen, die die schlechte Abschétzung der Fliache verursachen.
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Die Existenzbereiche III und IV wurden wiederum aus Vergleichen mit Zylindern gewonnen.
In [Scholtes, 2011] wurde der Existenzbereich ermittelt, in welchem es die Schranken in den
Voraussetzungen des Existenzsatzes [{.4.1] geben muss, da sonst die Helfrich-Energien der Elemente
einer Minimalfolge grofser als die Helfrich-Energie des Zylinders zum gleichen Randwert werden.
Fiir den Existenzbereich IV konnte das Resultat mit der Flachenabschiatzung aus Folgerung |3.6.4
noch unwesentlich verbessert werden. Auch hier konnte sich das Resultat verbessern lassen, wiirde

man die Flachenabschétzung verbessern kénnen.



6. Beschreibung der qualitativen Eigenschaften von
Helfrich-Minimierern

Nachdem wir in Kapitel [o| Bereiche von Randwerten a und Flachenanteilen € des Helfrich-
Funktionals finden konnten, fiir welche sich die Existenz von Helfrich-Minimierern in H,, beweisen
liefs, wollen wir uns hier mit den qualitativen Eigenschaften von Helfrich-Minimierern beschéftigen.
Dazu werden wir exzessiven Gebrauch eines numerischen Losungsverfahrens machen, dessen
ausfiihrliche Beschreibung in Kapitel [7] zu finden ist. Die Numerik ermdglicht es, uns nicht nur auf
die in Kapitel |5| gefundenen Existenzbereiche zu beschrénken, sondern auch Parameterpaare («, €)
zu betrachten, welche einer theoretischen Analyse bisher nicht zuginglich sind. Die Diskussion
wird aus diesem Grund in diesem Kapitel grofstenteils eher informell sein und nur an wenigen

Stellen rigoros gefiihrt.

Fiir die qualitative Beschreibung werden wir zunéchst in Kapitel das Verhalten der Werte
des Helfrich-, Willmore- und Flachenfunktionals der Helfrich-Minimierer in Abhéngigkeit der
Randwerte a und Flachenanteile £ betrachten. Neben Monotonie-Resultaten der optimalen
Helfrich-Energien betrachten wir auch das Verhalten fiir € — oo und o — 0o. Konvergenzresultate
der Helfrich-Minimierer in den Situationen € — 0, ¢ — oo und o — 0 werden dann in Kapitel
diskutiert. Letztendlich fallen in der numerischen Beschreibung zwei Charakteristiken der Helfrich-
Minimierer auf, welche unter anderem eine theoretische Analyse dieser erschweren. Zum einen gibt
es eine Kurve im (a, €)-Parameterraum, an der ein unstetiger Ubergang der numerisch gefundenen
Helfrich-Minimierer stattfindet, was in Kapitel untersucht wird. Andererseits erschwert das
komplizierte Monotonie-Verhalten der numerischen Helfrich-Minimierer die theoretische Analyse.
Darauf werden wir dann in Kapitel eingehen.

Zugunsten eines inhaltlichen roten Fadens werden hier numerische und theoretische Resultate
im Text gemischt vorkommen. Wir versuchen, diese stets einzuordnen, und sofern ein Resultat
oder eine Losung der Helfrich-Gleichung als ,numerisch* beschrieben wird, ist damit die

Verwendung des numerischen Losungsverfahrens aus Kapitel [7] gemeint.

6.1. Energien der Minimierer

In diesem Kapitel wollen wir das Verhalten der verschiedenen Energien bzw. Flachenwerte der
Helfrich-Minimierer in Abhéngigkeit von o und e diskutieren. Dabei interessieren wir uns unter
anderem fiir das Monotonieverhalten der optimalen Helfrich-Energie sowie das Grenzverhalten

flir e = oo und o — oo.
Wir versuchen zunédchst, das Verhalten der optimalen Helfrich-Energie )M, also der Helfrich-

Energien der jeweiligen Helfrich-Minimierer, in Abhéngigkeit von o und e zu beschreiben. Bild
stellt diese optimalen Helfrich-Energien, welche fiir die mit der Finite-Elemente-Methode aus

99
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Bild 6.1: Darstellung der numerisch berechneten optimalen Helfrich-Energien fiir einen Bereich
im (a, e)-Parameterraum. Die gepunktete Linie kennzeichnet den Bereich a = o, = #g, in dem
Gleichgewichtszylinder das Helfrich-Funktional nach Satz [5.1.1] minimieren.

Kapitel [7] gefundenen numerischen Helfrich-Minimierer berechnet wurden, dar. Als Funktion in €

stellt sich diese als monoton heraus, wie folgender Hilfssatz zeigt.

6.1.1 Hilfssatz (Monotonie von & — M )
Fiir festes o > 0 ist die Funktion

e .
[0,00) 3 € — M = uler}jf{a He(u)

monoton steigend.

Beweis: Seien 0 < €1 < €5 gegeben. Wir wihlen ein beliebiges u € H,. Wegen A(u) > 0 haben

wir
e1Au) < es Au) < W(u)+e1 Au) < W(u) +e2 A(u) < He(u) < Hey(u).
Infimumbildung liefert dann

M = Bf M) S Bf M) = M

O

Analog lasst sich auch Monotonie der optimalen Energien des ,jinvertierten Helfrich-Funktionals

zeigen, bei dem die Rollen von W und A vertauscht sind. Wir setzen dazu fiir £ > 0

He(u) = A(u) + EW(u) 270 23, (u).
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Die Minimierer von H: stimmen dann mit den Minimierern von Hy/. in den jeweiligen Klassen

H,, iiberein. Betrachten wir ferner

Mg = inf He(u) = & inf Hi(u) = EMY?
o = nf He(u) € nf Hijz(u) = EM,",
so lésst sich auch die Monotonie von ]\fo; in Abhéngigkeit von & zeigen. Das zeigt auch, dass M;/ :

in € langsamer fallt, als € wéchst.

6.1.2 Hilfssatz (Monotonie von € — ]\fo; )
Fiir festes a > 0 ist die Funktion

[0,00) 3 & — M: = inf He(u) = EMYJ*
u€EHy

monoton steigend.

Beweis: Seien 0 < £; < & gegeben und wir wihlen ein beliebiges u € H,. Wegen W(u) > 0 in

H,, haben wir
W) < EWl) & Al +E W) < Alu) + W) < He(u) < He(u).

Infimumbildung liefert dann

M

€
«

= mf He, (u) < inf Hey(u) = M2,

O

Das Monotonie-Verhalten fiir M: in Abhéngigkeit von a unterscheidet sich allerdings ein wenig
von dem Monotonieverhalten von Mg in €. Wahrend nach |Scholtes, 2011] die Abbildung a — M
fiir hinreichend groffe @ monoton steigend ist und sogar strikt monoton steigend, sofern ein
Minimierer mit Randwert « existiert, so gilt dies nicht mehr fiir kleine Werte von a. Nach Satz
gilt ndmlich, dass M  ein striktes Minimum von o — M ist. Demnach muss Mg > Mg,

fiir v < av sein. Dies kann man auch in den numerischen Ergebnissen in Bild [6.1] erahnen.

Nicht nur gelten fiir M die beschriebenen Monotonie-Eigenschaften. Ferner lasst sich auch
zeigen, dass M¢ in den Grenzféllen ¢ — oo und a — oo beliebig grofs werden kann. Allerdings
sei darauf hingewiesen, dass dies nicht fiir das Willmore-Funktional, also fiir € = 0, gilt. Nach
Hilfssatz konvergiert M, = M2 fiir o — oo gegen 0.

6.1.3 Hilfssatz
Fiir festes a > 0 gilt

lim M. = lim inf H.(v) = oo

£—00 e—00 vEH,

und fir e > 0 hingegen haben wir

lim M = lim inf H.(v) = co.

a—00 a—00 vEH,,
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Beweis: Der Beweis der Behauptung basiert auf einer geeigneten Fldchenabschétzung. Sei «

zunédchst beliebig aber fest. Fiir beliebiges v € H, rechnen wir einerseits analog zum Beweis von

Hilfssatz 5.4.4]

1 1 max u
Au) = 477/0 u(x) 1—|—u’(m)2 dz > 47r/0 u(zx) ‘u’(w)‘ dz = 47r/' Y |u {y}) | dy

min u

max u 2 2
4 dy = 2 — i .
[ = e (s ) - (L) )

Andererseits gilt

>1

v

%,_/ z€[-1,1]
>1

A(u):47r/01 u(z) 1+u( / w do > 4r min u(z).

r[nlrll | u(x)

Die Kombination der beiden Flachenabschatzungen ergibt
A(u) > 2m max {2 min u, maxu? — min u2}
(6.1) > 21 max{2minu, o? —mian}

Z47r[\/1+042 —1],

denn der Ausdruck in den geschweiften Klammern in der zweiten Zeile wird minimal, falls
minu =v1+a2 —1.

Wir zeigen zunéchst den ersten Teil der Behauptung. Sei @ > 0 gegeben. Wir geben uns
ein hinreichend kleines 6 > 0 vor und wahlen fiir beliebige ¢ > 0 Funktionen u. € H,, sodass
He(ue) < ME 4 6. So haben wir mit Abschétzung

47r€[\/1+oz2 — 1} < W(ue) +e A(ue) = He(us) < ME+9.

Die Grenzwertbetrachtung fiir € — oo liefert dann die Behauptung. Analog ldsst sich auch der
zweite Teil der Behauptung zeigen, da nach der Abschétzung (6.1]) A(u) — oo gilt fiir Randwerte
a — 00. O

Wir gehen nun noch auf die Werte des Willmore- und Flachenfunktionals der numerisch berech-
neten Helfrich-Minimierer ein. In Bild [6.2] sind die Willmore-Energien der mit dem numerischen
Verfahren aus Kapitel [7] gefundenen Helfrich-Minimierer dargestellt. In der grafischen Darstellung
farblich hervorgehoben wurde die in Kapitel 5.2 gefundene Energie-Barriere von 47. In dem
Bild lasst sich erahnen, dass sich die in Kapitel gefundenen Existenzbereiche von Helfrich-
Minimierern unter Verwendung der dort beschriebenen Energie-Methode noch deutlich erweitern
lassen konnten, da die Willmore-Energien der Helfrich-Minimierer fiir groffer werdende a unter
diese Energie-Barriere zu fallen scheinen. Weiter ldasst sich im Bereich 1 < a < 1.5 und € > 5 ein
unstetigen Ubergang in der Willmore-Energie der Helfrich-Minimierer vermuten. Dieser basiert
auf einer unstetigen Abhéangigkeit der Daten in diesem Bereich, auf welche wir in Kapitel
weiter eingehen werden.

In Bild sind dann die ebenso durch das numerische Verfahren aus Kapitel [7] berechneten
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Bild 6.2: Darstellung der Willmore-Energien der numerisch berechneten Helfrich-Minimierer in
Abhéngigkeit von o und e. Die gepunktete Linie kennzeichnet den Bereich o = o, = #E’ in
dem Gleichgewichtszylinder das Helfrich-Funktional nach Satz [5.I.T minimieren.
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Bild 6.3: Darstellung der Flachenwerte der numerisch berechneten Helfrich-Minimierer fiir einen
Bereich im (o, €)-Parameterraum. Die gepunktete Linie kennzeichnet den Bereich o = v, = -2

ONGE
in dem Gleichgewichtszylinder das Helfrich-Funktional nach Satz minimieren.

Fliachenwerte der Helfrich-Minimierer gezeigt. Die Unstetigkeitsstelle aus Bild [6.2] bei der Willmore-
Energie lasst sich auch hier, wenn auch etwas schwécher ausgepréagt, erkennen. Es sei auf einen
Vergleich mit der Flidchenabschéatzung hingewiesen, welche zeigt, dass die Fldchenwerte fiir
a — oo gegen unendlich konvergieren.
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6.2. Konvergenzverhalten in Grenzfillen

Interessant ist auch die Frage, ob Helfrich-Minimierer in den Grenzféllen £ \,0 und £ 0o zu
Minimierern des Willmore- bzw. Flachenfunktionals konvergieren. Mit dieser Fragestellung werden
wir uns hier auseinandersetzen und zudem auch den Fall fiir & — 0 betrachten. Die Konvergenz
zu Willmore-Minimierern werden wir hier rigoros zeigen. Dagegen wird die Diskussion fiir die

Grenzfille € — 0o und o — 0 anhand der numerischen Ergebnisse eher informell gehalten.

In Satz konnten wir die Existenz von Helfrich-Minimierern in einem Bereich des («, ¢)-
Parameterraumes zeigen, in welchem es fiir jedes a > 0 ein € gibt, sodass 0 < ¢ < € in diesem
Bereich liegt. Wir zeigen nun, dass es in diesem Bereich Helfrich-Minimierer gibt, die fiir € — 0
gegen einen Willmore-Minimierer konvergieren. Da die Eindeutigkeit von Willmore-Minimierern
nicht zu erwarten ist (vgl. [Eichmann, 2016|), kdnnen wir prinzipiell erst einmal nicht erwarten,

dass jede solche Folge von Helfrich-Minimierern konvergent ist.

6.2.1 Satz (Konvergenz zu Willmore-Minimierern)
Fiir jedes o > 0 gibt es zu jeder Folge e, — 0 eine Teilfolge uy;, von Minimierern des Helfrich-
Funktionals e, in Ho, welche in CY([~1,1]) gegen einen Minimierer u des Willmore-Funktionals

wn Hy konvergiert.

Beweis: Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit eine Folge ¢, — 0, £ — o0, gegeben mit
er > 0, sodass die Existenz der Minimierer uy von H,, nach Satz garantiert ist. Insbesondere
kénnen wir annehmen, dass die ), durch eine Konstante kleiner als die in Hilfssatz bestimmte
Grenze an € beschrénkt sind. Demnach gibt es eine Konstante E < 4w, sodass W(uy) < E fir
k € N gilt. Wir sind damit wieder unter der Energie-Barriere von 47 fiir das Willmore-Funktional
und nach Satz lassen sich die Ableitungen der u; gleichméfig mit einer Konstante ¢ > 0

beschranken, sodass
lup| < ¢ fiir alle k € N,

Analog zu Proposition [£.4.3] lassen sich mit Hilfssatz [1.4.2] wieder Schranken von oben und unten
an die Funktionswerte der uy finden, welche unabhéngig von k € N sind. Kombiniert man nun
die Monotonie von M aus Hilfssatz mit dem ersten Teil des Beweises von Satz [4.4.1], so
erhilt man eine Schranke an die H?-Norm der Folge u;. Mit der so erhaltenen Kompaktheit
der Folge uj, kénnen wir nach Auswahl einer Teilfolge erreichen, dass uy — u in H?(—1,1) fiir
ein u € Hy. Mit der Kompaktheit der Einbettung H2(—1,1) <> C'(|—1,1]) erhalten wir dann
nach erneuter Auswahl einer Teilfolge up — u in C'([—1,1]). Es bleibt zu zeigen, dass u das
Willmore-Funktional W in H, minimiert.

Wir nehmen an, dass u kein Minimierer von W in H, ist. Dann gibt es ein § > 0 und eine

Funktion u € H,, sodass

W(u) > W(ii)+6.
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Offensichtlich gilt
He, (ur) > Wilug,) .

Mit der schwachen Folgenunterhalbstetigkeit des Willmore-Funktionals beziiglich der H?2-Topologie
aus Satz gilt weiter W(u) < lim infy_, oo W(ug). Wéhlen wir k hinreichend grof, sodass

) )
W(ug) > W(u) — 3 und g A(a) < 3
gelten, so ergibt sich
) )
Mg = He (ug) > W(ug) > W(u) — 3 > W(a) + 3 > W(a) +er A(a) = He,(a),

was der Definition von Mgk als Infimum von H., beziiglich H, widerspricht. Somit muss u ein

Minimierer von W in H,, sein. O

In den beiden Bildern und sind Beispiele numerisch berechneter Helfrich-Minimierer,

A

€=0.00, W=3.124 |
£=0.05 W =3.125

102 4
1 —_——— £=0.10, W=3.127
T 7O — €=0.15 W =3.131
101 + =020, W=3135

e =0.25, W =3.142
— =030, W= 3.149)

Vv

Bild 6.4: Veranschaulichung der Konvergenz von Helfrich-Minimierern gegen einen
Willmore-Minimierer im Grenzfall € N\, 0 zum Randwert e« = 1 fiir verschiedene Fliachenanteile €.
Alle Minimierer wurden hier numerisch ermittelt.
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2.999 4+ |
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Bild 6.5: Veranschaulichung der Konvergenz von Helfrich-Minimierern gegen einen
Willmore-Minimierer im Grenzfall € N\, 0 zum Randwert e« = 3 fiir verschiedene Fliachenanteile €.
Alle Minimierer wurden hier numerisch ermittelt.
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welche gegen ebenso numerisch bestimmte Willmore-Minimierer konvergieren, bei verschiedenen
Randwerten « dargestellt. Die beiden Bilder bestétigen Satz

Nach der Diskussion axialsymmetrischer Minimalfldchen aus Kapitel 3.7 miissen wir im Grenzfall
e — oo die beiden Fille o > o, und o < o, unterscheiden. Im Fall o > «,,, kann man ahnlich
vorgehen wie im Beweis von Satz Fiir die Analyse des Grenzfalls € — 0o erscheint es wegen
lim._, M, = oo nach Hilfssatz sinnvoll, das invertierte Helfrich-Funktional 7. aus Kapitel
zu verwenden.

6.2.2 Proposition (Konvergenz zum flichenminimierenden Katenoid)
Es seien a > oy, = 1.895 und eine Folge €, — oo gegeben. Nehmen wir an, dass es zu jedem k

einen Minimierer uy, € Ho von Hyy., = iHek gibt und eine von k unabhdngige Konstante c, sodass

lup,| < ¢ fiir alle k € N,

dann konvergiert up — u in C°([—1,1]) gegen das flichenminimierende Katenoid zum Randwert
a aus Abschnitt[3.71.

Beweisskizze: Prinzipiell konnen wir dhnlich vorgehen wie im Beweis von Satz Zu beachten
ist, dass das flichenminimierende Katenoid nicht in H, liegt, sodass wir geeignete Funktionen
finden miissen, welche diese approximieren. Sei a > «,,. Mit ¢ bezeichnen wir den Katenoid-
Parameter des entsprechenden flichenminimierenden Katenoids zum Randwert o« (vgl. mit

Abschnitt [3.7.1]). Wir teilen den Beweis in zwei Schritte ein.

Schritt 1: Approximation des flichenminimierenden Katenoids durch H,-Funktionen.

Fiir o € (0,1) definieren wir die gerade Funktion

(z) ue(x), fallsx e (=1+p0,1-p),
up(z) ==
¢ po(lz]), sonst,

wobei u.(x) = ¢ cosh (%) das flichenminimierende Katenoid ist und p, das eindeutig bestimmte

Hermite-Interpolationspolynom mit
Po(1l) = uc(l) = a,  pp(1) =0, po(l—0) =ull—0), py(l—0) =ucll-o),

welches durch

Polz) = (2a902m)(1;$)3+ (3%+Q03a)<1_x>2+a

gegeben ist mit

1-— 1—
Kk = u.(1 —p) = ccosh <g>’ o = u.(1— ) = sinh (Q)
c c

Beispiele von u, fiir verschiedene Werte von ¢ sind in Bild @ gezeigt. Wir haben per Konstruktion
dann u, € C11([-1,1]) = W2>(-1,1) (vgl. Satz|B.3.7) und somit u. € H,. Weiter kann man
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Bild 6.6: Darstellung von Beispielen der Funktion wu, fiir verschiedene Werte von o zur
Approximation des flaichenminimierenden Katenoids.

dann zeigen, dass |[uc — upllco — 0 fiir ¢ — 0 und [Ju;, — u}[[co < C fiir eine Konstante C
unabhéngig von ¢. Und da u, und u, auf (—1 + p,1 — p) iibereinstimmen, folgt insbesondere
Uy — e fiir o — 0 in H'(—1,1). Nach dem Beweis von Satz ist das Flachenfunktional stetig
beziiglich der H!-Topologie, sodass man somit auch A(u,) — A(u,.) fiir o — 0 erhilt.

Schritt 2: Konvergenz von Helfrich-Minimierern zum flichenminimierenden Katenoid.

Seien nun eine Folge €, — oo und Minimierer u, € H, von H., gegeben. Als Minimierer von
He, sind diese insbesondere auch Minimierer von Hi/. aus Kapitel in H,, sodass

7_11/61@ (uk) = M;/Ek .

Mit der vorausgesetzten Schranke ¢ an die Ableitungen der uj erhalten wir wie im Beweis
von Hilfssatz bzw. Proposition [4.4.3] eine obere Schranke an die uy, sodass wir die uy als
beschrinkt in H'(—1,1) annehmen kénnen. Mit der so vorausgesetzten Kompaktheit erhalten
wir ein u € H'(—1,1), sodass wir nach Auswahl einer Teilfolge u;, — u in H'(—1,1) annehmen
konnen. Die Kompaktheit der Einbettung H'(—1,1) < C%([—1,1]) liefert uns dann ug — u in
C%([~1,1]). Kann man u = u, zeigen, so folgt die Behauptung, denn wiirde diese nicht gelten,
giéibe es eine Teilfolge der urspriinglichen Folge ug, welche gegen ein v € C°([-1,1]), v # u
konvergiert. Allerdings erfiillt diese Folge auch wieder die Voraussetzungen der Behauptung und
somit muss v = u, sein, was einen Widerspruch liefern wiirde.

Wir nehmen also an, dass u # u. ist, sodass u nach Kapitel kein Minimierer des Flachen-

funktionals zum Randwert « sein kann. Dann gib es ein § > 0, sodass
A(u) > A(ue) + 9.

Weiter verwenden wir auch wieder
Hay, (ur) > Alug) .

Mit der schwachen Folgenstetigkeit des Flichenfunktionals beziiglich der H!-Topologie (vgl.
wieder Beweis von Satz [4.2.1)) gilt A(u) = limy_,c0 A(ug). Wahlt man nun g hinreichend klein,
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sodass fiir u, aus Schritt |I|

A(u,) < Alue) + g

erfiillt ist, und & hinreichend grofs, sodass

4] 1 1)
A(ug) > A(u) — 3 und aW(uQ) <3
gelten, so bekommt man
<. _ 0 20
M = Hy, (w) = Alur) = Al) = 5 > Aue) + 5

o 1 -
> A(up) + 3 > A(ug) + o Wlug) = Hy., (up),
was der Definition von Mol/ % als Infimum widerspricht. Somit gilt u = wu.. O

Um Satz zu einem Resultat mit der Aussagekraft wie Satz erweitern zu konnen,
bedarf es, zwei Hindernisse zu iiberwinden. Zum einen muss die Existenz der Helfrich-Minimierer
gesichert werden. Die Numerik scheint eine positive Antwort darauf zu geben. Das zweite Hindernis
ist die Schranke an die ersten Ableitungen der Helfrich-Minimierer. Eventuell ldsst sich diese

Frage sogar aus moglichen Existenzaussagen gewinnen. Bild zeigt ein numerisches Beispiel fiir
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Vv

: (. Katenoide, A = 23.96 |
T | e=1, A=24.92
: e =10, A=24.39
1.9 + ! e =102, A=24.10
o I
I e=103, A=24.01
) ! — 4 —
18 + . L e =10 A=23.98 |
h I
I
) I
1.7 + \
; |
L AN
T 4
1 X
: (—— Katenoide\
T i e=10°
I
1.9995 + l e=10*
] b —_— =10
1.999 + |
4 | —_— =108
1.9985 <+ : ________ £ = 107
] -— 108
1.998 + : e=10
1 \ L e=10° |
1.9975 4+ T
' |
1

Bild 6.7: Konvergenz von Helfrich-Minimierer zum flichenminimierenden Katenoid im Grenzfall
€ — oo zum Randwert &« = 2 > ay,,. Das Bild unten verdeutlicht, dass die Ableitungen der
Helfrich-Minimierer beschrénkt bleiben. Alle Minimierer wurden hier numerisch ermittelt.
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die Konvergenz gegen ein flichenminimierendes Katenoid und gibt einen Hinweis darauf, dass
man eine solche Schranke auch erwarten kann. Die numerischen Helfrich-Minimierer schmiegen
sich fiir grofer werdende Werte von € immer ndher an das flichenminimierende Katenoid an,

ohne dabei mit beliebig grofer Ableitung aus dem Randdatum heraus zu kommen.

Die Diskussion der Konvergenz von Helfrich-Minimierern fiir € — oo im Fall von a < ap,
werden wir lediglich auf zwei numerische Beispiele reduzieren. Nach dem Monotonie-Resultat aus
Hilfssatz [6.1.2]ist zu erwarten, dass die Helfrich-Minimierer mit steigenden Werten von € bei festem
Randwert « gewillt sind, die Flachen zu verringern. Demnach miissten diese im Grenzfall € — oo
die Goldschmidt-Kurve (siehe Abschnitt zum Randwert o approximieren. Die Bilder

und scheinen diese Vermutung zu bestétigen. Interessant ist auch, dass die Helfrich-Minimierer

f Goldschmidt, A = 1.57 )
05 + e=5, A=456
a1 e=10, A=3.92
FOVANNNG e S =20, A=3.35
03 + TN NN s S H e=50, A=2.75
0l £ =100, A =243
£ =200, A=218
o1 4 £ =500, A=1.96
TN /| | — e =1000, A=1.85
> €= 2000, A=1.77

Bild 6.8: Konvergenz von Helfrich-Minimierer zur Goldschmidt-Kurve im Grenzfall € — oo zum
Randwert ¢ = 0.5 < ayy,. Alle Helfrich-Minimierer wurden hier numerisch ermittelt.

16 + (. Goldschmidt, A = 16.08 )
1.4 + Katenoide, A = 18.50
1.2 + =10, A=19.14

S e e e ——— £ =20, A=18.97
os 1 =178, A=18.75
06 1 e =80, A=17.68
os I e =100, A=17.51
0o I € =200, A=17.10

R R B NN I R T SR RIS T2 ) ey R € =500, A=16.73

> € =1200, A =16.50

Bild 6.9: Konvergenz von Helfrich-Minimierer zur Goldschmidt-Kurve im Grenzfall € — oo zum
Randwert o = 1.6 < «,,,. Bei € &~ 79 tritt ein unstetiger Ubergang der Minimierer auf. Alle
Helfrich-Minimierer wurden hier numerisch ermittelt.

in Bild [6.9] zunéchst versuchen das flichenminimierende Katenoid zu approximieren, dann aber

ab einem bestimmten Punkt ,springen”, um die Goldschmidt-Kurve approximieren zu kénnen.
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Diese Beobachtung weist auf eine Unstetigkeit der Helfrich-Minimierer bei stetiger Variation
in € hin, welche bereits in den Bildern und erahnt werden konnte und in Kapitel
besprochen wird. Des Weiteren erkennt man auch bereits, dass numerische Helfrich-Minimierer
auftauchen, welche auf [0, 1] monoton sind. Andererseits scheint sich dieses Monotonieverhalten
bei groferen Werten von € zu dndern und die Ableitungen der numerischen Helfrich-Minimierer

besitzen wechselnde Vorzeichen. In Kapitel [6.4] wird dies ausfiihrlicher diskutiert.

Wir diskutieren als letzten Grenzfall noch den Grenzfall @ — 0. Nach [Dall’Acqua et al., 2011}

Theorem 5.8] ist bekannt, dass Minimierer des Willmore-Funktionals fiir Randwerte o — 0 gegen

die Einheitssphére konvergieren. In Bild [6.10] ist dies mit numerisch ermittelten Minimierern

: : : (- Sphéare )
14+ 4 I —_— a=04
T 1 i I
0.8 4+ . | — a=0.2
+ ! L L. | —— a=0.1
| | |
06 1 | ) a = 0.05
) | | | —
0.4 + \ a=0.02
] | —— = 0.01
0.2 + : ———— a =0.005
oL | 7 : — a = 0.001)
1 1 1 1
T ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ T ¥ ¥ ¥
0

Bild 6.10: Konvergenz von Minimierern des Willmore-Funktionals, bzw. des
Helfrich-Funktionals fiir € = 0, zur Einheitssphére im Grenzfall o — 0. Alle Minimierer wurden
hier numerisch ermittelt.

des Willmore-Funktionals grafisch dargestellt. Bild [6.11] wiederum zeigt ein Beispiel fiir die

: : : ( a=03 |
03 L i | —_— a=02
R T I
| | N a=0.1
10 ! ! a=0.05
02 + |
i | , a = 0.02
' ' —— a=0.01
p | |
01 + | . (——— a=0.005)
h | |
I 1
| {
0 -+ | | |
: - : : : —
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Bild 6.11: Konvergenz von Helfrich-Minimierern zu € = 3 im Grenzfall & — 0 der Randwerte.
Alle Minimierer wurden hier numerisch ermittelt.

Konvergenz von numerisch berechneten Helfrich-Minimierern fiir relativ kleine Fliachenanteile €.

Qualitativ scheint sich die Konvergenz dhnlich zu verhalten. Man ist versucht, die Grenzfunktion
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als gestauchte Sphére zu interpretieren. Dass dies allerdings nicht fiir alle Flachenanteile € der Fall
ist, zeigt Bild Dort erkennt man, dass der Bereich um x = 0 stérker ,eingedriickt” ist, als

2

] | ( a=01 )
0-12 T ! ———— a=10.08
I
01 + Fom s NN - | — a=0.06
0.08 + : ———————— o =0.04
1 | a=0.02
006 T : —_— a=0.01
0.04 + i L a = 0.005 )
1 |
0.02 4+ i
T |
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L
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Bild 6.12: Konvergenz von Helfrich-Minimierern zu € = 20 im Grenzfall &« — 0 der Randwerte.
Alle Minimierer wurden hier numerisch ermittelt.

der Bereich um z ~ :I:% herum. Im Grenzfall & — 0 lassen sich die Helfrich-Minimierer als (fast)
geschlossene Rotationsflachen auffassen. Die Form der numerisch berechneten Helfrich-Minimierer
aus Bild erinnern dann ein wenig an Querschnitte roter Blutkérperchen (vgl. Bild .
Der Ahnlichkeit ist nicht unbegriindet, denn in den Pionierarbeiten zur Modellierung elastischer

\

T
k/_\/

R 4

Bild 6.13: Illustration des Querschnitts eines roten Blutkérperchens.

Energien, fiir welche das Helfrich-Funktional ein einfaches Beispiel ist, war man unter anderem

an der Form roter Blutkorperchen interessiert (siehe [Canham, 1970] oder |[Deuling und Helfrich|

1976)).

6.3. Unstetige Abhdngigkeit von den Daten

Wie bereits in der Diskussion zu den Bildern [6.2 und [6.9] angedeutet wurde, scheinen die Helfrich-
Minimierer im Allgemeinen nicht stetig von den Randwerten o und Fléachenanteilen £ abzuhéngen.
Wir wollen die Behauptung hier weiter untermauern und die Beobachtungen ausfiihrlicher be-
schreiben. Es sei darauf hingewiesen, dass die Interpretation der Ergebnisse in diesem Kapitel

rein auf Basis der numerischen Resultate geschieht.
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Zunichst einmal geben wir einen besseren Uberblick iiber den Bereich der Unstetigkeit, da
dieser in Bild nicht sehr gut zu erkennen ist. Als Verzweigungsparameter bietet es sich an,
die Funktionswerte der Helfrich-Minimierer an der Stelle z = 0 zu verwenden. Bild [6.14] zeigt

A umin(w == 0)

1 + 1
v T

L 3

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Bild 6.14: Funktionswerte u(0) der numerisch berechneten Helfrich-Minimierer fiir einen

Bereich im («, €)-Parameterraum mit eingezeichneter Grenzlinie, bei welcher ein unstetiger
Ubergang der numerisch berechneten Helfrich-Minimier beobachtet wurde.

eine Ubersicht dieser Werte der numerisch ermittelten Helfrich-Minimierer in Abhingigkeit von
a und e. Zu erkennen ist, dass es fiir Werte o 2 0.8 und € 2 5 eine Grenzlinie gibt, an der ein
unstetiger Ubergang der Helfrich-Minimierer zu existieren scheint. Nach Proposition und
der ihr folgenden Diskussion ldsst sich vermuten, dass diese Grenzlinie den Randwert o = oy,
mit a,, ~ 1.895 aus Kapitel nicht iiberschreiten wird und fiir beliebig grofse ¢ existiert. In
Bild [6.14] scheint die Grenzlinie sehr verrauscht zu sein, was wahrschweinlich an der numerischen
Auflésung der berechneten Minimierer liegt. Zu erwarten ist eine glatte Grenzlinie. Der Verlauf
der Werte von u(z = 0) der Helfrich-Minimierer fiir fest gewéhlte Werte von « in der Nihe des
unstetigen Ubergangs ist in Bild anhand von drei numerischen Beispielen dargestellt.

Der unstetige Ubergang lisst sich folgendermafen erkliren. Das hier verwendete numerische
Verfahren, welches in Kapitel [7] beschrieben wird, zeigt, dass es durchaus mehrere Losungen des
Dirichlet-Problems der Helfrich-Gleichung geben kann (vgl. mit Bild. Insbesondere
im Bereich der in Bild [6.14] beobachteten Grenzlinie lassen sich mindestens zwei numerische
Losungen der Helfrich-Gleichung finden, von der eine ein Helfrich-Minimierer zu sein scheint.
An der Grenzlinie tauschen beide Losungen dann ihre Rollen. Die Losungen, welche nun keine
Minimierer mehr sind, lassen sich aber dennoch weiter als Losungen der Helfrich-Gleichung
feststellen. So ist in Bild eine Situation dargestellt, in welcher numerische Lésungen bei
festem « fiir zwei verschiedene Werte von ¢ berechnet wurden, sodass die numerischen Helfrich-

Minimierer sich qualitativ unterscheiden, es aber dennoch nicht-minimierende Losungen gibt,
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Bild 6.15: Verlauf der Funktionswerte «(0) der numerisch berechneten Helfrich-Minimierer bei
verschiedenen Werten von « in der Nihe des unstetigen Ubergangs.
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Bild 6.16: Dargestellt sind numerische Losungen der Helfrich-Gleichung zum Randwert o = 1.2
fiir Flichenanteile € = 11 (rot) und € = 12 (blau). Es findet ein Ubergang der Minimierer
(durchgezogene Linie) hin zu nicht-minimierenden Losungen (gestrichelte Linie) der
Helfrich-Gleichung statt.

welche qualitativ dhnlich den Minimierern sind.

Die optimale Helfrich-Energie verhlt sich bei dem Ubergang stetig, was in Bild dargestellt
ist und auch der Grund dafiir ist, warum sich die Grenzlinie in Bild [6.1] nicht erkennen lésst.
Dies gilt dann allerdings nicht mehr fiir die Willmore-Energien und die Flachen der numerisch

berechneten Helfrich-Minimierer.

6.4. Verlauf und Monotonieverhalten von Helfrich-Minimierern

Nachdem sich in den Bildern aus Kapitel [6.2] bereits einige Eigenschaften der numerisch berechneten
Helfrich-Minimierer erkennen lassen konnten, wollen wir diese hier nun etwas systematischer
beschreiben. Insbesondere geben wir einen Uberblick iiber die Form und das Monotonieverhalten
der numerisch berechneten Helfrich-Minimierer. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass die

Interpretation der Ergebnisse in diesem Kapitel rein auf Basis der numerischen Resultate geschieht.
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170 +

1. Zweig, u(0) > 0.5
2. Zweig, u(0) < 0.5
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Bild 6.17: Helfrich-Energien der numerischen Losungen der Helfrich-Gleichung zum Randwert
a = 1.2 in Abhéngigkeit des Flichenanteils ¢ im Bereich des unstetigen Ubergangs. Als Zweig
werden die sich qualitativ dhnlich verhaltenden numerischen Lésungen zusammengefasst. Der
erste Zweig beschreibt die numerischen Losungen, welche flacher verlaufen (vgl mit Bild .

Die numerisch gefundenen Helfrich-Minimierer der verschiedenen Wertepaare (o, ¢) lassen
sich grob in drei Klassen einteilen: Helfrich-Minimierer deren Funktionswerte oberhalb des
Randwertes « liegen, unterhalb oder konstant sind, d. h., mit dem Randwert « iibereinstimmen.
Das numerische Verfahren aus Kapitel [7] scheint andere mdogliche Klassen auszuschliefen. Bild
stellt die Verteilung der Klassen im («, €)-Parameterraum dar. Dort lédsst sich erkennen, dass

£

20 +m © © © © oberhalb
© © © @ unterhalb
konstant
15 +
5 4+
o4 |

1 1 1 S
I M T M T M T M T M T M T M T M T L4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Bild 6.18: Ausschnitt der («,e)-Werte, deren numerisch berechnete Minimierer oberhalb oder
unterhalb von « verlaufen oder konstant sind. Die einzigen konstanten Minimierer sind die

Gleichgewichtszylinder aus Satz

numerische Helfrich-Minimierer fiir a@ < a, typischerweise oberhalb und fiir o > «, unterhalb von
« verlaufen. Einzig fiir @ = o, sind die numerischen Helfrich-Minimierer konstant, im Einklang
mit Satz und Folgerung [5.1.3] wonach Gleichgewichtszylinder fiir « = v, die eindeutigen
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Minimierer des Helfrich-Funktionals sind und es fiir andere Parameterwerte keine Zylinder als

Losung geben kann.

Spezieller lassen sich die in Bild gezeigten Klassen noch weiter aufteilen, indem man
das Monotonieverhalten der Helfrich-Minimierer beriicksichtigt. Wir teilen die Minimierer in
weitere Klassen ein, je nachdem, ob sie auf dem Intervall (—1,0) streng monoton wachsend, streng
monoton fallend, alternierend oder konstant sind. Als ,alternierend” bezeichnen wir das Verhalten,
wenn die erste Ableitung kein definites Vorzeichen besitzt. Bild [6.19] zeigt die Einteilung der

£

20 T @ @@ @ positiv
® @ ® @ negativ
© © © © alternierend
15 =+ ® ® ® @ Kkonstant
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5 4
o 4
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Bild 6.19: Einteilung der numerisch berechneten Helfrich-Minimierer in die verschiedenen

Monotonieklassen. ,,Positiv* beschreibt auf (—1,0) streng monoton wachsende Minimierer,

Jhegativ streng monoton fallende, ,konstant” die Gleichgewichtszylinder und ,alternierend
Minimierer, deren erste Ableitung kein definites Vorzeichen besitzt.

numerisch berechneten Helfrich-Minimierer der (o, ¢)-Werte in die jeweiligen Monotonie-Klassen.

Bild [6.20] zeigt Beispiele von Minimierern der vier verschiedenen Monotonieklassen. Typischerweise

postiv, e = 1.0
0.4 _‘_ negativ, € = 6.0
- N B —— alternierend, € = 20.0
konstant, € = 4.0
0.3 +
0.2 +
0.1 +

Vv

Bild 6.20: Beispiele von numerisch berechneten Helfrich-Minimierern der vier verschiedenen
Monotonieklassen aus Bild zum Randwert o = 0.25 in der dort verwendeten Farbwahl.
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tritt alternierendes Verhalten im Grenziibergang € — oo fiir hinreichend grofe € bei Randdaten
a < Qup, flir welche Goldschmidt-Kurven flichenminimierend sind, auf, sodass die numerischen
Helfrich-Minimierer unterhalb des Randwertzylinders laufen. Dies lief sich in den Bildern [6.§]
und [6.9) beobachten. Das alternierende Verhalten kann aber auch fiir Parameter auftreten, in
denen numerische Helfrich-Minimierer oberhalb des Randwertzylinders verlaufen, was in Bild
dargestellt ist.

0.24

postiv, e = 5.0

0.22 alternierend, € = 10.0

0.2 konstant, € = 25.0

0.18
0.16
0.14
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Bild 6.21: Beispiele von numerisch berechneten Helfrich-Minimierern zu den drei zum Randwert
o = 0.1 vorkommenden Monotonieklassen aus Bild in der dort verwendeten Farbwahl.

Das alternierende Verhalten tritt meist auf, wenn sich die Funktionswerte der numerischen
Helfrich-Minimierer in der Ndhe des zum gewéhlten Flachenanteil € entsprechenden Gleichge-
wichtszylinders befinden. Wir haben in den Bildern [6.22| und [6.23] fiir die Randwerte aus den
Bildern und die Differenzen der numerischen Helfrich-Minimierer zum entsprechenden
Gleichgewichtszylinder dargestellt, um zu beobachten, wie sich die Oszillationen der Funktionen

in Abhéngigkeit von & verhalten.

Es sei noch erwéhnt, dass in |Dall’Acqua, Deckelnick und Grunau, 2008, Theorem 4| gezeigt
wurde, dass Minimierer des Willmore-Funktionals stets oberhalb von a verlaufen und positives
Monotonieverhalten besitzen. Dies konnte in den Bildern und also mittels des numeri-
schen Verfahrens aus Kapitel [7] bestitigt werden. Diese Eigenschaften bleiben fiir die numerisch

berechneten Helfrich-Minimierer mit hinreichend kleinen Flachenanteilen € erhalten.
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Bild 6.22: Darstellung der Differenzen u — u, von numerisch berechneten Helfrich-Minimierern
u mit Randwert a = 0.25 und Fléchenanteil € zum entsprechenden Gleichgewichtszylinder ..
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Bild 6.23: Darstellung der Differenzen u — u, von numerisch berechneten Helfrich-Minimierern
u mit Randwert ¢ = 0.1 und Fléchenanteil € zum entsprechenden Gleichgewichtszylinder w..






7. Finite-Elemente-Methode zum Losen der
Helfrich-Gleichung

Wir werden in diesem Kapitel das numerisches Verfahren zum Losen der Helfrich-Gleichung
fiir graphische Rotationsflichen mittels der Finite- Elemente-Methode beschreiben, welches
wir bereits ausgiebig in Kapitel 6] angewendet haben. Das Verfahren eignet sich auch fiir allgemeine
Dirichlet-Randbedingungen graphischer Rotationsflichen, sodass wir die Helfrich-Gleichung bei
Vorgabe dieser numerisch lésen wollen. Es stellt sich heraus, dass konforme C'-Elemente mit
Funktionen, welche Polynome dritten Grades auf den Elementen sind, fiir das numerische Losen

der Helfrich-Gleichung geeignet sind.

Zur Beschreibung des Verfahrens werden wir dazu in Kapitel das allgemeine Dirichlet-
Problem fiir graphische Helfrich-Fléchen vorstellen und die Helfrich-Gleichung in eine variationelle
Form bringen, das heifst, die schwache Formulierung aufstellen. Fiir diese werden wir dann in
Kapitel die konformen C'-Elemente beschreiben, mit welchen wir in Kapitel dann die
schwache Helfrich-Gleichung in eine diskrete Form bringen kénnen, welche sich fiir numerische
Berechnungen eignet. Weiter beschreiben wir dort ausfiihrlich, wie diese Methode in die Praxis
umgesetzt wurde. In dieser Arbeit wollen wir allerdings auf rigorose Fehlerabschétzungen der
Methode verzichten und uns in Kapitel lediglich experimentell davon iiberzeugen, dass diese
funktioniert. Einige Grundbegriffe zur Finite-Elemente-Methode lassen sich auch in Anhang
nachlesen.

7.1. Variationelle Formulierung der Helfrich-Gleichung

Wir sind in diesem Kapitel an Losungen des allgemeinen Dirichlet-Problems

Ay, H,+2H, (H? — K,) —2eH, = 0 auf (—1,1),
(HGu,aiﬁi) ,
u(£l) =ay, u(£l) = 64

fiir Helfrich-Fliichen in der Klasse graphischer Rotationsflichen mit Profilkurven u € C*4([—1,1])
und mit Randwerten a4 > 0 und S+ € R interessiert. Es sei

Hos o = Hopo s = {u€ HA(=1,1): u>0, u(#l) = au, o/(£1) =62} € Hy.

Fiir die Anwendung der Finite-Elemente-Methode zum numerischen Loésen der Helfrich-
Gleichung (HGy o, g.)) miissen wir diese allerdings in eine variationelle Form bringen. Das

119
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heifit, wir suchen Losungen u € H, g, der schwachen Helfrich-Gleichung

1 ", .n 1 1,12, 7 1 1
2/ wwﬂ5(m_5/uwu%;dx_/ L
(14 u?) 1 (14 u2) a1 uw?)

1 uu/ 90,

11+ u?
1

+4e/ Vi4uw? o dz =0 fiir alle p € HZ(—1,1).
-1

(sHG.) dx + 4e dx

1 "2 1
+/ u<{3dx_/ e
1 (14 u?)? 121 +u?

Nach Satz wissen wir, dass schwache Losungen automatisch glatte Funktionen sind, also
u e C*([—1,1]) N Hy, g, , und somit automatisch klassische Losungen des Dirichlet-Problems
(HGy,o, 8.)), was die Anwendbarkeit der Finite-Elemente-Methode gewdhrleistet.

7.2. Beschreibung der C!-Elemente
Die variationelle Formulierung in Gleichung (sHG,) des Dirichlet-Problems (HG, o, .| eignet

sich zur Anwendung einer Finite-Elemente-Methode. Wir geben hier die Konstruktion von
konformen C'-Elementen an, mit denen wir Lésungen von (sHG,)) aus H, 4,44 approximieren.
Die Beschreibung der Elemente ist angelehnt an |[Deckelnick und Schieweck, 2010, Section 6.

Fiir das Dirichlet-Problem (HG, ., 3,) eignen sich C'-Elemente, da Elemente des unten
eingefiihrten Finite-Elemente-Raumes X, als stiickweise polynomiale Funktionen in C11([—1,1]) =
W2%(~-1,1) (vel. Satz liegen, sodass die schwache Helfrich-Gleichung fiir solche
Funktionen wohldefiniert ist.

Seien oy > 0 und B+ € R fest gewihlt. Wir beschreiben nun geeignete C'-Elemente. Die

Beschreibung teilen wir in fiinf Schritte:

Schritt 1: Zerlegung von [—1,1].

Gegeben seien N + 1 Stiitzpunkte —1 =2 < 21 < 9 < --- < xny_1 < xx§ = 1. Die dadurch
definierten Intervalle Iy := [zp_1,2x], kK = 1,2,..., N, bilden eine Zerlegung von [—1,1]. Wir
bezeichnen die Intervallbreite von I mit hy := x; — 51 und interpretieren h = (hy,..., hy) als

Vektor, welcher die Zerlegung charakterisiert.

Schritt 2: Definition der finiten Elemente.

Jedes Intervall I, wird zusammen mit den lokalen Testfunktionen P, = P3, wobei P3 die Menge
aller Polynome mit Grad kleiner oder gleich 3 bezeichnet, und den Freiheitsgraden Y, bestehend

aus den linearen Funktionalen

l(p) == plar), La(p) = plxr—1), {L3(p) = p'(xr), La(p) := p'(wp—1) fiir p € Py,

zu einem finiten Element.
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Schritt 3: Unisolvenz der finiten Elemente.

Wir zeigen, dass durch die Angabe von vier Zahlen aq, as, b1, by € R genau ein Element p aus

P53 iiber dem Intervall [0, 1] bestimmt ist mit
(7.1) p(0) =a, p(A)=a2, PO)=b, p1)=b.

Mit p geschrieben in der Form p(z) = 232% + 2022 + 217 + 20 und eingesetzt in die Bedingungen
aus Gleichung ([7.1]) erhalten wir

p(0) = 2 = ay, p(1) = 23+ 22+ 21 + 20 = az,
p'(0) = 21 = by, p'(1) = 323+ 220+ 21 = bo.

Umstellen liefert dann
20 =ap, z1 = by, zo = —3a1 + 3as — 2by — by, z3 = 2a1 — 2a9 + by + by,

sodass p eindeutig bestimmt ist. Durch affine Transformation von [0,1] auf I} erhalten wir
dann die Unisolvenz von (I, Py, X), da die Bedingungen aus Gleichung (7.1)) genau mit den

Freiheitsgraden aus Y iibereinstimmen.

Schritt 4: Definition des Finite-Elemente-Raumes.

Als Finite-Elemente-Raum betrachten wir
X, = {uh € CMN[-1,1]): wp|, € P =Py, k= 1,2,...,N} c CVY([-1,1)) © H%(~1,1),

welcher ein endlich-dimensionaler Unterraum von H?(—1,1) ist.

Schritt 5: Basis von Xj,.

Fiir X}, definieren wir nun eine geeignete Basis. Dazu betrachten wir die Funktionen ¢ und n,
definiert durch

223 — 322 +1, x € 10,1], 23 —222+z, z€[0,1],
@ = ¢ 223 -322+1, z€[-1,0], ni=qa>+22?+z, zel[-1,0],
0, sonst, 0, sonst.

Es gilt dann (vgl. mit Schritt
j = 050, .] = Oa
{so() 70 {n() fir j €N
/(. /-
¢'(j) =0, n' () = djo
Mithilfe dieser ¢ und 7 erhalten wir durch (siehe auch Bild und

w(z;ff>7 j?éN7x€Ij+17 h]+177<3;1j1]>7 j#N’xEIj-l-lv
wi(e) = Qo(5), A0 wel;,  om@) = qhn(52), A0 eel,
0, sonst, 0, sonst

fir j =0,1,..., N eine Basis von X} mit
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-1 0 1 €T 0 Tj-1 Ty Tj41 €

Bild 7.1: Darstellung der Funktion ¢ (links), welche, affin transformiert auf die entsprechenden
finiten Elemente I; und I, die Basisfunktion ¢; ergibt (rechts).

4222+

Bild 7.2: Darstellung der Funktion 7 (links), welche, affin transformiert auf die entsprechenden
finiten Elemente I; und 111, die Basisfunktion 7; ergibt (rechts).

i(Tk) = Ok, i(xr) = 0,
{‘PJ( ) J {77]( ) k=01,  .N.

@i(xy) = 0, ni(xk) = O,
Dies folgt sofort aus der Unisolvenz der finiten Elemente und der Tatsache, dass
{Sok—lhk 9 Spk|lk 9 nk—1|lk ’ nk’lk}

eine Basis von Py bildet (vgl. mit Schritt .
Beziiglich der hier gewéahlten Basis besitzt ein uy € X}, die Darstellung

N N
(7.2) up(x) = ch j(x) + zdj nj(z)  mit ¢j = up(z;), dj =up(zj), 7=0,1,...,N.
=0 =0

Das heifst, ein Element uj, € Xp, ist durch die Angabe von 2N+2 Zahlen ¢i,dp, € R, k=0,1,..., N,

eindeutig bestimmt, sodass X, = R2V+2,
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7.3. Beschreibung und Implementierung der Methode

Wir beschreiben hier nun, wie die C''-Elemente aus dem vorherigen Kapitel es erlauben, diskrete
Lésungen des Dirichlet-Problems (HGy o, g,)) zu finden und wie diese Methode in die Praxis

umgesetzt wurde.

Zu den vorgegebenen C'-Elemente aus Kapitel suchen wir diskrete Losungen (Definition
folgt unten) in der Menge

Xnozpe = Xn N Hoy pe = {(COaCb---CN,do,dL...,dN) € R2N+2 .
Co,N = Qi+, dO,N = Bi und Ck,dk, k= ]_"_"N_ 1,

sodass uy, > 0 mit uy, definiert durch Gl. 1' c R?N-2,

in welcher die Dirichlet-Randbedingungen bertiicksichtigt sind. Fiir die gesuchten Losungen bleiben
also 2N — 2 Parameter zu bestimmen. Ziel ist es, diese aus der schwachen Helfrich-Gleichung
, getestet mit den Basisfunktionen ¢; und 7; aus Kapitel firj=1,...,N —1, zu
berechnen. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir hier

b = Pj s jed{1,2,...,N -1},
’ Mj—N+1 ]G{N,N+1,,2N—2}

firj=1,2,...,2N — 2.
Uber der Menge
Q= {(cl, ceyCN—1,d1, .., dN—1) C R2N=2 . y; > 0, mit uy, definiert durch
Gl (7.2), zusammen mit co v = a4, dony = 5i}
betrachten wir die Abbildung F': Q — R?*¥~2 mit den Komponenten

Fj(p) == <dGH5(uh)’ ¢J>

R RV 1wl u//2 / 1 ul
:2/ hh‘f’adx_5/ hhh%dx_/ I

1 (1+u?)” 1 (1 +u)” —1uy, (14 u?)”?
(7-3) 1 72 1 1 /NN,
+/ %dx— de_}_gls hih%dx
-1 (1 +uf?) —lu,%\/l—kuﬁlz —1\/1+u;L2
! 2
—1—45/1 L+ u” 1 do
fir j = 1,2,...,2N — 2, wobei wir jedem p = (c1,...,cN-1,d1,...,dy—1) zZusammen mit

con = a4 und doy = B+ durch Gleichung (7.2) ein uj zugewiesen haben. Interessant fiir
die Approximation von Losungen der Helfrich-Gleichung sind die Nullstellen von F. Gilt F(p) =0
fiir ein p € €, so erfiillt die entsprechende Funktion wuj, € Xp o, g,

(deHe(un), ) =0  fiir ¥ € Xp 0.
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Wir nennen diese Gleichung in Anlehnung an die schwache Helfrich-Gleichung dann auch die

diskrete Helfrich-Gleichung. Losungen dieser bezeichnen wir als diskrete L6sungen der

Helfrich-Gleichung (HG . o, .-

Fiir eine praxisrelevante Umsetzung der numerischen Berechnung diskreter Losungen stellen

sich noch zwei Fragen:

Frage 1: Wie berechnet man explizit den Wert von F(p) fiir ein p € Q7

Fiir die explizite Berechnung der Funktionswerte von Fj in Gleichung ([7.3) beobachten wir bei
fest gewéhltem j =1,2,...,2N — 2, dass der Integrand wegen Definition der v; nur Trager in I,
und Iy4 1 besitzt, wobei

) 7, je{l,2,...,N -1},
j—N+1, je{N,N+1,...,2N —2}.

Damit ist F; dann von der Form

Fi(p) = [ fe(up, ;) dz+ fe(un, ;) dz.

Iy Tpq

Da up € Xy, auf I, k=/¢,¢+ 1, die Form
up(r) = cp—1 Qr—1(2) + g i (x) + dp—1 Mp—1(x) + di Me(x)
besitzt, erhalten wir nach affiner Transformation T} : I, — [0, 1] die Funktion
up g (z) = (up o Tk_l) () = g1 9(x) + el — 1) + dp—1n(x) + dpn(x —1).

Mit dieser Transformation erhélt man

1
fe(un, vy) do = / hie f=(ung o Ty, (- +j — k) oTy) o Tp ' du,
I 0
=t fe (b, un,k (- +i—k))

wobei hier v = ¢, falls j =1,...,N — 1, und ¢ = n, falls j = N,...,2N — 2. Explizit berechnet

sich der Integrand zu

2
~ 2 uu'"v" 5 uu' v’

fs(hvua U) = 73

1 u'v'
e KL (R e K R (R S

2
1 u v v 4e uu'v’

+ = —h + =
R e T RV SV VAT I
+4eh V14 h=2u? v.

Mit den expliziten Darstellungen von uy  und ¢ auf [0, 1] als Polynome dritten Grades lassen

sich die Integrale in der Definition von F} explizit hinschreiben. Die exakte Quadratur dieser

erweist sich allerdings als sehr kompliziert. Es bietet sich hier also an, auf numerische Quadraturen
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zuriickzugreifen. In Abschnitt erwahnen wir die in der Praxis verwendete Quadratur.

Frage 2: Wie findet man die Nullstellen von F'?
Die Methode der Wahl zur Nullstellenberechnung ist das Newton-Verfahren bzw. sind Verfahren,

welche im Kern auf dem Newton-Verfahren basieren. Wir beschreiben in Abschnitt [7.3.1] kurz den
in der Praxis verwendeten Algorithmus. Das Newton-Verfahren bietet sich an, um allgemeine
Losungen der Helfrich-Gleichung zu approximieren, also nicht nur Minimierer. Bekanntermafien
muss fiir den Erfolg des Newton-Verfahrens hinreichend nah an den gesuchten Losungen gestartet
werden.

Eine Alternative zur Berechnung diskreter Losungen der Helfrich-Gleichung konnte eine Verall-
gemeinerung des Verfahrens aus [Deckelnick und Schieweck, 2010] (siehe auch [Dall’Acqua et al..
2011]) vom Willmore- hin zum Helfrich-Funktional sein. Dort wurden diskrete Losungen mittels
Willmore-Fluss {iber den finiten Elementen berechnet. Mit der energieminimierenden Eigenschaft
des Willmore-Flusses ist diese Methode geeignet, um Minimierer von W in X}, . 3, zu berechnen
und bietet sich somit im Gegensatz zum Newton-Verfahren und der Nullstellensuche von F also

nicht an, instabile Helfrich-Flachen zu bestimmen.

7.3.1 Praktische Implementierung
Wir beschreiben nun die praktische Umsetzung des bisher beschriebenen Losungsverfahrens zur
Berechnung diskreter Losungen der Helfrich-Gleichung.

Die verwendeten Programme wurden allesamt in Python geschrieben. Fiir diese wurde ins-
besondere Gebrauch der beiden Bibliotheken NumPy und SciPy fiir wissenschaftliches Rechnen
gemacht. Dabei liefert SciPy die Funktionen quad und fsolve fiir die numerische Integration und
die Nullstellensuche nichtlinearer Gleichungssysteme. Die Funktion quad basiert auf Techniken
der Fortran-Bibliothek QUADPACK und fsolve wiederum ist ein Wrapper fiir die hybrd- und hybrj-
Algorithmen aus Fortran’s MINPACK-Bibliothek, welche Modifizierungen des Newton-Verfahren
implementieren.

Bei der Berechnung diskreter Losungen mittels fsolve kann es passieren, dass der Definitionsbe-
reich ) der Funktion F' verlassen wird, sodass die entsprechende diskrete Funktion u; negative
Werte annimmt und somit Nullstellen besitzt. In diesen Fallen ist die Funktionswertberechnung
von F' mittels numerischer Quadratur unklar und quad wird eine Fehlermeldung ausgeben.

Mit der Verwendung der ,,Blackbox“-Funktionen quad und fsolve liegt der Fokus der Programme
zum numerischen Losen der Helfrich-Gleichung auf der Performance und der Einfachheit der
Quelltexte zu Lasten der Nachvollziehbarkeit des numerischen Verfahrens. Die Beschreibung des
Hauptprogramms wurde im Algorithmus als Pseudocode zusammengefasst.

Nach erfolgreicher Umsetzung der Prozedur féllt eine weitere Fragestellung auf: Wie sind die
Startfunktionen des Newton-Verfahrens fiir verschiedene Randbedingungen und Werte von ¢ zu
wéhlen? Eine Option ist sicherlich das Raten und Probieren verschiedenster Startfunktionen.
Fiir systematisches Finden von Losungen zu unterschiedlichen Parametern ist dies aber nicht
geeignet. Ist man allerdings in der Situation, dass man bereits eine Losung zu einem Parametersatz
P, = (agg ) ) Bgf ),E(a)) bei fest gewéhlten Stiitzstellen bzw. festem N gefunden hat, und interessiert

sich fiir Losungen zu einem Parametersatz P, = (a(ib), ﬁf),e(b)), so kann man versuchen, die
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requirements: Anzahl N € N an finiten Elementen, Stiitzpunkte g, z1,..., TN,
Intervallbreiten hyp = xp — zp_1, Finite-Elemente-Basis ¢, ni, Randwerte
a4+ > 0, B+ € R, Fldchenanteil € > 0

1: function equation_system(p, N, a4, B+,¢e,h)

C < (a—apla o 7pN—170‘+)
d <« (B-,pN;---,P2N-2, B+)

4: for j=1,2,...,2N —2 do

5: if je{l,...,N —1} then

6: 1/1 — @

7 {3

8: else

9: Y1

10: l+—j—N+1

11: end if

12: for k=/,/+1do

13: upg(+) < k1) +erp(- —1) +dg—1n(-) +dgn(- —1)
14: fir () fe(hie s ung, ¥(- +3—k)(-)
15: end for

16: F; < quad(fj¢,0,1) + quad(fjet1,0,1)

17: end for

18: return F' = (Fy,..., Fon_9)

19: end function

20: function solve(ustart, N, a+, Bx, €, h)

21: Dstart < Koeffizienten von ugiary beziiglich 1;

22: Pout < fsolve(equation_system, pstart, args = (N, oy, fi,e,h))
IN—2

23: Uout < Zj:l DPout, j wj

24: return ugyt

25: end function

Algorithmus 7.1: Pseudocode zur Beschreibung des numerischen Losens der
Helfrich-Gleichung. Die Notation ist angelehnt an die im Text verwendete Notation. Die
Funktion equation_system beschreibt das Ausrechnen der Komponenten von F(p) aus

Gleichung fiir ein gegebenes p € Q2. Die Funktion solve wiederum berechnet dann eine
Nullstelle von F', d.h. ein p € , sodass F(p) = 0, zu einer vorgegebenen Anfangsfunktion uggart
als Schétzung einer moglichen Losung und gibt eyt als gefundene Losung zurtick.

Losung bei P, in hinreichend kurzen Schritten bis zum Parametersatz P, zu ,tracken“. Das heifst,

fiir ein hinreichend grofes m € IN wihlt man Parametersétze

1
Py =P, +—(P,—P,), £=0,1,...,m, sodass Py = P,, P, =PF.
m

Da bei Py = P, bereits eine Losung bekannt ist, lasst sich zum Finden einer Losung bei P; dann
die Losung von Py als Startfunktion verwenden. Fiir die restlichen P, geht man iterativ vor, um
eine Losung zu P, zu erhalten (siehe auch Bild [7.3). Der Erfolg des Trackings basiert auf der
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N, h g solve ;?, g solve ;é _ s = g solve g solve B
o o o 0
(a) (1) (m—1) (b)
+ EAs [eA &
6(0') 5(1) 5(m71) g(b)

Bild 7.3: Schema zum Tracking von Loésungen zum Parametersatz P, bis hin zum
Parametersatz Py, bei fest gewéhlten Stiitzstellen.

Hoffnung der stetigen Abhéangigkeit der Losungen der Helfrich-Gleichung von den Daten, was
nicht zwangsweise zu erwarten ist, sich aber dennoch meist als praktikabel herausstellt.

Die Idee des Trackings lésst sich noch etwas weiterfithren. Die Rechenzeiten lassen sich mini-
mieren, wenn man mit relativ wenigen Stiitzstellen, also mit kleinerem N, rechnet. Interessiert
man sich einzig fiir die Losung zum Parametersatz Py, so kann man das Schema aus Bild fiir

klein gewéhltes N verwendet, um dann bei P, die Losungen in steigendem N zu tracken (siehe

Bild [7d).

[vo)
N(T), h(r) solve

l Ustart |

ay o'
g By
5(“) 5(1)

Bild 7.4: Schema zum Tracking von Lésungen zum Parametersatz P, bis hin zum
Parametersatz P, mit optimierter Stiitzstellenverwaltung.

Wir besprechen noch die Wahl der Zerlegungen von [—1, 1]. Grundsétzlich stellen gleichverteilte
Stiitzpunkte xj = % — 1 in der Praxis eine gute Wahl dar. Interessiert man sich unter anderem fiir
Lésungen bei ay < 1, so treten bei x &~ +1 oftmals grofle Ableitungen auf und es empfiehlt sich,
hier mehr Stiitzpunkte bzw. kleinere Intervallbreiten der Elemente zu verwenden. Im Programm

wurde dies mit der Funktion
Hg: [-1,1] — [-1,1], Hy(x) := sign(z) |z|®,

fiir ein s > 0 realisiert, welche gleichverteilte Stiitzpunkte fiir s < 1 in Richtung x = 41 schiebt
und fiir s > 1 in Richtung z = 0 (siche Bild [7.5).
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o x1 x2 I3 T4 Ty Te L7
| | | N
s=0.6: | : : : | : : : |  r
-1 0 1
o x1 X2 XT3 T4 Ty Tg L7
s=1: 1
-1 0 1
Zo X1 T2 X3T4 Iy Te Z7
_ . | | | 1 | | | N
s=14: | T T T T T | T
-1 0 1

Bild 7.5: Darstellung der Stiitzstellen bei Verwendung der Stiitzstellenfunktion H, mit
verschiedenen Parametern s fiir N = 7.

Zum Schluss diskutieren wir noch die allgemeine Herangehensweise zur Losungsbestimmung, wie
sie in Kapitel [flangewendet wurde. Dort haben wir symmetrische Randbedingungen « := oy = a—
und B4+ = f_ = 0 angenommen. Ausgehend von Lésungen, welche durch Probieren verschiedener
Startfunktionen gefunden wurden bzw. welche unter anderem auch bekannt waren, wie der
Zylinder bei o = v, wurde sukzessive das Schema aus Bild [7.4] angewandt. Dadurch konnten
fiir 26023 verschiedene Sétze von Parametern (a,e) insgesamt 37017 verschiedene Losungen
gefunden werden, welche in einer Datenbank gespeichert wurden. In Bild ist eine Ubersicht

25 4+ . - S @@ @@ N iber 100
N e
:uuu @@ @@ N iber 200
"
20 + e’ @@ @@ N iber 300
I""" ©®© ® ®0o N iber 500
15 +
10 +
5 4
e
[[E.
o 4 siaeay

Bild 7.6: Ubersicht iiber einen Ausschnitt aller in der Datenbank berechneten Parametersitze
(a, €), farbkodiert mit der grofsten Anzahl N der Losungen des jeweiligen Parametersatzes.

aller berechneten Parametersétze («,¢) gezeigt, farbkodiert mit der grofiten Anzahl der dort
verwendeten finiten Elemente beziiglich aller Losungen zu diesen Parameterséitzen. Fiir die
Datenbank wurden nur Losungen mit N > 100 beriicksichtigt. Bild [7.7] wiederum zeigt die

Anzahlen der gefundenen Losungen zu den berechneten Parametersitzen. |
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25 + e - manie @@ @0 1Ljsung
: @ @ @@ 2 Losungen

20 T

15 +

Bild 7.7: Ubersicht der Anzahl an gefundenen Lésungen zu einem Ausschnitt der in der
Datenbank berechneten Parametersétze («,€).

7.4. Verifizierung und Validierung der Methode

Wir werden in dieser Arbeit auf eine Fehleranalyse der im letzten Kapitel beschriebenen numeri-
schen Losungsmethode der Helfrich-Gleichung verzichten und stattdessen ihren Erfolg experimen-
tell begriinden. Dazu verifizieren wir zunédchst, dass die Methode sinnvolle Ergebnisse liefert, bis

wir dann quantitativ an zwei Beispielen die ezperimentellen Konvergenzordnungen ausrechnen.

7.4.1 Verifizierung
Zur Verifizierung der in Kapitel [7.3] beschriebenen Methode betrachten wir zwei Situationen,

deren Losungen bekannt sind, und versuchen, deren Eigenschaften qualitativ zu reproduzieren.

Zum einen wollen wir Gleichgewichtszylinder reproduzieren. Bild zeigt das Ergebnis des
Verfahrens fiir drei Paare (a, ¢), sodass a = a, = # Nach Satz wissen wir, dass Zylinder
die eindeutigen Minimierer von H, sind und damit Losungen der Helfrich-Gleichung . Als
Startfunktionen fiir das Verfahren wurden mit Absicht nicht-konstante Funktionen mit gleichen
Randwerten gewéhlt, um kein triviales Problem zu erhalten. Man erkennt, dass die gefundenen
diskreten Losungen in Bild qualitativ die gesuchten Zylinder beschreiben.

Als zweites Beispiel versuchen wir Losungen der Willmore-Gleichung zu reproduzieren. Bild
zeigt wiederum die Ergebnisse fiir ein Randdatum o = oy = 1.2 und S = 0. Wir haben hier

verschiedene Startfunktionen gewdhlt, welche unterschiedliche diskrete Losungen der Willmore-

Gleichung ergaben. Die diskrete Losung ugl) beschreibt den Minimierer des Willmore-Funktionals

in H, (vgl. mit [Dall’Acqua, Deckelnick und Grunau, 2008, Theorem 4]). Die diskrete Losung
(2)

u;’ wiederum beschreibt eine zweite Losung der Willmore-Gleichung, welche kein Minimum des

Willmore-Funktionals auf H,, ist. Eine solche Lésung wurde in |[Eichmann, 2016| beschrieben. Wl
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Bild 7.8: Verifizierung des Losungsverfahren anhand der drei diskreten Losungen ug), i=1,2,3,

bei N = 10 finiten Elementen und fiir Randwerte a9 und Flichenanteilen () = " %”2, welche
167
die entsprechenden Gleichgewichtszylinder approximieren.
I I I 1
L5 1 | | -T - ugt;rt
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Bild 7.9: Verifizierung des Losungsverfahren anhand von zwei diskreten Losungen ug), i1=1,2,
der Willmore-Gleichung fiir Randwerte a« = a4+ = 1.2 und 8+ = 0 bei N = 20 finiten Elementen.

7.4.2 Validierung

Zur Validierung des Losungsverfahrens berechnen wir die experimentellen Konvergenzordnungen
anhand eines flichenminimierenden Katenoids als exakte Losung der Helfrich-Gleichung sowie
einer diskreten Losung mit hinreichend groffer Anzahl finiter Elemente, sodass wir diese als exakte
Losung annehmen koénnen.

Unter der experimentellen Konvergenzordnung (EOC) verstehen wir den Ausdruck

lu—unll -0 )

10 | =y
EOC(h, 1) = E(ﬂg (;)"CO,
h/

wobei wir hier A und b’ einerseits als Charakterisierung der entsprechenden Zerlegungen von [—1, 1]

verstehen wollen und andererseits als charakteristische Grofsenordnung dieser, wie beispielsweise

die Intervallbreiten der finiten Elemente bei gleichverteilten Stiitzpunkten. Unter u verstehen wir
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eine Losung der Helfrich-Gleichung (HGy, «, s, und uj bzw. up bezeichnen diskrete Losungen der
Helfrich-Gleichung zu den entsprechenden Zerlegungen. Speziell bei Halbierung der Gréfienordnung

verstehen wir

llu—unll o0
log <7C )
L E _ ”u_uh/QHCO
EOC(h) := EOC (h, 2) - oa

Fiir die in Kapitel eingefiihrten C!'-Elemente lassen sich fiir die k-ten Ableitungen von u
und up wegen der Darstellung als Polynome dritten Grades auf den einzelnen Elementen dann
experimentelle Konvergenzordnungen von EOC(h) = 4 — k erwarten.

Als erstes Beispiel betrachten wir als konkrete Losung der Helfrich-Gleichung das Beispiel eines
flachenminimierenden Katenoids (siche Kapitel

u(x) = ¢ cosh (E) mit ¢ > 0,
c

welches als Minimalflache automatisch eine Willmore-Fléche und somit auch eine Helfrich-Flache
ist. Wir wahlen ¢ ~ 1.12597, sodass wir a+ = a = 1.6 und S+ = +8 = +1.00956 erhalten. Als
Zerlegungen wahlen wir gleichverteilte Stiitzpunkte xp = % —1,k=0,1,...,N, mit N = 2¢
als Potenzen von 2, sodass sich fiir A als Intervallbreite der gleich grofen finiten Elemente
h= % = 22%1 ergibt.

Fiir die ersten acht Werte von ¢ wurden dann die diskreten Losungen zur Approximation des
Katenoids berechnet. Als Startfunktion wurde

273 T
Ustart () = o — — cos (—)
™ 2

als Kosinus mit gleichen Randwerten wie u verwendet. Die C°-Norm der Differenzen von u zu den
diskreten Losungen uy, bzw. der Differenzen der ersten beiden Ableitungen zusammen mit den
experimentellen Konvergenzordnungen sind in Tabelle [7.1] zusammengefasst. Bild wiederum

Tabelle 7.1: Bestimmung der experimentellen Konvergenzordnungen (EOC) der diskreten
Losungen uy, als Approximationen des flachenminimierenden Katenoids u mit oo = 1.6 bei
Halbierung der Intervallbreiten h der finiten Elemente.

N | b | Ju=ulleo | EOC) || Il = wyllco | EOC(R) || fJu" —ujllco | EOC(R)

2 1 3.115 x 1073 - 8.324 x 1073 - 7.505 x 1072 -

4 | Y2 || 2468 x107* | 3.658 | 1.127 x 1073 | 2.885 | 1.912x 1072 | 1.972
8 | 1a | 1.667x 1075 | 3.888 || 1.374x107% | 3.036 | 4.639 x 1073 | 2.044
16 | 1s | 1.065x 1076 | 3.968 || 1.654 x 107° | 3.054 || 1.128 x 1073 | 1.917
32 | Y16 || 6.697 x 1078 | 3.992 | 2.014 x 1076 | 3.038 |/ 3.139 x 10=* | 1.968
64 | /32 || 4192 x 1072 | 3.998 | 2.426 x 1077 | 3.053 || 7.948 x 107° | 1.982
128 | 1/6a || 2.618 x 10710 | 4.001 | 3.04x 107® | 2.996 | 1.999 x 107> | 1.991
256 | 1/128 || 4.613 x 10711 | 2505 | 3.788 x 1072 | 3.005 | 4.953 x 1076 | 2.013

stellt das flichenminimierende Katenoid v zusammen mit zwei Beispielen von diskreten Lsungen
up, fiir N = 2 und N = 256 und der Startfunktion wugt.¢ dar. Man erkennt dort bereits kaum
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1
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Bild 7.10: Darstellung des flichenminimierenden Katenoids u zum Randwert o = 1.6
zusammen mit den diskreten Losungen up, bei N = 2 und N = 256 zur Startfunktion ugiar. Das
Katenoid und die beiden diskreten Losungen liegen sehr nah beieinander.
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Bild 7.11: Darstellung der Abweichungen der diskreten Losungen wy, beziiglich der angegebenen
N zum Katenoid v in logarithmischer Darstellung.

Abweichungen der diskreten Lésungen vom Katenoid. Bild zeigt die Abweichungen aller acht
berechneten diskreten Losungen vom Katenoid in logarithmischer Skalierung.

Tabelle[7.I]zeigt fiir die berechneten experimentellen Konvergenzordnungen bei N = 4,8, ...,128
fiir die nullte Ableitung im Schnitt eine Abweichung von 2.07 % und fiir die anderen beiden
eine mittlere Abweichung von 1.67 % bzw. 1.78 % von den zu erwartenden Werten von EOC(h).
Einzig der Wert von EOC(h) der nullten Ableitung bei N = 256 scheint von dem erwarteten
Wert abzuweichen. Das ldsst sich aber dadurch erkldren, dass fiir die in Abschnitt [7.3.1] erklarte
Funktion fsolve der Toleranzwert xtol = 107'? verwendet wurde. Da die Abweichung von uy,
zu u bei N = 256 bereits in dieser Grofenordnung liegt, sollte der Wert von EOC(h) als nicht
repriasentativ betrachtet werden.

Als zweites Beispiel wurde eine etwas kompliziertere Losung zu den in den Kapiteln [} [5] und [6]
verwendeten symmetrischen Randbedingungen mit 4+ = 0 gewéahlt. Speziell wurde hier @ = 0.2

und € = 20 betrachtet. Da eine explizite Funktionsvorschrift fiir eine Losung zu diesen Parametern
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nicht vorlag, wurde als Referenzfunktion eine diskrete Losung u mit einer hinreichend grofsen
Anzahl an finiten Elementen gewéhlt. Als Anzahl haben wir N = 3000 verwendet. Die Zerlegungen
von [—1, 1] und die damit verwendeten finiten Elemente sind die gleichen wie beim ersten Beispiel.
Tabelle [7.2] fasst die Ergebnisse zu diesem Beispiel zusammen. In den Bildern und haben

Tabelle 7.2: Bestimmung der experimentellen Konvergenzordnungen (EOC) der diskreten
Lésungen up, zur Approximation der Referenzfunktion u bei o = 0.2 und € = 20 und bei
Halbierung der Intervallbreiten h der finiten Elemente.

N | h || Ju=uplleo | BOC(R) || |lv/ =} llco | EOC(R) | |lu” = ufllco | EOC(R)
2 1 4.622 x 1072 - 0.202 - 2.937 -

12 | 9.222 x 1073 | 2.325 || 7.787 x 1072 | 1.378 1.742 0.754
8 | U1 || 7426 x107% | 3.634 | 1.383x 1072 | 2.494 0.573 1.604
16 | s | 7.474x1075 | 3.313 |/ 2.199 x 1073 | 2.653 0.165 1.797

32 | Y6 || 8713 x 1076 | 3.101 || 4578 x 107* | 2.264 || 6.713 x 1072 | 1.296
64 | 1/32 || 8.155 x 1077 | 3.417 7.98 x 107° 2.52 2.508 x 1072 | 1.42
128 | /64 || 5.314 x 1078 3.94 1.241 x 107° | 2.685 | 8.015x 1073 | 1.646
256 | 1128 | 3.541 x 1072 | 3.907 | 1.391 x 1079 | 3.157 | 1.828 x 1073 | 2.133
512 | /256 || 2.275 x 10710 | 3.961 | 1.849 x 1077 | 2.911 | 4.814 x 1074 | 1.945

wir dann einige diskrete Losungen uy, und ihre Abweichungen von u dargestellt.
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Bild 7.12: Darstellung der Referenzfunktion v zum Randwert o = 0.2 zusammen mit den
diskreten Losungen uy, zu N = 2,4, 8 zur Startfunktion ugiars. Die Losung zu N = 8 liegt bereits
sehr nah an der Referenzfunktion.

Die Werte der experimentellen Konvergenzordnungen weichen in diesem Beispiel stérker von den
zu erwartenden Werten ab, als im ersten Beispiel. Ignoriert man die Werte bei N = 4, so weichen
diese im Mittel 9.74 %, 12.52 % und 17.48 % fiir die nullten, ersten und zweiten Ableitungen vom
zu erwartenden Wert ab. Bei den diskreten Losungen mit N > 128 reduziert sich der Fehler noch
auf 1.6 %, 6.23 % und 9.37 %. [ |

Die hier erbrachten experimentellen Untersuchen zeigen, dass die Implementierung aus Kapitel

sinnvolle Ergebnisse liefert. In einfachen Situationen stimmen die experimentellen Konver-
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Bild 7.13: Darstellung der Abweichungen der diskreten Losungen uy beziiglich der angegebenen
N zur Referenzfunktion u in logarithmischer Darstellung.

genzordnungen sehr gut mit den zu erwartenden Werten fiir die Konvergenzordnungen iiberein.
Selbst in Regimen, wo die Losungen kompliziertere Formen besitzen, lassen sich bei Wahl einer
grofsen Anzahl finiter Elemente relativ genaue Werte fiir die zu erwartenden Konvergenzordnun-
gen erzielen. Dies rechtfertigt die Verwendung der hier vorgestellten numerischen Methode zur
Interpretation der Eigenschaften von Losungen der Helfrich-Gleichung, wie wir sie in Kapitel [f]
getatigt haben.



A. Grundlagen der Differentialgeometrie

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind die grundlegenden Objekte der Differentialgeometrie.
Als Verallgemeinerung von Fléachen und Kurven auf beliebige Dimensionen tauchen sie in vielen
Gebieten der Mathematik auf. Viele wichtige geometrische Grofen wie Vektorfelder und Tensoren
lassen sich unter dem Konzept von Schnitten von Vektorbiindeln beschreiben, welche demzufolge
eine ebenso wichtige Rolle in der Differentialgeometrie einnehmen. Diese lassen sich als iiber
der darunterliegenden Mannigfaltigkeit glatt ,zusammengeklebte Vektorrdume, den Fasern,
verstehen. Um die Fasern unterschiedlicher Punkten der Mannigfaltigkeit vergleichen zu kénnen,
bedarf es einer zusédtzlichen geometrischen Struktur, einem Zusammenhang, welche ebenso die
Einfithrung von Kriimmungen der Vektorbiindel erlaubt. Wir geben hier einen Uberblick {iber
die erwihnten Begriffe sowie Definitionen und fassen einige Beispiele zusammen. Ziel ist es, alle
moglichen Begriffe, die fiir das Verstdndnis des geometrischen Teils der Arbeit notwendig sind,

zusammenzutragen und Notationen und Konventionen fiir diese Arbeit festzulegen.

In Kapitel beginnen wir mit den Grundbegriffen der Differentialgeometrie, d. h. mit differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten, Tangentialriumen, Tensoren und Integration auf Mannigfaltigkeiten.
Kapitel liefert dann eine Beschreibung von Vektorbiindeln mit verschiedenen Beispielen, fiir
welche wir dann in Kapitel den Begriff eines Zusammenhangs definieren wollen. In Kapitel
[A.4] erwihnen wir noch das Pullback-Biindel als ein weiteres Beispiel von Vektorbiindeln, welches
in dieser Arbeit eine bedeutendere Rolle spielt. Das letzte Kapitel, Kapitel [A.5] setzt sich dann
mit Kriimmungen und der Definition von Laplace-Operatoren auf Vektorbiindeln auseinander. Fiir
ausfiihrlichere Erklarungen und Beschreibungen der Begriffe verweisen wir auf die Literatur, im
Speziellen auf [Lee, 2013|, |Lee, 1997, |Jost, 2005), | Waldmann, 2007|, |Isham, 1999|, | Willmore,
1993| sowie |Kobayashi und Nomizu, 1963).

A.1l. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Wir nutzen das Kapitel hier, um die grundlegenden Begriffe der Differentialgeometrie zu erkliren
und zusammenzufassen. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten verallgemeinern den Flachenbegriff
auf beliebige Dimensionen und ohne die Verwendung ambienter Rdume. Fiir diese rein intrinsische
Sichtweise bedarf es einer geeigneten Definition von Tangentialvektoren. Weiter diskutieren wir

Tensoren, Differentialformen und die Integration auf Mannigfaltigkeiten.

Unter einer topologischen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand)
M (oder M™, sofern die Dimension hervorzuheben ist) verstehen wir einen topologischen Raum,
dessen Topologie hausdorffsch und zweitabzihlbar ist, zusammen mit einer Uberdeckung lokaler
Homo6omorphismen, den Karten (siehe Bild , in den R” oder in affine Halbrdume des R",
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d. h. affine Transformationen des (abgeschlossenen) oberen Halbraumes
H" = {pGIR”: p"ZO},

welche mit der Unterraumtopologie versehen sind. Lokal lédsst sich eine solche Mannigfaltigkeit also
mit n Koordinaten beschreiben. Erfiillt die Gesamtheit dieser Karten gewissen Kompatibilitats-
bedingungen (siehe auch |Lee, 20153, Chapter 1|), das heifst, die Koordinatenwechsel (siehe Bild
sind differenzierbare Abbildungen, so fasst man diese als differenzierbare Struktur zu-

MTL
)
1 Karten
AH" +b
.I,](l]]) 1 --F -
AN 10Ty 4 Af
, AT — . :
! | /\ S \ L S
- e e >
N : 7 \_/' ) \'\’— = f\
EREE X -1
R"™ T2 0y x9(Us)
. Koordinatenwechsel
Koordinaten

Bild A.1: Veranschaulichung der Definition einer Mannigfaltigkeit M"™ mit Rand.

sammen und nennt die Mannigfaltigkeit M (bzw. M™) eine differenzierbare n-dimensionale
Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand). Punkte auf M, deren Bilder in einer Karte auf der
entsprechenden affinen Hyperflache liegen, heiffen Randpunkte. Die Menge aller Randpunkte
wird als (Mannigfaltigkeiten-)Rand von M bezeichnet und mit 9 M geschrieben. Dieser ist
nicht mit dem topologischen Rand von M zu verwechseln.

Als Tangentialvektor £ im Punkt p € M einer Mannigfaltigkeit M bezeichnet man die
Aquivalenzklasse von Kurven, welche ¢ als ,Geschwindigkeitsvektor” besitzen (siche [Isham.
1999, Definition 2.4]). Aquivalent dazu lisst sich ein Tangentialvektor ¢ auch als Derivation
in p auffassen, das heifit als eine reellwertige Abbildung auf C*°(M), der Menge der glatten
Funktionen auf M, welche fiir alle f, g € C°°(M) die Relation &(fg) = f(p) £(g)+g(p) £(f) erfiillt
(siehe |Isham, 1999, Section 2.3.5]). Als Tangentialraum T, M bezeichnet man die Menge aller

Tangentialvektoren im Punkt p. Die disjunkte Vereinigung
™M™= ] TM"
pEM™

wird als Tangentialbiindel bezeichnet, welches wiederum als 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit

aufgefasst werden kann (siehe [Lee, 2013| Proposition 3.18|). Spezieller noch kann man zeigen, dass
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T M ein Vektorbiindel ist (siehe [Lee, 2015], Proposition 10.4] und Kapitel [A.2). Ein (Tangential-)
Vektorfeld X auf M ist als Schnitt des Tangentialbiindels TM definiert (siehe auch |Lee,
2013, Chapter 8|), d. h. als Abbildung X : M — T'M mit X, := X(p) € T, M. Die Menge aller
Vektorfelder wird mit X(M) bezeichnet. Aquivalent lisst sich ein Vektorfeld X € X(M) auch
als Derivation auf M auffassen (siehe |Lee, 2013, Proposition 8.15]), d. h. als eine Abbildung
X: C®(M) = C®°(M), sodass fiir alle f,g € C°(M) gilt, dass X(fg) = f X(g) +9X(f). Wir
schreiben dann auch (X f)(p) = (X(p))(f) = X,(f) fir f € C°*°(M) und p € M. Vektorfelder
lassen sich addieren, allerdings im Allgemeinen (im Sinne von Derivationen) nicht multiplizieren.

Es lasst sich dagegen zeigen, dass der Kommutator zweier Vektorfelder X,Y € X (M)
[, ]: (M) x X(M) = X(M), [X,Y] = XY -YX,

wieder ein Vektorfeld ergibt. Vektorfelder werden als lokal bezeichnet, wenn sie lediglich {iber
offenen Teilmengen U C M, welche wiederum als Mannigfaltigkeiten mit Tangentialbiindel

TU = TyM = HpeU T, M aufgefasst werden konnen, definiert sind. Ferner induziert jede
[s)
oz’
partiellen Ableitungen glatter Funktionen in die i-ten Koordinatenrichtungen korrespondieren.
Diese bilden eine Basis von Ty M™ in der Hinsicht, dass es zu jedem Vektorfeld X € X(M™)

Komponentenfunktionen X* € C*(M™) gibt, sodass

Karte von M™ n lokale Koordinatenvektorfelder bzw. 8,:, 1 = 1,...,n, welche zu den

X(p) =Y _ X'(p) £i
=1

p

fiir p in der Kartenumgebung (siehe |Lee, 2013) Proposition 8.1]).
Als Kotangentialraum T;: M bezeichnet man den Dualraum von 7, M, also den Raum aller
linearen Funktionale tiber 7;, M. Elemente von 77 M nennt man auch Kovektoren. Die disjunkte

Vereinigung

rme = ] mme
pEM™

nennt man das Kotangentialbiindel, welches wie das Tangentialbiindel eine 2n-dimensionale
Mannigfaltigkeit und ein Vektorbiindel ist (siehe |Lee, 2013) Proposition 11.9]). Die Schnitte des
Kotangentialbiindels, also Abbildungen w: M — T*M mit w(p) € T; M, heiken Kovektorfelder
oder 1-Formen. Die Menge aller Kovektorfelder wird mit X*(M) bezeichnet. Man kann dann
auch wieder zeigen, dass sich w € X*(M) als lineare Abbildung iiber X(M) auffassen lésst, sodass
wir fiir ein X € X(M) dann wy(X,) = (w(X))(p) mit w, = w(p) schreiben kénnen. Dies folgt
aus einem allgemeinen Resultat fiir Schnitte des Tensorbindels T, M. Unter einem Tensor vom

Typ (r,s) im Punkt p € M verstehen man wiederum Elemente des Tensorraumes

THM =TpM® - QTMITIM® - @ Ty M .

r-fach S—Earch

Das (7, s)-Tensorbiindel ist als disjunkte Vereinigung

M= ] (1),M"
pEM™
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eine (n + n"**)-dimensionale Mannigfaltigkeit und ein Vektorbiindel, deren Schnitte Tensoren
vom Typ (7, s) heiflen und mit X7(M™) bezeichnet werden. Ein solcher Tensor T € X, (M)
lasst sich nach |Lee, 1997, Lemma 2.4] als multilineare Abbildung

T: XM X M)IXM)® - X(M) = C®(M)

r-fach s-fach

auffassen. Die Umkehrung gilt ebenso. Die Eigenschaft C'°°(M)-multilinear zu sein, wird oft auch
als tensoriell bezeichnet und sagt aus, dass der Wert eines Objektes an einem Punkt lediglich
vom Wert des Arguments an diesem Punkt abhéngt. Als Tensorprodukt zweier Tensoren
verstehen wir die bilineare Abbildung ®: X7(M) x X7, (M) — X' (M) mit

s+s’
(T@T/)(W1, ceey Wrgrl D, GNP XS+S/) =
T(OJ1, sy wey X1y Xs)Tl(wr+1a ooy Wty Xog1y oeny Xers’)'
Wir haben die Spezialfille X)(M) = C®(M), X{(M) = X(M) und XY(M) = X*(M). Eine

besondere Bedeutung besitzen alternierende (0, k)-Tensoren, welche beim Wechsel zweier Vektor-
felder im Argument ihr Vorzeichen &ndern. Diese werden Differential- oder k-Formen genannt
und, in ihrer Gesamtheit, mit A*(M) bezeichnet. Das Tensorprodukt induziert auf der Menge der
Formen das sogenannte Dachprodukt. Dies ist die Abbildung A: A¥(M) x A4 (M) — AFHE(M),
welche sich aus dem Tensorprodukt komponiert mit der Abbildung, welche einem Tensor eine
alternierende Multilinearform zuweist, ergibt (siehe |[Lee, 2013, Chapter 14]). Das Dachprodukt
ist eine Verallgemeinerung des Kreuzproduktes auf R3. Lokal bilden die zu den Koordinaten-
vektorfeldern dualen Koordinatenkovektorfelder dx?, i = 1,...,n, eine Basis fiir die Kovek-
torfelder X*(M™). Analog lassen sich durch Kombination aller moglichen Tensorprodukte der
Koordinatenvektor- und -kovektorfelder eine Basis fiir Tensoren, bzw. bei Kombination aller
moglichen Dachprodukte, eine Basis aller k-Formen finden.

Im Speziellen nennen wir eine Mannigfaltigkeit M zusammen mit einem symmetrischen und
positiv definiten (0, 2)-Tensor g, der riemannschen Metrik, auch eine riemannsche Mannig-
faltigkeit. Demzufolge erfiillt diese Metrik ¢g(X,Y) = g(Y, X) und g(X,X) > 0, falls X # 0
fir X,Y € X(M). Eine riemannsche Metrik definiert punktweise Skalarprodukte auf den Tan-
gentialrdumen T, M. Wir schreiben in Analogie deshalb auch oft (X, Xs), := g(X1, Xo) fur
X1, X5 € X(M). Wir nennen Vektorfelder X, ..., X} orthonormal, falls (X;, X;), = 0;; fir
1,7 =1,..., k. Es ldsst sich zeigen, dass man lokal stets orthonormierte Basis-Vektorfelder finden
kann (siehe [Lee, 2013) Corollary 13.8]), welche im Allgemeinen allerdings keine Koordinatenvek-
torfelder sein werden. Wegen der Definitheit der Metrik lassen sich die Tangentialraume 7, M auf
kanonische Weise, d. h. basisunabhéingig, mit den Kotangentialrdumen 7,y M identifizieren (vgl.
mit dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz in Kapitel . Dieser Isomorphismus wird auch als
musikalischer Isomorphismus -%: T,M — Ty M mit ¢ (n) = gp(&,n) und Inversem - = (-#)~!
bezeichnet. Dieser ermdglicht das ,,Heben“ und ,Senken“ von Indizes beliebiger Tensoren. Insbe-
sondere lassen sich damit Spuren von Bilinearformen definieren, obwohl Spuren normalerweise
nur fiir Endomorphismen definiert sind. Ist b: X(M™) x X(M") — R eine solche Bilinearform
und sind {X;}; Basis-Vektorfelder, so ist die Spur von b beziiglich g definiert durch

(trg)(p) = Z 9" (p) bis(p) ,

2,j=1
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wobei b;(p) = b(Xi(p), X;(p)) und (¢ (p))i; = (9i5(p))~" mit g;5(p) = g(Ei(p), E;(p))-
Seien M und N zwei Mannigfaltigkeiten und F: M — N eine glatte Abbildung. Das Diffe-
rential von F' im Punkt p ist definiert als Abbildung

dF,: TyM = TpyN (dF,(&)(f) == &(fo F), EeTyM, felC®M).

Ist F' ein Diffeomorphismus, so ldsst sich ein Vektorfeld X € X (M) vorwdrts transportieren zu
einem Vektorfeld F, X € X(N) durch

(FuX)q = dFp-1(g)(Xp-1(p) € TeN .

F, nennt man auch einen Pushforward. Im Fall einer beliebigen Abbildung F' lassen sich
k-Formen durch das Differential von F' zurickziehen. Fiir einen (0, k)-Tensor w € X9(N) ist durch

(F*W)p(gla--- 75’6) = WF(p)(de(gl)a'"ade(gk))7 gla" '7£k € TpM>

der zuriickgezogene (0, k)-Tensor F*w € X{(M) definiert. Wir bezeichnen F* deshalb auch als
Pullback.

Weiter lassen sich Integrale auf orientierbaren Mannigfaltigkeiten einfithren. Unter einer Ori-
entierung auf M versteht man eine Aquivalenzklasse von Uberdeckungen von M mit Karten,
deren Jacobische der Koordinatenwechsel positive Determinante besitzen. Existieren solche Uber-
deckungen, so nennt man M orientierbar. Alternativ lisst sich die Existenz einer Uberdeckung
lokaler Basen von Vektorfeldern fordern, deren Basiswechsel positive Determinanten besitzen. Eine
weitere notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Orientierbarkeit von M ist die Existenz
einer Volumenform (siehe |Lee, 2013, Proposition 15.5]), d. h. einer nirgends verschwindenden
n-Form iiber M". Auf einer Mannigfaltigkeit M mit Rand induziert eine Orientierung von M
eine Orientierung von d M, welche die Orientierung von M mit einem nach aufien gerichteten
Vektorfeld reproduziert (siehe [Lee, 2013, Proposition 15.24]). Fiir eine orientierte riemannsche

Mannigfaltigkeit (M™, g) gibt es eine ausgezeichnete Volumenform dg, welche
dﬂg(Xla B 7Xn) =1

fiir jeden Satz von orientierten orthonormierten Basis-Vektorfeldern X, ..., X, erfiillt (siehe |Lee,
2013\ Proposition 15.29]). Diese nennt man auch eine riemannsche Volumenform. In lokalen
Koordinaten besitzt diese die Darstellung (siehe [Lee, 2013, Proposition 15.31])

dpg = y/det(gi;) da' A--- Ada™.

Fiir die auf dem Rand OM induzierte riemannsche Volumenform schreiben wir dann djg,.
Einzig n-Formen sind geeigneten geometrische Objekte auf M™, welche sich integrieren lassen.
Besitzt w € A™(M"™) kompakten Tréger in der Kartenumgebung U einer Karte (U, x) mit lokaler

Darstellung w = f da' A --- A dz™, so definiert man das Integral von w durch

/ W = / (z™H'w = / flzt,. .. 2" dat ... da™.
n z(U) z(U)

Das Integral allgemeiner n-Formen mit kompaktem Tréager definiert man dann mittels Teilung
der Eins gegeniiber eines orientierten Atlasses, sodass die Summe der einzelnen Integrale wegen

der gewahlten Orientierung wohldefiniert ist (siehe |Lee, 2013} Proposition 16.5]).
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A.2. Vektorbiuindel

In Kapitel haben wir mit dem Tangentialbiindel, dem Kotangentialbiindel und allgemein
den Tensorbiindeln einer Mannigfaltigkeit M bereits Beispiele von Vektorbindeln kennengelernt.

Nun geben wir deren allgemeine Definition sowie weitere Beispiele und Konstruktionen an.

Unter einem Faserbiindel verstehen wir ein Tupel (£, 7, M, F). Dabei sind £, M, F Mannig-
faltigkeiten und 7: & — M eine glatte surjektive Abbildung, sodass die Mengen 7~!(p) fiir ein
beliebiges p € M diffeomorph zu F sind. Man nennt dann £ den Totalraum, M den Basisraum,
7 die Projektion und F den Fasertyp des Faserbiindels. Weiter bezeichnen wir &, := 7~ *(p)
fiir p € M als die Fasern des Faserbiindels.

Ein Faserbiindel (£, 7, M, F) bezeichnet man auch als lokal-trivial, falls es zu jedem p € M
eine Umgebung U C M und einen Diffeomorphismus ®,: 7=1(U) — U x F gibt, sodass mj o®, =
7. Die Abbildungen ®; nennt man dann auch lokale Trivialisierungen oder Biindelkarten.

A.2.1 Definition (Vektorbiindel)

Ein (glattes, reelles) Vektorbiindel vom Rang k iiber M ist ein lokal-triviales Faserbiindel
m: & = M, welches als Fasertyp einen k-dimensionalen Vektorraum besitzt, zu welchem die
Fasern isomorph sind (siehe Bild [A.2)). Das heift:

(i) Fiir alle p € M ist &, ein k-dimensionaler reeller Vektorraum.

(ii) Fiir alle p € M gibt es eine Umgebung U C M und einen Diffeomorphismus

Oy m N U) = UxRF, @46 = (7(),0(6)),

wobei g: 771 (U) — R eingeschriinkt auf &p fiir alle p € U ein Vektorraumisomorphismus

ist. ¢

Fiir weitere Informationen zu der Definition und den folgenden Konstruktionen sei auf |Lee,
2013, Chapter 10] und | Waldmann, 2007 Kapitel 2.2] verwiesen. Es gibt verschiedene Methoden,
Vektorbiindel durch ,Zusammenkleben“ von Fasern und gleichermafsen aus bereits bestehenden
Vektorbiindeln zu konstruieren. Dazu zédhlen unter anderem direkte Summen und Tensorprodukte
von Vektorbiindeln, das duale Vektorbiindel sowie das Homomorphismenbiindel.

Es seien Vektorbiindel 7m1: & — M und me: &5 — M gegeben. Dann ist die direkte Summe,
auch Whitney-Summe genannt, £ @ €2 definiert durch

8106 = [] &1,®&,, sodass (E1@E)p = 1, DEyp.
peEM
Ebenso definiert man das Tensorprodukt £; ® £ durch

E1®&E = H Slp ® €2p , sodass (51 & gg)p = 51p & €2p .
pEM
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U x RF

@/

Bild A.2: Veranschaulichung der Definition eines Vektorbiindels 7: & — M mit lokaler
Trivialisierung @,

)

Das duale Vektorbiindel £* eines Vektorbiindels 7: £ — M ist wiederum gegeben durch
e =[] &), sodass & = (£), = (&)
peEM
Weiter kann man fiir das Vektorbiindel 7w: £ — M das assoziierte Tensorbiindel €] vom Typ

(r, 8) bilden durch

Er = g®...®g®§*®...®g*_

s

r—?z;ch s—gch
Mit diesen Konstruktionen lassen sich also auch das Kotangential- und die Tensorbiindel vom
Typ (r,s) durch
"M = (TM)* und "M = (TM)],

aus dem Tangentialbiindel TM wiedergewinnen. Als letztes definiert sich das Homomorphis-
menbiindel Hom(&1, €2) durch

Hom(&1, &) = H Hom(&1,, &) =2 Ef ® &,  sodass (Hom(c‘fl,c‘,’g))p = Hom(&1,, &ap) -
pEM

Eine weitere Vorschrift fir die Konstruktion eines Vektorbiindels durch das Zuriickziehen eines
bestehenden Vektorbiindels wird in Kapitel [A.4] ausfiihrlicher erklért.

Als (globalen) Schnitt eines Vektorbiindels 7: £ — M bezeichnet man eine glatte Abbildung
X: M — &, sodass mo X =1idpm, also X, := X (p) € &,. Ist X nur auf einer offenen Teilmenge
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U C M definiert, so bezeichnet man den Schnitt auch als lokal. Die Menge aller Schnitte wird mit
C>°(€) bezeichnet, die Menge aller lokalen Schnitte mit C*°(Ey) oder C*°(U, €). Ein (globaler)
Frame ist eine Menge {E;}; C C™°(E), welche, eingeschrankt auf &,, fiir alle p € M eine Basis
von &, bildet. Der Frame heifsit lokal, falls alle E; auf einer offenen Menge U C M definiert sind.
Nach |Lee, 2013, Example 10.18 und Proposition 10.19] erzeugt jede Biindelkarte einen lokalen
Frame und umgekehrt erzeugt jeder lokale Frame eine Biindelkarte, sodass man nicht zwischen
beiden Begriffen unterscheiden braucht.

Vektor-, Kovektor- und Tensorfelder sind also, wie bereits erwahnt wurde, Schnitte der entspre-
chenden Biindel. Die lokalen Koordinatenvektorfelder wiederum definieren lokale Schnitte des

Tangentialbiindels, welche zusammen lokale Frames ergeben.

Ebenso ldsst sich der Begriff einer Metrik auf Vektorbiindel erweitern. Unter einer (Biindel-)
Metrik versteht man ein Element g € C*°(£* @ £%), welches symmetrisch und positiv definit
ist, sodass g(X,Y) = g(V, X) und ¢g(X,X) > 0, falls X # 0, fir X,Y € C®(E) gelten. Fiir
& = TM stimmt die Definition also mit derjenigen der riemannschen Metrik iiberein. Alternativ
schreiben wir auch hier (-, - )4 fiir g(-, - ). Aukerdem nennen wir einen Frame {E;}; C C*(€)
orthonormal, falls (E;, Ej)g = d;;.

A.3. Zusammenhidnge auf Vektorbiindeln

Zusammenhdnge auf Vektorbilindeln erweitern den Begriff der Ableitung fiir Schnitte von Vektor-
biindeln und damit insbesondere auch fiir Vektorfelder. Um Schnitte von Vektorbiindeln ableiten
zu konnen, bedarf es der Differenz von Elementen unterschiedlicher Fasern. Die Moglichkeit un-
terschiedliche Fasern des Vektorbiindels vergleichen zu kénnen, wird erst durch Zusammenhénge
ermoglicht. Sie stellen eine zusétzliche geometrische Struktur fiir Vektorbiindel dar, welche es

auch erlaubt, von Krimmungen dieser sprechen zu konnen (siche dazu Kapitel [A.5)).

A.3.1 Definition (Zusammenhang)
Sei m: £ — M ein Vektorbiindel. Ein Zusammenhang auf £, welcher oft auch eine kovariante

Ableitung genannt wird, ist eine Abbildung
V:iXM) x C®(E) = C™(€), (X,Y)— VxY,
mit den folgenden Eigenschaften:
(i) VxY ist linear iiber C*°(M) in X:
Vixi4gx,Y = fVx, Y +9Vx,Y fir f,g € C*(M),
(ii) VxY ist linear iiber R in Y

VX(QY1+bY2) =aVxY1+bVxYs fir a,b € R,

(iii) V erfullt die Produktregel:

Vi(fY) = fVXY +(Xf)Y  fir f € C®(M).
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Einen Zusammenhang auf £ = T'’/M nennt man auch einen linearen Zusammenhang. ¢

Ein Zusammenhang ist wegen insbesondere tensoriell im ersten Argument, hangt als nur
vom Wert X, von X in p € M ab. Aufgrund der Produktregel ist der Zusammenhang aber
auch im zweiten Argument lokal. Es ldsst sich zeigen, dass der Wert von VxY im Punkt p € M
nur von dem Wert von X in p und von den Werten von Y in einer Umgebung von p abhéngt
(siehe |Lee, 1997, Lemma 4.2]). Das heift, fiir X € X(M) und Y € C=(&) mit X (p) = X (p) und
Y =Y in einer Umgebung von p gilt

VxY| = ViV .

Insbesondere kénnen wir den Ausdruck VY|, formal durch VY ersetzen fiir £ € T, M mit
¢ = X,. Der formale Ausdruck V Y ist dann in dem Sinne wohldefiniert, dass nach |Lee, 2013},
Lemma 10.12] eine Fortsetzung von & zu einem Vektorfeld in eine Umgebung von p € M existiert.

Nach der Lokalitdt ist der Ausdruck unabhingig von dieser Fortsetzung.

Ist ein Zusammenhang V auf einem Vektorbiindel £ gegeben, so lassen sich damit Zusammen-
hinge auf den aus Kapitel beschriebenen assoziierten Tensorbiindeln von & definieren (siehe
|Lee, 1997, Lemma 4.6]). So erzeugt V beispielsweise einen Zusammenhang auf £* ® £* (wird

hier auch mit V bezeichnet) durch
(Vxg)(Y,Z) = X(g(Y, Z)) —9(VxY,Z)—g(Y,VxZ) fir X e X(M)und Y, Z € C™(€),

wobei g € C®°(E* ® £*). Ist eine Biindelmetrik g auf £ gegeben, so nennen wir das Vektorbiindel
riemannsch, falls g kompatibel mit dem Zusammenhang V ist, das heifit, falls Vxg = 0 fiir
alle X € X(M) gilt. Damit gilt insbesondere

X(g(Y,2)) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)  fiir X € X(M) und Y, Z € C®(€).

Auf dem Homomorphismenbiindel Hom(&7, &) zweier Vektorbiindel £; und &; iiber M mit

Zusammenhingen V& und V&2 lisst sich ebenso ein Zusammenhang V* definieren durch
V7 X (M) x C®(Hom(&r, &) — C*°(Hom(E1, E)) |

Y (VES)(Y) 1= VR (S(YV)) = S(VRY).

Fiir lineare Zusammenhénge iiber riemannschen Mannigfaltigkeiten gibt es ein bekanntes
Resultat, welches die Existenz eines kompatiblen Zusammenhangs garantiert. Dies ist der Levi-
Civita-Zusammenhang, welcher sich koordinatenunabhéingig durch die Koszul-Formel (siehe
|Lee, 1997, Equation (5.1)]) oder beziiglich der Koordinatenframes explizit durch Angabe der
Christoffel-Symbole definieren lasst. Dabei versteht man unter den Christoffel-Symbolen die
Komponentenfunktionen Ffj eines linearen Zusammenhangs beziiglich eines lokalen Frames {E;};,

welche durch die Relation
n
Vi Ej = Z It By
k=1

definiert sind. Der Levi-Civita-Zusammenhang stellt die kanonische Wahl eines linearen Zusam-

menhangs auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit dar.
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A.3.2 Satz (Fundamentallemma der riemannschen Geometrie)
Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein eindeutiger linearer Zusammen-

hang V auf TM, welcher kompatibel mit g und torsionsfrei ist, d. h.
VxY - VyX = [X,Y] fir alle X, Y € X(M).

Dieser Zusammenhang heifit auch Levi- Civita-Zusammenhang. Fir den zu einer Karte (U, x)
von M™ zugehdrigen Koordinatenframe berechnen sich die Christoffel-Symbole des Levi-Civita-

Zusammenhangs zu

I(p) = % > " () ((9igje)(p) + (Digic) (p) — (Degis)(p))
/=1
mit 8; = Oy, 9ij(p) = g(dilp, 0jlp) und g (p) = (gi;(p)) "

Beweis: Der Beweis ist nachzulesen in [Lee, 1997, Theorem 5.4]. O

In der Theorie der Levi-Civita-Zusammenhénge ist es moglich, fiir lokale Berechnungen be-
sonders geeignete Koordinaten fiir eine riemannsche Mannigfaltigkeit (M", g) anzugeben. Eine
solche Karte (U, z) um p € M™ nennt man riemannsche Normalkoordinaten und sie erfiillt
(siehe |Jost, 2005, Theorem 1.4.4])

z(p) =0,  giy(p) =65,  Okgis(p) =0, TH(p) =0 firijk=1...,n.

A.4. Zuriickgezogene Vektorbiindel

Wir erweitern die Beschreibungen aus Kapitel und noch um eine weitere Konstruktions-
moglichkeit von Vektorbiindeln, auf welche wir hier etwas genauer eingehen wollen. Dabei handelt

es sich um das Zurickziehen von Vektorbiindeln.

Gegeben seien Mannigfaltigkeiten M und N, eine glatte Funktion f: M — N sowie ein
Vektorbiindel 7: £ — N vom Rang k iiber N.

A.4.1 Definition (Pullback-Biindel)
Als Pullback-Biindel bezeichnen wir das Vektorbiindel 7*: f*£ — M mit Totalraum

f€=1] & = {p.) eMxE: flp)=m(&)} € MxE
pEM

und Projektion 7* als Projektion in der ersten Komponente, welche die Fasern (f*&), = ;) auf
p abbildet. ¢

Das Pullback-Biindel ist in der Tat auch ein Vektorbiindel. Fiir eine Biindelkarte (V, ¥) von £
erhalten wir eine Biindelkarte (U, ®) von f*&, wobei U = f~1(V) C M und

o: (7)) V) > UxRE, (0,0 o (b (r200)] 1))
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7o beschreibt dabei die Projektion auf die zweite Komponente. Nach |Lee, 1997, Lemma 2.2| oder
|Lee, 2013, Lemma 10.6| ist das Pullback-Biindel dann ein Vektorbiindel vom Rang k.

Schnitte von £ induzieren Schnitte von f*€. Es sei X € C*(€) ein Schnitt von £. Wir
bezeichnen mit X* := X o f € C®(f*€) den von X induzierten Schnitt auf f*£. Ebenso
iibertragt sich dieser Vorgang auf allen zu £ assoziierten Tensorbiindeln, da die Pullback-Operation
mit Tensorprodukten und Dualitdten kommutiert. So induziert beispielsweise eine Biindelmetrik
g € C®(&* ® &) auf € eine Biindelmetrik g* € C®((f*€)* @ (f*€)*) = C°(f*(£* @ £*)) auf
f*E, welche charakterisiert ist durch g(X,Y) o f = ¢*(X*, V™) fir X, Y € C*°(£). Wir nennen
g* die von g induzierte Metrik auf f*&.

Ist ferner ein Zusammenhang V auf £ gegeben, dann lasst sich auch dieser auf f*& zuriickziehen.
Nach [Baker, 2010, Proposition 2.2| gibt es einen eindeutig bestimmten Zusammenhang V* auf
[*E, den Pullback-Zusammenhang, welcher fiir alle p € M und ¢ € T, M durch

ViXy = VieX €& = (fE)y,

charakterisiert wird. Die Ausdriicke sind dabei im Sinne der Lokalitdt von Zusammenhéngen zu
verstehen.

Es zeigt sich, dass der Pullback-Zusammenhang in dem Sinne natiirlich ist, dass er eine gegebene
riemannsche Struktur erhélt. Das bedeutet, ist V kompatibel mit einer Biindelmetrik g, so ist
auch V* mit der induzierten Biindelmetrik g* kompatibel (siehe |[Baker, 2010, Proposition 2.3|
oder |Persson, 2003, Theorem 2.5]).

A.5. Kriimmungen von Vektorbiindeln und Laplace-Operatoren
auf Vektorbiindeln

Fin Zusammenhang V auf einem Vektorbiindel 7: £ — M erméglicht den Zugang, Elemente
unterschiedlicher Fasern von £ zu vergleichen. Diese lassen sich in einer von V vorgegebenen Art
und Weise entlang von Kurven auf M verschieben. Dies nennt man Parallel- Transport (sieche
|Lee, 1997, Seite 59 ff.| oder |Kobayashi und Nomizu, 1963, Kapitel 111.4]). Das Maf, wie sich ein
Faserelement aus &, , welches entlang zweier unterschiedlicher Kurven nach &,, parallel verschoben
wird, verdndert, wird als Krimmung verstanden. Verdnderungen von Paralleltransporten gehen
einher mit zweiten kovarianten Ableitungen. Die Anwesenheit von Kriilmmung &ufiert sich dann

darin, dass zweite kovariante Ableitungen in den Ableitungsrichtungen nicht kommutieren.

Fiir den Zusammenhang V auf dem Vektorbiindel 7: £ — M definieren wir die zweite

kovariante Ableitung als Abbildung
V2: (M) x E(M) x C®(E) = C=(€),
ViyZ = (V%(Ab—) VAZ))(Y) = Vx(VyZ) - Vy,vZ,

wobei V' den Zusammenhang auf dem Homomorphismenbiindel Hom(&, £) aus Gleichung (A1)

meint. Diese besitzt dhnliche Eigenschaften wie ein Zusammenhang. Insbesondere ist diese
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C°(M)-linear in den ersten beiden Argumenten und erfiillt die Produktregel (|(ii1))) aus Definition
im letzten Argument.

A.5.1 Definition (Kriimmungstensor)
Der Kriimmungstensor Ry eines Zusammenhangs V auf dem Vektorbiindel £ ist definiert als

Vertauschungsrelation
Ry: X(M) x £(M) x C®(E) = C=(€),
Ry(X,Y)Z = VixyZ —V3y.xZ = VxVyZ —VyVxZ — Vy,v—vyxZ.
¢

|Lee, 1997, Proposition 7.1| zeigt, dass Ry in der Tat auch tensoriell ist, sodass (Rv(X,Y)Z)(p)
nur von X,,Y, und Z, abhéngt. Fiir den Fall einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) mit
E =TM und V als Levi-Civita-Zusammenhang wird Ry oft auch als riemannscher Kriim-

mungstensor bezeichnet und es gilt
Ry(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ — V[va}Z fir X,Y,Z € X(M).

Beziiglich eines Koordinatenframes {9,:}; um p € M" besitzt Ry die Komponenten
n
¢ 14 Y4 ¢ ¢
Ry (p) = 0:Th; = 0T + Y (Th Ty = TH T )
r=1

Oftmals wird auch der (0, 4)-Tensor
Riem(X,Y,Z, W) = (Rvy(X,Y)Z, W>g fir XY, Z, W € X(M)

als riemannscher Kriimmungstensor bezeichnet und Ry lediglich als Krimmung. In |Lee,
1997 Seite 121 ff.| liest man die Symmetrieeigenschaften von Riem nach. Wegen der Antisymmetrie

in den ersten beiden bzw. letzten beiden Eintragen stellt
Ric(X,Y) = tr, ((A, B) > Riem(4, X, Y, B)) = tr, <(A, B) > Riem(X, A,B,Y))

die einzige Moglichkeit dar, eine nichttriviale Spur iiber Riem zu bilden. Der so erhaltene (0, 2)-
Tensor Ric wird auch als Ricci-Tensor oder Ricci-Kriimmung bezeichnet. Durch erneute

Spurbildung
S = try Ric = tr, ((X, Y) > Ric(X, Y)>

erhalt man die skalare Kriimmung. Bei zweidimensionalen riemannschen Mannigfaltigkeiten

definiert man als Gaufi-Kriimmung die Grofie

Ko Riem(X,Y,Y, X)
XY - (X Y5

wobei {X,Y} C X(M?) ein beliebiger Frame ist. Die Gauk-Kriimmung K hingt mit der skalaren

Kriimmung S durch die Relation S = 2K zusammen. Als Verallgemeinerung der Gauk-Kriimmung
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auf beliebig dimensionale Mannigfaltigkeiten fiihrt man die Schnittkriimmung beziiglich einer
Schar von zweidimensionalen Teilriumen der Tangentialréume ein, welche von zwei Vektorfeldern

aufgespannt werden und setzt

Riem(X,Y,Y, X)

KXY
XY) = XEvE - (x.v)2

fiir linear unabhéngige X,Y € X(M).

Neben den Kriimmungen lassen sich auch Differentialoperatoren zweiter Ordnung aus der
zweiten kovarianten Ableitung gewinnen. Analog zum Laplace-Operator auf R"”, welcher als Spur
der Hesse-Matrix definiert ist, lasst sich ein Laplace-Operator auf Vektorbiindeln als Spur der

zweiten kovarianten Ableitung definieren.

A.5.2 Definition (Laplace-Operator auf Vektorbiindeln)
Als Laplace-Operator auf dem Vektorbiindel £ mit Zusammenhang V einer riemannschen

Mannigfaltigkeit (M™, g) definieren wir die Spur der zweiten kovarianten Ableitung
Ag: CF(E) = C®(E),  AgZ:=tx, ((X, Y) e vgyz) .

Lokal hat der Laplace-Operator dann die Form

n

(A2 (820 = X P02, = X 670) (Va(T5,2) - Vo,5,2)

,5=1 ,5=1

)

wobei {E;}; C X(M") ein lokaler Frame um p € M" ist und (¢"(p))i; = (gi;(p))~! mit
9i5(p) = 9(Ei(p), Ej(p))- ¢

Mit dem Vektorbiindel-Laplace-Operator ldsst sich ferner auch der Laplace-Beltrami-
Operator auf einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) reproduzieren. Dieser ist iiblicherweise
definiert als (siehe [Jost, 2005, Definition 2.1.2|)

Ay f = div(grad f) fir f e C°(M).

Beziiglich einer Karte (U, z) um p € M™ ist Ay f von der Form (siehe |Jost, 2005, Page 88])

Ay flp) =

o 25, (VW 70 550) |

wobei G(p) = det(g;5(p))ij und (9" (p))ij = (9i;(p));;"-

Betrachtet man nun £ = M x R als Vektorbiindel iiber M, dessen Schnitte C*°(€) = C°°(M)
in einer eins-zu-eins Korrespondenz zu den glatten Funktionen auf M stehen, zusammen mit
dem Zusammenhang Vx f := X(f), X € X(M) und f € C*°(M x R), und der Biindel-Metrik
g(f,h) := fh, so erhdlt man ein riemannsches Vektorbiindel, was leicht aus der Derivationseigen-
schaft von Vektorfeldern folgt. Nach der Weitzenbick Formel (siehe |Jost, 2005, Theorem 3.3.3])

stimmt dann der Vektorbiindel-Laplace-Operator mit dem Laplace-Beltrami-Operator iiberein.
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Fiir diesen findet man mit der lokalen Darstellung aus Gleichung (A.2]) dann ebenso beziiglich

eines Koordinatenframes {0, };

( (Vo ,f) = Vv, o f)‘

117-7

0 (a5 - YT 25 0).

k=1

i



B. Funktionalanalytische Hilfsmittel

Funktionalanalysis ist die Theorie unendlichdimensionaler Banachrdume wie beispielsweise spe-
zieller Funktionenrdume und linearen Abbildungen zwischen diesen. Resultate der abstrakten
Funktionalanalysis liefern oftmals fiir die Analysis und Numerik wichtige Werkzeuge, um bei-
spielsweise Losungen partieller Differentialgleichungen untersuchen zu kénnen. Wir wollen hier
einen Uberblick iiber die in der Arbeit verwendeten Begriffe und Resultate der Funktionalanalysis
geben. Ein weiteres Ziel neben der Zusammenstellung notwendiger Resultate ist es auch, die in

der Arbeit verwendeten Notationen und Konventionen zu erklaren.

In Kapitel werden wir dazu die Grundbegriffe und Definitionen von Banach- und Hilbertrdu-
men zusammenfassen und den wichtigen Begriff der schwachen Konvergenz erklaren. In Kapitel
wiederum beschreiben wir die direkte Methode der Variationsrechnung, welche als Strategie
zum Finden von Minimierern von Funktionalen dient. Kapitel gibt einen Uberblick iiber die
in der Arbeit verwendeten Funktionenrdume, wie beispielsweise den Hélder- und Sobolev- Riumen,
und wie diese untereinander eingebettet sind. Im letzten Kapitel, Kapitel fassen wir schlieflich
die Grundbegriffe der Finite-Elemente-Methode zusammen, welche vor allem fiir das Verstdndnis
von Kapitel dienen. Fiir ausfiihrlichere Erklarungen und Beschreibungen der Begriffe und
Resultate verweisen wir auf die Literatur, im Speziellen auf |Alt, 2012, |Evans, 1998], |Jost und
Li-Jost, 1998|, |Gilbarg und Trudinger, 2001| und |Weidmann, 1980).

B.1. Banach- und Hilbertraume

Wir beginnen in diesem Kapitel mit einem Uberblick iiber einige Begriffe zu reellen normierten
Vektorrdumen. Neben den Begriffen der Banach- und Hilbertrdume erwéhnen wir die Definitionen
von linearen Funktionalen und Dualrdumen dieser, aus welchen sich das Konzept der schwachen

Konvergenz ergibt.

Als normierten (Vektor-)Raum bezeichnen wir ein Paar (X, ||-||x), wobei X ein Vektorraum
ist und || - || x eine Norm auf X. Der normierte Raum (X, || - || x) heifft Banachraum, falls die
von || - [|x induzierte Normtopologie vollstandig ist, sodass jede Cauchyfolge konvergiert. Ein
Hilbertraum wiederum ist ein Paar (X, (-, -)x) bestehend aus einem Vektorraum X und einem
Skalarprodukt (-, -)x, sodass die vom Skalarprodukt induzierte Norm || - ||x = /(-, - )x
(X, ]| - |lx) zu einem Banachraum macht.

Eine Teilmenge M C X eines normierten Raumes X nennt man dicht, falls der Abschluss von
M mit X iibereinstimmt, also M = X. Das heit, zu jedem x € X gibt es eine Folge (z})ren C M
mit ; — x, k — oco. Ein Banachraum (X, || -||x) heift separabel, falls es eine abzéhlbare dichte
Teilmenge M C X gibt. Eine Teilmenge M C X heifit beschrankt, falls es eine Konstante C' > 0
gibt, sodass ||z||x < C fiir alle z € M. M heift wiederum (folgen-)kompakt, falls jede Folge
(xk)kenw C M eine in M konvergente Teilfolge besitzt, das heifit, es gibt eine Teilfolge (xg,)ren

149
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und ein x € M, sodass x3, — x, £ — 0.

Ein (stetiges) lineares Funktional auf einem Banachraum X ist eine stetige lineare Abbil-
dung L: X — R. Die Stetigkeit solcher Abbildungen ist dquivalent zu Beschranktheit (siehe |Alt;
2012|, Lemma 3.1]). Dabei nennt man ein lineares Funktional beschrénkt, falls es eine Konstante
C > 0 gibt, sodass |L(z)| < C|jz||x fir alle z € X. Die Menge

X' = {L: X — R : L ist stetiges lineares Funktional}
aller stetigen linearen Funktionale auf X nennt man den Dualraum von X. Auf X* wird durch
|L||x* := inf {C’: |L(z)| < C||z||x fir alle z € X} = sup{‘L(xﬂ sz e X mit ||z x < 1}
eine Norm definiert, sodass

|L(x)| < IIL]|x~

x| x firz € X und L € X~

und welche (X*, || - || x+) zu einem Banachraum macht (siche [Alt, 2012} Satz 3.3 (2)]). Gebrauchlich
ist oft auch die Notation (L, x)x+ x := L(xz) fiir die duale Paarung von Elementen aus X und X*.

Fiir Hilbertrdume (X, (-, -)x) ermoglicht das Skalarprodukt eine kanonische Identifizierung
des Dualraumes X™* mit X. Mit

J: X - X", J(x)(y) == (z,y)x firye X,

ist ein isometrischer Isomorphismus definiert (siehe [Alt, 2012| Satz 4.1] oder | Weidmann, 1980,
Theorem 4.8]), das heift, x — (z,y) x definiert ein lineares Funktional auf X und umgekehrt gibt es
zu jedem linearen Funktional L € X* ein x € X, sodass L(y) = (z, y) x. Das Attribut ,isometrisch*
bedeutet dabei, dass ||J(z)| x+ = ||z||x gilt. Das Resultat wird auch als Darstellungssatz von
Fréchet-Riesz oder Riesz’scher Darstellungssatz bezeichnet.

Mithilfe linearer Funktionale lasst sich auf X neben der Normtopologie noch eine weitere
Topologie definieren, die schwache Topologie. Dies ist die grébste Topologie, also auch grober als
die Normtopologie, beziiglich der alle beschriankten linearen Funktionale aus X* stetig sind (siehe
auch |Alt, 2012, Abschnitt 6.7]). Die Konvergenz beziiglich dieser Topologie wird als schwache

Konvergenz bezeichnet und ist charakterisiert durch
zp—=z X, k-0 & VLeX': L(xg) — L(x), k— o0.

In einem Hilbertraum X ist die schwache Konvergenz nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz
aquivalent zu (y,zr)x — (y,z)x, k — oo, fir alle y € X. Wie auch Norm-konvergente Folgen
sind schwach konvergente Folgen stets beschrénkt (siehe [Alt, 2012} Bem. 6.3 (5)]).

In Hilbertraumen ist es mit dem isometrischen Isomorphismus J: X — X* aus dem Darstel-
lungssatz von Fréchet-Riesz stets moglich zu zeigen, dass die kanonische Injektion

tx: X — X tx(x)(L) := L(x),

in den Bidualraum X** := (X*)* ein Isomorphismus ist (siehe |Alt, 2012| Beispiel 6.11 (1)]).

Fiir beliebige Banachrdume gilt a priori nur die Injektivitdt von ¢x. Ist diese also zuséatzlich noch
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surjektiv, so nennt man den Banachraum reflexiv.

Analog zu linearen Funktionalen ist es auch bei linearen Operatoren T: X — Y zwischen
Banachraumen X, Y moglich, von Stetigkeit zu reden, wenn diese beschrénkt sind, das heifst, wenn
es eine Konstante C' > 0 gibt, sodass ||Tz||y < C|jz||x fiir alle z € X. Eine besondere Klasse
linearer Operatoren sind kompakte Operatoren. Dabei nennt man einen Operator T: X — Y
kompakt, falls der Abschluss des Bildes der Einheitskugel, d.h. T(B;(0)) C Y mit B;(0) :=
{z € X :|z|x < 1} C X, kompakt ist. Aquivalent dazu ist die Charakterisierung, dass das
Bild (T'zp)nen C Y jeder beschrankten Folge (x,)nen € X eine in Y konvergente Teilfolge
besitzt (siehe |Alt, 2012, Abschnitt 8.1 (4)]). Die Kompaktheit von linearen Operatoren impliziert
automatisch deren Stetigkeit.

Fin einfaches Beispiel von linearen Operatoren ist durch stetige Finbettungen gegeben. Sind
(X, || [|x) und (Y,] - |ly) Banachridume, sodass X C Y, dann nennt man den Einheitsoperator
idy ’ 1 X = Y eine stetige Einbettung, falls dieser stetig ist. Man schreibt dann auch X < Y.

Ist dieser kompakt, so nennt man die Einbettung kompakt und schreibt X Sy,

B.2. Direkte Methode der Variationsrechnung

Die direkte Methode der Variationsrechnung nutzt das Prinzip der lokalen schwachen Folgen-
kompaktheit reflexiver Banachrdume, um Minimierer von Funktionalen in geeigneten Klassen zu

finden.

Ist ein Funktional F' {iber einer Funktionenklasse C gegeben, so ist man daran interessiert,

einen Minimierer xg € C von F' zu finden, sodass

= inf F(z).
= MW

Die Strategie der direkten Methode ist es, eine Minimalfolge (z,,)nen C C mit

lim F(z,) = inf F(x)

n— o0 zeC

zu wahlen und zu zeigen, dass eine Teilfolge gegen einen Minimierer in C konvergiert. Der Erfolg

dieser Strategie hangt im Wesentlichen von zwei Punkten ab:

(i) die Wahl einer geeignet Topologie auf C, welche eine Kompaktheitsbedingung ermoglicht,

beziiglich welche eine Minimalfolge eine in C konvergente Teilfolge enthalt,

(ii) die Folgenunterhalbstetigkeit des Funktionals beziiglich der in |(1)| gewdhlten Topologie,
d.h.

F(z) < lirr_1> inf F'(x,,) fiir alle konvergenten Folgen x,, — x,
n—0o0

sodass der Grenzwert einer Minimalfolge auch F' minimiert.
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Die Topologie in Punkt muss sorgfiltig gewihlt werden. Je schwicher die Topologie ist,
desto einfacher ist es, Kompaktheit von Minimalfolgen sicherzustellen. Dagegen ist die Folgenun-

terhalbstetigkeit einfacher zu bekommen, je stérker die Topologie ist.

Es gilt, dass die abgeschlossene Einheitskugel eines normierten Raumes genau dann kompakt
ist, wenn der normierte Raum endlichdimensional ist (siche |Alt, 2012, Satz 2.10]). Somit eignet
sich die Normtopologie meist nicht fiir die direkte Methode, da die verwendeten Funktionenklassen
meist Teilmengen von unendlichdimensionalen Banach- oder Hilbertrdumen sind (vgl. mit den
Beispielen aus Kapitel . Fir die schwache Topologie reflexiver Banachrdume hingegen lésst

sich Kompaktheit gewinnen.

B.2.1 Satz (Lokale schwache Folgenkompaktheit reflexiver Banachrdume)
Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) := {x €
X :||z]|x <1} C X schwach folgenkompakt. Somit besitzt jede beschrankte Folge eine schwach

konvergente Teilfolge.

Beweis: Siehe |Alt, 2012), Satz 6.10] oder |Jost und Li-Jost, 1998, Corollary 2.2.1]. Sei eine Folge
(zx)ren C B1(0) gegeben. Im Beweis beschrinkt man sich auf den Abschluss der linearen Hiille
dieser Folge (wird mit Y bezeichnet), welcher separabel ist. Wegen der Reflexivitéit von X ist auch
Y reflexiv (siehe |Alt, 2012 Abschnitt 6.8 (2)]), sodass Y** ebenso separabel ist. Nach |Alt, 2012,
Lemma 6.9] ist damit auch Y* separabel. Auf Y* wendet man die schwach-+ Folgenkompaktheit
(siche |Alt, 2012), Satz 6.5]) an, um ein Grenzelement einer Teilfolge in Y** zu konstruieren,

welches, auf X zuriickgezogen, ein Grenzelement fiir eine Teilfolge von (zj)ren ergibt. O

Das Prinzip der lokalen schwachen Folgenkompaktheit in reflexiven Banachrdumen erlaubt
es dann also, fiir, beziiglich der schwachen Topologie, folgenunterhalbstetige Funktionale die

Existenz eines Minimierers zu zeigen.

B.2.2 Satz (Direkte Methode der Variationsrechnung)
Set X ein reflexiver Banachraum und F: X — R ein schwach folgenunterhalbstetiges Funktional,

d.h.
F(x) < 1irgian(xn) fiir alle schwach konvergenten Folgen x, — x .
n—oo
Gibt es eine beschrankte Minimalfolge fiir F, dann gibt es einen Minimierer xg € X, sodass

= inf F(x).
= H W
Beweis: Es sei auf einen Vergleich mit [Jost und Li-Jost, 1998) Theorem 4.2.1] hingewiesen.
Sei (zp)nen eine beschrankte Minimalfolge fiir F. Mit der Reflexivitdt von X besitzt diese
Minimalfolge nach Satz [B.2.1] eine schwach konvergente Teilfolge. Nach Einschrankung auf diese
gilt also z,, — ¢ € X. Mit der schwachen Folgenunterhalbstetigkeit von F' erhalten wir dann

F(xo) < liminf F(z,) = lim F(z,) = inf F(z),

n—00 n— 00 rzeX
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sodass Gleichheit iiberall gilt und xg in der Tat ein Minimierer von F' in X ist. O

Meist ist man daran interessiert, mit Minimierern von Funktionalen in bestimmten Funktionen-
klassen auch Losungen der entsprechenden Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals zu finden.

In ihrer schwachen Form lasst sich diese durch die Gdteauz-Ableitung beschreiben.

B.2.3 Definition (Gateaux-Differenzierbarkeit)

Sei f: M C X — Y eine Abbildung einer offenen Teilmenge M eines Banachraumes X in einen
anderen Banachraum Y. Die Gateaux-Ableitung d¢ f(z9)(h) von f im Punkte z € M in
Richtung h ist definiert als lineare Abbildung

def(zo): X =Y, daf(zo)(h) = d%f(xg—i—th) = }g% f(xo—i-tht) _f(mo).

Existiert dieser Grenzwert fiir alle h € X und ist dg f(x0) stetig, so nennt man f auch Gateaux-
differenzierbar in x¢. Ist f Gateaux-differenzierbar fiir alle o € M, so nennt man die Funktion
f Gateaux-differenzierbar. Fiir Y = R schreibt man fiir die Gateaux-Ableitung alternativ

auch (dg f(zo), h) im Sinne der dualen Paarung. ¢

Unter der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung eines Funktionals F': M C X — R
versteht man das Verschwinden der Gateaux-Ableitung fiir eine hinreichend grofe Klasse W C X

von Richtungen, d. h.
(dgF(z), h) =0 fiir alle h € W.

In der Tat stellen Minimierer xg € M eines Funktionals F' auch Losungen der schwachen Fuler-

Lagrange-Gleichung dar.

B.2.4 Satz

Sei F': M C X — R ein Gateaux-differenzierbares Funktional iber einer offenen Teilmenge M des
Banachraumes X. Ist V C X ein affiner Teilraum von X und xo € M NV ein lokales Minimum
von F in M NV, dann gilt fir alle h € X mit xg +th € M NV fir hinreichend kleine t

(dgF(z), h) = 0.

Beweis: Siehe auch |Kurdila und Zabarankin, 2005, Theorem 5.3.1]. O

B.3. Funktionenraume

Nach der abstrakten Theorie der letzten beiden Unterkapitel besprechen wir nun einige konkrete
Beispiele von Banach- bzw. Hilbertraume in der Form von Funktionenrdumen. Neben den Rdumen
stetig differenzierbarer Funktionen fassen wir die Definitionen der Lebesgue- und Sobolev-Raume

zusammen und erwdhnen einige wichtige Einbettungsresultate.
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Auf R"™ nutzen wir fiir Ableitungen die Multiindex-Notation, sodass wir fiir ein oo € Ny

N olely, _ i

D% = of'' ---0y"u = mit |a| = E a;
aalml N aan$n —
P

verstehen wollen fiir eine entsprechend differenzierbare Funktion u. Weiter sei 2 C R"™ hier stets
offen. Fiir k£ € Ny bezeichnen wir die RAume stetig differenzierbarer Funktionen als
ck () = {u: @ > R: D% existiert und ist stetig fiir alle & mit |o| < k},
Ck(
C>(Q) = ) CH),
keNg
c>@) = () C*@Q).

keENg

2l

) := {u € C*(Q): D lisst sich stetig auf  fortsetzen fiir alle @ mit |a| < k},

Ist © zusitzlich beschrinkt, so bildet C*(Q), k < oo, zusammen mit der Norm

lulorgy = 3 ID%llgogy.  wobei [ullgog = sup [u(z)],
|| <k e

einen Banachraum (siche |Alt, 2012} Satz 1.1 und 1.6]). Unter dem Tréger einer Funktion u:  —

R verstehen wir die Menge

suppu = {z € Q: u(z) #0} C Q
und definieren dann die Rdume stetig differenzierbarer Funktionen mit kompaktem Trager als

Ci(Q2) == {ue Q) : suppu C Q ist kompakt} ,
CH(Q) -

CHQ)NCo()  fiir k € NgU {oo}.

Fir ein 0 < v < 1 nennen wir eine Funktion u: Q — R ~v-Hdlder-stetig, falls es eine Konstante
C > 0 gibt mit

lu(z) —u(y)| < Clz—y[? fiir alle z,y € 2.

Ist v = 1, so heifit u auch Lipschitz-stetig. Die Abbildung

. = =, = -~ 7 @ 7 = : — < — vy
[]CO,V(Q) [U}CON(Q) :;1613 | [ 1nf{C'>0 ‘u(:z:) u(y)| Clz y|}
Ty

wird auch als Holder-Halbnorm bezeichnet. Fiir k € Ng sind dann die Hélder-Raume
cr(Q) = {ue cr Q) : [D%u] co.y gy < oo fiir alle |af = k}
zusammen mit der Norm

lullorr @y = lullcr@ + Z [D%u] co.r @)
|a|=k
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Banachriume (siehe |Alt, 2012} Satz 1.7]). In dieser Notation gilt C*9(Q) = C*(Q).

Andere Beispiele von Funktionenrdume sind die Lebesgue- und Sobolev-Rdume. In der Variations-
rechnung sind viele Funktionale in Form von Integralen iiber Funktionen und deren Ableitungen
formuliert. Integralnormen bieten daher einen natiirlichen Rahmen, solche Variationsprobleme zu
behandeln.

Es sei 2 C R” offen. Fiir eine beziiglich des Lebesgue-Mafes messbare Funktion u: Q@ — R

definieren wir die LP-Norm

l/p
</ ‘u(x)‘p dx> , falls 1 < p < 00,
Q

HUHLP(Q) =
inf{)\ ¢ |u(z)| < Al in Q} , fallsp=o00.

Fiir 1 < p < oo sind die Lebesgue-Riume LP definiert als Aquivalenzklassen von Funktionen

mit beschrinkter LP-Norm, welchen sich nur auf Lebesgue-Nullmengen unterscheiden
LP(Q) = {u: Q — R : umessbar, ||ul|prq) < oo}/{u : Q@ — R: wmessbar, u =0 fu} ,

sodass || - [|Lr(o) eine Norm auf LP(Q) ist. Dabei ist die Norm einer Funktionenklasse als Wert
der Norm eines Représentanten zu verstehen, was nach Konstruktion von LP(€2) wohldefiniert ist.
Somit wird (LP(Q), || - || zr(q)) zu einem Banachraum (siehe [Alt, 2012, Satz 1.16 (1)]). Mit dem
Skalarprodukt

(u,v) 200 = /Qu(x)v(ac) dz

wird L?(f2) sogar zu einem Hilbertraum (siehe |Alt, 2012} Satz 1.16 (3)]). Dass das Produkt zweier

L?-Funktionen wieder integrierbar ist, ist ein Spezialfall der Hélder-Ungleichunyg.

B.3.1 Satz (Holder-Ungleichung)

Seien Q@ C R™ offen, p € [1,00] und p* € [1,00] der zu p duale Exponent, sodass % + L =1,

P
p =1 und p* = o0 oder p =00 und p* =1 gilt. Das Produkt zweier Funktionen u € LP(Q) und

v € LP"(Q) erfillt dann
Hu'vHLl(Q) = HUHLP(Q)HUHLP*(Q)’

sodass uv € L1(€).

Beweis: Fiir einen Beweis siche |Alt, 2012, Lemma 1.18]. O

Weiter lassen sich zu zueinander duale Exponenten p, g € [1, c0] Elemente aus L4(€2) durch die

duale Paarung
(v,u)pa r = / u(z)v(zr) do fir w € LP(Q2) und v € LI(Q)
Q

als lineare Funktionale auf LP(2), also als Elemente des Dualraumes von LP(f2), auffassen. In der

Tat gilt auch die Umkehrung.
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B.3.2 Satz (Dualraum von LP)
Seien 0 C R"™ offen, 1 < p < co und p* der zu p duale Exponent. Dann ist durch

71 IV (Q) = (IP(Q), J@)w) = (0,0 1 = /Q (@) v(z) dz,

ein linearer isometrischer Isomorphismus definiert.

Beweis: Den Beweis liest man in |Alt, 2012, Satz 4.12] nach. O

Satz enthilt als Spezialfall fiir p = 2 den Darstellungssatz von Fréchet-Riesz fiir L?(2).
Insbesondere zeigt die Dualitat von LP-Raumen deren Reflexivitét fiir 1 < p < oo (siehe auch
|Alt, 2012| Beispiel 6.11 (2)]).

Mittels Faltungstheorie ist es moglich, beliebige LP-Funktionen durch glatte Funktionen mit
kompaktem Tréger zu approximieren. Das folgende Resultat zeigt, dass man LP(2) als Abschluss

von C3°(€2) beziiglich der LP-Norm auffassen kann.

B.3.3 Satz (Approximation von LP-Funktionen durch glatte Funktionen)
Es seien Q C R" offen und 1 < p < co. Dann ist C3°(QQ) dicht in LP(Q2), das heifit, zu jedem
u € LP(Q) und zu jedem € > 0 gibt es eine Funktion v € C§°(2), sodass

|u =@ < €.

Beweis: Siche [Alt, 2012| Satz 2.15 (3)]. O

Als Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffs auf LP-Raume fithrt man schwache Ableitungen
ein. Man definiert dann Sobolev-Rdume als abgeschlossene Unterrdume von LP(€2), in denen man
schwach ableiten kann.

Es sei wieder €2 C R" eine offene Teilmenge. Fiir einen Multiindex o € N} nennt man eine
Funktion v € L{ .(£2), wobei

Llloc(Q) =

{u: Q—R: ulg € LNK), KCQkompakt}/{u: Q—-R: umessbar,u:Of.ii.},

die a-te schwache Ableitung von u € Li (), falls

loc

/v(x) o(z) dz = (—1)l / u(z) D%(z) dx fir alle ¢ € C5°(€2) .
Q Q

Die schwache Ableitung féllt mit dem klassischen Ableitungsbegriff fiir stetig differenzierbare
Funktionen zusammen. Man schreibt dann auch wieder v = D%u fiir die schwache Ableitung. Fiir
m € Ng und 1 < p < oo definiert man dann den Sobolev-Raum W"™P als

WmP(Q) = {u € LP(Q) : fir alle |a] < m existiert D%u und es ist D%u € LP(Q)} .
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Auf W™P(Q) erhélt man mit

lullwmey == Y [Dullreqy
laj<m
die W™P-Norm, beziiglich welcher WP () ein Banachraum ist (siehe |Alt, 2012] Abschnitt
1.27]). Fiir m = 0 erhalten wir die Lebesgue-Riume Wo?(Q) = LP(Q2) zuriick und speziell fiir
p = 2 ldsst sich auf H™(Q) := W™2(Q) mit

(U, v) gm(qy = Z <Dau, Dav>L2(Q)

laj<m

ein Skalarprodukt definieren, sodass H™ () ein Hilbertraum ist und H°(Q) = L?(£2). Weiter
lasst sich auch wieder zeigen, dass W™P(Q) reflexiv ist fiir 1 < p < oo und m € Ny (siehe |Alt,
2012, Beispiel 6.11 (3)]).

Im Gegensatz zu LP-Funktionen lassen sich W""P-Funktionen im Allgemeinen nicht mehr durch

Cg°-Funktionen auf 2 approximieren. Dagegen versteht man W™ P((2) als Abschluss von C*°(2)
beziiglich der W™P-Norm.

B.3.4 Satz (Approximation von W™ P-Funktionen durch glatte Funktionen)

Es sei Q C R™ offen, 1 < p < co und m > 0. Dann ist W"™P(Q) N C*(Q) dicht in W™P ()
beziiglich der W™P-Norm. Ist ferner ) beschrinkt und mit Lipschitz-Rand, dann sind die Ein-
schrinkungen der Funktionen in C§°(R™) auf Q dicht in W™P(Q), also

{ulo: we CFMR™} st dicht in W™P(Q).

Beweis: Den Beweis zum ersten Teil liest man in |Alt, 2012, Satz 2.24] nach. Den zweiten Teil
kann man in |Alt, 2012, Lemma A 6.7] nachlesen. Fiir die Definition des Lipschitz-Randes schlage
man in |Alt, 2012, Abschnitt A 6.2] nach. O

Dem Abschluss von C§°(€2) in WP () gibt man ein eigenes Symbol und schreibt W ().

Fiir p = 2 verwendet man dann auch wieder die Notation H{"(2).

Wir gehen nun noch auf einige Relationen zwischen den verschiedenen Sobolev- und Holder-
R&umen ein. Zum einen lassen sich unter bestimmten Voraussetzungen an m, p und der Dimension

n Sobolev-Raume in andere Sobolev-Raume einbetten, unter anderem sogar kompakt.

B.3.5 Satz (Sobolev-Einbettungen)
Seien Q C R™ offen, beschrinkt und mit Lipschitz-Rand, m1,ms € Ng sowie 1 < py,ps < 00. Ist

n n
mp—— > mg— — und M1 > ma,
p1 P2

so st die Einbettung

Wmlzpl (Q) (SN sz,m (Q)
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stetig. Ist weiter
n n
my— — > Mg — — und mi > mo,
b1 b2
so ist die Finbettung
WmPL(Q)) N WmeP2 (Q))

sogar kompakt.

Beweis: Fiir einen Beweis siehe |Alt, 2012, Satz 8.9]. O

Auf der anderen Seite lassen sich Sobolev-Funktionen auch als hinreichend glatte Hoélder-

Funktionen auffassen.

B.3.6 Satz (Sobolev-Einbettungen in Hélder-Rdume)
Seien 0 C R"™ offen, beschrinkt und mit Lipschitz-Rand, m € N, 1 < p < oo und k € Ng. Ist

m—ﬁ>k’—|—’y mit 0<y<1,
p
so ist die Finbettung
WmP(Q) < CF(Q)
kompakt, also insbesondere auch stetig. Ist
n )
m—— =k+vy mit 0<y<l,
p
so st die Einbettung
WmP(Q) — C*7(Q)

stetig.

Beweis: Fiir einen Beweis siehe [Alt, 2012| Satz 8.13]. Das entscheidende Werkzeug zum Beweisen
der Sobolev-Ungleichungen ist die Morrey’sche Ungleichung (|Alt, 2012| Satz 8.11]). O

Fiir W% -Funktionen erhélt man folgende Charakterisierung.

B.3.7 Satz (Charakterisierung von W">°(Q))
Sei 2 C R"™ offen, beschrdinkt und mit Lipschitz-Rand. Fir k > 0 ist eine Funktion u: @ — R
genau dann in C*1(Q), wenn u € WkTLo(Q),

Beweis: Der Beweis lasst sich in [Alt, 2012} Satz 8.5 (2)] nachlesen. O

Zum Schluss des Unterkapitels erwihnen wir noch ein bekanntes Resultat der Variationsrechnung,
welche oft zum Tragen kommt, wenn es darum geht, die Euler-Lagrange-Gleichung aus der ersten

Variation eines entsprechenden Funktionals zu gewinnen.
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B.3.8 Satz (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Sei Q C R™ offen und u € L} (Q), sodass

loc
/ u(z)p(z) dz =0 fir alle p € C3°(2)
Q

erfiillt ist. Dann gilt u = 0 fast dberall in Q. Ist Q zusammenhingend und erfillt u € L} ()

loc
/u(x)@zgo(a:) de =0 fir alle p € CE(Q) und i =1,...,n,
Q

dann ist u fast tberall eine konstante Funktion.

Beweis: Der erste Teil der Behauptung wird in [Alt, 2012} Satz 2.21| bewiesen. Den zweiten
Teil kann man in |Alt, 2012, Ubung U 6.9] nachlesen. O

B.4. Grundbegriffe der Finite-Elemente-Methode

Zum Abschluss des Anhangs wollen wir noch einige Grundbegriffe zur Finite- Elemente-Methode
zusammenfassen. Bei der Finite-Elemente-Methode (FEM) handelt es sich um ein weitver-
breitetes numerisches Losungsverfahren zur Approximation von Losungen partieller Differenti-
algleichungen. Durch Unterteilung des Definitionsgebietes in endlich viele einfache Teilgebiete
reduziert man das urspriinglich kontinuierliche Problem in ein diskretes Problem, welches sich

numerisch 16sen 1asst.

Ein bekannter Ansatz, Losungen einer partiellen Differentialgleichungen iiber einem Gebiet
Q) C R” in einer Menge X von Funktionen zu finden, ist die Definition eines ,dhnlichen* Problems
auf einem endlich-dimensionalen Teilraum X}; von X, welches auch diskretes Problem genannt
wird. Dieser Ansatz wird auch als Galerkin-Methode bezeichnet.

Nach |Cuarlet, 2002, Chapter 2| ist die Finite-Elemente-Methode in ihrer einfachsten Form
eine Galerkin-Methode, welche durch drei grundlegende Aspekte zur Konstruktion von Xj, dem

Finite-Elemente-Raum, charakterisiert ist:

(i) eine Triangulierung T;, von Q, sodass sich € als disjunkte Vereinigung finiter Elemente aus

Tj, schreiben lasst,

(ii) Funktionen w;, € X}, welche stiickweise polynomial sind, das heifst, fiir jedes K € T, ist

up |k ein Polynom,
(iii) eine Basis von X}, deren Funktionen einen ,hinreichend kleinen“ Tréager besitzen.

Als Triangulierung oder Zerlegung T von 2 versteht man eine Unterteilung von Q in eine
endliche Zahl von Teilmengen K, sodass Q = |J Kes, K. Dabei sollen die verschiedenen Teile
K paarweise disjunktes und nichtleeres Inneres haben, sodass jede Facette eines Teils mit einer
Facette eines anderen Teils iibereinstimmt.

Als finites Element (siche |Cliarlet, 2002, Section 2.3]) bezeichnet man dann ein Tripel
(K, P,X) bestehend aus einem Teil K € ¥ der Triangulierung, einem Raum P von Polynomen



160 B. Funktionalanalytische Hilfsmittel

iiber K und einer endlichen Menge > von linear unabhéngigen linearen Funktionalen p;, 1 < i < N,
iiber P, den Knotenvariablen oder Freiheitsgraden des finiten Elements. Wenn P und ¥ dem
Kontext zu entnehmen sind, nennt man oftmals auch einfach K das finite Element.

Eine wichtige Eigenschaft finiter Elemente, bzw. spezieller der Freiheitsgrade X eines finiten
Elements, ist die der P-Unisolvenz. Dabei nennt man ¥ P-unisolvent, falls die Angabe von N
Werten «; ein eindeutiges Polynom p € P bestimmt, welches ¢;(p) = «; fiir alle ¢ erfiillt, wobei
p; die N verschiedenen Freiheitsgrade von X sind. In diesem Sinne definieren die Freiheitsgrade
unisolventer Elemente eine zu einer Basis p; von P duale Basis mit ¢;(p;) = d;;, sodass jedes
p € P die Darstellung

N

p =Y @ip)p

i=1

besitzt, was dim P = N zeigt.

Fiir die Konstruktion des Finite-Elemente-Raumes gibt es verschiedene Ansétze. Gemeinsam
haben alle Ansédtze, dass die Funktionen u € Xy, eingeschrinkt auf ein finites Element K,
insbesondere im Polynomraum u|x € P liegen. In ihrer einfachsten Form, der ,konformen* Finite-
Elemente-Methode, sind gewissen Stetigkeitsbedingungen an die Elemente von X}, gegeben. Sind
die Elemente u € X}, beispielsweise C*-stetig auf 2, sodass Xj, C C*(Q), so bezeichnet man die
Gesamtheit aller finiten Elemente und dem Finite-Elemente-Raum auch als C*-Elemente. In
diesem Fall lasst sich der Finite-Elemente-Raum meist als Teilraum des Funktionenraumes X des
kontinuierlichen Problems auffassen.

In allgemeineren Ansétze, wie beispielsweise der ,nichtkonformen finiten Elemente, kénnen
die Stetigskeitsanforderungen der Funktionen in X} auch fallen gelassen werden, zwecks besserer

Implementierbarkeit. In solchen Féllen wird X} oftmals kein Teilraum von X mehr sein.
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Notationen und Symbolverzeichnis

Wir fassen hier einige Notationen und Symbole zusammen. Im Grofien und Ganzen orientiert sich
die Notation in der Arbeit an die Notationen in der Literatur.

Die Norm eines normierten Vektorraumes X wird stets mit || - || x bezeichnet. Im Index der in der
Arbeit verwendeten Normen verzichten wir oftmals auf die Definitionsgebiete der verschiedenen
Funktionenrdume, sofern diese dem Kontext zu entnehmen sind. So meint || - ||z» beispielsweise
dann || - || z»(q). Fiir die Ableitung einer Kurve v schreiben wir iiblicherweise 4. Die Ableitung
einer reellwertigen Funktion u wird dagegen meist mit ' bezeichnet. In den Abschitzungen und
Ungleichungen in Teil [[T] taucht meist das Symbol C' auf. Wir wollen dieses nicht als eine fest
gewahlte Konstante interpretieren, sondern stets als eine Konstante, welche sich von Zeile zu Zeile
dandern kann. Dadurch ersparen wir uns den Schreibaufwand der Nummerierung aller moglichen

auftretenden Konstanten.

Alle weiteren verwendeten Symbole und Notationen sind in der Auflistung unten zusammenge-
fasst. Es sei darauf hingeweisen, dass die beiden Anhénge [A] und [B] auch den Zweck verfolgen, die

Notationen der grundlegenden Begriffe festzulegen, sodass notfalls auf diese zu verweisen ist.

Symbol Beschreibung Seite
|- llow @ Norm k-fach stetig differenzierbarer Funktionen iiber Q .................. 54
Il - Holm(ﬁ) Holder-Norm k-fach stetig differenzierbarer Funktionen mit Hélder-Exponent «

AUE () 54
| llzm@) = |l lwm2(q), Sobolev-Norm fiir den Fall von Hilbertraumen bei p = 2 ..[[57
I llzr (o) Lebesgue-p-NOTTIL .. ... o i
| - llwmr) Sobolev-p-Norm zum Differentiationsgrad m ............................. 157
- schwache Konvergenz .......... ..o i 150
— stetige Einbettung eines Banachraumes in einen anderen Banachraum ... [I5]]
< kompakte Einbettung eines Banachraumes in einen anderen Banachraum [I5]]
A(f) Flachenfunktional einer Immersion f: M — A bzw. Rotationsfliche mit erster

Fundamentalform bzw. Rotationsflache ............................ 29 (48], [66]
« Randwerte fiir Dirichlet-Problem in den Kapiteln bis|§| .................. 65
Qm Randwert, sodass Goldschmidt-Kurven fiir Randwerte o < v, und Katenoide

fir o > auy, absolute Minimierer des Flachenfunktionals sind .............. 60!
QU = ﬁ, Randwert, bei dem Gleichgewichtszylinder die eindeutigen Minimierer

von H. in H, zu vorgegebenem ¢ > 0sind ............. ... ... ... ... 85

165



166 Notationen und Symbolverzeichnis

b skalare zweite Fundamentalform beziiglich eines Einheitsnormalenvektorfeldes
........................................................................... 1
by, by skalare zweite Fundamentalform einer Rotationsfliche mit Profilkurve v bzw. u
beziiglich des Einheitsnormalenvektorfeldes Ny bzw. Ny, .................. 31
B zweite Fundamentalform einer Immersion .............. ... ... ... ... ... 11
B,, B, zweite Fundamentalform einer Rotationsfliche mit Profilkurve v bzw. u ...30
Cck(Q) k-fach stetig differenzierbare Funktionen auf Q ........................... 154
Ck(Q) Holder-Raum der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen mit Holder-
Exponent v auf € ... 54
C>=(€) glatte Schnitte eines Vektorbiindels £ ............. ... ... .. ... ... 1421
C>®(M) glatte reellwertige Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit M ............. 136
ds,, ds, Flachenelement einer Rotationsfliche mit Profilkurve v bzw. w ............ 39
dpg, dpsg riemannsche Volumenform einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) bzw. des
Randes OM von M ... 139
dgf(x) Gateaux-Ableitung einer Funktion f im Punkt x ........................ 153
oM Bezeichnung fiir den (Mannigfaltigkeiten-)Rand einer Mannigfaltigkeit M
Oyi % Bezeichnung fiir Koordinatenvektorfelder einer Karte einer Mannigfaltigkeit [137]
\Y Zusammenhang eines Vektorbiindels, im Text meist Levi-Civita-Zusammenhang
einer riemannschen Mannigfaltigkeit ....................... ... ... [L1][T42][T44]
v* Pullback-Zusammenhang ... [1T1], [145]
v, vt = ToV*, LoV*, tangentialer bzw. normaler Anteil des Pullback-Zusammenhangs
N 1
Ay Laplace-Operator eines Vektorbiindels oder Laplace-Beltrami-Operator .. [I47
€ Fléchenanteil im Helfrich-Funktional ........... .. ... .. .. .. .. ... ... 31
fys fu Rotationsflaiche mit Profilkurve v bzw. w ........ ... . ... ... . ... ... 34
€ Pullback-Biindel iiber M als zuriickgezogenes Biindel des Vektorbiindels £ iiber
N mittels Abbildung f: M — N ... 144
g bezeichnet meist riemannsche Metrik oder erste Fundamentalform einer Man-
nigfaltigkelt . ... ... . [10] [13§]
g* induzierte Metrik auf einem Pullback-Biindel ........................ [0} [145]
Jh hyperbolische Metrik auf H? ... ... . ... . 45]
9vs Gu erste Fundamentalform einer Rotationsflache mit Profilkurve v bzw. u ....[30
vy Profilkurve einer Rotationsflache ......... ... ... . .. . 34

Ff J Christoffelsymbole eines linearen Zusammenhangs ....................... 143
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H = |H| g+ (bzw. (H,N )g+ ), skalare mittlere Kriimmung einer Immersion f: M —
N (beziiglich Einheitsnormalenvektorfeld N) mit induzierter Metrik g* auf N M
........................................................................ !

H = % try B, mittleres Kriimmungsvektorfeld einer Immersion f: M™ — N™ mit
erster Fundamentalform g ........ .. .. . I3

H, H, mittlere Kriimmung einer Rotationsfliche mit Profilkurve v bzw. v ....... 38]
H, ={ueH*(—1,1): u>0} ..o GO
H, = {ue H*(-1,1) : wist gerade, u >0, u(+l) =, v/ (£1) =0} ......... (§f§
H™(Q) = W™2(Q), Sobolev-Riaume im Hilbertraum-Fall ........................ 157
H(f) = W(f) + ¢ A(f), Helfrich-Funktional einer Immersion f: M — N bzw. Rota-
tionsflache ... 31}, (9], [66]

H"™ = {p eR™: p" > 0}, offener oberer Halbraum ........................... B3
K Gauk-Kriimmung einer zweidimensionalen riemannschen Mannigfaltigkeit
K, K, Gaufs-Kriimmung einer Rotationsflaiche mit Profilkurve v bzw. u .......... B8

K(X)Y) Schnittkriimmung beziiglich der von den zwei linear unabhéngigen Vektorfeldern
X, Y aufgespannten zweidimensionalen Unterraumen der Tangentialrdume [I47]

K geodétische Kriimmung einer reguldren Kurve ............................ I8
Khyys Khu geodétische Kriimmung einer Profilkurve « bzw. u einer Rotationsflache in der

hyperbolischen Halbebene ......... ... ... . . [40]
Ki Hauptkrimmung beziiglich eines Einheitsnormalenvektorfeldes ............ @4
Ky Ky geodéitische Kriimmung einer Profilkurve v bzw. u einer Rotationsfliche ..
Ky iy Ku,i Hauptkrimmung einer Rotationsfliche mit Profilkurve v bzw. u .......... B7
LP(Q) Lebesgue-intergrierbare Funktionen auf € zum Exponenten p ............
M, =inf (W) : wueHy} = M2 ..o &7
Mg =inf{Ho(u): we Ha} oo 67
M, M? Notation fiir eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ....... 136
Ny, Ny inneres Einheitsnormalenvektorfeld einer Rotationsfliche mit Profilkurve -~ bzw.

P 20
NM Normalenbiindel einer Immersion f: M — N ... ......................... sl
Ny M Normalenraum einer Immersion f: M — A im Punkt pe M ............. 10l
Riem Riemannscher Kriimmungstensor des Levi-Civita-Zusammenhangs V . ... [140]
S Formoperator beziiglich eines Einheitsnormalenvektorfeldes ............... 4
S skalare Kriimmung einer riemannschen Mannigfaltigkeit ................. [146]
M Tangentialbiindel der Mannigfaltigkeit M ........ ... ... .. ... ... ... ... 136]

oM Tangentialraum der Mannigfaltigkeit M im Punkt pe M ............... 136]
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try durch die Metrik g induzierte Spur ........ ... .. .. i [138§]
U Profilkurve einer Rotationsflache, sofern diese sich als Graph schreiben ldsst [34]

WP (Q)) Sobolev-Raum zum Exponenten p und Differentiationsgrad m iiber 2 ....[I150)

W(f) Willmore-Funktional einer Immersion f: M — N bzw. Rotationsflache ......
.................................................................... 23], 39} [66]
We(f) konformes Willmore-Funktional einer Immersion f: M — N bzw. Rotationsfla-
ChE 2439
Wi (f) hyperbolisches Willmore-Funktional ................ ... . ... ... ... 47
X* X Dual- und Bidualraum eines Banachraumes X ........................... 150

X(M) (Tangential-)Vektorfelder einer Mannigfaltigkeit M ...................... 137
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