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Zusammenfassung

In der vorliegenden Studienarbeit soll die von J.J Moreau bewiesene ortho-
gonale Zerlegung in Hilbertrdumen beziiglich Paaren zueinander dualer Kegel
in Bezug auf Sobolevraume hoherer Ordnung untersucht werden. Weiterhin
werden einige explizite Beispiele gegeben, aus welchen durch Anschauung der

Zusammenhang zum Hindernisproblem erkennbar wird.
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1 Abstrakte Zerlegungsmethode

Wir werden zuerst ein paar grundlegende Resultate der Funktionalanalysis wiederho-
len (siehe dazu auch [1]), welche das Verstandnis der Zerlegung von Moreau erleichtern
werden. Bezeichne im folgenden ‘H einen reellen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(., .)2¢. Des Weiteren seien Begriffe wie konvex und abgeschlossen definiert wie ge-

wohnt.

Satz 1 (Projektionssatz)
Sei 'H ein Hilbertraum und K eine nichtleere abgeschlossene konvexe Teilmenge von

‘H. Dann existiert zu jedem x € H genau ein y € IKC mit

—y|| = inf |z — z||. 1
lz =yl = inf [l — 2| (1)

FEine dquivalente Charakterisierung von y ist:
(rt—y,z—y)yn <0 Vzelk. (2)

BEWEIS: Zeigen wir zunéchst die Existenz eines solchen y:
Sei © € 'H beliebig aber fest gegeben und sei d := inf,cx ||z — 2.

Dann existiert eine Folge (z;)reny C K:
[z — 2] o d, k — o0 (3)
Da wir im Hilbertraum arbeiten und somit die Parallelogrammgleichung
I = 2) — (@ = )2+ 1@ = 2) + (2 — 201 = 2|z — 22 + 12 — 2]

gilt, folgt

2+ Z
2 — 2l = 2(]lz — 2l + |z — 2]1%) — 4fl — =12

Auf Grund der Konvexitéit von K ist auch 232 € K und folglich gilt ||z — 232[| > d.
Dies und (3) liefert

k,l—o0

|z — 2z||* < 2(d? + d?) — 4d* + o(1) =—= 0,

d.h. (zx)ren ist eine Cauchy-Folge. Wenn wir noch beachten, dass H vollstdndig und
KC abgeschlossen ist , haben wir zj koo, y mit y € K. Dass unser gefundenes y
Gleichung (1) erfiillt, folgt aus:

d=lim |z =z = [z — lim 2| = [z — y|
k—o0 k—o00

Womit wir die Existenz bewiesen hétten.
Es bleibt noch die Eindeutigkeit nachzuweisen. Erfiille y; ebenfalls (1). Dann gilt:
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0<ly—wmll> =z =) — (@ —y)|?

2 2 y—u
=2mx—yH+Hw—mH)—Mx——7;—W

< 4d? —4d* = 0.

Also ||y — y1|| = 0 und somit y = y;.

Um den Beweis abzuschliefen, miissen wir noch die Charakterisierung (2) von y
priifen. Geniige y zunéchst der Gleichung (1).

Sei z € K und « € (0,1) so, dass (1 — o)y + az € K ist. Dann gilt:

lz =yl < llo—(1-a)y—oazl =z —y—alz—y)|*

= |z —yl’ —2a({z —y,z — y)u + ||z — y|?
und somit
2z —y,z—y)u < o’z —y|*
Mit a \ 0 folgt (2).

Nehmen wir umgekehrt (2) an, dann ist Vz €

le—2l* = llo—y+y— =2l

= Jlz—ylP+2{z—y.y—2)n+ly - 2|
>0

v

lz = ylI?,

d.h. y minimiert den Abstand und somit gilt (1). O

Bemerkung: Das durch die obige Gleichung (1) spezifizierte y, wird als Projek-

tion von x auf K bezeichnet, wir schreiben dafiir im Folgendem auch y = proji .

Nachdem wir dieses duflerst wichtige Resultat gezeigt haben, fehlen uns noch die
geometrischen Objekte, mit welchen wir uns im Weiteren auseinandersetzen werden.
Aus diesem Grunde:

Definition 2 (Kegel und dualer Kegel)

(i) Eine Menge K C H heifit Kegel, wenn fir alle x € K und alle « € RT auch
a-x €K gilt.

(ii) Sei I C H. Die Menge K* := {x € H| Yy € K : (x,y)n < 0} wird der zu K
duale Kegel genannt.

(iii) Seien C,IKK C H zwei Kegel. Zwei Kegel C und K heifien zueinander dual, wenn
sowohl IC = C* als auch C = K* gilt.



Satz 3 Sei K C H ein abgeschlossener, konvexer Kegel und x € H beliebig.

Dann existieren y € K und z € K* so, dass
rT=y+z und (z,y)n = 0.

BEWEIS: Wir betrachten beliebiges x € H.
Des Weiteren sei y = projex und z = x — y. Wegen Gleichung (2) aus Satz 1, gilt

Vpe K

(r—y,p—y)n < 0. (4)
Mit p = Ay, A > 0, folgt

(A= 1)(z,y) < 0.

Da A\ > 0 beliebig war, muss (z,y)y = 0 gelten. Dieses kombiniert mit (4) liefert
(zp)n <0, Vpek.

Also z € IC*. O

Dieses Resultat liefert uns:

Folgerung 4 Sei IC C 'H ein abgeschlossener, konvezer Kegel.
Dann gilt
=K.

BEWEIS: Das K C K** folgt sofort.
Sei x € K**. Dann existiert nach Satz 3 y € K, z € K* mit z = y+ 2z und (y, z)» = 0.
Damit erhalten wir

0> (z,2)n = (y, 2)n + (2, 2)0 = ||2]]°,

d.h. ||z||* = 0 und somit z = 0. Dies liefert x = y, also K* C K. O

Da nun alle Vorarbeiten geleistet sind, konnen wir zum eigentlichen Thema dieser
Arbeit kommen, der von J.J.Moreau[2] bewiesenen orhtogonalen Zerlegung beziiglich
zueinander dualer Kegel.

Folgerung 5 (Moreau)

Seien v,y,z € H. Weiter seien KC,C C 'H konvexe, abgeschlossene, zueinander duale
Kegel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) z=x+y, mit vek ,yeC und (z,y)» =0

(i1) T = projg z Yy = projec z



BEWEIS: Seien z,y, z € H und erfiillen (i). Dafiry e Cund Vp e K

(z—zp—a)y=(Wp—2)n= (Y. p)n <0  gilt,

ist das Charakteristikum (2) aus Satz 1 erfiillt und damit = = projg z. Betrachte
x € K und sei ¢ € C. Dann folgt dhnlich wie oben:

(z=vy,q—y)n = (2, q—y)u = (x,q¢)n < 0,

also y = projc z. Beides zusammen liefert (ii).

Der Beweis der Riickrichtung, entspricht dem von Satz 3. O

Bemerkung: Sei 9 ein abgeschlossener Unterraum von H. Da 9 bzgl. der Multi-
plikation abgeschlossen ist, also die Kegeleigenschaft aus Definition 2 besitzt, handelt
es sich bei obigem Satz um eine Verallgemeinerung der iiblichen orthogonalen Zerle-
gung bzgl. MM und M+

2 Eigenschaften

In dem folgendem Abschnitt soll es darum gehen einige wichtige Eigenschaften der
Moreau Zerlegung allgemein und dann auch in Sobolevraumen als speziellen Hilbert-

raumen festzuhalten.

Satz 6 (Lipschitz Stetigkeit)

Sei 'H ein Hilbertraum, IC C H ein abgeschlossener konvexer Kegel und IKC* der dazu-
gehorige duale Kegel. Weiter seien u,v € H beliebig, u = uj+ug, v = v1+vy die jewei-
ligen Moreau Zerlegungen mit uy, vy € K, ug, v € K* und (uq, us) = 0, (vy,v9) = 0.
Dann gilt

luy = w1 ]|* + fluz — vo|* < flu — v]®

Insbesondere ist die Moreau Projektion Lipschitz-stetig mit Konstante 1.
BEWEIS: Auf Grund der Definition des dualen Kegels K* gilt:

(uy,v9) <0 und (v1,u2) < 0.



Wegen dieser Ungleichungen und den Voraussetzungen des Satzes, gilt:

HU_UH2 = (U +us —v1 — Vg, Uy + Uy — V1 — V)
= ((u1 —v1) + (u2 — v2), (ug — v1) + (ug — v2))
= JJur — o1 |]* + flug — vo||* 4+ 2{u1 — v1, uz — v2)

|y — v ||* + [Jug — va||* 4+ 2(uy, ug) + 2(vy, v2) — 2(uy, va) — 2(vy, usz)

Jur — v1||* + [Jug — v2||* — 2(u1, v2) — 2(vy, us)

v

Jur — o1 ||* + [Jus — va|*.

Wir wollen jetzt die folgende spezielle Situation genauer untersuchen:
Sei Q = B C R" eine Kugel um den Ursprung und H = HE(), versehen mit dem
Skalarprodukt

Jo (AF2u) (A*20)d, falls k& gerade
Jo(VAFED2y) (VAFD2y)dz,  falls k ungerade

<u7 U)H(’)C =

der zu betrachtende Hilbertraum. Der Kegel beziiglich welchem zerlegt werden soll,

sel

K ={uec H¥(Q)u(z) >0 fi.}.

Es ist leicht zu sehen, dass K abgeschlossen ist. Dazu betrachte eine Funktion u €
HE(Q)\K, fiir diese Funktion existiert eine Menge M C  positiven Mafes, so dass
u(z) < 0 fur alle z € M. Fiir beliebiges v € K haben wir dann

1 1
lw = vl g = EHU —vll2any > EHUHLZ(M) > 0.

Also ist das Komplement von K offen und damit I abgeschlossen.
Der zu K duale Kegel K* entspricht dann der Menge aller schwachen Unterlosungen

der polyharmonischen Gleichung unter Dirichlet Randbedingungen, also
Kr={ve H(’)“(Q)|(v,u>H§ <0Vu e K}.

Schauen wir uns K* etwas genauer an:

Lemma 7 Seiv € K*, dann gilt v(x) <0 fir fast alle x € Q, d.h. K* C =K.

BEWEIS: Sei v € £* und f € C§°(2) N K eine beliebige Funktion. Des Weiteren
betrachten wir folgendes Problem:
(=AYeu=f inQ
DEu=0 auf 99 K=0,..,k—1;



Wegen der Positivitiat der Greenschen Funktion

[|zly—z/|z||/|z—y]
Grn = Cpnlr — y\%_n/ (v? — 1) dv, (5)
1

wobei ¢, > 0 eine wohlbekannte Konstante ist, gilt u € K. Dieses liefert uns

0> (0,u) :/Qv(—A)ku:/Qvf.

Da diese Ungleichung fiir alle f € C§°(2) N IC gilt, folgt wegen eines Dichtheitsargu-
mentes, dass [vf <0 fiir alle f € L*(Q) mit f(z) > 0 f.ii.. Dies zeigt uns v(z) < 0
f.ii.. Damit ist gezeigt K* C —K. O

Nachdem wir soeben zwei, fiir den weiteren Verlauf, wichtige Eigenschaften be-

wiesen haben, kommen wir jetzt zum Hauptgegenstand dieser Arbeit:

3 Explizite Beispiele

Nun wollen wir uns einige explizite Beispiele ansehen, um herauszufinden wie die
Zerlegung in speziellen Situationen funktioniert. Sei also im folgenden H = HJ(—1,1),
ausgestattet mit dem Skalarprodukt (u, v)y = f_ll o' (x)v'(x)dz, der gegebene Hilbert-
raum. Der Kegel, beziiglich welchem wir zerlegen, sei der konvexe und abgeschlossene
Kegel der nichtnegativen Funktionen K = {v € Hj(—1,1) : v > 0 f.ii .}. Folgendes

Beispiel habe ich aus [3] entnommen.

Beispiel 8 Beginnen wollen wir mit der Moreau Zerlequng u = ui+uo der negativen
Spitze :

Seie e (0,1).

1, falls |z] <e,

us(r) =14 °

0, sonst.
Des Weiteren sei us(x) = |z| — 1, dann folgt fir die Funktion ui(x):

@ — x|, falls|z| <e

1—|z|,  sonst.

Somit ergibt sich fir die Zerlequng von u.(x) folgende Veranschaulichung:
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Abbildung 1: Ein negative Spitze: wug 1 ()
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Abbildung 2: Moreau Zerlegung von g 1 ()

Um zu zeigen, dass unsere Funktionen u; und uy der Moreau Zerlegung von u. bzgl.
IC und KC* geniigen, ist es notwendig und hinreichend, dass wir folgende Eigenschaften

nachweisen:
(B) (uz, ) <0 Voek, (7) (ug,u1)% =0.  (6)

() uy € IC,
Auf Grund der Definition von uy(z) (siehe auch Abb. 2) haben wir, dass



ui(z) > 0 und somit uy € KC ist. Sei nun ¢ € K beliebig. Dann gilt
1 0 1
i = [ wolaido =~ [ Paptrs [ s =200 <0,
-1 -1 0

also (), was wiederum uy € K* entspricht. Wenn wir jetzt noch ¢ durch uy ersetzen
und beachten, dass u1(0) = 0, folgt (v). Zusammen genommen, haben wir gezeigt

U = U1 + Uy 1St die gesuchte Moreau Zerlequng. O
Folgerung 9 Die H}-Moreau Projektion ist im L* unstetig.

Nun wollen wir unser obiges Beispiel ein wenig ausbauen und statt einer, zwei negative

Spitzen betrachten:

Beispiel 10 Ziel ist es jetzt die Moreau Zerlequng zu berechnen, fiir:
Seie € (0,3).

—m(e)x —ny(e), fallsze(e—1,-3)
m(e)x +ny(e),  falls v € [-3,—¢)
u() = —m(e)r + no(e),  falls z € (e, 1) (7)
m(e)x —ni(e), fallsze[3,1—¢)
\ 0, sonst
mit m(e) = 25z, ni(e) =2 (£55) und ny(e) = 25

-1.0 -05 00 05 10
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Abbildung 3: Zwei negative Spitzen: ug4(x)

Wir werden jetzt dhnlich wie Beispiel 8 vorgehen. Wir zeigen jetzt, dass

-2z —2, fallsz e (—-1,—1)
uy(r) = —1, falls |z| < %
20 -2,  fallsz € (3,1)
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unsere gesuchte Funktion ist. Dazu miissen wir wieder nachweisen, dass die Bedin-
gungen (o )-(v)(siehe dazu (6)) gelten. Man erhdlt also

2z + 2,

UL = U — Uy = 1

Y

—2x + 2,

m(e)

wobei my(g) = 2¢-m(e), n3(e) = =5

—mq(e)x — ny(e),

m(e)x + n3(e),

—m(e)x + ns(e),

my(e)z — na(e),

falls x € (—1,

(—1,e-
falls x € [5—1 —

)

falls x € (e, %)
falls z € [5,1—¢)
fallsz € [1 —¢,1)

)
)

1
2

und m(e), na(e) aus (7) die Koeffizientenfunk-

tionen seien. Wenn man jetzt Gleichung (8) betrachtet (und auch die Abb.4), folgt

|

?IIII

Abbildung 4: Moreau Zerlegung von g 4 ()

uy € K. Sei nun wieder ¢ € K beliebig. Dann gilt

/
Ug

(2)¢' (x)dz

/
i
o{o

<u27 SO>H

N

1
2

)

o' (z)dx + /_2

(

1
2

2

)

1
0- ¢ (z)dx + 2/ ' (z)dx

<0

Y

also uy € K*. Man ersetze wieder ¢ durch u; und wegen u, (ﬂ:%) =0, folgt (). Also

st uy + ug die Moreau Zerlequng von u..
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Bevor wir noch weitere Beispiele angeben, wollen wir uns die bisherigen etwas genauer
ansehen. Wichtig fiir die Zerlegung war bisher immer das Auffinden einer geeigneten
Funktion us. Wie findet man also solche Funktionen am schnellsten?

Versuchen wir eine physikalische Begriindung fiir die Wahl von uy anzugeben. Be-
trachten wir folgende Situation: Es sei ein Gummiband zwischen (-1,1) gespannt. Die
Frage lautet nun: Wie ist die Lage des Bandes, wenn wir, wie in Abb.1, eine negative
Spitze gegeben hétten, welche das Band nach unten dehnt? Wie wir in Beispiel 8
sehen, ist das obige uy eine Losung des Problems. An dieser Stelle mochte ich auf
Kapitel 4 verweisen, in welchem genau diese Fragestellung genauer untersucht wird.

Wir wollen folgendes Beispiel unter genau diesem Gesichtspunkt betrachten.

Beispiel 11 Jetzt soll es darum gehen, fir k € N die Moreau Zerlegung von

(2) K2a® =1, falls |z| < 1,
Up\T) =
0, sonst,

zu berechnen. Wenn wir uns Abb.5-6 ansehen, kommen wir unter dem eben genannten

physikalischen Aspekt, zu der Vermutung

—a(k)(x+1), fallsx € (—1,—xg)
us(x) = k2z? — 1, falls |x| < xg ;

a(k)(x — 1), falls x € (xg,1)

mit a(k) = 2k(k — Vk? — 1), = 1 — (/1 — 2, konnte die gesuchte Funktion sein.

—1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
N T I O I B

Cdintu bt

Abbildung 5: ug—s(x)
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Dann gilt:

([ a(k)(z +1), falls © € (—1,—1]
k2 a? + a(k)(z+ 1) — 1,  falls x € (3, —)
u(x) = up —ug = 0, falls x| < xg ;
ka? —a(k)(x —1)—1, falls € (xo, 1)
[ —a(k)(z —1), falls z € [+,1)
a(k) und x¢ wie oben.
10
0.8—

Abbildung 6: Moreau Zerlegung von ug—s(z)

Sei v € KC beliebig. Durch partielle Integration ergibt sich:

i = [ = [ e

1 1

- /_fo &g@¢(x)dx + /_Z uy(z)p(x)dr + L:ﬁ(/@@(@dz

_ / " (@) p(x)de = —2k / " o(a)dr <0,

—Zo —Zo

also ist () gezeigt, d.h uy € K*. Das Nachweisen von («) eribrigt sich wie oben
durch Betrachten von Abb.6 und der Definition von uy. Da uy =0 auf [—xq, zo/ folgt
nach Ersetzen von ¢ in obiger Integralabschitzung, (v) (us,u1)n = 0 . Damit ist

gezeigt: uy + ug bilden die Moreau Zerlequng von uy. O
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Da wir bis jetzt nur negative Funktionen betrachtet haben, ist es natiirlich auch
interessant den Einfluss von eventuellen Positivanteilen auf die Funktion us genauer zu
untersuchen. Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Positivanteile fiir die Wahl von

uy ohne Bedeutung sind, sich also nur auf den u; Anteil in der Zerlegung auswirken.

Beispiel 12 Betrachte nun:

—m(e)x —ni(e),  firz e (e—1,-3)
m(e)z +no(e),  firz e [—3, —¢
) ), fiir x € (e, 3] Vee (0, %) . (9)
(5,1

—m(e)x +ny(e), firze(3,1—¢)

ue(z) = ¢ m(e)x — ny(e

0, sonst

-10 -05 0o 0.5 10
Levogp by b vl
o

0.2+

-0.4+

06|

-0.8-

-104

Abbildung 7: Eine positive und eine negative Spitze: u.(x)

Die Koeffizientenfunktionen seien definiert wie in Beispiel 10. Sei jetzt

9r—92  falsze(-1,-1
us(x) = ’ falls @ & ( 2) und
2(x—1) Lfallsz e (—3,1)

2z + 2, firz e (—1,e—1)
—my(e)x — na(e), firzele—1,-1)
m(e)z + ns(e), fiir x € [—3,—¢)
Up = Ue — Uy = —2(z—1), fiir v € [—¢, €]
(m(e) — 2)z — no(e) + 3, fiir z € (g,1)
—(m(e) + )z +ni(e)+ 32, firzelz,1—¢)
\ —2(z — 1), firze[l—e1)
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Abbildung 8: Zerlegung von u.(x)

Offensichtlich ist uy € K. Zu(3): Sei ¢ € K, dann gilt

(un, ) = / uy(2)¢ (2)dz

1

Daraus folgt us(x) € K*. Mit uy (—3) = 0 haben wir (ug, uy)y = 0. Damit ist gezeigt,

dass u. = uy + us alle Bedingungen der Moreau Zerlequng erfiillen. O

Nachdem wir einige Situationen, die im Hilbertraum H} auftreten kénnen, anschau-
lich dargestellt haben, méchten wir nun noch zwei Beispiel fiir den Fall u € HE

angeben.

Beispiel 13 Sei H = HZ(—1,1), versehen mit dem Skalarprodukt
1
(u,v)y = / u(z)v" (x)dz,
-1

der gegebene Hilbertraum. Der Kegel, beziiglich welchem wir zerlegen wollen, sei jetzt:
K={veH}(-1,1):v>0 f.ii}.

Betrachte

25625 — 1442t + 242% — 1, falls |2 < 1
u(z) =

0, sonst

15
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Abbildung 9: u(x)

Das Vorgehen entspricht dem aus den vorherigen Beispielen. Sei nun

20 + 322 — 1,  falls x € (—1,0]

uz(x) =
—22% + 322 — 1, fallsz € (0,1)

gegeben und somit

;

—22% — 32?4+ 1, falls © € (—1,-3)
25625 — 1442 — 22° + 2122, falls x € [—3,0]
ur(z) = u(z) —ug(z) = 1
2562° — 144" + 22° + 2122, falls z € (0, 5]
| 22% =327 + 1, falls © € (3,1)

Es folgt wieder leicht uy > 0, also uy € K. Wir miissen jetzt noch zeigen ug € K*.

Dazu betrachten wir ein beliebiges ¢ € K, man erhdlt dann nach partieller Integration:

by = [ ) () + () (x)da

= w(0)¢/(0) — wl(~1)g/(~1) - / W () ()i

(1) (1) — uh(0)'(0) — / W (2) ()
= —12 /_1 o' (x)dx + 12/0 ' (z)dr = —24p(0)
< 0

also us € K*. Wir ersetzen noch ¢ durch uy und haben somit (us,u1)y = 0. Alles

zusammen, ergibt die gesuchte Moreau Zerlequng u = uy + us. O
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Abbildung 10: Moreau Zerlegung von u(x)

Die physikalische Interpretation entspricht der oben gegebenen, nur das wir das Gum-
miband durch einen in (-1,0) und (1,0) eingespannten elastischen Stab ersetzt haben.
Wir betrachten unter diesem Aspekt das folgende

Beispiel 14 Sei H = HZ(—2,2), versehen mit dem Skalarprodukt
2
(u,v)y = / o (z)v" (x)dz,
-2

der gegebene Hilbertraum. Der Kegel beziiglich welchem wir zerlegen wollen sei jetzt:
K={ve H(-2,2):v>0fi.}.

Betrachte

16,6 | 72,4 _ 81,2 3
u(z) = T TR T 5T falls\x|§§‘

0, sonst
Wir werden jetzt dhnlich vorgehen wie in den vorherigen Beispielen. Sei nun

4 12, 4
2ot 430+ 2o — 2, fallsw e (—2,-1)
ug(z) = 342 -8, falls |z| < 1

—20® + 322 — 2w — 2, fallsx € (1,2)

17
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Abbildung 11: Funktion u(z) € HZ(—2,2)

gegeben und somit

—20® — 32 — 2a+ 3, falls © € (—2,-3)
—%x6+%x4—§x3—%x2—%x+§, falls x € [—%,—1)
uy(z) = u(x)—uy(z) = — 828+ Bt — N2 4 ¢ falls x| <1
— 2+ Zat 20 — D+ 2o+ 2, falls x € (1, 3]
| 2232+ Bo 3, falls z € (3,2)

Wenn man sich die Abbildung ansieht (oder auch Definition von uy), folgt uy € K.
Wir miissen jetzt noch zeigen us € K. Dazu betrachten wir ein beliebiges ¢ € K.
Dann liefert uns partielle Integration:

(s )z = / ) @do + / jla)e! )+ / u(2)¢ (@) dz
= WD) (1) — ul(~2)p(—2) - / ACEOE
Tl (1) (1) — h(~ 1) (~1) — / (@) (2)da

-1

Ll(2)¢(2) — w1 (1) — / ()¢ (2)da

_ _% _; w'(:v)da:—/_lO-ﬂp'(ff)dxﬂL%/l o' (x)dx
= 2 e(-1) + (1) <0

also uy € K*. Wir ersetzen wieder ¢ durch wy, mit uy(£1) = Ound erhalten somit

(ug, uy)y = 0. Also ist u = uy + uy die gesuchte Moreau Zerlegung. O
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Abbildung 12: Moreau Zerlegung von u(x)

4 Zusammenhang mit Hindernisproblem

Ziel soll es jetzt sein das Auffinden der Moreau-Zerlegung u = u; + us fiir ein v € H;
als Minimierungsproblem zu formulieren. In diesem Kontext soll auch eine Variati-
onsungleichung fiir das besagte Problem présentiert werden. Abschlieend wollen wir
das Hindernisproblem, welches unser Minimierungsproblem darstellt, fiir allgemeine-
re Situationen definieren und einige grundlegende Resultate diesbeziiglich angeben.
Siehe dazu auch [5].

Sei also wieder H = H}((a, 3)), a, 3 € R, mit dem Skalarprodukt

6
() = / o () (2)d,

der betrachtete Hilbertraum und der konvexe Kegel, beziiglich welchem wir zerlegen
wollen, sei

K={ve Hj(a,3):v>0fii}.
Wie bereits in Kapitel 3 gesehen entspricht die Suche nach wus bzw.u; folgendem
Minimierungsproblem:
Sei u € H gegeben. Finde u; € K so, dass ||[u — uy||x = ||uz||% minimal wird unter
der Nebenbedingung, dass us < u f.ii. (mit uy € £* C —K). Also gesucht ist

B
ug € Ky ={ve L :v<ufi. }: / |Vug(z)|*dx = min! (10)
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Dieses Minimierungsproblem heifit Hindernisproblem, da durch die Nebenbedingung

uy < u f.i. ein Hindernis gegeben ist.

Lemma 15 Die absoluten Minima uy € K,, von (10) sind die Lisungen der Variati-
onsungleichung:
(ug,v —ug)p >0 Yo € K. (11)

BEWEIS: Sei us ein absolutes Minimum und v € C,. Da K, ein konvexe Teilmenge
von H ist, ist auch die Konvexkombination (1 — t)uy + tv € IC,,, fiir 0 < ¢ < 1. Also

B B
/ |Vug(z)|*de < / IV((1 = t)us(z) + tv(z))|Pdz
B
= / |Vuy(x) +tV (v — ug)(x)|*dx
aﬁ B
- / |Vug(z)|* + Qt/ Vuy(z)V (v — ug)(x)dz

B
+t2/ |V (v — ug)(x)|?dw

Wenn wir nun noch durch ¢ dividieren und ¢ ™\, 0 erhalten wir

B
0< / Vus V(v — ug)de = (ug, v — ug)yy, Yo € Iy,

d.h. das absolute Minimum wus erfiillt die Variationsungleichung. U

Jetzt wollen wir das allgemeinere Hindernisproblem formulieren.

Sei 2 C R™ beschrankt, zusammenhéngend und glatt berandet. Des Weiteren erfiille
ai; € LOO(Q)

(1/M)€% < aij(2)€:& < AE? fiir fast alle x € 2, £ € R",
mit einer Elliptizitatskonstante A. Wir definieren dann die Abbildung
L:H}Q) — H Q) mit (Lu,v) = a(u,v) u,v € HL (),

wobei wir a(u, v) folgendermaflen setzen:
a(u,v) = / ij () Uy, () Vg, (7)d u,v € HY(Q).
Q

Wir geben uns jetzt ein “Hindernis” ¢ € H'(Q) vor, welches zusétzlich ¢ < 0 auf 09
erfiillt. Weiter sei ICy = {v € HX(Q) : v(z) > ¢(z) f.il.}.

Nach den eben zusammengetragen Voraussetzungen konnen wir jetzt das Hindernis-
problem wie folgt formulieren:

Problem 1: Finde zu gegebenem f € H™' ein u € Ky so, dass gilt:

a(v,v —u) > (f,v—u) fiir alle v € ICy. (12)
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Jetzt stellt sich die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (12).
Dazu:

Satz 16 Es existiert eine eindeutige Lisung u € Ky von Problem 1.

Der Beweis ist nachzulesen in [5].
Mit diesem Existenz-und Eindeutigkeitsresultat wollen wir den Fall untersuchen, wir
hitten die Losung v € Ky zum “Hindernis” ¢ von (12) gefunden. Wir teilen dann
die Menge ) in zwei Teilmengen:

(i) G:={reQ:u(x)>(x)} (offen)
(17) I =1Iul=Q0\G={reQ:ulx)=1(x)}, (abgeschlossen).

Definition 17 Die Menge I wird die Ubereinstimmungsmenge (engl. coincidence set )

der Losung u genannt.
Folgender Satz soll den Schlusspunkt dieser Arbeit bilden:

Satz 18 Sei u € Ky die Lisung von Problem 1. Dann existiert ein nichtnegatives
Radon-MafS 1 (d.h. auf o-Algebra der Borelmengen erkldrt, positiv o-additiv und
endlich fiir kompakte Mengen)so, dass

Lu=f+u in €2

supppu C I ={zx € Q:u(x) =¢(x)}

Insbesondere,
Lu=f in Q\1.
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