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FEinleitung

Einleitung

In dieser Arbeit geht es um die Existenz von nicht-trivialen positiven Losungen der

Differentialgleichung
— Au=ur2 in Q, u=0 auf 99, (0.1)
wobei n > 2 und €2 C R" ein glattes beschranktes Gebiet ist.
Fiir den subkritischen Fall, d.h. mit einem Exponenten echt kleiner als ;% auf der

rechten Seite, bekommt man mit klassischen Methoden der Variationsrechnung gute
Existenzresultate fiir nicht-triviale Losungen. Im hier vorliegenden kritischen Fall sieht
dies anders aus. Aus der Pohozaev-Identitét E| folgt, dass die Gleichung keine nicht-
triviale (positive) Losung hat, wenn € strikt sternformig ist. Erst ein tiefgehendes Re-
sultat von Bahri und Coron [4] besagt, dass die Gleichung eine positive Losung
besitzt, falls €2 eine nicht-triviale Topologie hat. Fiir n = 3 zeigen sie, dass ihre Vor-
aussetzung dquivalent dazu ist, dass 2 nicht kontrahierbar ist, d.h. dass es keine stetige
Abbildung H : Q x [0,1] — Q gibt, sodass H(x,0) = z fiir alle z € Q und H(z,1) = p
fiir alle x € €2 und ein festes p € € gilt. Es stellt sich die Frage, ob man auch in Gebieten
mit trivialer Topologie positive Losungen finden kann.

E. N. Dancer gibt diesbeziiglich in seinem dreiseitigen Paper ,A Note on an Equa-
tion with Critical Exponent® [5] eine Anleitung, wie fiir n > 2 ein zu einer Kugel
homoomorphes Gebiet 2 konstruiert werden kann, fiir das die Gleichung eine
nicht-triviale positive Losung hat. Diese Losung ist sogar nicht-degeneriert, d.h. die
linearisierte Gleichung hat nur die triviale Losung (vgl. Satz .

Dies soll helfen, besser zu verstehen, wann (0.1 nicht-triviale Losungen besitzt, da
man unter Ausnutzung der konformen Invarianz leicht nicht-sternférmige Gebiete fin-
den kann, fiir die nur die triviale Losung existiert. Dancers Resultat unterstreicht, dass
die konkrete Geometrie des Gebiets {2 wichtig ist und nicht nur seine topologischen
Eigenschaften.

In dieser Arbeit wird Dancers teilweise sehr liickenhaft verfasste und im Detail ver-
einzelt fehlerhafte Anleitung ausfiihrlich ausgearbeitet, korrigiert und vollstdndig aufge-
schrieben.

In Kapitel [1] werden zunéchst einige Grundlagen aus den Gebieten der Funktional-

analysis und der partiellen Differentialgleichungen sowie wichtige in spéateren Kapiteln

1[22], vgl. Satz




verwendete Resultate wiederholt.

In Kapitel 2] wird ein recht weiter Konvergenzbegriff fiir Folgen von Gebieten 2 gegen
Q eingefiihrt, der sogar Topologieinderungen zulédsst. Auerdem wird Satz[2.2]bewiesen,
in dem aus der Existenz einer Losung von —Au = f(u) in €y die Existenz einer Losung
in  fiir hinreichend groBe k gefolgert wird. Dabei ist f : R — R in C* und erfiillt eine
Wachstumsbedingung. Dieser Satz wurde von Dancer in [6] fir den subkritischen Fall
bewiesen und wird hier mit den Angaben aus [5] fiir beliebig grofie Exponenten in der
Wachstumsbedingung erweitert. Fiir den Beweis des Satzes wird zunédchst mit Lemma
2.3| eine gleichmafBige Abschétzung fiir Losungen der Poisson-Gleichung bewiesen.

Kapitel [3| befasst sich schlieflich in mehreren Schritten mit der Konstruktion des
gewiinschten Beispielgebiets aus einem Annulus A. Zunéchst wird ein Generizitéitsresul-
tat von Saut und Temam [24] nachgearbeitet, dessen Beweis iiber den Transversa-
litdtssatz gefithrt wird. Damit kann A so deformiert werden, dass die Gleichung
auf dem entstehenden Gebiet nur nicht-degenerierte Losungen hat. Aus dem Re-
sultat von Bahri und CoronP| folgt die Existenz einer positiven Losung. Dann wird in
das Gebiet ein ,,Loch® geschnitten und gezeigt, dass dies bei dem in Kapitel 2| gewéhlten
Konvergenzbegrift zuléssig ist. Nun kann Satz benutzt werden, um zu zeigen, dass
auch auf dem resultierenden Gebiet eine positive nicht-degenerierte Losung existiert.
Schliellich wird noch gezeigt, dass das konstruierte Gebiet homéomorph zu einer Kugel
ist, sodass es nicht die Voraussetzungen des Satzes von Bahri und Coron erfiillt, ihre
Voraussetzung also hinreichend aber nicht notwendig fiir die Existenz einer positiven

Losung ist.

2[4], siehe auch Satz



1. Grundlagen

1. Grundlagen

In diesem Kapitel werden Grundlagen aus Analysis und Funktionalanalysis wiederholt
sowie Definitionen und Sétze angegeben, die in spéteren Kapiteln Verwendung finden.
Zunéchst geben wir die Definition der wichtigsten Funktionenrdume und einige ihrer

Eigenschaften an.

1.1. Funktionenraume

Im Folgenden sei stets 2 C R™ offen. Zunéchst wiederholen wir die Definition der Raume
stetig differenzierbarer Funktionen. Dazu sei m € Ny und Y ein Banachraum mit Norm

|.]y. Dann ist
C™(Y) :={u:Q =Y :uist m-mal stetig differenzierbar},
und
C®(;Y) :=={u:Q — Y : uist beliebig oft stetig differenzierbar}.

Der Raum C™(€);Y) enthilt alle u € C™(Q;Y), fiir die alle Ableitungen stetig auf 99

fortgesetzt werden konnen, und ist fiir beschréanktes 2 mit der Norm

|ul|cm = HUHOm(Q) = Z ”aSUHCO(Q) = Zmax 0% u(z) |y

[s|<m s<m z€f)

ein Banachraum (vgl. auch [2, Abschnitt 1.6]). Weiterhin bezeichnet C§°(€2;Y") die Menge
aller Funktionen u € C*°(€;Y) mit kompaktem Trager in 2, wobei der Tréger definiert
ist als supp(u) = {z € Q:u(x) # 0}. Entsprechend ist auch C{*(2;Y) erklart. Fiir
Y = R schreiben wir auch C™(Q)) = C™({; R).

Besondere Raume stetig differenzierbarer Funktionen sind die Holder-Réume, die auch

eine wichtige Rolle in der Theorie partieller Differentialgleichungen spielen. Dabei heif3t
eine Funktion u : Q — R gleichmafig Holder-stetig in Q mit Exponent o € (0, 1], wenn
der Ausdruck

[U} = sup ’u(x> — ’U,(y)|
: xy#eﬂ |z —yl|*
7Y

endlich ist. Ist & = 1, so nennen wir u Lipschitz-stetig in 2. Fiir ein beschranktes €2 sind
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die Holder-Raume definiert als

Ok (Q) == {u € CF(9Q) : [upa = sup[D? fla < oo}.
18|=k
Fiir 0 < a < 1, k € N schreiben wir auch C%*(Q) = C*(Q) und C*°(Q) = C*(Q).

Ausgestattet mit den Normen

ke = Nl-llere@y = ll-lex@) + [ra

sind die Holder-Réume Banachraume (siehe [12], S. 73]). Holder-stetige Funktionen sind

insbesondere gleichméflig stetig.

Wir betrachten hdufig Gebiete 2, deren Rand besondere Eigenschaften erfiillt (vgl.
[12, Abschnitt 6.2]). Dabei sagen wir, dass  in der Klasse C** oder C**-glatt (fiir
0 < a < 1) ist, falls fiir jeden Punkt 2y € 0f2 eine Kugel B = B(z() und eine bijektive
Abbildung ¥ : B — D mit D C R" offen existieren, sodass

(i) ¥W(BNQ)CRY,
(ii) W(BNoQ) C IR?,
(iii) ¥ € C**(B), ¥~! € CH(D).

Wir sagen, dass €) einen Lipschitz-Rand hat, falls ¥ und U~ Lipschitz-stetig sind.

Als néchstes sollen kurz die Rdume integrierbarer Funktionen wiederholt werden. Die

Lebesgue-Raume sind definiert als

LP(QQ) := {u : Q — R : w ist messbar und /|u(x)|pdx < oo}7 1 <p<oo,
Q
L>*(Q) = {u : 0 — R :uist messbar und AN C Q,|[N|=0: sup |u(z)| < oo}.

z€Q\N

Auf diesen Rdumen identifizieren wir Funktionen, die auflerhalb einer Nullmenge iiber-

einstimmen, d.h.

u=vin LP(Q) <&  w=w fast iberall in .
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Dann sind die LP-Raume mit den Normen

1
\th—(/m@W¢Q? 1 <p< ool
0

bzw.

|lu||p == inf sup |u(z)]
IN|=0 z€Q\N

Banachriume und L?(Q) ist mit dem Skalarprodukt
(Fo)n = [ F)g(a)ds
Q

ein Hilbert-Raum (vgl. [9, S. 71-73]). AuBerdem ist

LP

loc

(Q):={u:Q—-R:ue LP(K) fir alle K C Q, K kompakt}.
Ein wichtiges Resultat fiir lokal integrierbare Funktionen (siehe [9], Satz 5.1]) ist:

Satz 1.1. (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Sei u € L}, (Q) mit
/ugbdx =0 fir alle p € C().

Dann ist w =0 f.ai. in €.

Auflerdem spielen bei der Arbeit mit Lebesgue-Raumen folgende Konvergenzsétze

haufig eine grofie Rolle:

Satz 1.2. (Satz von Riesz-Fischer)
Sei 1 < p < 00, (fi)ken eine Cauchy-Folge in LP(S)). Dann existieren ein f € LP()
und eine Teilfolge (ki)en, sodass fr — f in LP(Q) und fi,(z) — f(x) punktweise fast

uberall in ).

Beweis. Fiir einen Beweis siehe z.B. [2, Satz 1.21,Lemma 1.22].
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Satz 1.3. (Allgemeiner Konvergenzsatz von Lebesgue)
Es seien fi, f : @ — R messbar und es konvergiere g — g fiir k — oo in L'(Q). Weiter
sei 1 < p < oo. Gilt dann

fe — [ fast diberall fiir k — oo,

|fel? < gr fast dberall fir alle k € N,

so folgt, dass fr, f € LP(Q) und fr — f in LP(Q) fir k — oco.

Beweis. Ein Beweis ist z.B. bei [2, Satz 1.25] zu finden.

Satz 1.4. (Allgemeiner Konvergenzsatz von Vitali)
Seien fi. € LP(Q) mit 1 < p < oo und es gelte fr, — [ punktweise fast iberall fir k — oo.

Dann sind dquivalent:
(1) fe LP(Q) und || fi — fll, = 0 fir k — oo.
(i1) Es gilt
Sup/ | fi|P dz — 0 fiir |E| — 0,
k
E

und zu € > 0 gibt es eine messbare Menge E. mit |E.| < oo und

sup / | frlP dz < e.
k

Q\E.

Beweis. Fiir einen Beweis siche z.B. [2| Satz 1.23].
[

Bemerkung 1.5. Fiir beschrinkte Q ist die zweite Bedingung in Satz (i) fiir alle
¢ > 0 sofort erfullt mit £, = ).

Auf den LP-Raumen konnen wir jetzt einen verallgemeinerten Ableitungsbegriff ein-

fiihren: Sei dazu a € N ein Multiindex. Eine Funktion u € L} () besitzt eine a-te

schwache Ableitung in €, wenn es eine Funktion u, € L}, (Q) gibt mit

/uDo‘qﬁdx = (—1)l /ua(bdx fiir alle ¢ € C5°(9).

Q Q
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Man schreibt D%u = u,. Die schwache Ableitung ist eindeutig, sofern sie existiert. Eine
klassisch differenzierbare Funktion ist auch schwach differenzierbar und die Ableitungen
stimmen fast tiberall iiberein (vgl. [0, S. 88]). Damit kénnen wir fiir 1 < p < oo und
m € Ny die Sobolev-Rdume durch

WmP(Q) :={u € LP(Q) : D% existiert und D% € LP(Q) fiir alle || < m}.
definieren. Versehen mit den Normen

fulls = (30 1D%,)". 1<p <0,

la|<m

bzw.
||u||wm.e := max || D%ul| <
|la|<m
sind die Sobolev-Raume Banachrdume und mit dem Skalarprodukt

(u, v)ymz2 = Z D*uD%v dx

la|<m

ist TW™2(Q) ist ein Hilbertraum (vgl. [9, S. 91]). AuBlerdem bezeichnen wir mit W;"*(Q)
den Abschluss von C$°(Q) in W™?(Q) bzgl. der W™?-Norm. Insbesondere ist W,*(1)

wieder ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
(u,v)Wol,g = /Vu -Vudez.
Die Definitheit dieses Skalarprodukts folgt aus der Poincaré-Ungleichung;:

Satz 1.6. (Poincaré-Ungleichung)
Ist Q C R™ offen und beschrinkt, so gibt es eine Konstante Cy = Cy(2) mit

/|u|2dx§ C’o/ Vul*dz
Q
Q

fir alle u € Wy (9).
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Beweis. Fiir einen Beweis siehe z.B. [2, Abschnitt 4.7].

Man schreibt auch H™(Q) := W™2(Q) bzw. H"(Q) := W(;”’Q(Q).

Satz 1.7. (Satz von Rademacher)
Fiir Q C R" offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand hat jede Lipschitz-stetige Funktion
schwache Ableitungen 1. Ordnung, die in L>(S2) liegen. (Siehe [2, Satz 8.5]).

Fiir Funktionen in W'?(Q)) kann man unter bestimmten Bedingungen an 2 in einer

verallgemeinerten Form von Randwerten sprechen (vgl. [10 S. 272]):

Satz 1.8. (Spursatz)
Sei Q C R™ offen und beschrinkt in der Klasse C' und 1 < p < co. Dann gibt es genau

eine stetige lineare Abbildung
S WP (Q) — LP(0Q) (Spuroperator),
so dass
Su=u|, firueW"(Q)NCQ).

Dabei gilt
[Sullran) < Cllullwisgy — fiir ue WHP(Q),

wobei die Konstante C' nur von p und €2 abhdngt. Die Su heiffen Spurwerte oder schwa-

che Randwerte von w auf 0. In der Regel schreibt man u(z) statt Su(x) fir z € 0.

Eine Eigenschaft, die bei der Arbeit mit Funktionenrdumen haufig wichtig ist, ist die
Separabilitédt dieser: Ein topologischer Raum X heifit separabel, falls X eine abzéhlbare
dichte Teilmenge enthélt.

Bemerkung 1.9. Beispiele fiir separable Raume sind (vgl. [2, Abschnitt 2.18]):
(1) R™ ist separabel.

(2) Ist S C R™ messbar, so ist LP(.S) separabel fiir 1 < p < co. Falls S keine Nullmenge
ist, so ist L>°(.S) nicht separabel.

(3) Ist © C R™ offen und beschriankt, m > 0 und Y ein separabler Banachraum, so ist
C™(€;Y) separabel.
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(4) Ist © C R™ offen, m > 0 und 1 < p < o0, so ist W"P(Q)) separabel.

(5) Ist 2 C R™ offen und beschriinkt, 0 < a < 1, so sind die C*(Q) nicht separabel.

1.2. Funktionale und Operatoren

In diesem Abschnitt geht es um lineare Funktionale, Operatoren und ihre Eigenschaften
sowie den Begriftf der schwachen Konvergenz.

Seien (X, ||.||x) und (Y, ||.||y) normierte Rdume sowie 7' : X — Y eine lineare Abbil-
dung. Dann gilt (siehe [2, Lemma 3.1]):

T ist stetig < T ist beschriankt, d.h. 3C > 0:Vz € X : |F(2)|ly < Cllz|x.

Man schreibt statt T'(z) auch Tx oder T.z, wobei letzteres hiufig verwendet wird, wenn
T durch einen komplizierteren Ausdruck beschrieben wird (z.B. als Ableitung eines Ope-
rators).

Ist (X, ||.|lx) ein normierter Raum iiber R, dann heift
X' :={F: X — R: F ist linear und stetig}

der Dualraum von X . Die Elemente aus X' heiflen stetige lineare Funktionale. X' ist mit

F
1F]lx = sup !
P

ein Banachraum (vgl. [0, S. 23f.]). Man schreibt statt F'(x) auch (F,x) oder (z, F'). Fiir

Hilbertraume konnen die Elemente des Dualraums wie folgt charakterisiert werden:

Satz 1.10. (Rieszscher Darstellungssatz)
Sei (H,(.,.)g) ein reeller Hilbertraum. Dann gibt es fir jedes ' € H' genau einy € H
mat

F(z) = (z,y)n fir allex € H

und ||F|lg = |y||lug, d-h. die Abbildung Ry : H — H' mit

Ru(y)(z) = (2,y)n

15t ein 1sometrischer Isomorphismus.
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Beweis. Fiir einen Beweis siehe [0, Satz 2.25] bzw. [2 Satz 4.1].
[

Uber den Dualraum definiert man einen neuen Konvergenzbegriff auf dem Banach-
raum X (vgl. [2, Def. 6.1(1)]): Eine Folge (x)ren in X heifit schwach konvergent gegen
ein x € X, falls fiir alle F' € X’ gilt, dass

F(zy) — F(z), k— oc.

Man schreibt x;, — x fiir & — oo. Der schwache Limes ist, sofern er existiert, eindeutig
bestimmt. Die Normkonvergenz einer Folge impliziert die schwache Konvergenz und
schwach konvergente Folgen sind beschrinkt. Auflerdem folgt aus x;, — x fiir & — oo,
dass ||z]|x < lig(i)l;lf |lzx||x (vgl. [2, Bem. 6.3]).

Fir Hilbertrdume (H, (.,.)y) folgt direkt aus dem Rieszschen Darstellungssatz

folgende dquivalente Charakterisierung der schwachen Konvergenz:
rp—zfirk—>00 & (2p,y)g — (x,y)y fiir k — oo fir alley € H.

AuBlerdem gilt (siehe [2, Bsp. 6.11)):

Lemma 1.11. In einem Hilbertraum besitzt jede beschrinkte Folge eine schwach kon-

vergente Teilfolge.

Man bezeichnet mit W—2(Q) := (W, *(Q))" den Dualraum von W,*(Q). Eine mess-
bare Funktion f kann als Element von W~12(Q) aufgefasst werden, falls die Abbildung

v|—>/f'uda:
Q

ein stetiges lineares Funktional auf W, %(Q) definiert. Fiir 1 < p, ¢ < oo mit 119 + % =1
gilt auBlerdem, dass LP(2)" = L4(Q) (siche [9, Satz 4.30]).

Im Folgenden wird es um Eigenschaften von Operatoren zwischen Banachrdumen X
und Y gehen. Eine Teilmenge M C X heifit prakompakt, falls jede Folge (z5) C M eine
konvergente Teilfolge besitzt. Ein stetiger Operator F': X — Y heifit kompakt, falls fiir
alle beschriankten Mengen A C X gilt, dass F'(A) prakompakt ist.

Kompaktheit spielt zum Beispiel bei Einbettungsoperatoren eine wichtige Rolle:

— 10 —
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Satz 1.12. (Einbettungssatz von Sobolev)
Seir Q) C R™ offen und beschrdankt mit Lipschitz-Rand. Weiter seien my, ms > 0 ganze
Zahlen, sowie 1 < p1, ps < 00. Dann gilt: Ist

n n .
my — — > My — —, Sowie my > My, (1.1)
b1 P2

so existiert eine stetige Einbettung W™ (Q) — W™2P2(Q). Dabei ist WO (Q) = LP(Q).
Fiir uw € W™P1(Q) gilt also mit einer Konstanten C, die von n, Q, my, p1, ms und py

abhdngt, eine Abschditzung

[llwmare ) < Cllullwme -

Gilt in beiden Bedingungen in (1.1)) die strikte Ungleichung, so ist die Einbettung sogar
kompakt, d.h. jede in W™ P1(§) beschrinkte Folge besitzt eine in W™2P2(Q) konvergente
Teilfolge. Fiir WP (Q)) gelten die Aussagen ohne eine Voraussetzung an 5.

Beweis. Fiir einen Beweis siehe z.B. [2], Satz 8.9).
[

Der folgende Satz ist ein wichtiges Resultat, das die Kompaktheit vieler Operatoren

auf Funktionenraumen sicherstellt.

Satz 1.13. (Satz von Arzela-Ascoli)
Sei S C R" kompakt und A C C°(S;Y), wobei Y endlich dimensional ist. Dann gilt:

A ist prikompakt < A ist beschrinkt und gleichgradig stetig.

Die Menge A heiffit beschrankt und gleichgradig stetig, falls
(1) supsup | f(z)| < oo,
fEA z€S

(2) sup |f(x) — f(y)| = 0 fir z,y € S mit |x —y| — 0.
feA

Beweis. Ein Beweis ist z.B. bei [2, Satz 2.12] zu finden.

— 11 —
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Der Operator F': X — Y heifit (Fréchet-) differenzierbar in v € X, wenn eine stetige
lineare Abbildung L, : X — Y existiert, sodass

Flu+v) = F(u) = Ly(v) + of[[v]lx), fir [[o]x = 0.

Man schreibt fiir L, auch DF(u) oder F”(u).
In spéateren Kapiteln werden wir auch die Definition von Fredholm-Operatoren brau-

chen:

Definition 1.14. Ein stetiger linearer Operator A : X — Y heifit Fredholm-Operator,
falls gilt:

(1) dimker(A) < oo,
(2) das Bild von A, im(A), ist abgeschlossen,
(3) codimim(A) < oc.

Der Index eines Fredholm-Operators ist definiert durch
ind(A) := dimker(A) — codimim(A).

Dabei bedeutet die Endlichkeit der Kodimension des Bildes von A, dass Y = im(A) &Yy
fiir einen endlichdimensionalen Unterraum Y, C Y ist. Dann ist codimim(A) := dim Y
unabhéngig von der Wahl von Y; (vgl. [2, Abschnitt 9.6]).

Wichtig ist, dass kompakte Stérungen von Fredholm-Operatoren immer noch Fred-
holm-Operatoren sind (siehe [19, Thm. 16.9]):

Lemma 1.15. Ist T : X — Y ein Fredholm-Operator und K : X — Y kompakt, so ist
T + K ein Fredholm-Operator und ind(T + K) = ind(7T).

Ein Operator zwischen Banachrdumen induziert einen Operator zwischen den entspre-
chenden Dualrdumen: Ist 7' : X — Y stetig und linear, so ist adjungierte (oder duale)
Operator T" : Y' — X' durch (T"y')(z) = ¢/(T'x) definiert. T" ist wiederum ein linearer
stetiger Operator. Sind X, Y Hilbertraume und Ry : X — X' sowie Ry : Y — Y’ die

Isometrien aus dem Riesz’schen Darstellungssatz [1.10] so sei

T* := Ry'T'Ry.

— 12 —
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Dann ist 7" : Y — X ein stetiger linearer Operator und es gilt fiir alle z € X, y € Y,
dass (Tx,y)y = (z, T*y)x (vgl. [2, Abschnitt 10.2]).

Uber den dualen Operator kann die Losbarkeit von Gleichungen charakterisiert werden
(siehe [28, Kor. I11.4.6]):

Satz 1.16. Sei T : X — Y ein stetiger Operator mit abgeschlossenem Bild. Dann ist

die Gleichung Tr =y genau dann ldsbar, wenn die Implikation
T =0 = y(y) =0
qgilt.

Sei nun Q C X offen und F : Q — X kompakt. Wir wollen einen Abbildungsgrad fiir
F' definieren. Dazu brauchen wir (vgl. [3, S. 37]):

Lemma 1.17. Ist F : Q — X kompakt, so existiert eine Folge von stetigen Operatoren

Fy, mit endlichdimensionalem Bild, d.h. F,(2) C X, C X mit dim Xy, = k, sodass die
Fy. gleichmdf$ig gegen ' konvergieren.

Sei z € Q so, dass z ¢ (I — F)(09), wobei I die Identitdt auf X bezeichnet. Dann
definieren wir den Leray-Schauder-Abbildungsgrad durch

deg(] — F, Q, Z) = kh—{go deg(([ - Fk)|Qka7 aQn Xk, Z),

wobei es sich auf der rechten Seite um den Brouwerschen Abbildungsgrad (vgl. [3 Kap.
4.1]) handelt. Die Definition ist unabhingig von der Wahl der approximierenden Folge
und damit wohldefiniert (vgl. z.B. [3, Lemma 4.2.2]).

Einige wichtige Eigenschaften des Abbildungsgrades sollen hier genannt werden.

Satz 1.18. (Homotopie-Eigenschaft)

Sei T[0,1] x Q — X stetig und so, dass T(t,.) fiir allet € [0, 1] eine kompakte Abbildung
ist. Wenn u—T(t,u) # b fir alle w € 02 und allet € [0, 1], dann ist deg(I —T(t,.),2,b)
unabhdngig von t. (Siehe [3, Prop. 4.2.4]).

Diese Eigenschaft hat ihren Namen daher, dass die Abbildung 7" eine Homotopie ist:

Definition 1.19. (Homotopie)

Seien X und Y topologische Rédume. Eine Homotopie von X nach Y ist eine Schar

— 13 —



1.2. Funktionale und Operatoren

h: : X — Y von Abbildungen, wobei der Parameter ¢ das Einheitsintervall I = [0, 1]
durchlduft, sodass die Funktion H : X x I — Y definiert durch H(z,t) = hy(x) stetig ist.
(Dabei hat X x I die Produkttopologie.) Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y heiflen
homotop (Bezeichnung: f ~ g), wenn es eine Homotopie h; : X — Y mit hy = f und
hi1 = g gibt. Die Schar h; oder die zugehorige Abbildung H heiflen dann eine Homotopie
von f nach g, wir schreiben dafiir hy : f ~ g oder H : f ~ g (vgl. [27, Def. 2.1.1}). Eine
stetige Abbildung f : X — Y heifit eine Homotopiedquivalenz (Bezeichnung: f: X =Y
oder f : X ~ Y), wenn es eine stetige Abbildung ¢ : ¥ — X gibt mit gf ~ idx
und fg ~ idy. Jede solche Abbildung g heifit ein Homotopie-Inverses von f. Zwei
Réume X und Y sind vom gleichen Homotopietyp (Bezeichnung: X ~ Y'), wenn es eine
Homotopiedquivalenz f : X — Y gibt (siehe [27, Def. 2.4.1]).

Die Homotopierelation ist eine Aquivalenzrelation (vgl. [27, Satz 2.1.2]), ebenso die
Relation ,,vom gleichen Homotopietyp sein® (siehe [27, S. 62]).
Ist der Abbildungsgrad einer Funktion nicht Null, so kann man Aussagen iiber die

Losbarkeit von Gleichungen treffen:

Satz 1.20. (Losungs-Eigenschaft)
Ist deg(I — F,Q,b) # 0, dann existiert ein x € Q mit (I — F)(z) = b.
(Siehe [3| S. 36-37]).

Sei xyp € X, U eine Umgebung von zo und F' : U — X kompakt. Aulerdem sei
(I — F)(xp) = 0 und mit einem geeigneten r > 0 gelte (I — F)(z) # 0 fir alle z €
B, (x9) \ {xo}. Wir definieren den Index der isolierten Nullstelle xo von (I — F') durch

ind(/ — F,xg) := deg(I — F,,0),

wobei Q C Q C B,(x) offen ist.

Fiir differenzierbare Abbildungen kénnen wir folgende Aussage iiber den Index treffen
(siehe [3, Thm. 4.2.11]):

Satz 1.21. Es sei F': Q — X kompakt und Fréchet-differenzierbar. Auflerdem sei 1 kein
Figenwert von F'(0). Dann gilt

ind(I — F,0) = ind(I — F’(0),0) € {1,—1}.
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1. Grundlagen

1.3. Partielle Differentialgleichungen

Eine Funktion u € W, 2(Q) heiBt schwache Lésung der Differentialgleichung
—Au = fin Q, u =0 auf 09,

wobei f € LP(Q) ist fiir ein 1 < p < oo, wenn fiir alle v € W, *(Q) gilt:

/Vu'Vvdx:/ufdx.
Q

Q

Fiir diese und kompliziertere Differentialgleichungen kann man eine Eindeutigkeits-

aussage iiber folgenden Satz bekommen, der z.B. bei [15, S. 83] zu finden ist.

Satz 1.22. (Eindeutigkeit fiir das Cauchy-Problem)
Sei Q C R™ ein Gebiet und B eine Kugel, sodass BNOQ eine C?-Hyperfliche ist. Zudem

seien a;; = aj; : @ — R C'-Funktionen mit

n

Z aij ()€:&5 > ol

ij=1

fiir v € Q, £ € R™ und eine Konstante cy > 0. Weiterhin sei u € W2%(Q)) und es gebe

eine Konstante K, sodass

S ) P
A 617131']

1,7=1

< K(|Vu(@)| + |u(z)]) fi. in €.

Fast tiberall auf 02N B sei u =0 und g—z =0, d.h.

ou
2 [
[ |5

oQNB

2
dS(z) =0,

sodass, wenn wir u =0 in B\ Q setzen, u € W**(BUQ) ist. Dann ist u = 0 fast diberall
in €.

Als néchstes wollen wir die schon erwéhnte Pohozaev-Identitdt nennen, aus der ein

Nichtexistenzresultat fiir die in dieser Arbeit betrachtete Differentialgleichung folgt.
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1.3. Partielle Differentialgleichungen

Satz 1.23. (Pohozaev-Identitit, [22])
Seienn > 2, p= Z—f% und X € R sowie () # Q C R™ ein beschrinktes glattes Gebiet. Es

bezeichne v die duflere Normale an 0X2. Dann gilt fiir jede (klassische) Lisung u von
—Au = \u+ [ulfluin Q, u=0 auf 09,

die Pohozaev-Identitit

2)\/u2dx:/<%>2x~ud8(x).

o0N

Ist Q strikt sternformig, d.h. = - v > 0 iiberall auf 92, und A = 0, so ist J,u = 0 und
damit Vu = 0 auf 9€2. Daraus folgt, dass auch die zweiten Ableitungen auf dem Rand
verschwinden. Dann kann u nach R™ \ Q durch 0 fortgesetzt werden, sodass u € C*(R")
die Differentialgleichung 16st. Aus dem Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit [23] folgt
u(z) =0 in R™, also insbesondere in €.

Fiir A\ = 0 und positive u ist die Differentialgleichung aus Satz [1.23] gleich der in
, sodass fiir diese die Nichtexistenz von nicht-trivialen positiven Losungen in strikt
sternformigen Gebieten folgt. Indem man die rechte Seite von —Au = w? fiir nicht-
positive u durch die ungerade Fortsetzung ersetzt (sonst ist die Differentialgleichung fiir
negative u gegebenfalls nicht definiert), erhilt man wieder die Gleichung aus mit
A = 0. Die Gleichung hat also in strikt sternformigen Gebieten gar keine nicht-
triviale Losung.

Zum Abschluss dieses Kapitels fithren wir noch die Definition der Kapazitit einer
Menge ein (vgl. dazu [16], Def. I11.6.10]).

Definition 1.24. Sei E' C () kompakt. Wir definieren
Kg:={veW,*Q):v>1auf Ein W"(Q)}.

Dann ist die Kapazitit von E bzgl. ), capg(F), oder einfach cap(E) definiert durch

cap(F) = inf /|VU|2dx.
Q

vEKE

Eine Menge F' C Q) hat Kapazitdt 0, wenn cap(F) = 0 fiir alle kompakten £ C F.
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1. Grundlagen

Satz 1.25. Sei E C R"™ kompakt. Istn > 2 und H"*(F) < oo, so ist cap(E) = 0. Dabei
ist H? das d-dimensionale Hausdorff-Map.

Beweis. Fiir einen Beweis siehe z.B. [I8], Sect. 7.2.3; Prop. 3].

Lemma 1.26. Sei K C Q kompakt mit cap(K) = 0. Dann ist die Menge
Vi={peW;?(Q) : ¢ =0 in einer Ungebung von K}

dicht in W, (Q).

Beweis. Siehe auch [7, S. 452]. Nach der Definition der Kapazitéit und wegen der Dicht-
heit von C$°(Q2) in W, *(Q) findet man fiir alle k € N ein @, € C$°(Q), sodass 1wy, > 1

auf K, w, > 0 in © und
1

Q
gilt. Setze wy, = g((1 4 0x)wy), wobei g(y) = min(y, 1) und &, = 7. Als Minimum zweier
Lipschitz-stetiger Funktionen ist g wieder Lipschitz-stetig und besitzt nach Satz eine
schwache Ableitung, fiir die |¢'(y)| < 1 fiir alle y € Q gilt. Damit ist 0 < wy, < 1, w =1

in einer Umgebung von K und

1
Q Q Q
Sei nun v € C3°(Q2) beliebig, dann ist (1 —wg)v € V und es gilt
11 = wi)v = vllf 5 = [lwvllf, = IV (w3 = [IVwr - v+ Vo - w3

§2/\Vwk~v|2dx+2/]Vv-wk]2d:c
Q )

< 2||v2||<>o/|szf|20196+2H|VU|2||oo w3
N—— —— S——

<oco <oo 5 1
< Ol Vwy ||2§Cg

1
SC’E—>O fir £ — oo.

Da C°(Q) dicht in W, ?(Q) liegt, zeigt dies die Behauptung.
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2. Existenz von Losungen in konvergierenden Gebieten

2. Existenz von Losungen in konvergierenden Gebieten

In diesem Kapitel geht es darum, wie man aus der Existenz einer Losung einer Differen-
tialgleichung in einem Gebiet die Existenz von Loésungen in ,nahen“ Gebieten folgern

kann. ,Nah“ wird dabei nach der folgenden Definition aus [5] verstanden:

Definition 2.1. (Konvergenz von Gebieten)

Es seien Q fiir £ € N beschrankte Gebiete im R™ und Qy C R” offen und beschrankt.
Wir sagen, dass €2, — g fiir & — oo, wenn es eine kompakte Teilmenge K C R™ mit
Kapazitit 0 und eine kompakte Nullmenge £/ C R™ gibt, sodass gilt:

i) Ist K eine kompakte Teilmenge von € \ K, dann ist K; C Q4 fiir grofie k,
ii) ist U eine offene Umgebung von Q U E, dann ist €, C U fiir grofe k,
iii) fiir alle w € WH2(R") mit u(x) = 0 f.ii. auf R™ \ Qq gilt © € Wy (Q).

Bedingung (iii) ist eine Bedingung an die Regularitit von 0€y und gilt fiir grofie
Klassen von Gebieten, z.B. fiir solche mit C''-Rand.

Der folgende Satz besagt, dass man unter bestimmten Voraussetzungen an die Diffe-
rentialgleichung eine Losung in € fiir hinreichend grofe £ findet, wenn man eine Losung
in  hat. Er ist in [5] zu finden.

Satz 2.2. Sei f : R — R in C' und q > 1 so, dass |f(y)] < Cly|? fir grofe |y|.

Weiterhin sei ug eine Lisung von
—Au = f(u) in Qy, u=0 auf 02
in L®(Qo) N Wy 2(Q), die nicht-degeneriert ist, d.h. die Gleichung
—Ah — f'(ug)h =0

hat nur die triviale Losung in Wol’Q(Qo). Auflerdem gelte Q, — Qg fiir k — oo und
r> %nq. Dann hat die Gleichung

— Au = f(u) in Q, u=0 auf 0 (2.1)
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2.1. Abschétzung von Losungen der Poisson-Gleichung

fiir grofie k eine eindeutige Losung w, € Wy (Q) N L™ (), die in L' (B) nahe an ug
ist, wobei B ein beschrinktes Gebiet ist sowie Qy, C B fiir alle k € Ny. Dariiber hinaus
sind fiir hinreichend grofle k die uy, nicht-degenerierte Losungen von ([2.1)).

Diesen Satz werden wir in Abschnitt 2.2 beweisen. Abschnitt 2.1l befasst sich mit dem

Beweis eines dafiir benotigten Lemmas.

2.1. Abschatzung von Losungen der Poisson-Gleichung

Im Beweis von Satz[2.2] wird folgendes Lemma eine grofie Rolle spielen, das die gleichma-
Bige Abschitzung der L*°-Norm von Losungen der Poisson-Gleichung erméglicht. Im

Folgenden schreiben wir fiir 1 < p < oo statt ||.||z» einfach ||.|,.

Lemma 2.3. Se: 2 C R" ein beschrinktes Gebiet, p > n2—f2, feLP(Q) undu € Wy (Q)

mit —Au = f in Q im schwachen Sinne. Dann gibt es eine positive Konstante C, die

nur von n, p und || abhdngt, sodass

[ellm@y < Cl flp,

wobei m(p) = n’i’;p, falls p < in und m(p) = oo, falls p > %n

Besonders wichtig ist hierbei, dass die Konstante zwar von |Q2| abhéngt, aber nicht

von anderen Eigenschaften des Gebiets.

Beweis. O.B.d.A. sei ||f|l, # 0. Sei zuniichst p > $n, dafiir vgl. auch den Beweis von
Satz 8.15 aus [12]. Fiir z € Rund k > 0 sei z = |z| +k und b = Ikﬂ Damit gilt fiir alle z:

|Zf| = |zkb| < Z°D. (2.2)
Fiir 8 > 1 und N > k definiere H € C'[k, o0) durch

2P — kP fir z € [k, N],
Hz)=q |
eine lineare Funktion fiir z > N.

Sei w = ut = u" + k, wobei ut := max(u, 0), und setze punktweise

v = Gw) = /kw (52 ds.
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2. Existenz von Losungen in konvergierenden Gebieten

Nach der Kettenregel fiir Sobolev-Funktionen [12], Theorem 7.8] gilt wegen der Kon-
struktion von H, dass v € W,(Q) und

Vv =G (w)Vw. (2.3)

Da u € W,*(Q) eine schwache Lésung von —Au = f ist, gilt also

/Vqudx:/fvdx.
Q Q

Weiterhin ist Vu = Vw, wenn v > 0 ist (denn das ist genau dann der Fall, wenn u™ > 0
ist) und es gilt G(s) < sG'(s) (wegen der Konvexitéit von G). Damit folgt

/|Vw|2G/(w) dz = /VquG’(w) /VUVU dz
Q Q o)

:/fvda::/fG(w) dxg/fwa'(w) dz
Q

Q 0
©2) -
< /G'(w)|fw| dx g /bG’(w)w2 dz,
Q Q

also nach der Definition von G

[ v Ear < [ s

Q

Da H(w) € W,?(Q) ist, konnen wir die Sobolev-Ungleichung (Satz|1.12) und die Holder-

Ungleichung anwenden und erhalten

1)z, <O | [ @ | < CPpIIE o] 2,

Q

wobei 7 = n fiir n > 2 und 2 < 2 < 2p gewihlt wird. Setzt man nun k = ||f||, > 0, so
gilt HB”P = k_IHpr =1, also

1 ()| 20, < Cl[H (w)wl] 2o,
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2.1. Abschétzung von Losungen der Poisson-Gleichung

mit C = C(n,|Q?]). Lisst man nun in dieser Ungleichung bei der Definition von H

N — oo gehen, so erhélt man

lw? = Kl < CBlIw" | (2.4)
2 _ A=l _ 2p—i i -
mit p* = -2 und x = zﬁ =1+ p(Z;L—Q) > 1, da p > 7. Es gilt sogar
17| < OBl (2.5)
denn da w > k, ist
||wﬁ||xp* < ||w5 - kﬂ”xp* + ||kﬁ||xp*
B>1
< CBw |y + Clx Q1 p) K e < CBJw” |-
Also gilt fiir g > 1
1
[w]lpxps < (CB)7 [[w]]gpe- (2.6)

Wir setzen nun g = x™ fiir m =0, 1,2, ... und erhalten per Induktion mit ({2.6]

N—-1
|mw¢s(H&wwmﬁwm
m=0
S CUXTHU) p*s o = inma T = mefm
m=0 m=0
< C’||w p*s

wobei C' = C(n, p, |Q]). Fiir N — oo erhalten wir damit

[wlleo < Cllw

p*
und aus der Definition w = u™ + k folgt

lu e < C(JJu”

k) < Ol

k).

Analog zeigt man das Ergebnis fiir u™.
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2. Existenz von Losungen in konvergierenden Gebieten

Da u schwache Losung von —Au = f ist, gilt
9 Holder
Julfygoy = [ Tu- Vudo = [ fude "<l lull 2, S ClAblluluge
Q Q

also
el ey < ClF

Damit ergibt sich
pr S CHUHWOI’Q(Q) < C| fllp

I

und insgesamt
[ulloo < C[[f]l5-

Diese Technik der Iteration von LP-Normen wurde von Moser in [20] eingefiithrt und
heiflt deshalb auch , Moser-Iteration®.

Sei nun 2% < p < gn (nur fir n > 2 moglich). Dieser Fall wird ebenfalls durch
Moser-Iteration bewiesen. Wir nehmen hier an, dass u” (fiir noch zu bestimmendes 7)
eine geeignete Testfunktion fiir die Differentialgleichung ist (sonst kann man wie im
ersten Fall mit einer dhnlichen Testfunktion arbeiten). Wir multiplizieren also —Au = f
mit «” und integrieren. Sei dabei 0.B.d.A. u > 0 (sonst nehme als Testfunktion (u*)”

bzw. (u~)"). Dadurch ergibt sich folgende Abschatzung:

Holder
P e RN T / Vo V() da

Q Q
= r/(Vu Vu)u" " tdr = / ‘V dz
Q
A ri1 = 4r .
C(n, |Q| (/‘ ‘ ) :Cmﬂu <E1g
Nun ist smher + 5 > 00 > 0 fiir 1 <r <ryund damit
HUH’E@H < c(n, [ ro)l[ 1y (2.7)

Dabei ist M > i genau dann, wenn r < "ép—_zé) =: rg. In diesem Fall konnen wir also
eine hohere Lp Norm durch eine kleinere abschétzen. Fiir r; = 1 ist ”p =L <=

n2’
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2.1. Abschétzung von Losungen der Poisson-Gleichung

da p > -2 Somit ist nach die Norm auf der rechten Seite in (2.7)) beschréinkt. Wir
wollen nun diese Abschétzung iterieren und setzen dazu r; = 1 sowie ¢ = p%l. Dann
wahlen wir sukzessiv

(ri + 1) Ger1(p—1) _ (re+1)n(p—1)

n_go @ k1T p - pln—2)

qk+1 =

Dabei entspricht ¢, der Norm auf der rechten Seite im k-ten Iterationsschritt. Wir er-

halten per Induktion folgende Formel:

Dap < %n, ist Z((ﬁ :;g =1+ pQ(fL :’;) < 1 und mit der Formel fiir die geometrische Reihe

ergibt sich fiir den Grenzwert der monoton wachsenden 7y,

. 1 n(p—1)
kll)rgork—O—i- _n(p_l)—l— n—2p =7y
p(n—2)
und damit ( )
. . T+ 1)n np
1 = 1 = g .
g = i e = gy T W)
Aus ([2.7) erhalten wir
lullgety < Ol fllpllully:- (2.8)

Hier mochten wir nun den Grenzwert fiir & — oo betrachten, wollen aber erst sichern,
dass die sich dabei ergebenden Normen endlich sind. Es gilt

"k

< o |[uf gt

(] P

wobei ¢ = C| f||,. Durch iteriertes Einsetzen folgt

| gyyy < ™ |2, (2.9)

wobel
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2. Existenz von Losungen in konvergierenden Gebieten

und
Tk+1 Tk+1 1

- - Ap4+1 = Qf .
)
Tk+1 + 1 Tk+1 + 1 Tk+1 + 1

Damit ergeben sich per Induktion folgende Formeln:

k k k
1 Tm e
ak_z<7~£+1 1;[+17”m+1> undbk—HT€+1.

/=1 m /=1

b1 = br

Es ist sicher b, < 1, insbesondere ist b, beschriankt. Fiir alle m € N gilt

1 < _m n(p—1)

_ n(p —1)
'm+1 7" rm+1  pn—2)

n—2p

<1, dar,<

Also gilt fiir die einzelnen Summanden von ay:

1 & o -1 ﬁ Mp__;) (MY_M.

<
re+1 20 rmt 1 p(n — 2)

Damit ist

n(p—1) .
und wegen o 2) < 1 ist

limsup a, < i (n(p—_;;y < 00.

k—oo =1 p(” -

Folglich ist die rechte Seite in (2.9)) gleichméfig in k£ beschrinkt und mit k — oo ergibt
sich

[wllm@) < oo,

also u € L™®)(Q). Lisst man nun in (2.8) & — oo gehen, so erhilt man

lullzdt < Cliflplule,

und somit
[ullm@) < ClIflp-
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2.2. Beweis der Existenz von Ldsungen

2.2. Beweis der Existenz von Lésungen

Nun wollen wir Satz beweisen, der hier zur Erinnerung noch mal genannt wird.

Satz Sei f: R — R in C' und q > 1 so, dass |f(y)] < Cly|? fir grofe |y|.

Weiterhin sei ug eine Losung von
—Au = f(u) in Qy, u=0 auf 0
in L®(Qo) N W,32(Q), die nicht-degeneriert ist, d.h. die Gleichung
—Ah — f'(ug)h =0

hat nur die triviale Lésung in Wol’z(Qo). Auflerdem gelte Q, — Qq fiir k — oo und
r > %nq. Dann hat die Gleichung

—Au= f(u) in Q, u=0 auf 00 (2.1)

fiir grofie k eine eindeutige Losung w, € Wy (Q) N L™ (), die in L' (B) nahe an ug
ist, wobei B ein beschrinktes Gebiet ist sowie Qy, C B fiir alle k € Ny. Dariiber hinaus
sind fir hinreichend grofie k die uy nicht-degenerierte Lisungen von (2.1)).

Beweis. Der Beweis orientiert sich am Beweis von Theorem 1 aus [6], der fiir diesen Fall

angepasst wird. Wir schreiben hier ||.||1 2 statt H.||W01,2 und |||, statt ||.]| e

Schritt 1:  Zunéchst wird die Eindeutigkeit der u; gezeigt.

Dazu seien wuy, vy Losungen von (2.1)), sodass uy # vg sowie u, — ug und vy, — ug in

L"(B) fiir k — oo. Nach der Wachstumsvoraussetzung an f gilt mit p; = o>3

/|f(uk)|p1 dr < 0/(1 ) d = c/(1 Jul") d < oo,
B B B

insbesondere ist also f(ug) in LP*(B). Wegen der gleichméBigen Beschrénktheit der uy
in L"(B) und Lemma [2.3]sind die u;, und v gleichméfig beschriinkt in L*°(B). Daraus

folgt, dass uy — ug in LP(B) fiir alle 1 < p < co. Dies gilt auch fiir die vy. Sei nun

N
= .
|ur — vl
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2. Existenz von Losungen in konvergierenden Gebieten

Dann ist ||tx]| = 1, t, € W, *(Q) und nach dem Mittelwertwertsatz in Integralform

— Aty = ) = flo) _ </1f’((1 — T)ug, + Tuy) dT) te. (2.10)

| — vrll2

Da f’ stetig ist, ist der Integrand auf der rechten Seite sicher messbar und wegen der
gleichméfligen Beschranktheit der u, und v, auch gleichméfig beschrankt in L. Also

ist das Integral wohldefiniert. Wir schreiben

1

O () = /f’((l — 7)vp(2) + Tug(z)) dr.

0

Dann folgt, dass |0x(z)| < C fiir alle k£ und alle x € €, sowie eine Konstante C' > 0.

Auflerdem gilt 6, — f'(up) in LP(B) fiir alle 1 < p < oo. Dafiir reicht es zu zeigen, dass
es eine konvergente Teilfolge gibt, bzw. dass man aus jeder Teilfolge wieder eine Teilfolge
auswéhlen kann, fiir die der Ausdruck konvergiert. Sei also 1 < p < oo beliebig. Da
uy, — g in LP(B), gilt nach dem Satz von Riesz-Fischer [1.2{nach Auswahl einer Teilfolge
uy, — ug p.w. fast iiberall (ebenso fiir vy,), insbesondere also f'((1—7)vg+7ux) — f(uo)
fur alle 7 € [0,1] und damit auch 0, — f'(ug) p.w. fast iiberall. Damit folgt mit der
Beschrinktheit von |6, (z)| aus dem Satz von Lebesgue [1.3] die Konvergenz in L?(B).

Es gilt nun
(2.10)
I, = 1903 & [ 6 ntnde <l <c,
—~—
Q. |.|<C
die t), sind also gleichmiBig beschréinkt in Wy *(B). Es gibt somit nach Satz ein
t € Wy*(B), sodass nach Auswahl einer Teilfolge ¢, — ¢ in Wy*(B) und t; — ¢ in

L?*(B). Da ||tg]]2 = 1, ist auch ||¢||z = 1 und damit insbesondere ¢ # 0. Wir zeigen nun,
dass t € W,*(Qp) und ¢ eine Losung von

— Aw = f'(ug)w (2.11)

in QO ist. Sei dazu zunéchst ¢ € C§°(Q \ K) mit dem K aus Definition [2.1|i). Dann ist
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2.2. Beweis der Existenz von Ldsungen

fur grofe k auch ¢ € C§°(§2), also

O O

Nun ist t;, — t in Wy *(B) und t;, — ¢ in L?*(B). Da 6, — f'(ue) in LP(B) fiir alle
1 < p < oo, folgt

10kt — f'(wo)tlls < [10k(te — )1 + (1O — f'(uo))tl

Holder
< 10kllz [Ite — tll2 + |16k — f/(uo) 2 [It]l2
~———— ——

<C —0 —0 =1

— 0, k— oo,

also Oty — f'(uo)t in L'(B) fiir k — oo. Nun konnen wir in (2.12) zum Grenzwert
iibergehen und erhalten
/Vthbdx = /f’(uo)tgzﬁ dz.
Q[) QO
Da nach Lemma die Menge der ¢ mit kompaktem Tréger in 4\ K dicht in VVO1 2(Q)

liegt, zeigt dies die schwache Losungseigenschaft auf ganz €.

Noch zu zeigen ist nun, dass t € Wy*(Qp) ist. Sei dazu =y € B\ (Qo U E) (E wie
in Definition (11)) Dann ist 2o ¢ U := {z € R" : dist(z,Q U E) < 2} fiir h :=
dist(xg, Q2 U E), aber nach Definition [2.1](ii) ist €, C U fiir groBe k. Fiir r hinreichend
klein und grofie k ist also B,(z¢) N Q) = . Daher ist fiir grofe k und = € B,(x)
tp(r) = 0 und damit auch t(z) = 0 fast iiberall auf B, (xo) (aus t, — t in L?(B) folgt
die punktweise Konvergenz f.ii. einer Teilfolge). Folglich ist ¢(z) = 0 fast iiberall auf
B\ (Q U E) und, da 99, U F eine Nullmenge ist, fast iiberall auf B\ Qy. AuBerdem
ist 2y glatt berandet und damit ¢ € VVO1 2(€). Also ist t # 0 eine schwache Lisung von
mit Nullrandbedingungen auf 0€2y. Dies widerspricht der Nicht-Degeneriertheit
der Losung ug. Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt.

Schritt 2:  Wir zeigen die Existenz einer Losung fiir hinreichend grofe k.

Definiere i : Wy *(B) — W'2(Qg) durch i(u) = ulg,. Diese Abbildung ist sicher linear
und stetig. Analog definiere i : Wy*(B) — W12(Qy,). Wir definieren eine stetige lineare
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2. Existenz von Losungen in konvergierenden Gebieten

Abbildung L : W=12(Qy) — Wy*(B) wie folgt: Ist g € W12(), so ist L(g) die
eindeutige schwache Losung von —Au = g in Qy, u = 0 auf 9. L(g) ist dann definiert
durch

L(g) - f(g)(w), falls = € Qg

sonst.

Dann definieren wir A : W,*(B) N L"(B) — Wy*(B) N L"(B) durch

Da u € L"(B) ist, ist f(i(u)) € LP*(Q) fiir p; = o> 5 (val. Schmtt und damit
f(i(u)) € W=12(Qy). Nach Lemma [2.3|ist auBerdem L(f(i ( ))) € L>(B) und damit in
LT(B), also ist A wohldefiniert. Als Verkettung stetiger Funktionen ist A auch stetig.
Des Weiteren ist A kompakt. Sei dazu (ug) ey € Wy (B)N L™ (B) beschréinkt. Dann gibt
es ein u, sodass nach Auswahl einer Teilfolge uy — u in W, *(B), uy — u in LP(B) fiir
p < -5 und u, — u punktweise fast iiberall in B. Wie in Schmttzeigt man mit Lemma
-dle Beschréinktheit in L°°(B) und damit die Konvergenz f(i(ug)) — f(i(u)) in LP(Qp)
fiir alle 1 < § < oo. Da L stetig ist, folgt damit A(u,) — A(u) in Wy *(B) N L"(B).

Ay wird analog definiert (mit Ly statt L und i statt ¢, wobei in der Definition von L
einfach Q durch Qy, ersetzt wird.).

Als niichstes zeigen wir, dass A : Wy*(B) N L"(B) — Wy *(B) N L"(B) Fréchet-
differenzierbar mit Ableitung A’(u)(¢) = L(f(i(u))i(¢)) ist. Dazu sei 0.B.d.A. | f'(y)| <
Cly|9" fiir groBe |y|. (Fiir Losungen u nahe ug in L"(B) erhalten wir aus Lemma [2.3] eine
gleichméBige Schranke in L>(B), die unabhingig von f ist, wenn |f(y)| < Cy + Calyl?.
Also werden die Losungen nicht verdndert, wenn f fiir grole |y| entsprechend modifiziert
wird, denn die Wachstumsbedingung bleibt erhalten.)

Sel nun u € W(}’Q(B) N L7(B) beliebig. Dann ist f'(i(u)) € LP*(Y) fiir py = 1>
und wegen 2”2 < =% gilt damit fiir w € Wy (Q0):

I3

/f plw da < || f/(i(w))llp, l[i(@)wl] ez,

< L)) pa [l 200 [[w]] 20
pp—1 p2—1

< Cllelligllw]ie < Cflw|lie.

— 29 —



2.2. Beweis der Existenz von Ldsungen

Insbesondere ist also f(i(u))-i(¢) € W™2(€). Somit ist L(f'(i(w)) i(¢)) wohldefiniert
und nach Lemma [2.3in L"(B). AuBerdem ist fiir ¢ € W,*(B) N L"(B) die Abbildung
¢ — f'(i(u))i(y) sicher stetig und linear und damit auch A’(u) : ¢ — L(f'(i(u))i(y))

(wegen der Linearitdt von L). Sei

r(p) == A(u+ ) — A(u) — A'(u)(p) = L( f(i(u+ ¢)) = f(i(u)) = ['(i(u)i(¢) )

Zu zeigen ist jetzt, dass
lIr ()l

im =0,
lolle—0  |[olls

wobei ¢ € Wy *(B) N L"(B) und ||¢||, := max(||¢||12, |¢[l-). Es reicht wiederum zu zei-
gen, dass man aus jeder beliebigen Folge (y)sen eine Teilfolge mit den gewiinschten Ei-
genschaften auswéahlen kann. Mit dem Mittelwertsatz in Integralform sieht man zunéchst
fiir beliebiges ¢ € Wy*(B) N L"(B):

Ir() 172 = IL(F(@)IF 2 = /L(f(w))f(w) dz

B

_ / r() (fli(u+ @) = f(i(u)) — f'(i()i(0)) da

< lIr()ll 22 flol] 22 (//f ) +ti(p)) — '(i(u))|p2dtdx)
< [[r@)lls2llelhe (//If w) + ti(p)) — /(i(u))|p2dtdx> :

2p2 2n
da ol < g
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Also ist

1

||7“(90)H1,2 ||12 . N b2
[ =l — Hs@l\m (//f ) +ti()) — f'(i(u))] dtdx) L (2.13)

AuBerdem gilt fir o € W, *(B) N L"(B), dass f(i(u + ¢)), f(i(u)) € LP*(B) und
f'(i(u)) € LP?(B) und damit (py > p;)

1 @@))i(lp < 17 @) a2z < L (@(w))llps 2]l < 00,

da 22— = g < 2 < r. Also ist #(¢) € LP(B) und damit

p2—p1

(@)l = NLFPII —/!L )" dz < C|[L(F(g ))IIZOESEC||7’(¢)I|;,

da p; > 5. Folglich ist
(@)l < ClIF@)p:-

Weiterhin ist

ol = L/u it 9) = £iw) = £ )i da

P

dz

:/ﬂ/(ﬂ()+m@»)@ﬁu—fwwﬁw>

=[] () + o) - )it ] ao

s/JWW@+M@%¢ﬁWW%WWWNx

T—p1

< (/0/ |f/(l(u) +tl(gp)) _ f/(l(u))‘?ﬁ';pl1 dtdx) HSOH;T)l
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Daraus folgt

1 p2

17(0) o < / / /(i) + ti(9)) — F)|™ dtdz | gl

B 0

da TTP;I = po. Also ist

@l _ lIr(e ol
el — ||<p|| //\f u) +ti(p)) — f'(i(w))|* dtda | . (2.14)

Aus (2.13) und (2.14]) ergibt sich insgesamt

Hs@\l //'f u) +ti(p)) — f/(i(w)[” dt dz

Zu zeigen ist noch, dass die rechte Seite gegen 0 konvergiert, wenn | ¢« gegen 0

konvergiert. Sei dazu (@g)gen eine Nullfolge in W, *(B) N L"(B). Dann konvergiert der
Integrand p.w. fast iiberall gegen 0. AuBerdem ist das Integral auf B x [0, 1] bzgl.

= | f(i(w) + tilpe)) = f' (i)™

gleichgradig absolutstetig. Dazu sei D C B x [0, 1] messbar mit | D| klein. Dann ist wegen
der Wachstumsbedingung an f’

/ |£/(i(0) + i) — F(w)]™ dt de < c// (14 Jul” + oel") dt dz < e,

wenn |D| < 6 = d(¢g), denn fiir groBe ¢ wird ||¢,||, beliebig klein, fiir die anderen Terme
folgt die Behauptung aus der Absolutstetigkeit des Integrals bei festen Integranden. Also
ist A Fréchet-differenzierbar mit A'(u)(¢) = L(f'(i(u))i(y)).

Da das Bild von A in W,*(Q) liegt, sind Fixpunkte von A ebenfalls in W,*(Q) und
damit schwache Losungen von (mit g statt Q). Insbesondere ist ug ein Fixpunkt
von A, sogar ein isolierter Fixpunkt (sonst konnte man dhnlich wie in Schritt |1] einen

Widerspruch zur Nicht-Degeneriertheit konstruieren). Betrachte nun I — A’(ug). Da das
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Bild von A’(ug) in W, (Q) liegt (wegen der Definition von L), ist auch ker(I — A’(uq))
eine Teilmenge von W, ?(Qp) (da die Elemente des Kerns Fixpunkte von A’(ug) sind).
A'(ug)(p) ist Losung von —Av = f'(ug)p in Qp mit Nullrandwerten. W&hlt man nun
o € ker(I — A'(up)), so ist

0= (I —A'(u))p = — A'(uo)(¢),

d.h. ¢ ist Losung von —Av = f'(ug)y, also —Ap — f'(ug)p = 0. Wegen der Nicht-

Degeneriertheit der Losung up muss dann ¢ = 0 sein, also ist I — A’(ug) injektiv. Insbe-

sondere ist 1 kein Eigenwert von A’(ug). Dann ist nach Satz ind(f — A, up) = £1.
Wiihle nun ¢ > 0, sodass u # A(u) fiir alle v € L"(B) N W,*(B) mit ||u — ug|, <6

und u # ug ist. Wir zeigen, dass fiir hinreichend grofles £ gilt:
wH# tAu) + (1 —t)Ap(u) fir 0 <t <1, w € Wy*(B)N L"(B) und ||u — ug||, = 6.

Angenommen, dies gilt nicht. Dann existieren 0 < t;, < 1 und u, € Wy*(B)NL"(B) mit
|ug — upl|» = & und

Aus Lemma [2.3| folgt wie in Schritt |1 die gleichmiBige Beschrinktheit der u;, in L (B)
und wegen der Losungseigenschaft auch in Wy ?(B). Also finden wir wegen der
gleichmiBigen Beschrinktheit in W,*(B)NL"(B) eine Teilfolge, die schwach in W,*(B)
und L"(B) gegen v € Wy ?(B) N L"(B), stark in LP(B) fiir p < 27 und punktweise
fast iiberall konvergiert. Da die uy gleichméfig in LOO(B) beschréankt sind, ist wegen der
punktweisen Konvergenz auch v € LOO(B). Deshalb konvergiert u; in LT(B ) stark gegen
v, insbesondere gilt ||v — gl = 9.

Sei nun T" CC Qg \ K, dann ist nach Definition auch T' C §, fiir groBe k. Wegen

(2.15) gilt also fiir grofie k mit ¢ € C§°(T)

/Vungbdx:T/f(uk)gbdx,

T

da —AA(u) = f(u) in Qp und —AAg(u) = f(u) in Q. Geht man nun zum Grenzwert

iiber, so erhélt man

/ VoVe de — / F0)da,
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also ist v schwache Losung von —Av = f(v) in T und wegen Lemma auch in €.

Nun zeigen wir noch, dass v € VVO1 ’2(90) ist. Sei dazu U eine offene Umgebung von
QyUE (das E ist wiederum aus Definition . Es ist sicher €2y C U und fiir hinreichend
groBie k auch Q; C U. Nach Definition von A und A, gilt auflerdem fiir alle u € Wy *(B)N
L"(B), dass tA(u)(x) + (1 — t)Ax(u)(z) = 0 fiir = ¢ Qo U Q. Somit ist ug(z) = 0 fiir
grofie k und x ¢ U. Also ist auch v(z) = 0 fiir fast alle x ¢ U und damit (da U beliebig)
fast iiberall in B\ (Q U E). Da 9Qy U E cine Nullmenge ist, ist v(z) = 0 fast iiberall in
B\ Q. Daraus folgt wiederum v € W, () und damit v = A(v) nach Definition von
A. Dies widerspricht der Wahl von §, und damit ist die Behauptung gezeigt.

Um den Beweis der Existenz der wuy fiir grofie k zu beenden, betrachten wir
Bs:={ue W&’Q(B’) N L’”(B’) D Ju = ugl| < 6}
Wegen der Homotopie-Eigenschaft und dem eben gezeigten gilt
deg(I — Ay, Bs,0) = deg(I — A, Bs,0) = ind(I — A, up) = £1.

Also ist deg(l — Ay, Bs,0) # 0 fiir grofie £ und nach existiert ein ug nahe g (d.h.

|lur, — wo|» < 0), sodass ur = Ay (ux). Damit ist die Existenz bewiesen.

Schritt 3:  Wir zeigen die Nicht-Degeneriertheit der Losungen wuy fiir grofie k.
Dabei wird #dhnlich vorgegangen wie in Schritt [l Angenommen, wir finden fiir alle ko
ein k > kg und ein v, € W&’Q(Qk), v # 0, sodass

—Avk — f’(uk)vk = 0.

O.B.d.A. sei ||vg|2 = 1. Wie in Schritt |1] (fiir uy statt ;) kann man zeigen, dass
| (ux(z))| < C fiir alle k und fiir alle © € Q, und dass f'(uz) — f'(up) in LP(B)
fir alle 1 < p < oo. Daraus folgt, dass ||v|l12 gleichméBig beschriankt ist, es also ein
v € W, *(B) gibt, sodass nach Auswahl einer Teilfolge v, — v in Wy*(B) und vy — v in
L?(B). Insbesondere ist ||v|, = 1. Wiederum wie in Schm’tt folgert man daraus, dass
v € Wy () eine schwache Losung von —Ah — f'(ug)h = 0 auf Q mit Nullrandwerten
ist, was der Nicht-Degeneriertheit der Losung ug widerspricht. Also miissen auch die
Losungen wuy, fiir grofle k& nicht-degeneriert sein.

]
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Wenn v in {2y nichtnegativ ist, so wére es natiirlich gut zu wissen, ob auch die wy, fiir
grofe k nichtnegativ in €2 sind. Ist f > 0, wie in unserem Fall, so kann man die Nichtne-
gativitit direkt aus dem Maximumprinzip folgern (vgl. Abschnitt . Ansonsten kann

man fiir nichtnegative Losungen folgenden Satz zeigen:

Satz 2.4. Sei Q° die Vereinung der Komponenten von €y, auf denen uq identisch ver-

schwindet, und sei \s der erste (schwache) Eigenwert von
—Ah = Xh in Q°, h=0 auf 00°.

Es gelten die Voraussetzungen von Satz auflerdem sei f(0) > 0 und ug nichtnegativ

i Qq, aber nicht identisch 0.

(1) Ist f(0) > 0 oder ug(x) > 0 in Qq oder f'(0) < s, dann ist uy, nichtnegativ in Qy
fiir alle grofen k.

(11) Ist f(0) =0 und f'(0) > As, dann wechselt uy in Q. das Vorzeichen fiir alle grofien
k.

Beweis. vgl. [0, Theorem 2].
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3. Konstruktion des Beispielgebiets

In diesem Kapitel wird nun nach der Vorgehensweise von Dancer in [5] ein Gebiet kon-
struiert, das homéomorph zur Einheitskugel ist und fiir das die Gleichung eine
positive nicht-degenerierte Losung besitzt. Dazu wird ein Annulus so deformiert, dass es
in dem entstehenden Gebiet eine nicht-degenerierte positive Losung gibt. Dann schnei-
den wir in dieses Gebiet ein ,Loch® und zeigen mit Hilfe von Satz [2.2] dass auch auf
dem resultierenden Gebiet eine positive nicht-degenerierte Losung existiert, wenn das
,Loch“ hinreichend klein ist. Abbildung [I] verdeutlicht dieses Vorgehen. Dabei sind die
Skizzen zur besseren Anschaulichkeit im zweidimensionalen gezeichnet, obwohl wir im

Folgenden die Dimension n > 2 voraussetzen.

=

Abbildung 1: Vorgehen bei der Konstruktion des Beispielgebiets

Wir betrachten nun fiir n > 2 und 0 < Ry < Ry den Annulus
A: {I’ cR" : R, < H.TH < RQ}

Des Weiteren sei f(y) := |y|»—=.

3.1. Der Transversalitatssatz und ein Generizitatsresultat

Als erstes zeigen wir folgendes Lemma, das die Existenz nicht-degenerierter Losungen
sichert. Dabei orientieren wir uns am Vorgehen von Saut und Temam in Kapitel 4 von
[24].

Lemma 3.1. Es existieren Gebiete Ay, die C*-nah an A sind und fir die die Gleichung
(0.1) in Wol’p N W2P nur nicht-degenerierte Losungen hat. Wir sagen, dass Ag C2?-nah

an A ist, wenn es einen C2-Diffeomorphismus 0 : R™ — R™ mit beschrinktem Triger
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gibt, dessen C*-Norm kleiner als ein beliebiges € ist, sodass Ag = (I +6)(A), wobei I die
Identitditsabbildung auf dem R™ ist.

Fiir den Beweis wird eine unendlich-dimensionale Version des Transversalitatssatzes

verwendet, die so in [24, Thm. 1.1} zu finden ist.

Satz 3.2. (Transversalititssatz)
Seien X,Y, Z reelle Banachrdume und U C X,V C Y offene Teilmengen. Weiterhin
sei U x V — Z eine C*-Abbildung, sodass

fiir alle (xo,y0) € U x V gilt: F.(xo,y0) : X — Z ist ein (3.1)

linearer Fredholm-Operator vom Index | < k.

FEs ser

29 ein requlirer Wert von F, d.h. das totale Differential F' mit

F'(o,y0)-(2,y) = Fy(w0,y0)-7 + F;(Ioa Yo)-y (3.2)

ist surjektiv an jedem Punkt (xzo,yo) mit F(zo,Yyo) = 2o-
Auflerdem gelte:

Die Menge aller x € U mit F(x,y) = zy, wobei y aus einer (3.3)

kompakten Teilmenge von Y ist, ist relativ kompakt in U.

Dann ist die Menge
O = {y €V : 2 ist ein requldrer Wert von F(.,y)}

eine dichte offene Teilmenge von V.

Bemerkung 3.3. Sind X, Y, Z separabel, so gilt die Behauptung auch ohne Bedingung
(3.3), wobei die Menge O dann keine offene dichte, sondern eine residuelle Menge ist,
d.h. ihr Komplement ist mager, ist also die Vereinigung abzéhlbar vieler nirgends dichter
Teilmengen von V' (vgl. [24, Bem. A.1] oder [15, S. 63]).

Auflerdem kann Bedingung (3.2]) durch folgende Variante ersetzt werden:
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Satz 3.4. Es gelten (3.1)) und (3.3) aus Satz[3.9 Statt (3.2) nehmen wir fir gegebenes
2o an, dass fir alle (xo,y0) € U X V mit F(xzo,y0) = 20 und L = Fl(xg,yo) gilt:

Ist w € ker(L') und (F,(xo,y0).y,w) = Ofiir alle y € Y, dann ist w = 0. (3.4)

Dann gilt (3.2)) und die Schlussfolgerung aus Satz .

Beweis. Siehe auch [24, Thm. 1.2]. Zu zeigen ist, dass 2z ein reguldrer Wert von F ist,
d.h. zu (zo,y0) € F~'({20}) und h € Z ist ein (z,y) € X x Y zu finden mit

Fy (w0, y0)- + F (70, Y0).y = h.
Mit L = F/(zo, o) ergibt sich als Gleichung
Lz =h — F,(x0,90)-y-

Da L ein linearer Fredholm-Operator ist, ist sein Bild abgeschlossen. Daher ist obige
Gleichung laut Satz genau dann fiir x 16sbar, wenn h — F) (2o, y0).y € ker(L’' )t ist,
d.h. wenn

{(h — F,(x0,0)-y, w) = 0 fiir alle w € ker(L').

Sei {wy, ..., wx} eine Basis von ker(L’), der endliche Dimension hat, da L ein Fredholm-

Operator ist. Wir wollen nun y € Y finden, sodass
Zi(y) = (hyw;) furi=1,... N,
wobei .Z, € Y’/ das durch
Zily) = <F;(:U0,y0)-y,wi>, i=1...,N

definierte lineare stetige Funktional auf Y ist. Nach einem Korollar des Hahn-Banach-
Theorems in [25] existiert ein solches y, wenn die .Z; linear unabhéngig sind, d.h. wenn
fiir )\1,...,)\]\] € R und

aus Z(y) = 0 fiir alle y € Y folgt, dass Ay = --- = Ay = 0 ist.
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Sei
N
w = Z Aiw; € ker(L').
i=1

Dann ist

Ly) = Z&‘Zt(y) = Z&(Fé(fo,yo)-%wi) = <F;(x0,y0).y,w>

=1

und die Bedingung ist dquivalent zur Voraussetzung (i3.4).
O

Bemerkung 3.5. Die Bestimmung des dualen Operators von F(xg, 7o) und der Nach-
weis von (3.4)) sind generell einfacher in Hilbertriumen. Seien also X < X, Z < Z ste-
tige Einbettungen in die Hilbertriume X, Z. Der Operator L = F!(z, o) habe eine ein-
deutige Fortsetzung L als linearer stetiger Operator von X nach Z, wobei (L)~'(Z) C X.
Dann kann ersetzt werden durch:

Ist w € ker(L*) und (F,(x0,90).y, w) = 0 fiir alle y € Y, dann ist w = 0. (3.5)

Beweis. Der Beweis wird genauso gefiihrt wie der zu Satz [3.4] (siche auch [24, Bem. 1.1]).
[

Beweis von Lemma[31. Der Beweis ist angelehnt an das Vorgehen in [24] Section 4],

wobei einige Teile eine genauere Uberarbeitung benétigten.

Wir betrachten das allgemeinere nichtlineare elliptische Problem
— Au+ g(z,u) =0in Q, u =0 auf 09, (3.6)

wobei € ein beschrinktes Gebiet der Klasse C? im R™ und g eine reelle stetig differen-
zierbare Funktion auf R™ x R ist, fiir die g(x,0) = 0 fiir alle x € R™ gilt.

Wir betrachten dabei solche , die das Bild von Qg := A unter einem Diffeomorphis-
mus nahe der Identitdt I sind. Genauer sei ) C R™ offen und beschrinkt mit Qy C Q,
und sei T =1 + 60 € C*(Q;R™) mit § € CZ(Q;R"). Ist 0 klein genug, d.h.

H9H02 < Cp (37)
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fiir ein klein gewihltes 0 < ¢, < ﬁ, so gilt fiir die Jacobi-Determinante von T’
det 7" =det(I +6) > &9 >0 (3.8)

fir ein &g > 0 und 7 ist nach dem Satz der inversen Abbildung [3, Thm. 3.1.1] ein
lokaler Diffeomorphismus auf ). AuBlerdem gilt nach dem Hauptsatz der Differential-

und Integralrechnung lokal

1
bla) —0y) = [ 0t + (1= D)t (2~ )
0
also . .
0(@) = 0(y)| < max |0'(2) || | —y| < ng-|o —yl = Slo -y,
<ncn
wobei ||.||r die Frobenius-Norm bezeichnet. Demnach ist 6 auf Q lokal und, da @ kompakt
ist, auch global Lipschitz-stetig mit Konstante % Damit gilt fiir beliebige z,y € Q

o +0(x) — (y +0())| > [z —y] ~ 0(z) — )| > 5w — ]

Aus x + 0(x) = y + 0(y) folgt also, dass x = y. T ist folglich injektiv und damit ein
Diffeomorphismus auf Q. Insbesondere ist T eine offene Menge €, und T'(9) ist

genau der Rand von 2. Im Folgenden werden wir nur solche €2 betrachten.

Wir wollen Satz anwenden. Sei dazu p > n, sodass laut [12, Thm. 7.26] die Ein-
bettung W2P(Qq) — C1(€) stetig ist. Dann setzen wir

X = Wy (Qo) NW2P(Qy), U := X \ {0},

Y = C*Q;R"), V:={0 € C5(Q;R") : § erfiillt und (3.8)},
Z = LP(QO>

Fiir 0 € V und Q = (I + 0)$ betrachten wir das Randwertproblem und wollen
dieses auf ein Randwertproblem fiir €y zuriickfiihren. Fiir v € W,?(Q) N W2P(Q) ist
sicher v := uo T € X. Umgekehrt ist fiir v € X auch u = voT~1 € W, P(Q) N W>P(Q).
Setzt man also v o Tt in ein, multipliziert beide Seiten mit ¢ € C§°(€2) und inte-
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griert, so erhélt man durch Anwenden der Kettenregel und der Transformationsformel:

0= /(—Axu +g(x,u))pde
Q
N /qu (Vo) 4 g(x,u)pda
Q
_ / Va(voT™) - (Vo) + gz, 00 T Ve da
Q

= [ Ve ) () (V) glavo T pda
Q

- / (et T')(Vsv - (') - (Vap) T (TF) + 9(TF, v)p(T)) di

= /(det TYVzv - (T (T (Vap) T + (det T g(T%, v)ep di
= /[— divz{(det T"\Vzv - (T)HT' ")} + (det T')g(T'%, v)]2p di
Qo

Dabei ist x ein allgemeiner Punkt in 2 sowie Z ein allgemeiner Punkt in 2y, divz und V;
bedeutet, dass diese Operatoren bzgl. der Variable z anzuwenden sind, und ¥ = poT €
Ce°(Qp). Damit ergibt sich folgendes zu (3.6 dquivalentes Problem:

v € X und

(3.9)
F(v,0)(z) =0 fir alle Z € Q,

wobei

F(v,0) = —divz{(det T)Vzv - (TN (T'")'} + g(T&,v) - det T".
Da p > n ist, gilt fir v € X auch v € C'(£)). Insbesondere ist v in Qo beschrinkt
und damit auch ¢g(T'z,v). Da €y beschrénkt ist, ist folglich ¢(T'z,v) € LP({)). Also ist
F :UxV — Z wohldefiniert. Die Lemmata 4.2, 4.3 und 4.5 aus [2I] zeigen, dass F bzgl.

0 stetig differenzierbar ist. Sicher ist F' auch bzgl. v differenzierbar und F ist stetig. Also
ist I’ nach [8, Satz 8.9.1] in C'.

Anstatt ) und Fj an jedem Punkt (v°,60°) € U x V anzugeben, reicht es, F/(v",0)

und F(v°,0) zu bestimmen, da wir immer formell € #indern kiénnen, sodass 0.B.d.A.
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0° = 0 ist. Fiir F! gilt mit v € X

F/(0°,0).0 = —Av + %(aj, v°).0.

Zur Bestimmung von F}, bendtigen wir die oben genannten Lemmata aus [21]. Lemma
4.2 aus [21] besagt, dass fir (,6 € Y und T' = I 4 6 gilt:

%(T)C = {(div(¢ o T™h) o T} det T"|.
Laut [21, Lemma 4.3] gilt

o)
oT

(T).C =~ ¢ (7).
AuBerdem ist nach [21, Lemma 4.5] fiir f € C*(R")

O((foT)|detT"])

). = {(div(f - (CoT ) o TH det T

Damit ergibt sich fiir Fj(v°,0) mit ( € Y
Fj(0°,0).¢ = — div(div(¢)Ve°) + div(Va® - (¢'T + ()

"9
+ gla, o) div(Q) + Y a—j(x, )G
i=1 "

Nun gilt es, die Voraussetzungen von Satz [3.4] zu priifen. Da X,Y und Z separabel sind
(vgl. Bemerkung , reicht es nach Bemerkung , die Bedingungen ({3.1)) und ([3.4)

zu iiberpriifen.

Nachweis von (3.1)):

Nach [12, Thm. 9.15] ist —A ein Isomorphismus von X nach Z und damit insbeson-
dere ein Fredholm-Operator mit Index 0. Auflerdem ist v — g—g(x,vo)v ein kompakter
Operator von X nach Z, da nach Satz die Einbettung von X nach Z kompakt ist
und %(z, v?) beschrinkt ist. Nach Lemma ist also F!'(v°,0) ein Fredholm-Operator

mit Index 0.
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Nachweis von ((3.4)):

Fiir u® € U gelte F(u°,0) = 0, d.h.

—Au® + g(z,u") = 0 in Q,
u’ = 0 auf 0.

Mit Bemerkung |3.5| wollen wir ((3.5|) {iberpriifen. Dazu seien

X =Wy (Q) N W0y,
Z = LQ(Qo)

Laut Satz sind die Einbettungen X < X und Z < Z stetig. L := F/(u°,0) hat
cine eindeutige Fortsetzung L : X — Z als linearer stetiger Operator, da fiir v € X
sicher gilt, dass

0
—Av + a—Z(aﬁ,uo)v € L*(Q).

AuBerdem ist (L)~'(Z) C X, denn ist v € X mit Lv = h fiir h € Z = LP(S), so ist
v € X nach [I7, Section 3, Thm. 15.1]. Damit sind die Voraussetzungen von Bemerkung
3.0 erfiillt.

Nun bedeutet w € ker L*, dass w € L*(€)) ist und fiir alle ¢ € X

9g
—Ap+ — 0 =
/w( % u(a:,u Jo)dx =0

Qo

erfiillt. Nach Resultaten aus der elliptischen Regularititstheorie (siehe z.B. [I, Section
15]) folgt daraus, dass w € W22(€) N Wy () ist und damit

dg
—Aw + == (z,u")w = 0 in Qy,
5u ™) ’ (3.10)

w = 0 auf 09,
gilt.
Nun ist zu zeigen: erfiillt w € Wy?(Qg) N W22(Qy) die Bedingungen (3.10) und

(Fj(u®,0).C,w) = 0 fiir alle ¢ € C?(Q;R™), dann ist w = 0.
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Dazu rechnet man zunichst fiir u € C3(€)) leicht nach, dass
— div((div ¢)Vu) + div(Vu(¢'T + (') = = div[¢(Au)] + A(Vu - ¢)

und
. "~ Jg . Jdg
g('ru U) div( + ;:1 o (SC, u)(@ - le(g(.T, U)C) - %(:c,u)Vu -G

Also gilt

/ w( — div((div () Vu) + div(Vu(¢'" +¢'))) di
Qo

_ / w(— div[¢(Aw)] + A(Vu - ) di

Qo

— [(Vu)e(an) - (V(Vu-¢)T)dz

Qo

Wegen der Dichtheit von C3(Qg) in W, (Q0)NW2P () gilt diese Gleichung auch fiir alle
u € Wy (Qy) NW?2P(£), insbesondere also fiir u®. Damit ergibt sich fiir ¢ € C2(Q;R™):

0= (Fy(u’,0).C,w) = /w(Fé(uO,O).C) dz

= /Vw : (C\(Auo — g(z,u"))) = Vw - (V((Vu®)) " — w@(x, u”)Vul - ¢ di

- ou
Qo =0
9 9

- /(Vuo (A~ 5w di - /(wo Q52 as(a)

Qo 5 - Q0
—— [ 05 as@)

ov
00

Da C°(Q) dicht in C?*(Q) ist, gilt diese Gleichung auch fiir alle ¢ € C°(Q)™.

Nun ist u® € W2?(Qo) NWy(Q) und damit u® € C*(Qp). AuBerdem ist w als Losung
von (3.10)) nach [I7, Sect. 3, Thm. 15.1] in C1(€y) fiir ein a € (0, 1]. Insbesondere ist
also Vu®2Y stetig auf 9. Nach dem Forsetzungssatz von Tietze (siehe [J, Satz A.6))
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existiert ein ¢ € C°(Q) mit C‘mo = Vu22. Damit ergibt sich

/ Vu’|? (%)2 dS(z) = 0.

Qo

Wire Vu® = 0 auf ganz 99, so wiirde mit g(x,0) = 0 aus dem Prinzip der eindeutigen
Fortsetzbarkeit [23] folgen, dass u® = 0 in Qg (vgl. die Argumentation nach Satz [1.23)).
Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von U = X \ {0}. Also ist

ow

E 0
in einer offenen Teilmenge von 0€2y. Mit dem Satz iiber die Eindeutigkeit fiir das Cauchy-
Problem folgt daraus w = 0.

Damit sind alle Voraussetzungen von Satz erfiillt und die Schlussfolgerung aus
Satz bzw. Bemerkung gilt, d.h. fiir alle 8 € O, wobei O C V residuell, ist 0
ein reguldarer Wert von F(.,6). Fiir alle § € O und v € X mit F(v,0) = 0 ist also
insbesondere F!(v,0) surjektiv und deshalb, da es sich um einen linearen Fredholm-
Operator mit Index 0 handelt, auch injektiv. Also sind fiir Ay := (I + 0)21 alle Losungen
der Gleichung in W, (Ag) N W?P(Ay) nicht-degeneriert. Da die Behauptung fiir
alle 6 aus einer residuellen Teilmenge von V' gilt, ist es sicher moglich, § mit ||6]]c2 < ¢

fiir beliebig kleines € zu wahlen. O

3.2. Existenz einer Lésung in Ay und nahen Gebieten

Als niichstes zeigen wir, dass fiir Ay eine nicht-triviale positive Losung der Gleichung

(0.1)) existiert. Dazu werden wir den folgenden Satz von Bahri und Coron anwenden:

Satz 3.6. (Bahri und Coron, [4])
Wenn eine positive ganze Zahl q existiert, sodass H,(§); Zs) # 0 ist, dann hat das Problem

n+2

—Au =un-2 in €,
u >0 in €,
u =0 auf 092,

eine Losung, die in C*®(Q) liegt.
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Dabei bezeichnet H,(€2; Zy) die g-te Homologiegruppe von €2 mit Koeffizienten in Z,.
Die Definition und wichtigsten Eigenschaften von Homologiegruppen sind in Anhang [A]
nachzulesen.

Es reicht also zu zeigen, dass fiir das oben konstruierte Gebiet Ap ein ¢ > 0 exis-
tiert, sodass H,, (Ag; Zsy) # 0 ist. Dazu werden wir ein Resultat aus der Homologietheorie
verwenden, das besagt, dass Rdume vom gleichen Homotopietyp isomorphe Homologie-
gruppen haben (siehe dazu [27, Thm. 9.3.3] bzw. Satz [A.9)).

Nun ist sicher Ay vom gleichen Homotopietyp wie A, die Homotopiedquivalenz ist
einfach der Diffeomorphismus 7' = I + . Des Weiteren ist der Annulus A vom gleichen
Homotopietyp wie die Sphiire S”~! (wihle als Homotopiedquivalenz z.B. f : A— S,
f(z) = ||Txu und g = I). Also ist Ay vom gleichen Homotopietyp wie S*!.

Nach [27, Bsp. 9.4.12(d)] ist H, 1(S*') = Z und damit nicht-trivial. AuBerdem
ergibt sich aus [27, Bsp. 10.6.1], dass H,,_1(S"';Zy) = H,,_1(S"™!) ® Zy ist und damit
Hy, 1(Ag, 7o) 2 7@ Ly # 0 gilt.

Damit ist die Voraussetzung von Satz erfiillt und wir erhalten, dass fiir Ay
eine nicht-triviale positive Losung in Coo(flg) besitzt. Diese Losung ist insbesondere in
WyP(Ag) N W?P(Ay) und damit nach Lemma nicht-degeneriert. Also existiert eine
nicht-triviale, nicht-degenerierte Losung ug € C™(Ag) mit ug(z) > 0 in Aj.

Sei nun Qy = Ay und K eine gerade Linie in Ay, die die beiden Komponenten von
81219 verbindet. Wir definieren €}, als 1219 ohne eine %—Umgebung von K, wobei wir den
Rand gliitten, sodass €2, in der Klasse C? ist (vgl. auch Abbildung [1)). Dies ist zulissig
fiir den in Kapitel |2 definierten Konvergenzbegrift:

Lemma 3.7. Es gilt Q0 — Qg fiir k — oo im Sinne von Definition |2. 1.

Beweis. Wir iiberpriifen die Bedingungen von Definition [2.1} Die schon gewéhlte Menge
K ist sicher kompakt. Da auflerdem K die Dimension 1 hat und n > 3 ist, folgt aus Satz
1.25], dass K Kapazitiat 0 im R™ hat. Des Weiteren kann man hier £ = () wihlen. Dann
gilt:

(i) Ist K; eine kompakte Teilmenge von € \ K, so gilt fiir den Abstand von K zu K;
sicher dist(K, K) > 0. Somit existiert ein kg € N, sodass fiir alle k > kg gilt, dass
K, C € ist.

(ii) Sei U eine offene Umgebung von Q. Da nach Konstruktion €, C € fiir alle k € N,
so ist sicher € C U fiir alle k € N.
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(iii) Da nach Konstruktion €y mindestens C?-Rand hat, ist auch die dritte Bedingung
erfiillt.

Nach Satz hat (2.1)) eine Losung ug nahe ug, d.h.
—Auk = f(uk) in Qk, Up = 0 auf an

Da f(x) > 0 fiir alle z € R, gilt insbesondere —Awuy, > 0 bzw. Auy < 0 in ;. Nach dem
schwachen Maximumprinzip [12, Thm. 8.1] ist damit

. S _

1§Izlkf wy > é%{ up =0,

also uy, > 0 in Q. Nach dem starken Maximumprinzip [12, Thm. 8.19] gilt sogar uj > 0

in ;. Noch zu beweisen ist jetzt:
Lemma 3.8. Die Gebiete Q) sind homdéomorph zu einer Kugel im R™.

Beweis. Da A, diffeomorph zu A ist, ist € homéomorph zu A \ K., wobei Kj ei-
ne entsprechende %—Umgebung einer Linie K in A ist (unabhéngig davon, ob die Ecken
abgerundet sind oder nicht). Die Menge A \ K, wiederum ist homéomorph zu
(S*1\ Z) x (0,1) € R™ x R (mit der Produkttopologie), wobei Z eine kleine abge-
schlossene Kugel in §"~! ist. Der Homéomorphismus f : (S*1\ Z) x (0,1) — A\ K}, ist
gegeben durch

Flot) = (tRo + (1— OR)e,  f7(3) = ( iy i Rl) .

|Zl” Ry — Ry

Des Weiteren ist S"! \ Z homomorph zu einer Kugel im R""!. Betrachte dazu z.B.
die stereographische Projektion bzgl. des Nordpols (0.B.d.A. sei Z eine Kugel um den
Nordpol). Damit ist (S*~1\ Z) x (0, 1) homdomorph zu B%nfl)(()) x (0, 1), was wiederum
homo6omorph zur offenen Einheitskugel BYL) (0) im R™ ist. Hierbei ist der Homéomorphis-
mus g : B"7Y(0) x (0,1) = B{™(0) gegeben durch

g(x,t) = (try, ... tr,_1,V1—12), g '(y) = (wl’—_’y;;), \V1-— y%) )

1 n
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Insgesamt ist also gezeigt: €2, ist hombéomorph zur Einheitskugel Bfn)(O).
O

Die 2, sind also insbesondere kontrahierbar. Damit sind all ihre Homologiegruppen
(bis auf die 0-te) trivial (vgl. [27, Satz 9.3.3] bzw. Satz [A.9)).

Zusammenfassend haben wir jetzt kontrahierbare Gebiete € C R™ konstruiert, fiir
die eine positive nicht-degenerierte Losung hat, obwohl sie die Voraussetzung des
Satzes von Bahri und Coron |3.6| nicht erfiillen. Dies ergibt das gewiinschte Beispiel, das
zeigt, dass die Voraussetzung von Bahri und Coron nicht notwendig fiir die Existenz

einer positiven Losung ist.
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A. Homologietheorie

Fiir den Beweis der Existenz einer positiven Losung in Ay wird Satzverwendet, der als
Voraussetzung eine nicht-triviale Homologiegruppe verlangt. Fiir den interessierten Leser
werden hier die Definition und die wichtigsten Eigenschaften von Homologiegruppen

zusammengefasst. Diese sind aus [27] entnommen.

A.1. Simpliziale Homologiegruppen

Historisch wurden zuerst die geometrisch sehr anschaulichen Homologiegruppen von Sim-
plizialkomplexen eingefithrt. Wir rekapitulieren hierfiir zunéchst die Definitionen von
Simplex und Simplizialkomplex (vgl. [27, Def. 3.1.2, 3.1.4, 3.1.6]).

Dazu seien zy,...,z, € R" ¢ + 1 Punkte in allgemeiner Lage, d.h. die Vektoren

1 — g, ..., Ty — To sind linear unabhéngig. Dann heifit die Punktmenge
q q
o=04= {xG]R” : x:Z)\ixi mit Z/\izl’ A0y -y g >O}
=0 i=0

das (offene) Simplex mit den Ecken xy,...,z, oder das von x,...,x, aufgespannte
Simplex. Wir schreiben o = (x¢...x,). Die Zahl ¢ heifit die Dimension von o, und o
heifit ein q-dimensionales Simplex oder ein g-Simplex. Die Ecken eines Simplex o C R”
sind nach der Definition eindeutig bestimmt. Sind nun o, 7 C R™ Simplexe, so heifit
T Seite von o (Notation 7 < o), wenn die Ecken von 7 auch Ecken von ¢ sind. Wenn
7 < o und 7 # o ist, heifit 7 eigentliche Seite von ¢ und wir schreiben 7 < ¢. Ein
Simplizialkomplex K (im R™) ist eine endliche Menge von Simplexen im R"™ mit folgenden

Eigenschaften:
(i) Aus o € K und 7 < o folgt 7 € K.
(ii) Aus o, 7€ K und o # 7 folgt c N7 = 0.

Die 0- bzw. 1-Simplexe von K heiflen Ecken bzw. Kanten von K. Auflerdem heifit die
Zahl dim K = max{dimo : 0 € K} die Dimension von K.

Auf den Simplexen kann durch die Eckenanordnungen eine Orientierung definiert wer-
den (vgl. [27, Def. 7.1.1]). Dabei heifien zwei Anordnungen dquivalent, wenn sie durch

eine gerade Permutation auseinander hervorgehen. Eine Orientierung von o, ist eine
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Klasse #dquivalenter Eckenanordnungen. Ein orientiertes Simpler ist ein Simplex zu-
sammen mit einer festen Orientierung. Ist o, ein orientiertes ¢-Simplex, so schreiben
wir o, = (zg...x,), wenn x, ..., z, die Ecken von o, sind und wenn die Anordnung
Zo, - . ., 4 zur gegebenen Orientierung gehort. Ein 0-Simplex oy ist ein Element x eines
euklidischen Raumes, es hat genau eine Orientierung und wir schreiben x statt (x). Fiir
¢ > 0 hat ein ¢-Simplex genau zwei Orientierungen. Ist o, = (x¢...z,) ein orientiertes
Simplex, so heifit 0;1 = (r1x072 . .. x,) das dazu entgegengesetzt orientierte Simplex.
Der entscheidende Punkt der Homologietheorie ist, dass die (¢ — 1)-dimensionalen Sei-
tensimplexe eines orientierten ¢-Simplex in natiirlicher Weise orientiert sind. Ist ndmlich
041 < 04 und z € o, die Ecke, die nicht zu o,_; gehort, dann induziert eine Ori-
entierung von o, wie folgt eine Orientierung von o,_;: Wir wéhlen eine zur gegebe-
nen Orientierung gehdérende Anordnung z,x,...,x, der Ecken von o, in der z die
erste Ecke ist, also o, = (xz1...2,), und definieren die induzierte Orientierung auf
04—1 durch 0,1 = (z1...2,) (vgl. [27, Def. 7.1.2]). Fiir ein zweidimensionales Simplex
o9 = (rox172) sind zum Beispiel die Seiten mit ihren induzierten Orientierungen gege-
ben durch 0¥ = (z125), of = (zowo) und 0? = (wx;). Allgemein ist fiir ein orientiertes
g-Simplex o, = (x¢ ... z,) mit ¢ > 2 das der Ecke z; gegeniiberliegende (¢ — 1)-Simplex
satz 7.1.3]). Dabei steht (zg...2;...x,) abkiirzend fir (zg... 21211 ... 2y).

o’ mit der induzierten Orientierung gegeben durch (z...2; ... z,) D" (vel. [27, Hilfs-

Nun koénnen wir auf einem Simplizialkomplex K die sogenannten Kettengruppen de-
finieren (siche [27, Def. 7.1.4]):

Definition A.1. Es sei K ein Simplizialkomplex. Fiir ¢ € Z ist die q-te Kettengruppe
Cy(K) von K wie folgt definiert:

(a) Fir ¢ < 0 und ¢ > dim K ist C(K) = 0.
(b) Co(K) ist die freie abelsche Gruppe, die von den Ecken von K erzeugt wird.

(c) Fiir 0 < ¢ < dim K ist C,(K) die von allen orientierten g-Simplexen von K frei
erzeugte abelsche Gruppe modulo der Relationen o, + o, ! =0, wobei o, die orien-
tierten ¢-Simplexe von K durchlauft. Diese Relation impliziert, dass entgegengesetzt
orientierte Simplexe in der Gruppe Cy(K) zueinander invers sind, also —o, = o L

Die Elemente von C,(K) heilen ¢-dimensionale Ketten (kurz: ¢-Ketten) von K.

Eine freie abelsche Gruppe ist eine abelsche Gruppe G, die eine Basis besitzt, d.h.
eine Teilmenge B C G, sodass alle b € B unendliche Ordnung haben und G die innere
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direkte Summe der von den b € B erzeugten Untergruppen U(b) = {nb: n € Z} ist (vgl.
[27, Def. 8.1.5]). Die Méchtigkeit von B heifit der Rang von G.

Wir wéhlen nun fiir jedes ¢g-Simplex des Simplizialkomplexes K eine feste Orientierung
und bezeichnen diese orientierten Simplexe mit a;, ..., 047, wobei o, die Anzahl der ¢-
Simplexe von K ist. Dann besitzt jede g-Kette ¢ € Cy(K) eine eindeutige Darstellung

der Form

(67

= 1 a 1
C=MNg0, ++ + N0, Mit ng, ... Ng, € 7Z.

Folglich ist Cy(K) frei abelsch vom Rang «, mit Basis oy, ..., 04" (siehe [27, Satz 7.1.5]).
Dies ist ein rein algebraisches Konzept, die Ketten in K haben zunéchst keine geome-
trische Bedeutung.

Auf den Kettengruppen definieren wir nun folgenden Operator:

Definition A.2. Es sei 0, = (2¢...12,) € C,(K) ein orientiertes ¢-Simplex von K. Der
Rand von o, ist die folgende (¢ — 1)-Kette von K:

(=)¥zo...2;...7q) fiir g >0,
Doy = 0{zy ... 1q) = z ’ ‘

0 fiir ¢ = 0.

Der Rand einer beliebigen Kette ¢ =Y n;o), € Cg(K) ist definiert durch
=1

de = a(Z niaé) = 00, € Cpui (K).
=1 =1

Der so definierte Homomorphismus 0 = 9, : Cy(K) — C,—1(K) heifit (g-ter) Randope-
rator (siehe [27, Def. 7.1.6]).

Der Rand des 2-Simplex oy = (xgz1232) ist zum Beispiel
dog = (2112) — (ToZ2) + (To71) = (T122) + (T220) + (ToT1),

also die Summe seiner Seiten. Der Rand der 1-Kette ¢ = (zoz1) + (x122) + (x210) ist
wiederum gegeben durch dc = x1 — xg + 19 — 1 + 19 — 19 = 0.
Mit Hilfe des Randoperators konnen spezielle Ketten in K beschrieben werden, denen

eine geometrische Bedeutung zukommt (siehe [27, Def. 7.1.7]):
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Definition A.3. (a) Eine g-Kette ¢ € C,(K) heifit geschlossene q-Kette oder q-Zyklus,
wenn der Rand dc = 0 ist. Die Untergruppe Z,(K) = {c € Cy(K) : dc = 0} = ker 9,
von C,(K) heiBt die ¢-te Zyklengruppe von K.

(b) Eine ¢-Kette ¢ € C,(K) heiBt Randkette (bzw. berandete Kette oder nullhomologe
Kette), wenn es eine Kette x € Cyy1(K) gibt mit 0r = c¢. Die Untergruppe der
berandeten Ketten B,(K) = {c¢c € C,(K) : ¢ ist nulhomolog} = imJ,.; heifit die
q-te Rindergruppe von K.

(c) Zwei Ketten ¢, ¢ € C,(K) heiflen homolog, wenn ¢ — ¢’ berandet ist. Die Homologie-
klasse {c} der Kette ¢ € C,(K) ist die Menge aller zu ¢ homologen Ketten:

{c}={d:c— eByK)} ={c+b:be By(K)} = c+ By(K).

Wir hatten schon gesehen, dass der Rand des 2-Simplex o5 ein Zyklus ist. Tatséchlich
gilt immer, dass Rénder Zyklen sind, d.h. fiir ¢ € Z ist die Réndergruppe B,(K) eine
Untergruppe der Zyklengruppe Z,(K). Es gilt also 90c = 0 fur ¢ € C,(K) (vgl. [27, Satz
7.1.9]).

Damit kénnen wir nun die Homologiegruppen fiir Simplizialkomplexe definieren (vgl.
[27, Def. 7.1.10]):

Definition A.4. Die Faktorgruppe H,(K) = Z,(K)/B,(K) heiit die ¢-te Homologie-
gruppe des Simplizialkomplexes K. Ihre Elemente sind fiir z € Z,(K') die Homologieklas-
sen {z} = z 4+ B,(K). Da die Kettengruppe C,(K) endlich erzeugt ist, ist auch Z,(K)
und somit H,(K) endlich erzeugt.

Es gilt H,(K) # 0 genau dann, wenn es einen ¢-Zyklus in K gibt, der nicht Rand ist.
Die Homologie misst also, wieviel ,, wesentliche“ (also nicht berandetete) Zyklen es in K
gibt.

Fiir diese Homologiegruppen gibt es eine ganze Theorie mit vielen Resultaten, die die
Berechnung von Homologiegruppen vereinfachen. Diese ist in Kapitel 7 von [27] nach-
zulesen. Wir wollen hier nicht weiter darauf eingehen, sondern gleich zur Definition der
Homologiegruppen topologischer R&ume kommen, fiir die wir dann einige weitergehende

Resultate nennen werden.
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A.2. Homologiegruppen topologischer Raume

Die Homologiegruppen topologischer Raume werden auch als singuldre Homologiegrup-
pen bezeichnet, obwohl sie nicht singulédr oder entartet, sondern wichtige Invarianzen
topologischer Rdume sind. Die Namensgebung ist historisch bedingt.

Bevor wir diese Homologiegruppen definieren kénnen, verallgemeinern wir zunéchst

den Begriff der Kettengruppen aus der Definition simplizialer Homologiegruppen:

Definition A.5. Ein Kettenkomplex ist ein System C = (Cy,0,)4ez von abelschen
Gruppen C, und Homomorphismen 9, : C; — Cy_1, sodass 0,—1 00, : Cy — C,_ fiir alle
q € Z der Nullhomomorphismus ist. Wir schreiben meistens 0 statt 9, und kennzeichnen

C' durch ein Diagramm
C:--=2Cp1 = Cy—=>Cyy = ... (00=0).

C, heilt g-te Kettengruppe von C, die Elemente ¢ € C, heiflen ¢-Ketten von C. Fiir
c € Cy heiit dc € Cy_y der Rand von c. Der Homomorphismus 0 = 9, heifit Randoperator
(siehe [27, Def. 8.3.1]).

Fiir diese allgemeinen Kettenkomplexe kann man nun wie vorher Zyklen-, Rénder-

und Homologiegruppen definieren (vgl. [27, Def. 8.3.3]):

Definition A.6. Sei C' = (C,, 0,),ez ein Kettenkomplex. Die Elemente der Untergrup-
pen Z,(C) = ker 9, bzw. B,(C) = im J,41 heien g-Zyklen bzw. ¢-Rdnder von C. Aus
00 = 0 folgt B,(C) C Z,(C) C C,. Die Faktorgruppe H,(C) = Z,(C)/B,(C) heifit ¢-te
Homologiegruppe von C'. Die Elemente von H,(C) sind fiir z € Z,(C) die Restklassen
{z} = {2}c = 2+ B,(C) und heien Homologieklassen.

Nun brauchen wir fiir einen beliebigen topologischen Raum X nur einen Kettenkom-
plex definieren, durch den dann die Homologiegruppen definiert sind.

Dazu betrachten wir zunéchst fiir eine ganze Zahl ¢ > 0 das ¢-dimensionale Stan-
dardsimplex im R (vgl. [27, Def. 9.1.1]): Die Punkte

eo = (1,0,...,0), e; = (0,1,0,...,0),..., eg=(0,...,0,1)

heiflen Finheitspunkte des R . Das abgeschlossene Simplex mit den Ecken ey, ..., ¢,
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heiflit das g-dimensionale Standardsimplex A:

q q
Aq:{;EGR"“::E:Z)\ieimitOS)\iglund Z)‘izl}

=0 i=0

q
={(Mo,.- - A) ERTTT:0< N <Tund Y A\ =1},

=0

Das der Ecke e; gegeniiberliegende (g — 1)-Seitensimplex von A, heifit die i-te Seite Al
von A,, sie besteht aus allen Punkten (A,...,\,) € A, mit A\; = 0. Der Rand 04, ist
die Vereinigung all dieser Seiten, er besteht aus allen Punkten (Ao, ..., \,) € A, fiir die

mindestens eine Koordinate Null ist.

Nun gibt es zu beliebigen Punkten zg,z1,...,2, € R" genau eine lineare Abbildung
f iR — R mit f(e;) = a; fiir i = 0,..., ¢, ndmlich f(Xo,...,\y) = XoZo+- -+ Ay
Die Einschrankung von f auf A, bezeichnen wir mit [z, ..., 2z, = f|a, : Ay = R". Ist

A C R" ein Teilraum, der die konvexe Hiille der Punkte z, . .., z, enthélt, so ist f(A,) C
A. Daher kann man [z, . .., 4] auch als Abbildung [z, ..., z,] : A, = A auffassen. Wir
sagen kurz: [zo, ..., z,| ist die von der Eckenzuordnung ey — x, ..., e, — x, induzierte
lineare Abbildung von A, nach A. Sie ist durch xy, ..., z, eindeutig bestimmt (vgl. [27,
Def. 9.1.2]).

Fiir ¢ > 1und 0 <4 < gsei 0] = [eg, ..., €i1,€i41,-..,6q] : Ng_1 — Ay die von der
Eckenzuordnung ey — €g,...,€i—1 = €1, € — €i41,...,64-1 — €, induzierte lineare
Abbildung (hier stehen links die Einheitspunkte im R?, rechts die im R9*!). Dabei bildet
0., den Simplex A,y bijektiv und linear auf die i-te Seite A!_; von A, ab. Aufierdem
gilt fiir ¢ > 2und 0 < k < j < ¢, dass (52_1 ody oy =100 10 (5;:% (siche [27, Hilfssatz
9.1.3]).

Nun kénnen wir Homologiegruppen fiir beliebige topologische Raume definieren (siche
[27, Def./Satz 9.1.4]).

Definition und Satz A.7. Sei X ein topologischer Raum. Ein singulires ¢g-Simplex in
X ist eine stetige Abbildung o = o, : A, — X. Die ¢-te singulidre Kettengruppe S,(X)
von X st die freie abelsche Gruppe, die von allen singuldren q-Simplexen in X erzeugt

wird, ihre Elemente heiffen singuldre ¢-Ketten in X. Fir ¢ < 0 setzen wir S,(X) = 0.
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Fiir ¢ > 1 sei der Randoperator der folgende Homomorphismus:

q

0=0y:5,(X) = S41(X), do =) (~=1)'(c 08, ).

i=0
Fiir ¢ <0 sei 9, = 0. Das System S(X) = (S4(X), 0,)qez ist ein Kettenkomplex:

S(X) - B Sa(X) B 5,(X) S S, (X) S -
Er heifit der singuldre (Ketten-)Komplex von X. Die zugehorigen Homologiegruppen

H,(S(X)) heiffen die (absoluten) singuldren Homologiegruppen von X, wir bezeichnen
sie mit Hy(X) = H,(S(X)). Fiir g <0 sind sie Null.

Wiederum bezeichnen wir mit Z,(X) = ker 9, bzw. B,(X) = im d,1; die ¢-te Zyklen-
bzw. Rindergruppe von X. Es ist also Hy(X) = Z,(X)/B,(X) und die Elemente dieser
Gruppe sind die Homologieklassen {z} = {z}x = 2z + B,(X) mit z € Z,(X).

Wir wollen nun betrachten, wie die Homologiegruppen verschiedener topologischer
Réume zusammenhéngen. Dazu stellen wir fest, dass eine stetige Abbildung f: X — Y

einen Homomorphismus der Kettengruppen
Saf) 1 Sy(X) = S, (Y), D neo > ng(foo)

induziert. Das System S(f) = (5,(f))qez ist eine Kettenabbildung S(f) : ( ) S(Y)
(siehe [27, Def./Satz 9.1.6]). Wir benutzen auch die Bezeichnungen S,(f) = Sq(X)
Sy(V) und S(f) = fu : S(X) = S(V). Durch f. = Hy(f) = Hy(S(f)) : H < ) ()
induziert f auBlerdem einen Homomorphismus der Homologiegruppen, wobei f,({z}x) =
{fe(2)}y fur einen singuldren ¢-Zyklus z in X ist (vgl. [27, Def. 9.1.8]).

Fiir einen Hom6omorphismus f : X — Y ist f. : H,(X) — H,(Y) sogar ein Iso-

\

morphismus, d.h. homéomorphe Rdume haben in allen Dimensionen isomorphe Homo-
logiegruppen (vgl. [27, S. 218]). Diese Voraussetzung kann man noch abschwéchen, es
reicht tatséchlich, dass X und Y vom gleichen Homotopietyp sind, damit sie isomorphe
Homologiegruppen haben. Fiir die Definition von Homotopie siehe Definition [1.19

Der folgende Homotopiesatz ist eines der Hauptprinzipien der Homologietheorie:

Satz A.8. (Homotopiesatz)
Aus f~g: X =Y folgt fo=g.: Hy(X) = H,(Y).
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Beweis. Fiir einen Beweis siehe [27], Satz 9.3.1].

Aus diesem Satz folgt sofort:

Satz A.9. Ist f : X — Y eine Homotopieiquivalenz, so ist f. : Hy(X) — H,(Y) ein
Isomorphismus. Insbesondere gilt also: Rdume vom gleichen Homotopietyp haben isomor-

phe Homologiegruppen. Speziell sind kontrahierbare Riume azyklisch, d.h. H(X) = 0
fiir ¢ # 0.
Beweis. Ein Bewei ist bei [27, Satz 9.3.3] zu finden.

Mit Hilfe von weiteren Resultaten der Homologietheorie kann man zeigen, dass

1%
1%

H,(S™) = H, (S 2 H(SHY27Z

und fiir 0 < ¢ # n H,(S™) = 0 ist (siche [27, Bsp. 9.4.12(d)]).

A.3. Homologie mit Koeffizienten

Sei nun G eine fest vorgegebene abelsche, additiv geschriebene Gruppe. Wir verallge-
meinern die Konstruktionen aus den Abschnitten [A.T] und [A.2] und erhalten statt der
dort definierten Homologiegruppen die Homologiegruppen mit Koeffizienten in G. Fiir
topologische Anwendungen sind die Falle G = Z, G = Z, oder G = R (als additive
Gruppe) besonders wichtig.

Wir beginnen wieder mit den Homologiegruppen fiir Simplizialkomplexe (vgl. [27, S.
253f.]). Eine g-dimensionale Kette ¢ in einem Simplizialkomplex K hat die Form

C:nlaé‘i‘""i‘n%oﬂq

gl mit ny, ... ne, €7,

wobei die af] die fest orientierten g-Simplexe von K sind. Nun betrachten wir formale

Linearkombinationen der Form
x:g10;+---+gaqag‘q mit gi,...,9q, € G,

also g-Ketten von K mit Koeffizienten in G. Dabei soll analog zu Definition (c)

fiir jedes orientierte Simplex o positiver Dimension und fiir alle ¢ € G die Gleichung
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go~! = (—g)o gelten. Mit der Addition

(ng;) - (Zgéaé) => (g:+ g)o)

bilden diese Ketten eine Gruppe C,(K; G), die q-te Kettengruppe von K mit Koeffizi-
enten in G (fir ¢ < 0 und ¢ > dim K setzen wir C,(K;G) = 0). Die Kettengruppe
C,(K; G) ist isomorph zur direkten Summe G @ - - - & G mit a, Summanden. Fiir eine

ganzzahlige Kette ¢ wie oben und g € G ist
gc = (nlg)aé + -+ (na,9)05" € Cy(K; G)

definiert (die of, liegen i.A. nicht selbst in Cy(K; G)). Den Rand der Kette x definieren
wir durch

Ox = g1(00)) + -+ + ga, (0051) € Cpi (K G).
Damit ist der Randoperator erklédrt, und wir erhalten als Kettenkomplex
d d 0
CK;G): -+ = Cy(K;G) = Cpt (K;G) — .

Die Gruppen H,(K;G) := H,(C(K;Q)) heilen die Homologiegruppen von K mit Koef-
fizienten in G. Im Fall G = Z ergibt sich die alte Theorie, d.h. H,(K;Z) = H,(K).

Fiir die Einfithrung allgemeiner Homologiegruppen mit Koeffizienten benétigen wir
die Definition des Tensorprodukts (siehe [27, Def./Satz 10.2.1]):

Definition und Satz A.10. Seien A, B abelsche, additiv geschriebene Gruppen, A x B
bezeichne das kartesische Produkt der Mengen A und B. Weiterhin sei F(A x B) die
von der Menge A x B frei erzeugte abelsche Gruppe und R(A x B) C F(A x B) sei die

Untergruppe, die von allen Elementen der Form
(a+d',b) — (a,b) — (a',b), (a,b+b")— (a,b) — (a,b) mita, ' € A, b, b € B

erzeugt wird. Die Faktorgruppe A® B = F(A x B)/R(A x B) heifit das Tensorprodukt
von A und B. Fiir a € A und b € B bezeichnet

a®b=(a,b) + R(Ax B)c A® B
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die vom Element (a,b) € F(A x B) reprdsentierte Restklasse. Es gilt
(a+d)@b=a@b+d @bunda® (b+b)=axb+axVb.

Daher ist fiir n € Z auch (na) @ b=a ® (nb) = n(a®b). Jedes Element z € A® B hat

eine (i.A. nicht eindeutig bestimmte) Darstellung der Form
Z2=a1 @by + -+ ap @by

mithl,aiEA,bieB.

Sind f: A — A" und g : B — B’ Homomorphismen abelscher Gruppen, so wird
durch (a,b) — f(a) ® g(b) eine bilineare Abbildung A x B — A’ ® B’ definiert, die einen
Homomorphismus f ® g: A®Q B— A ® B’ mit (f ® g)(a®b) = f(a) ® f(b) induziert.
Dieser wird das Tensorprodukt von f und g genannt (vgl. [27, Def. 10.2.2]).

Fiir allgemeine Kettenkomplexe ergibt sich nun (vgl. [27, Def. 10.4.1]):

Definition A.11. Ist C' ein Kettenkomplex und G eine abelsche Gruppe, so bezeichnen
wir mit C' ® G den Kettenkomplex

Cod: o, c, 0628

Die Homologiegruppen H,(C' ® G) heilen Homologiegruppen mit Koeffizienten in G.

Der oben definierte Kettenkomplex C'(K; G) ist isomorph zu C(K) ® G, der entspre-
chende Isomorphismus ist go — 0 ® g. Fiir einen topologischen Raum X ist H,(X;G) =
H,(S(X)®G) die g-te Homologiegruppe von X mit Koeffizienten in G. Fiir eine stetige
Abbildung f : X — Y definieren wir f, = (fo ®id). : Hy(X;G) — H,(Y;G) (vgl. [27)
Def. 10.5.1]). Nach [27, Satz 10.5.5] gelten die Hauptprinzipien der simplizialen bzw.
singuldren Homologietheorie, also insbesondere der Homotopiesatz und seine Folgerung
auch fiir Homologiegruppen mit beliebigen Koeffizienten.

Wenn H, (X) frei abelsch ist, hat man auflerdem einen natiirlichen Isomorphismus
A Hy(X)®G — Hy(X;G) durch {2z} ® g = {x ® g} (vgl. [27, Bsp. 10.6.1]). Damit ist

insbesondere die n-te Homologiegruppe der Sphéare S™ nicht-trivial, da

Ho(S™ 7)) & Ho(S™) @ 72 = 7.® s,
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